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Ëåêöèÿ 6. Èíâàðèàíòû äåëüòà-ìàòðîèäîâ

Ïîñêîëüêó êàæäîìó ãðàôó è êàæäîìó âëîæåííîìó ãðàôó ñîïîñòàâëÿåòñÿ äåëüòà-ìàòðîèä,
èíâàðèàíòû äåëüòà-ìàòðîèäîâ îïðåäåëÿþò òàêæå èíâàðèàíòû ãðàôîâ è èíâàðèàíòû
âëîæåííûõ ãðàôîâ.

Â ýòîé ëåêöèè ìû îïðåäåëèì íåêîòîðûå èíâàðèàíòû äåëüòà-ìàòðîèäîâ è îáñóäèì, êàê èõ
âûðàæàòü â òåðìèíàõ ãðàôîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ. ×àùå âñåãî ýòè èíâàðèàíòû
åñòåñòâåííî îïðåäåëÿþòñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ñèñòåì ìíîæåñòâ, îäíàêî ïî-íàñòîÿùåìó
ïîëåçíûìè îêàçûâàþòñÿ, â ïåðâóþ î÷åðåäü, äëÿ áèíàðíûõ äåëüòà-ìàòðîèäîâ.
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Ëåêöèÿ 6. Ìíîãî÷ëåí ïåðåïëåòåíèé äåëüòà-ìàòðîèäîâ

De�nition

Ðàññòîÿíèåì îò ñèñòåìû ìíîæåñòâ D = (E ; Φ) äî ïîäìíîæåñòâà ψ ⊂ E íàçûâàåòñÿ
âåëè÷èíà

dD(ψ) = minφ∈Φ |φ∆ψ|.

De�nition

Ìíîãî÷ëåíîì ïåðåïëåòåíèé LD(x) ñèñòåìû ìíîæåñòâ D = (E ; Φ) íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåí

LD(x) =
∑
ψ⊂E

xdD (ψ).
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Ëåêöèÿ 6. Ìíîãî÷ëåí ïåðåïëåòåíèé äåëüòà-ìàòðîèäîâ: ïðèìåðû

Ïðèìåð. Âû÷èñëèì ìíîãî÷ëåí ïåðåïëåòåíèé äåëüòà-ìàòðîèäà δ(Γ) òîðè÷åñêîãî
âëîæåííîãî ãðàôà Γ, ñîñòîÿùåãî èç äâóõ âåðøèí è òðåõ ñîåäèíÿþùèõ èõ ðåáåð.

Áàçîâîå ìíîæåñòâî E (Γ) ñîñòîèò èç òðåõ ýëåìåíòîâ. Ðàññòîÿíèå dδ(Γ)(∅) îò ïóñòîãî
ïîäìíîæåñòâà ðåáåð äî äåëüòà-ìàòðîèäà δ(Γ) ðàâíî 1. Âêëàä ïóñòîãî ìíîæåñòâà â
ìíîãî÷ëåí ïåðåïëåòåíèé ðàâåí x1 = x .

Êàæäîå èç òðåõ îäíîýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ â E (Γ) ÿâëÿåòñÿ êâàçèäåðåâîì, ïîýòîìó
ðàññòîÿíèå äëÿ íèõ ðàâíî 0. Èõ îáùèé âêëàä â ìíîãî÷ëåí ïåðåïëåòåíèé ðàâåí 3x0 = 3.
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ïîýòîìó âêëàä ïîäìíîæåñòâà âñåõ ðåáåð â ìíîãî÷ëåí ïåðåïëåòåíèé ðàâåí x0 = 1.

Òåì ñàìûì, ìíîãî÷ëåí ïåðåïëåòåíèé äåëüòà-ìàòðîèäà âëîæåííîãî ãðàôà Γ ðàâåí

Lδ(Γ)(x) = x + 3 + 3x + 1 = 4x + 4.
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Ëåêöèÿ 6. Ìíîãî÷ëåí ïåðåïëåòåíèé ãðàôîâ

Ïóñòü G � ïðîñòîé ãðàô. Äëÿ ëþáîé ïàðû ñìåæíûõ âåðøèí a, b ãðàôà G îñòàëüíûå åãî
âåðøèíû ðàçáèâàþòñÿ íà ÷åòûðå êëàññà:

1 âåðøèíû, ñìåæíûå ñ a íî íå ñìåæíûå ñ b;

2 âåðøèíû, ñìåæíûå ñ b íî íå ñìåæíûå ñ a;

3 âåðøèíû, ñìåæíûå êàê ñ a, òàê è ñ b;

4 âåðøèíû, íå ñìåæíûå íè ñ a, íè ñ b.

Ïîâîðîò G ab ãðàôà G ïî ðåáðó ab ýòî ãðàô, ïîëó÷åííûé èçìåíåíèåì ñìåæíîñòè ìåæäó
âåðøèíàìè ïåðâûõ òðåõ êëàññîâ, åñëè îíè ïðèíàäëåæàò ðàçíûì êëàññàì.
Ìíîãî÷ëåí ïåðåïëåòåíèé LG (x) îïðåäåëÿåòñÿ ðåêóððåíòíî ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè:

1 åñëè â ãðàôå G íåò ðåáåð, òî LG (x) = xn, ãäå n � ÷èñëî âåðøèí â G ;

2 äëÿ ëþáîãî ðåáðà ab â G

LG (x) = LG\a(x) + LG ab\b(x),

G \ a � ãðàô, ïîëó÷åííûé èç G óäàëåíèåì âåðøèíû a è âñåõ âõîäÿùèõ â íåå ðåáåð.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 6. Ìíîãî÷ëåí ïåðåïëåòåíèé ãðàôîâ

Ïóñòü G � ïðîñòîé ãðàô. Äëÿ ëþáîé ïàðû ñìåæíûõ âåðøèí a, b ãðàôà G îñòàëüíûå åãî
âåðøèíû ðàçáèâàþòñÿ íà ÷åòûðå êëàññà:

1 âåðøèíû, ñìåæíûå ñ a íî íå ñìåæíûå ñ b;

2 âåðøèíû, ñìåæíûå ñ b íî íå ñìåæíûå ñ a;

3 âåðøèíû, ñìåæíûå êàê ñ a, òàê è ñ b;

4 âåðøèíû, íå ñìåæíûå íè ñ a, íè ñ b.

Ïîâîðîò G ab ãðàôà G ïî ðåáðó ab ýòî ãðàô, ïîëó÷åííûé èçìåíåíèåì ñìåæíîñòè ìåæäó
âåðøèíàìè ïåðâûõ òðåõ êëàññîâ, åñëè îíè ïðèíàäëåæàò ðàçíûì êëàññàì.

Ìíîãî÷ëåí ïåðåïëåòåíèé LG (x) îïðåäåëÿåòñÿ ðåêóððåíòíî ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè:

1 åñëè â ãðàôå G íåò ðåáåð, òî LG (x) = xn, ãäå n � ÷èñëî âåðøèí â G ;

2 äëÿ ëþáîãî ðåáðà ab â G

LG (x) = LG\a(x) + LG ab\b(x),

G \ a � ãðàô, ïîëó÷åííûé èç G óäàëåíèåì âåðøèíû a è âñåõ âõîäÿùèõ â íåå ðåáåð.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 6. Ìíîãî÷ëåí ïåðåïëåòåíèé ãðàôîâ

Ïóñòü G � ïðîñòîé ãðàô. Äëÿ ëþáîé ïàðû ñìåæíûõ âåðøèí a, b ãðàôà G îñòàëüíûå åãî
âåðøèíû ðàçáèâàþòñÿ íà ÷åòûðå êëàññà:

1 âåðøèíû, ñìåæíûå ñ a íî íå ñìåæíûå ñ b;

2 âåðøèíû, ñìåæíûå ñ b íî íå ñìåæíûå ñ a;

3 âåðøèíû, ñìåæíûå êàê ñ a, òàê è ñ b;

4 âåðøèíû, íå ñìåæíûå íè ñ a, íè ñ b.

Ïîâîðîò G ab ãðàôà G ïî ðåáðó ab ýòî ãðàô, ïîëó÷åííûé èçìåíåíèåì ñìåæíîñòè ìåæäó
âåðøèíàìè ïåðâûõ òðåõ êëàññîâ, åñëè îíè ïðèíàäëåæàò ðàçíûì êëàññàì.
Ìíîãî÷ëåí ïåðåïëåòåíèé LG (x) îïðåäåëÿåòñÿ ðåêóððåíòíî ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè:

1 åñëè â ãðàôå G íåò ðåáåð, òî LG (x) = xn, ãäå n � ÷èñëî âåðøèí â G ;

2 äëÿ ëþáîãî ðåáðà ab â G

LG (x) = LG\a(x) + LG ab\b(x),

G \ a � ãðàô, ïîëó÷åííûé èç G óäàëåíèåì âåðøèíû a è âñåõ âõîäÿùèõ â íåå ðåáåð.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 6. Îïåðàöèÿ ïîâîðîòà íà õîðäîâûõ äèàãðàììàõ

Ïóñòü C � õîðäîâàÿ äèàãðàììà, a, b � ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ õîðä â íåé. Ïîâîðîò C ab íà
ïàðå ab ýòî õîðäîâàÿ äèàãðàììà, ïîëó÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì îáõîäîì õîðäîâîé
äèàãðàììû C ïî äóãàì, íà êîòîðûå åå ðàçäåëÿþò êîíöû õîðä a è b, c âêëþ÷åíèåì ýòèõ
õîðä â ïóòü îáõîäà.

Theorem

Äëÿ ãðàôîâ ïåðåñå÷åíèé g(C ), g(C ab) õîðäîâûõ äèàãðàìì ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

g(C )ab = g(C ab).

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ
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Ïóñòü C � õîðäîâàÿ äèàãðàììà, a, b � ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ õîðä â íåé. Ïîâîðîò C ab íà
ïàðå ab ýòî õîðäîâàÿ äèàãðàììà, ïîëó÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì îáõîäîì õîðäîâîé
äèàãðàììû C ïî äóãàì, íà êîòîðûå åå ðàçäåëÿþò êîíöû õîðä a è b, c âêëþ÷åíèåì ýòèõ
õîðä â ïóòü îáõîäà.

Theorem

Äëÿ ãðàôîâ ïåðåñå÷åíèé g(C ), g(C ab) õîðäîâûõ äèàãðàìì ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

g(C )ab = g(C ab).

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 6. Îïåðàöèÿ ïîâîðîòà íà äåëüòà-ìàòðîèäàõ

Theorem

Ïóñòü δ(G ) � äåëüòà-ìàòðîèä ãðàôà G , a, b � êîíöû ðåáðà â G ; òîãäà äåëüòà-ìàòðîèä

ïîâîðîòà G ab ãðàôà G ïî ðåáðó ab ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ñêðó÷èâàíèÿ äåëüòà-ìàòðîèäà

δ(G ) ïî ïîäìíîæåñòâó {a, b}, δ(G ab) = δ(G ) ∗ {a, b}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x , y ∈ V (G ) � äâå âåðøèíû ãðàôà G , îòëè÷íûå îò a è b è
ëåæàùèå â äâóõ ðàçëè÷íûõ èç ïåðâûõ òðåõ êëàññîâ ïî îòíîøåíèþ ê a è b. Òîãäà
ïîäìíîæåñòâî {x , y} ⊂ V (G ) âûðîæäåíî (âåðøèíû x è y íå ñîåäèíåíû ðåáðîì), à
ïîäìíîæåñòâî {a, b, x , y} íåâûðîæäåíî (èíäóöèðîâàííûé èì ãðàô ÿâëÿåòñÿ ëèáî
öåïî÷êîé íà 4 âåðøèíàõ, ëèáî òðåóãîëüíèêîì ñ ëèñòîì). Ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü
{a, b, x , y}∆{a, b} = {x , y} ñòàíîâèòñÿ äîïóñòèìûì ìíîæåñòâîì ïîñëå ñêðó÷èâàíèÿ �
ïîñëå ïîâîðîòà x è y ñîåäèíåíû ðåáðîì.

Íàîáîðîò, åñëè x è y ëåæàò â îäíîì êëàññå, òî ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñòðîêè â ìàòðèöå
ñìåæíîñòè ïîäãðàôà, èíäóöèðîâàííîãî èç G ïîäìíîæåñòâîì âåðøèí {a, b, x , y}, ðàâíû,
ò.å. ýòà ìàòðèöà ñìåæíîñòè âûðîæäåíà, ïîýòîìó ýòî ïîäìíîæåñòâî íåäîïóñòèìî, è
ïðèìûêàíèå x ê y â G a,b îñòàåòñÿ òåì æå, ÷òî è â G .

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 6. Îïåðàöèÿ ïîâîðîòà íà äåëüòà-ìàòðîèäàõ

Theorem

Ïóñòü δ(G ) � äåëüòà-ìàòðîèä ãðàôà G , a, b � êîíöû ðåáðà â G ; òîãäà äåëüòà-ìàòðîèä

ïîâîðîòà G ab ãðàôà G ïî ðåáðó ab ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ñêðó÷èâàíèÿ äåëüòà-ìàòðîèäà

δ(G ) ïî ïîäìíîæåñòâó {a, b}, δ(G ab) = δ(G ) ∗ {a, b}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x , y ∈ V (G ) � äâå âåðøèíû ãðàôà G , îòëè÷íûå îò a è b è
ëåæàùèå â äâóõ ðàçëè÷íûõ èç ïåðâûõ òðåõ êëàññîâ ïî îòíîøåíèþ ê a è b. Òîãäà
ïîäìíîæåñòâî {x , y} ⊂ V (G ) âûðîæäåíî (âåðøèíû x è y íå ñîåäèíåíû ðåáðîì), à
ïîäìíîæåñòâî {a, b, x , y} íåâûðîæäåíî (èíäóöèðîâàííûé èì ãðàô ÿâëÿåòñÿ ëèáî
öåïî÷êîé íà 4 âåðøèíàõ, ëèáî òðåóãîëüíèêîì ñ ëèñòîì). Ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü
{a, b, x , y}∆{a, b} = {x , y} ñòàíîâèòñÿ äîïóñòèìûì ìíîæåñòâîì ïîñëå ñêðó÷èâàíèÿ �
ïîñëå ïîâîðîòà x è y ñîåäèíåíû ðåáðîì.

Íàîáîðîò, åñëè x è y ëåæàò â îäíîì êëàññå, òî ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñòðîêè â ìàòðèöå
ñìåæíîñòè ïîäãðàôà, èíäóöèðîâàííîãî èç G ïîäìíîæåñòâîì âåðøèí {a, b, x , y}, ðàâíû,
ò.å. ýòà ìàòðèöà ñìåæíîñòè âûðîæäåíà, ïîýòîìó ýòî ïîäìíîæåñòâî íåäîïóñòèìî, è
ïðèìûêàíèå x ê y â G a,b îñòàåòñÿ òåì æå, ÷òî è â G .

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 6. Îïåðàöèÿ ïîâîðîòà íà äåëüòà-ìàòðîèäàõ

Theorem

Ïóñòü δ(G ) � äåëüòà-ìàòðîèä ãðàôà G , a, b � êîíöû ðåáðà â G ; òîãäà äåëüòà-ìàòðîèä

ïîâîðîòà G ab ãðàôà G ïî ðåáðó ab ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ñêðó÷èâàíèÿ äåëüòà-ìàòðîèäà

δ(G ) ïî ïîäìíîæåñòâó {a, b}, δ(G ab) = δ(G ) ∗ {a, b}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x , y ∈ V (G ) � äâå âåðøèíû ãðàôà G , îòëè÷íûå îò a è b è
ëåæàùèå â äâóõ ðàçëè÷íûõ èç ïåðâûõ òðåõ êëàññîâ ïî îòíîøåíèþ ê a è b. Òîãäà
ïîäìíîæåñòâî {x , y} ⊂ V (G ) âûðîæäåíî (âåðøèíû x è y íå ñîåäèíåíû ðåáðîì), à
ïîäìíîæåñòâî {a, b, x , y} íåâûðîæäåíî (èíäóöèðîâàííûé èì ãðàô ÿâëÿåòñÿ ëèáî
öåïî÷êîé íà 4 âåðøèíàõ, ëèáî òðåóãîëüíèêîì ñ ëèñòîì). Ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü
{a, b, x , y}∆{a, b} = {x , y} ñòàíîâèòñÿ äîïóñòèìûì ìíîæåñòâîì ïîñëå ñêðó÷èâàíèÿ �
ïîñëå ïîâîðîòà x è y ñîåäèíåíû ðåáðîì.

Íàîáîðîò, åñëè x è y ëåæàò â îäíîì êëàññå, òî ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñòðîêè â ìàòðèöå
ñìåæíîñòè ïîäãðàôà, èíäóöèðîâàííîãî èç G ïîäìíîæåñòâîì âåðøèí {a, b, x , y}, ðàâíû,
ò.å. ýòà ìàòðèöà ñìåæíîñòè âûðîæäåíà, ïîýòîìó ýòî ïîäìíîæåñòâî íåäîïóñòèìî, è
ïðèìûêàíèå x ê y â G a,b îñòàåòñÿ òåì æå, ÷òî è â G .

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 6. Îïåðàöèÿ ïîâîðîòà íà äåëüòà-ìàòðîèäàõ

Ïóñòü D = (E ; Φ) � äåëüòà-ìàòðîèä, e ∈ E . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî e � íå ïåòëÿ, ò.å. e
âõîäèò ïî êðàéíåé ìåðå â îäíî äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî. Òîãäà ìîæíî îïðåäåëèòü
äåëüòà-ìàòðîèä D \ e � ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ ýëåìåíòà e èç D. Åãî áàçîâîå ìíîæåñòâî ýòî
E \ {e}, à äîïóñòèìûå ìíîæåñòâà èìåþò âèä Φ \ e = {F ∈ Φ, e /∈ F}.

Îïðåäåëèì òåïåðü ìíîãî÷ëåí ïåðåïëåòåíèé äåëüòà-ìàòðîèäîâ ðåêóððåíòíûìè
ñîîòíîøåíèÿìè. Ýëåìåíò e ∈ E äåëüòà-ìàòðîèäà D = (E ; Φ) íàçûâàåòñÿ êîïåòëåé, åñëè
îí âõîäèò âñå äîïóñòèìûå ìíîæåñòâà. Ïóñòü e ∈ E � íå ïåòëÿ è íå êîïåòëÿ â
äåëüòà-ìàòðîèäå D = (E ; Φ); ïîëîæèì

LD(x) = LD\e(x) + L(D∗e)\e(x).

Åñëè æå âñÿêèé ýëåìåíò â D ÿâëÿåòñÿ ïåòëåé èëè êîïåòëåé, òî ïîëàãàåì
LD(x) = (x + 1)|E |.

Theorem

Åñëè δ(G ) � äåëüòà-ìàòðîèä ãðàôà G , òî Lδ(G)(x) = LG (x − 1).

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 6. Îïåðàöèÿ ïîâîðîòà íà äåëüòà-ìàòðîèäàõ

Ïóñòü D = (E ; Φ) � äåëüòà-ìàòðîèä, e ∈ E . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî e � íå ïåòëÿ, ò.å. e
âõîäèò ïî êðàéíåé ìåðå â îäíî äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî. Òîãäà ìîæíî îïðåäåëèòü
äåëüòà-ìàòðîèä D \ e � ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ ýëåìåíòà e èç D. Åãî áàçîâîå ìíîæåñòâî ýòî
E \ {e}, à äîïóñòèìûå ìíîæåñòâà èìåþò âèä Φ \ e = {F ∈ Φ, e /∈ F}.

Îïðåäåëèì òåïåðü ìíîãî÷ëåí ïåðåïëåòåíèé äåëüòà-ìàòðîèäîâ ðåêóððåíòíûìè
ñîîòíîøåíèÿìè. Ýëåìåíò e ∈ E äåëüòà-ìàòðîèäà D = (E ; Φ) íàçûâàåòñÿ êîïåòëåé, åñëè
îí âõîäèò âñå äîïóñòèìûå ìíîæåñòâà. Ïóñòü e ∈ E � íå ïåòëÿ è íå êîïåòëÿ â
äåëüòà-ìàòðîèäå D = (E ; Φ); ïîëîæèì

LD(x) = LD\e(x) + L(D∗e)\e(x).

Åñëè æå âñÿêèé ýëåìåíò â D ÿâëÿåòñÿ ïåòëåé èëè êîïåòëåé, òî ïîëàãàåì
LD(x) = (x + 1)|E |.

Theorem

Åñëè δ(G ) � äåëüòà-ìàòðîèä ãðàôà G , òî Lδ(G)(x) = LG (x − 1).

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 6. Îïåðàöèÿ ïîâîðîòà íà äåëüòà-ìàòðîèäàõ

Ïóñòü D = (E ; Φ) � äåëüòà-ìàòðîèä, e ∈ E . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî e � íå ïåòëÿ, ò.å. e
âõîäèò ïî êðàéíåé ìåðå â îäíî äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî. Òîãäà ìîæíî îïðåäåëèòü
äåëüòà-ìàòðîèä D \ e � ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ ýëåìåíòà e èç D. Åãî áàçîâîå ìíîæåñòâî ýòî
E \ {e}, à äîïóñòèìûå ìíîæåñòâà èìåþò âèä Φ \ e = {F ∈ Φ, e /∈ F}.

Îïðåäåëèì òåïåðü ìíîãî÷ëåí ïåðåïëåòåíèé äåëüòà-ìàòðîèäîâ ðåêóððåíòíûìè
ñîîòíîøåíèÿìè. Ýëåìåíò e ∈ E äåëüòà-ìàòðîèäà D = (E ; Φ) íàçûâàåòñÿ êîïåòëåé, åñëè
îí âõîäèò âñå äîïóñòèìûå ìíîæåñòâà. Ïóñòü e ∈ E � íå ïåòëÿ è íå êîïåòëÿ â
äåëüòà-ìàòðîèäå D = (E ; Φ); ïîëîæèì

LD(x) = LD\e(x) + L(D∗e)\e(x).

Åñëè æå âñÿêèé ýëåìåíò â D ÿâëÿåòñÿ ïåòëåé èëè êîïåòëåé, òî ïîëàãàåì
LD(x) = (x + 1)|E |.

Theorem

Åñëè δ(G ) � äåëüòà-ìàòðîèä ãðàôà G , òî Lδ(G)(x) = LG (x − 1).

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 6. Ìíîãî÷ëåí Áîëëîáàøà�Ðèîðäàíà äåëüòà-ìàòðîèäîâ

De�nition

Ìíîãî÷ëåíîì Áîëëîáàøà�Ðèîðäàíà ÷åòíîãî äåëüòà-ìàòðîèäà D = (E ; Φ) íàçûâàåòñÿ
ìíîãî÷ëåí îò òðåõ ïåðåìåííûõ, óäîâëåòâîðÿþùèé ñîîòíîøåíèþ óäàëåíèÿ-ñòÿãèâàíèÿ

BD(x , y , z) =

 BD\e(x , y , z) + BD/e(x , y , z) åñëè e ýëåìåíò áàçîâîãî ìíîæåñòâà,
íå ÿâëÿþùèéñÿ êîïåòëåé

xBD/e(x , y , z) åñëè e � êîïåòëÿ

Çäåñü ÷åðåç D/e îáîçíà÷åí ðåçóëüòàò ñòÿãèâàíèÿ ýëåìåíòà e â äåëüòà-ìàòðîèäå:

D/e = (D ∗ e) \ e.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 6. Äåëüòà-ìàòðîèäû

Äëÿ çàâåðøåíèÿ îïðåäåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà Áîëëîáàøà�Ðèîðäàíà íåîáõîäèìî çàäàòü
íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ðåêóðñèè.
Çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà Áîëëîáàøà�Ðèîðäàíà íà äåëüòà-ìàòðîèäå D = (E ; Φ), â êîòîðîì
ïóñòîå ìíîæåñòâî äîïóñòèìî, çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì

BD(x , y , z) =
∑
U⊂E

y |U|z1−bc(D|U )+|U|,

ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîèñõîäèò ïî âñåì ïîäìíîæåñòâàì ìíîæåñòâà E , ÷åðåç D|U îáîçíà÷åí
äåëüòà-ìàòðîèä, èíäóöèðîâàííûé ïîäìíîæåñòâîì U, à ÷åðåç bc(D) � êîëè÷åñòâî
êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàíèöû äåëüòà-ìàòðîèäà D, ò.å. ðàçìåð ìèíèìàëüíîãî äîïóñòèìîãî
ïîäìíîæåñòâà â äâîéñòâåííîì äåëüòà-ìàòðîèäå D ∗ E ; ïîñëåäíèé ðàâåí ðàçíîñòè
êîëè÷åñòâà |E | ýëåìåíòîâ â E è íàèáîëüøåé ìîùíîñòè äîïóñòèìîãî ïîäìíîæåñòâà â D.
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Ñåìèíàðû 6. Çàäà÷è

Äîêàæèòå, ÷òî ðåçóëüòàò D/e ñòÿãèâàíèÿ ýëåìåíòà e ∈ E â
äåëüòà-ìàòðîèäå D = (E ; Φ) ìîæíî îïðåäåëèòü êàê

D/e = (E \ {e}, {φ \ {e}|φ ∈ Φ, e ∈ φ}).

Ïðîâåðüòå, ÷òî D = ({a, b, c}; {{a, b, c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, {b}, {c}, ∅}) �
äåëüòà-ìàòðîèä.

Âû÷èñëèòå äëÿ äåëüòà-ìàòðîèäà D èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà åãî ìíîãî÷ëåí
ïåðåïëåòåíèé è ìíîãî÷ëåí Áîëëîáàøà�Ðèîðäàíà.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ñåìèíàðû 6. Çàäà÷è

Âû÷èñëèòå ìíîãî÷ëåí ïåðåïëåòåíèé à) ïîëíîãî ãðàôà íà n âåðøèíàõ Kn; á) öèêëà
íà n âåðøèíàõ Cn; â) ïîëíîãî äâóäîëüíîãî ãðàôà Km,n.
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Âû÷èñëèòå ìíîãî÷ëåí ïåðåïëåòåíèé à) ïîëíîãî ãðàôà íà n âåðøèíàõ Kn; á) öèêëà
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Ñåìèíàðû 6. Çàäà÷è

Äîêàæèòå, ÷òî åñëè D � äåëüòà-ìàòðîèä, òî âñå ìèíèìàëüíûå ïî âêëþ÷åíèþ
äîïóñòèìûå ìíîæåñòâà â D èìåþò îäèíàêîâóþ ìîùíîñòü.

Äîêàæèòå, ÷òî ñèñòåìà ìíîæåñòâ D = (E ; Φ) ÿâëÿåòñÿ äåëüòà-ìàòðîèäîì â òîì è
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà X ⊂ E âñå ìèíèìàëüíûå ïî
âêëþ÷åíèþ äîïóñòèìûå ìíîæåñòâà â äåëüòà-ìàòðîèäå D ∗ X èìåþò îäèíàêîâóþ
ìîùíîñòü.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ


