
ÎÄÓ-2022. Ñåìèíàð �6

(11/14 îêòÿáðÿ)

Òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë è çàäà÷è äëÿ ðàçáîðà íà ñåìèíàðå

Óðàâíåíèÿ â äèôôåðåíöèàëàõ (ïôàôôîâû óðàâíåíèÿ)

Íàïîìíèì íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç àíàëèçà. Ïóñòü V � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì R. 1-
ôîðìà ω : V → R � ýòî ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ íà âåêòîðàõ V (òî åñòü ω ∈ V ∗).

Â ëþáîé òî÷êå P0(x0, y0) ∈ R2 åñòü äâóìåðíîå âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî âåêòî-
ðîâ ñ íà÷àëîì â ýòîé òî÷êå � êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TP0R2. Ïðîñòðàíñòâî 1-ôîðì â òî÷êå
(x0, y0) � äóàëüíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî T ∗

P0
R2 (êîêàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî â òî÷êå P0). Ýòî

ïðîñòðàíñòâî äâóìåðíî, è ìû ââåäåì áàçèñíûå 1-ôîðìû dx è dy, äåéñòâóþùèå ïî ïðàâèëó:

dx(e⃗x) = 1 dx(e⃗y) = 0

dy(e⃗x) = 0 dy(e⃗y) = 1.

Èíà÷å ãîâîðÿ, ôîðìû dx è dy âîçâðàùàþò x- è y-êîîðäèíàòó âåêòîðà: åñëè v⃗ = vxe⃗x + vy e⃗y, òî
dx(v⃗) = vx, dy(v⃗) = vy.

Ëþáàÿ 1-ôîðìà èç ïðîñòðàíñòâà T ∗
P0
R2 åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ áàçèñíûõ 1-ôîðì:

ω = ωxdx+ ωydy,

ãäå âåùåñòâåííûå ÷èñëà ωx è ωy � êîîðäèíàòû 1-ôîðìû.

Îïðåäåëåíèå. Äèôôåðåíöèàëüíàÿ 1-ôîðìà â îáëàñòè D ⊂ R2 � ýòî ïðàâèëî, ñîïîñòàâëÿþùåå
ëþáîé òî÷êå (x, y) ∈ D 1-ôîðìó èç ñîîòâåòñòâóþùåãî êîêàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà T ∗

(x,y)R
2:

ω(x, y) = ωx(x, y)dx+ ωy(x, y)dy,

ãäå êîýôôèöèåíòû ωx(x, y) è ωy(x, y) � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè â D ⊂ R2.
Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà â îáëàñòè íà ïëîñêîñòè çàäà¼ò ïîëå íàïðàâëåíèé: â êàæäîé òî÷êå

íóæíî ðàññìîòðåòü ÿäðî ñîîòâåòñòâóþùåé 1-ôîðìû � ýòî ïðÿìàÿ â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå.
Ýòî ïîëå íàïðàâëåíèé çàäàíî âî âñåõ òî÷êàõ, ãäå 1-ôîðìà íå ðàâíà íóëþ. Îáðàòèòå âíèìàíèå,
÷òî ôîðìû ω è f ·ω (ãäå ôóíêöèÿ f íå îáðàùàåòñÿ â íîëü) çàäàþò îäíî è òî æå ïîëå íàïðàâëåíèé.

Èòàê, ïóñòü ïî 1-ôîðìå ω = f dx + g dy ïîñòðîåíî ïîëå íàïðàâëåíèé. Òîãäà èíòåãðàëüíûå
êðèâûå ýòîãî ïîëÿ íàïðàâëåíèé çàäàþòñÿ óðàâíåíèåì

f dx+ g dy = 0. (1)

Ñìûñë ýòîãî óðàâíåíèÿ â ñëåäóþùåì: ëåâàÿ ÷àñòü îáðàùàåòñÿ â íîëü íà ëþáîì êàñàòåëüíîì
âåêòîðå ê èíòåãðàëüíîé êðèâîé.

Óðàâíåíèå (1) ëåãêî ðåøàåòñÿ, åñëè ôîðìà ω = f dx+g dy ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé, òî åñòü â îáëàñòè
D ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ F (x, y) (íóæíîé ñòåïåíè ãëàäêîñòè) òàêàÿ, ÷òî

ω = dF (x, y) =
∂F

∂x
dx+

∂F

∂y
dy.

Òîãäà óðàâíåíèå (1) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ. Åãî ðåøåíèÿ� ëèíèè
óðîâíÿ ôóíêöèè F . Äåéñòâèòåëüíî, ôîðìà dF äà¼ò íà êàñàòåëüíîì âåêòîðå v ïðîèçâîäíóþ ôóíê-
öèè F âäîëü âåêòîðà v: áåð¼ì ãëàäêóþ êðèâóþ γ(t) ñ âåêòîðîì ñêîðîñòè ïðè t = 0, ðàâíûì v, è
âû÷èñëÿåì

dF (v) = (d/dt)|t=0F (γ(t)). (2)

Íî åñëè v�êàñàòåëüíûé ê ëèíèè óðîâíÿ {F = c}, òî â êà÷åñòâå êðèâîé γ ìîæíî âçÿòü ñàìó
ëèíèþ óðîâíÿ {F = c}, òàê ÷òî äèôôåðåíöèðîâàòü â (2) íóæíî êîíñòàíòó.
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Çàìå÷àíèå. Â îáëàñòè, ãäå g(x, y) ̸= 0, êðèâûå F (x, y) = C åñòü ñåìåéñòâî ðåøåíèé (èíòåãðàëü-
íûå êðèâûå) óðàâíåíèÿ

dy

dx
= −f(x, y)

g(x, y)

è â îáëàñòè, ãäå f(x, y) ̸= 0, îíè æå äàþò ñåìåéñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

dx

dy
= − g(x, y)

f(x, y)
.

Êàê óçíàòü, òî÷íà ëè äàííàÿ ôîðìà ω = f dx+ g dy è, åñëè òî÷íà, êàê íàéòè F (x, y)?
Åñëè ôîðìà ω òî÷íà, òî f = ∂F/∂x, g = ∂F/∂y. Òîãäà èç ðàâåíñòâà ñìåøàííûõ âòîðûõ

ïðîèçâîäíûõ ïîëó÷àåì, ÷òî
∂f

∂y
=

∂2F

∂x∂y
=

∂g

∂x
. (3)

1-ôîðìû, óäîâëåòâîðÿþùèå ýòîìó óñëîâèþ fy = gx íàçûâàþòñÿ çàìêíóòûìè. Ìû ïîêàçàëè, ÷òî
âñÿêàÿ òî÷íàÿ ôîðìà çàìêíóòà. Ñîãëàñíî ëåììå Ïóàíêàðå, â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D âåðíî è
îáðàòíîå: âñÿêàÿ çàìêíóòàÿ ôîðìà òî÷íà.

Ìåòîä ïîèñêà ôóíêöèè F (x, y) ïðîèëëþñòðèðóåì íà ïðèìåðàõ.

Çàäà÷à 6.1. 2x cos2y dx+ (2y − x2 sin 2y)dy = 0.

Ðåøåíèå. Â äàííîì ïðèìåðå ôóíêöèè f è g íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû â ëþáîé îáëàñòè
D ⊂ R2.

∂f

∂y
= −4x cos y sin y = −2x sin 2y,

∂g

∂x
= −2x sin 2y ⇒ ∂f

∂y
=

∂g

∂x
.

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìà òî÷íà. Äëÿ F (x, y) ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé:
∂F

∂x
= f(x, y) = 2x cos2 y,

∂F

∂y
= g(x, y) = 2y − x2 sin 2y.

Íà÷èíàåì ñ ëþáîãî èç ýòèõ ðàâåíñòâ.

∂F

∂x
= 2x cos2 y ⇒ F (x, y) = x2 cos2 y + C(y),

ãäå C(y) � ïðîèçâîëüíàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé y. Âûïèñàííîå âûðàæåíèå
äàåò îáùèé âèä ôóíêöèè F (x, y), óäîâëåòâîðÿþùåé ïåðâîìó ðàâåíñòâó. Ïîäáåðåì C(y) òàê, ÷òîáû
è âòîðîå ðàâåíñòâî âûïîëíèëîñü:

∂F

∂y
= −2x2 cos y sin y +

dC

dy
= g = 2y − x2 sin 2y.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ôóíêöèè C(y) èìååì óðàâíåíèå:

dC

dy
= 2y ⇒ C(y) = y2 + C0.

Ôóíêöèÿ F (x, y) îïðåäåëåíà íå îäíîçíà÷íî, íî ýòó êîíñòàíòó ìîæíî âêëþ÷èòü â êîíñòàíòó, çà-
äàþùóþ ëèíèþ óðîâíÿ. Èòàê:

F (x, y) = x2 cos2 y + y2 + C0.

Îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ � îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî êðèâûõ â R2:

x2 cos2 y + y2 = C.

◀
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Çàäà÷à 6.2.
y

x
dx+ (y3 + lnx)dy = 0, x > 0.

Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì, ÷òî òî÷êà (1, 0) � îñîáàÿ òî÷êà íàøåãî óðàâíåíèÿ. Â ýòîé òî÷êå f(1, 0) =
g(1, 0) = 0 è äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ. Ïîýòîìó åå ÿäðî ñîâïàäàåò
ñî âñåì êàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì T(1,0)R2 è, êàê ñëåäñòâèå, â òî÷êå (1, 0) äèôôåðåíöèàëüíàÿ
ôîðìà íå çàäàåò íèêàêîãî âûäåëåííîãî íàïðàâëåíèÿ.

Ðåøåíèå. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ òî÷íîñòè âûïîëíåíû:

∂

∂y

(y
x

)
=

1

x
=

∂

∂x
(y3 + lnx),

ïîëóïëîñêîñòü x > 0 � îäíîñâÿçíà, ñëåäîâàòåëüíî íàøà äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà òî÷íà. Èùåì
ôóíêöèþ F (x, y):

∂F

∂x
=

y

x
⇒ F = y lnx+ C(y).

Ïîñêîëüêó ìû ðàññìàòðèâàåì îáëàñòü x > 0, ìîæíî íå ïèñàòü ln |x|.

∂F

∂y
= lnx+ C ′(y) = y3 + lnx,

ñëåäîâàòåëüíî,

C(y) =
y4

4
+ C0.

Èòàê, èíòåãðàëüíûå êðèâûå íàøåãî óðàâíåíèÿ â îáëàñòè x > 0 îáðàçóþò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå
ñåìåéñòâî:

y(lnx4 + y3) = C.

◀

Ïîñëåäíèé ïðèìåð ñâÿçàí ñ íàõîæäåíèåì óñëîâèé òî÷íîñòè äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû.

Çàäà÷à 6.3. Çàäàíî óðàâíåíèå â äèôôåðåíöèàëàõ, çàâèñÿùåå îò âåùåñòâåííîãî ïàðàìåòðà α:

y2
(
1

x
− yα−1

)
dx+ 2y

(
1 + ln

1

xα

)
dy = 0, x > 0.

Òðåáóåòñÿ íàéòè çíà÷åíèå ïàðàìåòðà, ïðè êîòîðîì äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà ñòàíîâèòñÿ òî÷íîé,
è ðåøèòü óðàâíåíèå ïðè ýòîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà.

Ðåøåíèå. Äëÿ íàõîæäåíèÿ α òðåáóåì âûïîëíåíèÿ íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ (3) òî÷íîñòè ôîðìû:

2y

x
− (α+ 1)yα = −2α

y

x
.

Ýòî óðàâíåíèå äîïóñêàåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå α = −1. Ïðè òàêîì çíà÷åíèè α óðàâíåíèå ïðè-
íèìàåò âèä:

ω =

(
y2

x
− 1

)
dx+ 2y (1 + lnx) dy = 0, x > 0.

Â ñèëó îäíîñâÿçíîñòè ïîëóïëîñêîñòè x > 0 íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ òî÷íîñòè ÿâëÿþòñÿ è äîñòàòî÷-
íûìè. Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà ω òî÷íà, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ F (x, y) â äàííîì ñëó÷àå
ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ âûäåëåíèåì ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëîâ â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ:

ω = y2 d lnx+ ln(x) 2ydy + d(−x+ y2) = d(y2 lnx− x+ y2).

Òàêèì îáðàçîì, ñåìåéñòâî èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ íàøåãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä:

y2(1 + lnx)− x = C, C ∈ R.

◀
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