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Òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë è çàäà÷è äëÿ ðàçáîðà íà ñåìèíàðå

Òåìà 1-ôîðì îêàçàëàñü ñëîæíîé. Ñêîðåå âñåãî, âû íå óñïåëè ðàçîáðàòü âñå çàäà÷è èç ñåìèíàðà
6. Íà÷íèòå ñ ðàçáîðà ïÿòèìèíóòêè, ïî âàøåìó óñìîòðåíèþ ìîæíî ðàçîáðàòü åù¼ êàêóþ-ëèáî
çàäà÷ó èç ïðîøëîãî ñåìèíàðà è/èëè ñëåäóþùèé ñþæåò

Çàäà÷à 7.1. Ïóñòü φ(x, y)�ïîëÿðíûé óãîë íà R2 \ (0, 0). Íàéäèòå dφ.

Çäåñü íóæíî ïîÿñíèòü, ÷òî ïîëÿðíûé óãîë�ôóíêöèÿ íåîäíîçíà÷íàÿ, îäíàêî âñÿ íåîäíîçíà÷-
íîñòü ñîñòîèò â ïðèáàâëåíèè êîíñòàíòû 2πk, à ýòà êîíñòàíòà íà äèôôåðåíöèàë íå âëèÿåò. Äàëåå
ìîæíî ïîäñêàçàòü, ÷òî φ = arctg(y/x) + πn = arcctg(x/y) + πm.

Îòâåò: dφ =
x

x2 + y2
dy − y

x2 + y2
dx.

Çàäà÷à 7.2. Áóäåò ëè ïîëó÷åííàÿ ôîðìà ω =
x

x2 + y2
dy − y

x2 + y2
dx çàìêíóòîé? òî÷íîé?

Ðåøåíèå. Âî-ïåðâûõ, ω çàìêíóòà. Ýòî ìîæíî ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííî, à ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî
â ìàëîé îêðåñòíîñòè, íå ñîäåðæàùåé 0, ìîæíî âûäåëèòü îäíîçíà÷íóþ âåòâü φ̂ ïîëÿðíîãî óãëà,
à òîãäà ω = dφ̂ áóäåò çàìêíóòà (âåäü óñëîâèå çàìêíóòîñòè çàâèñèò ëèøü îò çíà÷åíèé ôóíêöèè â
îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè).

Îäíàêî íà âñåé ïðîêîëîòîé ïëîñêîñòè R2 \ (0, 0) îíà íå áóäåò òî÷íîé. Äåéñòâèòåëüíî, âñå
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ óðàâíåíèÿ dF = ω îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà íà êîíñòàíòó (îáñóäèòå, ÷òî
óðàâíåíèå dF = 0 èìååò òîëüêî ïîñòîÿííûå ðåøåíèÿ). Çíà÷èò, â êàæäîì ñåêòîðå ñ öåíòðîì â
íóëå ìû ïîëó÷àåì, ÷òî F = φ̂ + const (ãäå φ̂� îäíîçíà÷íàÿ âåòâü ïîëÿðíîãî óãëà, à êîíñòàíòà
çàâèñèò îò ñåêòîðà è îò âûáîðà ýòîé âåòâè).

Ïóñòü, ñêàæåì F (1, 0) = α. Ðàññìàòðèâàÿ ñåêòîð-ïîëóïëîñêîñòü x+ y > 0, ïîëó÷èì F (0, 1) =
α+π/2, çàòåì èç ñåêòîðà y−x > 0 ïîëó÷èì F (−1, 0) = α+π. Ïðîäîëæàÿ îáõîäèòü íîëü, â èòîãå
ïîëó÷èì F (1, 0) = α+ 2π, ÷òî è áóäåò ïðîòèâîðå÷èåì. ◀

Çàäà÷à 7.3. Çàïèøèòå ïôàôôîâî óðàâíåíèå
x

x2 + y2
dy − y

x2 + y2
dx = 0 îáðàòíî â âèäå äèôôå-

ðåíöèàëüíîãî è íàéäèòå åãî èíòåãðàëüíûå êðèâûå.

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî íåñìîòðÿ íà íåîäíîçíà÷íîñòü φ, èíòåãðàëüíûå êðèâûå âñ¼ ðàâíî
èìåþò âèä φ = C (ýòî ëó÷è ñ íà÷àëîì â íóëå).

Èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü

Êàê ìû óæå ãîâîðèëè â ïðîøëûé ðàç, 1-ôîðìà ω íà ïëîñêîñòè çàäà¼ò ïîëå íàïðàâëåíèé (â êàæäîé
òî÷êå ðàññìàòðèâàåòñÿ å¼ ÿäðî). Ïðè ýòîì åñëè óìíîæèòü ôîðìó íà ôóíêöèþ M = M(x, y), ïîëå
íàïðàâëåíèé íå èçìåíèòñÿ (â êàæäîé òî÷êå ôóíêöèîíàë íà êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå óìíîæèòñÿ
íà ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëî M(x, y), òàê ÷òî åãî ÿäðî íå èçìåíèòñÿ).

Íà ýòîì îñíîâàí ìåòîä ðåøåíèÿ ïôàôôîâûõ óðàâíåíèé, íàçûâàåìûé ìåòîäîì èíòåãðèðó-
þùåãî ìíîæèòåëÿ: íóæíî ïîäîáðàòü ôóíêöèþ M òàê, ÷òîáû ôîðìà Mω ñòàëà çàìêíóòîé (à
çíà÷èò, òî÷íîé). Îáùåãî àëãîðèòìà äëÿ ýòîãî íåò: çàäà÷à ïîèñêà èíòåãðèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ
ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ðåøåíèÿ ñàìîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ñàìûé ïðîñòîé ñëó÷àé, êîãäà èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü çàâèñèò òîëüêî îò îäíîé
ïåðåìåííîé: M = M(x). Åñëè ω = a(x, y) dx+ b(x, y) dy, óñëîâèå çàìêíóòîñòè ôîðìû Mω ïðèìåò
âèä

∂(Ma)

∂y
=

∂(Mb)

∂x
,

òî åñòü

M
∂a

∂y
= M

∂b

∂x
+ bM ′(x).
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Ýòî óñëîâèå èìååò âèä M(x)f(x, y) = b(x, y)M ′(x) èëè

M ′(x)

M(x)
=

f(x, y)

b(x, y)
. (1)

Çíà÷èò, äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî èíòåãðèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ íóæíî, ÷òîáû ïðàâàÿ ÷àñòü f/b
íå çàâèñåëà îò y. Åñëè ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê, òî óðàâíåíèå (1) ìîæíî ðåøèòü (ïåðåìåííûå
ðàçäåëÿþòñÿ), ïîñëå ÷åãî ðåøàåì óðàâíåíèå â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ Madx+Mbdy = 0.

Çàäà÷à 7.4. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â äèôôåðåíöèàëàõ:

ω = (x2 − y)dx+ (x2y2 + x)dy = 0.

Ðåøåíèå. Ïîïðîáóåì ïîäîáðàòü èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü â âèäå M = M(x). Óñëîâèå çàìêíó-
òîñòè èìååò âèä

M(x)(−1) = M ′(x)(x2y2 + x) +M(x)(2xy2 + 1),

òî åñòü

−2
xy2 + 1

x2y2 + x
=

M ′(x)

M(x)
,

Â ëåâîé ÷àñòè ñîêðàùàåòñÿ ìíîæèòåëü xy2 + 1:

−2

x
=

M ′(x)

M(x)
,

Ðåøàåì ýòî óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè:

dM

M
=

−2

x
dx, ln |M | = −2 ln |x|+ C, M = C|x|−2.

Êîíñòàíòà C íå âàæíà (îíà îòâå÷àåò óìíîæåíèþ ôîðìû íà êîíñòàíòó), âîçüì¼ì C = 1 è ïîäñòà-
âèì â èñõîäíîå óðàâíåíèå:

x2 − y

x2
dx+

xy2 + 1

x
dy = 0.

Äàëåå ìîæíî ðåøàòü ýòî óðàâíåíèå â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ òàê æå, êàê ìû ýòî äåëàëè íà
ïðîøëîì ñåìèíàðå, íî èíîãäà ìîæíî ïîïðîáîâàòü ñîáðàòü äèôôåðåíöèàë ïðîñòî ïîñìîòðåâ íà
ôîðìó:

x2 − y

x2
dx+

xy2 + 1

x
dy = dx+ y2 dy +

x dy − y dx

x2
=

= dx+ d(y3/3) + d(y/x) = d

(
x+

y3

3
+

y

x

)
.

Èòàê, ðåøåíèÿ íàøåãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ� ýòî ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè

F (x, y) = x+
y3

3
+

y

x
.

Ýòà ôóíêöèÿ íå îïðåäåëåíà ïðè x = 0. Îäíàêî ïðè x = 0 è y ̸= 0 ôîðìà ω ïðîïîðöèîíàëüíà
ôîðìå dx, òî åñòü ïîëå íàïðàâëåíèé âåðòèêàëüíî. Çíà÷èò, ëó÷è {x = 0, y > 0}, {x = 0, y < 0}
òàêæå áóäóò ðåøåíèÿìè. ◀

Êîìïëåêñíûå ÷èñëà: íàïîìèíàíèå

Â ñëåäóþùåì ìîäóëå ìû íà÷í¼ì ñ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïî-
ýòîìó âàæíî, ÷òîáû ñòóäåíòû âñïîìíèëè ïðî êîìïëåêñíûå ÷èñëà, ýêñïîíåíòó è ò.ä. Åñëè íà
ýòó ÷àñòü íå áóäåò õâàòàòü âðåìåíè, íàñòîÿòåëüíî ïîñîâåòóéòå ñòóäåíòàì ïðîðåøàòü ýòè
çàäà÷è ñàìîñòîÿòåëüíî ïî âûëîæåííûì íà ñòðàíèöó êóðñà çàïèñêàì ñåìèíàðà.
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Çàäà÷à 7.5. Âû÷èñëèòü: i2022,
(

1+i
1−

√
3i

)2022
.

Çàäà÷à 7.6. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ: z3 = 8, z3 = −8, z4 = −4.

Çàäà÷à 7.7. Âûðàçèòå sin 3φ è cos 4φ ÷åðåç cosφ è sinφ, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ýéëåðà äëÿ êîì-
ïëåêñíîé ýêñïîíåíòû.

Çàäà÷à 7.8. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå z 7→ ez. Â êàêèå êðèâûå îíî ïåðåâîäèò:
(à) ãîðèçîíòàëüíûå ïðÿìûå; (á) âåðòèêàëüíûå ïðÿìûå; (â*) ïðÿìûå îáùåãî âèäà?

Çàäà÷à 7.9. Âñïîìíèì, ÷òî ïîëÿðíûé óãîë� ýòî ìíèìàÿ ÷àñòü ëîãàðèôìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.
Âûâåäèòå îòñþäà íàéäåííóþ íàìè â çàäà÷å 7.1 ôîðìóëó äëÿ dφ.
(Ïîäñêàçêà: â êîìïëåêñíîé îáëàñòè ïî-ïðåæíåìó âåðíà ôîðìóëà d ln z = (1/z) dz.)

.

3




