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Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ âûñøèõ ïîðÿäêîâ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå óðàâíåíèå n-ãî ïîðÿäêà

x(n) + an−1x
(n−1) + · · ·+ a1ẋ+ a0x = f(t), (1)

êîýôôèöèåíòû aj êîòîðîãî íå çàâèñÿò îò âðåìåíè.
Äëÿ åãî ðåøåíèÿ ðàññìîòðèì ëåâóþ ÷àñòü êàê ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî

îïåðàòîðà L ê íåèçâåñòíîé ôóíêöèè x(t). Îáîçíà÷èì çà D äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð d/dt,
òîãäà óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

Lx := (Dn + an−1D
n−1 + · · ·+ a1D + a0I)x = f. (2)

(I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð.) Ñòîÿùèé â ëåâîé ÷àñòè äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð�ìíîãî-

÷ëåí îò D. Ýòîò ìíîãî÷ëåí íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì óðàâíåíèÿ:

P (λ) = λn + an−1λ
n−1 + · · ·+ a1λ+ a0.

Ðàçëîæèì åãî íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè:

P (λ) = (λ− λ1)
d1 . . . (λ− λk)

dk .

Çäåñü λ1, . . . , λk �êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà, d1, . . . , dk �èõ êðàòíîñòè.

Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â (2):

(D − λ1I)
d1 . . . (D − λkI)

dkx = f. (3)

Îòìåòèì, ÷òî çàìåíà Lx íà (D − λ1I)
d1 . . . (D − λkI)

dkx âîçìîæíà òîëüêî â ñëó÷àå ïîñòîÿííûõ

êîýôôèöèåíòîâ aj . Åñëè aj áûëè áû ôóíêöèÿìè îò t (à òîãäà λj òàêæå áûëè áû ôóíêöèÿìè

âðåìåíè), ýòî áûëî áû íåâåðíî: óìíîæåíèå íà ôóíêöèþ è ïðèìåíåíèå D íå êîììóòèðóþò, à

ïîòîìó ¾ðàñêðûòü ñêîáêè¿ â ïðàâîé ÷àñòè íå ïîëó÷èòñÿ.

Çàäà÷à 8.1. Ðàñêðîéòå ñêîáêè â âûðàæåíèè (D − a(t)I)(D − b(t)I)x(t).

Ðåøåíèå. · · · = (D−a(t)I)(ẋ−bx) = ẍ− ḃx−bẋ−aẋ−abx = ẍ−(a+b)ẋ+abx− ḃx. Òàêèì îáðàçîì,

ïî ñðàâíåíèþ ñ ¾íàèâíûì¿ ðàñêðûòèåì ñêîáîê ïîÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûé ÷ëåí −ḃx. ◀

Îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

Ðåøèòü óðàâíåíèå (3) c f = 0 (îäíîðîäíîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå) ïîìîãàåò ñëåäóþùåå ïîíÿòèå êâà-
çèìíîãî÷ëåíà: êâàçèìíîãî÷ëåíîì íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå âèäà Y (t) = Q(t)eµt, ãäå Q�ìíîãî÷ëåí

(ñòåïåíüþ êâàçèìíîãî÷ëåíà Y íàçûâàåòñÿ degQ), à µ ∈ C íàçûâàåòñÿ ïîêàçàòåëåì êâàçèìíîãî-

÷ëåíà.

Çàäà÷à 8.2. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð L̃ = D − λI. Äîêàæèòå, ÷òî L̃ ïåðåâîäèò êâàçèìíîãî÷ëåí

Q(t)eµt â êâàçèìíîãî÷ëåí òîé æå ñòåïåíè, åñëè λ ̸= µ, è â ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè ðîâíî íà åäèíèöó

ìåíüøå, åñëè λ = µ. (Êóäà ïåðåõîäÿò êâàçèìíîãî÷ëåíû íóëåâîé ñòåïåíè?)

Ðåøåíèå. L̃(Q(t)eµt) = (µ− λ)Q(t) + Q̇(t). Åñëè µ− λ ̸= 0, òî ñòåïåíü âòîðîãî ÷ëåíà íà åäèíèöó
ìåíüøå, ÷åì ïåðâîãî, ïîýòîìó ñòåïåíü ñóììû ðàâíà degQ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îñòà¼òñÿ òîëüêî

Q̇(t), ñòåïåíü êîòîðîãî íà åäèíèöó ðàâíà degQ− 1 (à åñëè degQ = 0, òî Q̇ = 0). ◀
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Ïîïðîáóåì ïîäîáðàòü êâàçèìíîãî÷ëåíû, ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèÿìè (3) ñ f = 0. Ïóñòü x(t) =
Q(t)eµt, òîãäà êàæäàÿ ñêîáêà (D − λjI) c µ ̸= λj íå áóäåò ìåíÿòü ñòåïåíü êâàçèìíîãî÷ëåíà, à

ñêîáêà ñ λj = µ ïîíèçèò å¼ íà åäèíèöó. Çíà÷èò, åñëè µ = λs, à degQ ≤ ds − 1, òî ïðèìåíåíèå âñåõ
ñîìíîæèòåëåé â (3) ïåðåâåä¼ò x(t) = Q(t)eµt â íóëü.

Èòàê, ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

(D − λ1I)
d1 . . . (D − λkI)

dkx = 0

èìåþò âèä

x(t) = (c1,0 + c1,1t+ · · ·+ c1,d1−1t
d1−1)eλ1t + · · ·+ (ck,0 + ck,1t+ · · ·+ ck,dk−1t

dk−1)eλkt (4)

ñ ïðîèçâîëüíûìè êîíñòàíòàìè ci,j . Îáùåå ÷èñëî ýòèõ êîíñòàíò ðàâíî d1 + · · · + dk = n, òàê
÷òî åñëè ìû äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèè tjeλit ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ýòà ôîðìóëà çàäà¼ò n-ìåðíîå
ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, ÿâëÿþùèõñÿ ðåøåíèåì äàííîãî óðàâíåíèÿ. Íî âñ¼ ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé

n-ìåðíî (ïî÷åìó?), ïîýòîìó (4) çàäà¼ò âñå åãî ðåøåíèÿ.
Ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü ôóíêöèé tjeλit ìû îáñóäèì ïîçæå. Ðàçáåð¼ì ïðèìåð ðåøåíèÿ òàêîãî

óðàâíåíèÿ.

Çàäà÷à 8.3. Ðåøèòå óðàâíåíèå ẍ + 2αẋ + x = 0, α ≥ 0� âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð, è îïèøèòå

ïîâåäåíèå åãî ðåøåíèé ïðè t → +∞.

Ðåøåíèå. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå λ2 + 2αλ + 1 = 0 èìååò êîðíè λ1,2 = −α ±
√
α2 − 1.

Çíà÷èò, åñëè α > 1, îáà êîðíÿ âåùåñòâåííû è îòðèöàòåëüíû (ïî÷åìó?), à òîãäà îáùåå ðåøåíèå

x(t) = C1e
λ1t + C2e

λ2t ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò ñ ðîñòîì t.
Åñëè α ∈ [0, 1), òî λ1,2 = −α ± i

√
1− α2 = −α ± iβ. Îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä x(t) =

(C1e
iβt + C2e

−iβt)e−αt. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè (eiβt, e−iβt) ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ôóíêöèè

(cosβt, sinβt) è îáðàòíî, ïîýòîìó ìîæíî çàïèñàòü îáùèé âèä ðåøåíèÿ êàê x(t) = (A1 cosβt +
A2 sinβt)e

−αt. Âûðàæåíèå â ñêîáêàõ ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü êàê
√

A2
1 +A2

2 cos(β(t − t0)), ïîýòîìó
ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ ìîæíî îïèñàòü êàê çàòóõàþùèå ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ñèíóñîèäàëüíûå êîëåáà-

íèÿ.

Íàêîíåö, ïðè α = 1 ïîëó÷àåì λ1,2 = −1. Ñîîòâåòñòâåííî, îáùèé âèä ðåøåíèÿ (C1 + C2t)e
−t,

òàêîå ðåøåíèå òàêæå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè t → +∞ (è, êàê ìîæíî ïðîâåðèòü, èìååò íå áîëåå

îäíîãî ýêñòðåìóìà, â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ). ◀

Ïðîïóñòèòå ýòó çàäà÷ó, åñëè âðåìåíè áóäåò íå õâàòàòü. Âåðí¼ìñÿ ê îáîñíîâàíèþ ëèíåéíîé

íåçàâèñèìîñòè ôóíêöèé tieλjt.

Çàäà÷à 8.4. Ïóñòü ôóíêöèÿ Y (t) =
∑k

j=1Qj(t)e
λjt òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ. Ïðèìåíèòå ê íåé

îïåðàòîð L =
∏k−1

j=1(D − λjI)
dj , ãäå dj = degQj + 1, è äîêàæèòå, ÷òî Qk �íóëåâîé ìíîãî÷ëåí.

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó Y ≡ 0, òî è LY ≡ 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, L(Qj(t)e
λjt) = 0 ïðè j < k, à

L(Qk(t)e
λkt) = R(t)eλkt, ãäå R�ìíîãî÷ëåí òîé æå ñòåïåíè, ÷òî è Qk. Çíà÷èò, LY = R(t)eλkt ≡ 0.

Ýêñïîíåíòà â íóëü íå îáðàùàåòñÿ, à ìíîãî÷ëåí R(t) (åñëè îí íå íóëåâîé) èìååò ëèøü êîíå÷íîå

÷èñëî êîðíåé. Ñëåäîâàòåëüíî, R (à çíà÷èò, è Qk) � íóëåâûå ìíîãî÷ëåíû. ◀

Òàêèì îáðàçîì, åñëè áû ñóùåñòâîâàëà òîæäåñòâåííî ðàâíàÿ íóëþ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ Y (t)
ôóíêöèé âèäà tieλt, å¼ ñëàãàåìûå ñ îäèíàêîâûìè λ ìîæíî áûëî áû ñãðóïïèðîâàòü â êâàçèìíîãî-

÷ëåíû. Òîãäà ïî ïðåäûäóùåé çàäà÷å ïîñëåäíèé èç êâàçèìíîãî÷ëåíîâ íóëåâîé. Íî èõ íóìåðàöèÿ

ïðîèçâîëüíà, ïîýòîìó îíè âñå íóëåâûå.

Íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå ñ êâàçèìíîãî÷ëåíîì â ïðàâîé ÷àñòè

Òå æå ñîîáðàæåíèÿ, ÷òî è äëÿ ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, ïîçâîëÿþò ðåøèòü íåîäíîðîäíîå

óðàâíåíèå, â ïðàâîé ÷àñòè êîòîðîãî ñòîèò êâàçèìíîãî÷ëåí (èëè ñóììà íåñêîëüêèõ êâàçèìíîãî-

÷ëåíîâ). Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

(D − λ1I)
d1 . . . (D − λkI)

dkx = Q(t)eµt.
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è áóäåì ïîäáèðàòü ðåøåíèå â âèäå x(t) = R(t)eµt. Êàê è ðàíüøå, ïîëó÷èì, ÷òî

(D − λ1I)
d1 . . . (D − λkI)

dk(R(t)eµt) = S(t)eµt,

ãäå degS = degR − d, à d�êðàòíîñòü êîðíÿ µ â õàðàêòåðèñòè÷åñêîì ìíîãî÷ëåíå: d = 0, åñëè
P (µ) ̸= 0, è d = dj , åñäè µ = λj . Èòàê, èñêîìûé ìíîãî÷ëåí R äîëæåí èìåòü ñòåïåíü m + d, ãäå
m = degQ. Äàëåå ìû èùåì ÷àñòíîå ðåøåíèå ïî ìåòîäó íåîïðåäåë¼ííûõ êîýôôèöèåíòîâ.

Îáîñíîâàíèå, ïî÷åìó ïîäîáðàòü êîýôôèöèåíòû ìîæíî, ñêîðåå âñåãî, ïðèä¼òñÿ îïóñòèòü.

Ïðèâîæó åãî äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå Φ: (r0, . . . , rm+d) 7→ (s0, . . . , sm)
êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà R â êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà S ëèíåéíî, à åãî ÿäðî ñîñòîèò èç âåê-

òîðîâ âèäà (r0, . . . , rd−1, 0, 0, . . . , 0) (ýòî îïÿòü óòâåðæäåíèå ïðî èçìåíåíèå ñòåïåíè êâàçèìíîãî÷ëå-
íà ïðè ïðèìåíåíèè îïåðàòîðà L). Çíà÷èò, ðàçìåðíîñòü îáðàçà ðàâíà (m+d−1)−dimkerΦ = m+1,
à ñëåäîâàòåëüíî, Φ� ýïèìîðôèçì, òî åñòü óðàâíåíèå Φ(r0, . . . , rm+d) = (q0, . . . , qm) âñåãäà ðåøàåò-
ñÿ. Áîëåå òîãî, ïðè ðåøåíèè ìîæíî âûáðàòü óäîáíûå (íàïðèìåð, íóëåâûå) çíà÷åíèÿ r0, . . . , rd−1 �

îíè îòâå÷àþò ðåøåíèÿì îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Çàäà÷à 8.5. Ðåøèòå óðàâíåíèå ẍ+ 2ẋ+ x = te−t + sin t.

Ðåøåíèå. Îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ x(t) = (C1+C2t)e
−t ìû íàøëè âûøå. Â ïðàâîé

÷àñòè ñòîèò ñóììà òð¼õ êâàçèìíîãî÷ëåíîâ ñ ïîêàçàòåëÿìè µ1 = −1, µ2 = i, µ3 = −i, è ìîæ-

íî ÷àñòíîå ðåøåíèå ïîëó÷èòü êàê ñóììó ÷àñòíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé, â ïðàâîé ÷àñòè êîòîðûõ

îñòàâëåí òîëüêî îäèí êâàçèìíîãî÷ëåí: te−t, eit/2i èëè −e−it/2i.
Íà÷í¼ì ñî âòîðîãî è òðåòüåãî ñëó÷àÿ: µ2,3 = ±i íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî

ìíîãî÷ëåíà λ2 + 2λ + 1 = (λ + 1)2. Çíà÷èò, ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ẍ + 2ẋ + x = sin t íàäî
èñêàòü â âèäå C1e

it+C2e
−it. Åñëè íå âûõîäèòü â êîìïëåêñíóþ îáëàñòü, ìîæíî âìåñòî ýòîãî èñêàòü

åãî â âèäå x(t) = A cos t+B sin t. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì −2A sin t+2B cos t = sin t,
òî åñòü A = −1/2, B = 0, x÷àñò.,23(t) = −(1/2) cos t.

Â ïåðâîì ñëó÷àå µ1 = −1 èìååò êðàòíîñòü 2, ïîýòîìó ðåøåíèå íóæíî èñêàòü â âèäå êâàçèìíî-
ãî÷ëåíà òðåòüåé ñòåïåíè x(t) = (At3+Bt2+Ct+D)e−t. Íî ìû çíàåì, ÷òî (Ct+D)e−t � ýòî ðåøåíèÿ

îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, ïîýòîìó ïðè ïîäñòàíîâêå x(t) â óðàâíåíèå ẍ+2ẋ+ x = te−t ÷ëåíû ñ C è

D çàâåäîìî ñîêðàòÿòñÿ. Ìû ìîæåì ïîýòîìó èñêàòü ÷àñòíîå ðåøåíèå âèäà x(t) = (At3 +Bt2)e−t.

Ïîäñòàâëÿòü åãî óäîáíî ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Ëåéáíèöà äëÿ ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ, íàïðèìåð,

äëÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé
d2

dt2
(fg) = f̈g + 2ḟ ġ + fg̈,

ãäå çà f ìû áåð¼ì ïîëèíîì, à çà g� e−t. Èòàê,

(6At+2B−2(3At2+2Bt)+At3+Bt2)e−t+2((3At2+2Bt)− (At3+Bt2))e−t+(At3+Bt2)e−t = te−t.

×ëåíû ñ t3 è t2 ñîêðàùàþòñÿ (òàê è äîëæíî áûòü� ïðèìåíåíèå íàøåãî äèôôåðåíöèàëüíîãî

îïåðàòîðà äîëæíî ïîíèçèòü ñòåïåíü íà äâà), îêîí÷àòåëüíî îñòà¼òñÿ 6At + 2B = t, òî åñòü

x÷àñò.,1(t) = (t3/6)e−t. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä

x(t) =
t3

6
e−t − 1

2
cos t+ (C1t+ C2)e

−t.

◀
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+




