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Ëåêöèÿ 7. Ñèììåòðèçîâàííûé õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí Ñòåíëè

Ñîîòíîøåíèå óäàëåíèÿ-ñòÿãèâàíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íå òîëüêî êàê ñïîñîá
âû÷èñëåíèÿ èíâàðèàíòîâ ãðàôîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ, íî è êàê ñïîñîá èõ ïîñòðîåíèÿ:
ëþáîé òàêîé èíâàðèàíò ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ïîäñòàíîâêè ñïåöèàëüíûõ çíà÷åíèé â
óíèâåðñàëüíûé èíâàðèàíò Òàòòà. Â ýòîé ëåêöèè ìû îáñóäèì åùå îäèí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ
èíâàðèàíòîâ ãðàôîâ, âëîæåííûõ ãðàôîâ è äåëüòà-ìàòðîèäîâ. Ýòîò ñïîñîá îñíîâàí íà
àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðå, íàçûâàåìîé àëãåáðîé Õîïôà.

Ïåðâûì ïðèìåðîì èíâàðèàíòà íîâîãî òèïà äëÿ íàñ áóäåò ñëóæèòü ñèììåòðèçîâàííûé
õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí Ñòåíëè (õîòÿ, êàê ìû óâèäèì ïîçäíåå, åãî ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü è êàê èíâàðèàíò, óäîâëåòâîðÿþùèé ñîîòíîøåíèþ óäàëåíèÿ-ñòÿãèâàíèÿ �
îäíàêî íå äëÿ ãðàôîâ, à äëÿ ãðàôîâ ñ âçâåøåííûìè âåðøèíàìè).
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Ëåêöèÿ 7. Ñèììåòðèçîâàííûé õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí Ñòåíëè

Ïóñòü X = {x1, x2, . . . } � ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî. Íàçîâåì ðàñêðàñêîé âåðøèí äàííîãî
ïðîñòîãî ãðàôà G îòîáðàæåíèå ϕ : V (G )→ X ìíîæåñòâà åãî âåðøèí V (G ) â X .
Ðàñêðàñêà íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé, åñëè ëþáûå äâå ñîñåäíèå âåðøèíû îòîáðàæàþòñÿ â
ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà X (îêðàøåíû â ðàçëè÷íûå öâåòà).

Êàæäîé ðàñêðàñêå ϕ : V (G )→ X ìíîæåñòâà âåðøèí ãðàôà G ñîïîñòàâëÿåòñÿ ìîíîì
cϕ =

∏
v∈V (G) ϕ(v) îò ïåðåìåííûõ X .

De�nition

Ñèììåòðèçîâàííûì õðîìàòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì Ñòåíëè ïðîñòîãî ãðàôà G íàçûâàåòñÿ
ìíîãî÷ëåí îò áåñêîíå÷íîãî íàáîðà ïåðåìåííûõ X

SG (x1, x2, . . . ) =
∑

ϕ:V (G)→X
ϕ ïðàâèëüíàÿ

cϕ,

ãäå ñóììèðîâàíèå â ïðàâîé ÷àñòè èäåò ïî âñåì ïðàâèëüíûì ðàñêðàñêàì ìíîæåñòâà
âåðøèí ãðàôà G .
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Ëåêöèÿ 7. Ìíîãî÷ëåí Ñòåíëè: ïðèìåðû

Ïðèìåð. Âû÷èñëèì ìíîãî÷ëåí Ñòåíëè ãðàôà K2 � ïîëíîãî ãðàôà íà 2 âåðøèíàõ. Ìû
äîëæíû ïîêðàñèòü ýòè äâå âåðøèíû â ðàçëè÷íûå öâåòà, ïîýòîìó

SK2(x1, x2, . . . ) =
∑
i 6=j

xixj .

Ïðèìåð. Âû÷èñëèì ìíîãî÷ëåí Ñòåíëè ãðàôà A3 � öåïî÷êè íà 3 âåðøèíàõ. Äëÿ ýòîãî
ãðàôà

SA3(x1, x2, . . . ) =
∑

i 6=j,j 6=k

xixjxk .

Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîãî÷ëåí Ñòåíëè SG (x1, x2, . . . ) ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ñèììåòðè÷åñêèì
ìíîãî÷ëåíîì, ñòåïåíü êîòîðîãî ðàâíà |V (G )| � êîëè÷åñòâó âåðøèí â G .
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Ëåêöèÿ 7. Ìíîãî÷ëåí Ñòåíëè � âûðàæåíèå ÷åðåç ñóììû ñòåïåíåé

Ïîëüçîâàòüñÿ âûðàæåíèåì ìíîãî÷ëåíà Ñòåíëè ÷åðåç ïåðåìåííûå x1, x2, . . . íåóäîáíî �
îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áåñêîíå÷íóþ ñóììó ìîíîìîâ. Õîòåëîñü áû èìåòü äëÿ íåãî áîëåå
ïðîñòîå âûðàæåíèå. Òàêîå âûðàæåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü, âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî
ìíîãî÷ëåí Ñòåíëè ñèììåòðè÷åí � ïåðåñòàíîâêà ïåðåìåííûõ xi ↔ xj åãî íå ìåíÿåò.

Äëÿ ïðåäñòàâëåíèé ñèììåòðè÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ � â òîì ÷èñëå è îò áåñêîíå÷íîãî
ñåìåéñòâà ïåðåìåííûõ � óäîáíî ðàñêëàäûâàòü èõ ïî òåì èëè èíûì áàçèñàì â
ïðîñòðàíñòâå ñèììåòðè÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ. Äëÿ íàñ óäîáíåå âñåãî áóäåò áàçèñ, ñîñòîÿùèé
èç ñóìì ñòåïåíåé ïåðåìåííûõ X :

p1 = x1 + x2 + x3 + . . . ;

p2 = x21 + x22 + x23 + . . . ;

. . . = . . . ;

pk = xk1 + xk2 + xk3 + . . . ;

. . . = . . . .
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Ëåêöèÿ 7. Ìíîãî÷ëåí Ñòåíëè � âûðàæåíèå ÷åðåç ñóììû ñòåïåíåé

Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ ïåðåìåííûõ X , â ïåðåìåííûõ p1, p2, . . . ìíîãî÷ëåí Ñòåíëè ÿâëÿåòñÿ
êîíå÷íîé ñóììîé ìîíîìîâ.

Example

Âûðàçèì ìíîãî÷ëåí Ñòåíëè SK2(x1, x2, . . . ) ÷åðåç ïåðåìåííûå p1, p2, . . . :

SK2(p1, p2, . . . ) =
∑
i 6=j

xixj =

( ∞∑
i=1

xi

)2

−
∞∑
i=1

x2i = p21 − p2.

Example

Âûðàçèì ìíîãî÷ëåí Ñòåíëè SA3(x1, x2, . . . ) ÷åðåç ïåðåìåííûå p1, p2, . . . :

SA2(p1, p2, . . . ) =
∑
i 6=j 6=k

xixjxk =

( ∞∑
i=1

xi

)3

− 2

( ∞∑
i=1

x2i

) ∞∑
i=1

xi +
∞∑
i=1

x3i = p31 − 2p1p2 + p3.
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Ëåêöèÿ 7. Ìíîãî÷ëåí Ñòåíëè � âûðàæåíèå ÷åðåç ñóììû ñòåïåíåé

Theorem

Ìíîãî÷ëåí Ñòåíëè SG (p1, p2, . . . ) ÿâëÿåòñÿ êâàçèîäíîðîäíûì ìíîãî÷ëåíîì

ñòåïåíè |V (G )| îò ïåðåìåííûõ pi , ãäå ñòåïåíü ïåðåìåííîé pi , i = 1, 2, 3, . . . , ïîëàãàåòñÿ
ðàâíîé i .

Theorem

Ïðè ïîäñòàíîâêå pi = c äëÿ i = 1, 2, . . . ñèììåòðèçîâàííûé õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

Ñòåíëè ïåðåõîäèò â õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí,

SG (c , c , c , . . . ) = χG (c).

Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû ïîäñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî ïðàâèëüíûõ ðàñêðàñîê ìíîæåñòâà
âåðøèí ãðàôà G â c öâåòîâ, äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà SG (x1, x2, . . . )
ïðè ïîäñòàíîâêå çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xc ðàâíûìè 1, à çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ
xc+1, xc+2, . . . ðàâíûìè 0. Ïðè òàêîé ïîäñòàíîâêå êàæäàÿ èç ïåðåìåííûõ p1, p2, . . .
ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé c , ÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó.
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Ëåêöèÿ 7. Àëãåáðà ãðàôîâ

Áîëüøèíñòâî âñòðå÷àåìûõ íàìè èíâàðèàíòîâ ãðàôîâ ìóëüòèïëèêàòèâíû � çíà÷åíèå
òàêîãî èíâàðèàíòà íà íåñâÿçíîì îáúåäèíåíèè äâóõ ãðàôîâ G1 t G2 ÿâëÿåòñÿ
ïðîèçâåäåíèåì åãî çíà÷åíèé íà G1 è G2. Ýòî ñâîéñòâî èíâàðèàíòîâ ïîäñêàçûâàåò ìûñëü
ðàññìàòðèâàòü íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå ãðàôîâ êàê èõ ïðîèçâåäåíèå (Òàòò, 1949).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Gk âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì C êîìïëåêñíûõ ÷èñåë,
ïîðîæäåííîå ïðîñòûìè ãðàôàìè ñ k âåðøèíàìè. Àëãåáðîé ãðàôîâ íàçûâàåòñÿ
(áåñêîíå÷íîìåðíîå) âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî

G = G0 ⊕ G1 ⊕ G2 ⊕ . . . ,

ñ óìíîæåíèåì m : G ⊗ G → G, èíäóöèðîâàííûì íåñâÿçíûì îáúåäèíåíèåì ãðàôîâ.

Óìíîæåíèå m ãðàäóèðîâàíî â òîì ñìûñëå, ÷òî îíî óâàæàåò ãðàäóèðîâêó ïðîñòðàíñòâ
ãðàôîâ, m : Gk ⊗ G` → Gk+`.

Âñÿêèé ìóëüòèïëèêàòèâíûé ïîëèíîìèàëüíûé èíâàðèàíò ãðàôîâ ïðîäîëæàåòñÿ ïî
ëèíåéíîñòè äî ãîìîìîðôèçìà àëãåáðû ãðàôîâ â àëãåáðó ìíîãî÷ëåíîâ.
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Ëåêöèÿ 7. Àëãåáðû Õîïôà

Àëãåáðà ãðàôîâ G ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðîé. Âîîáùå ãîâîðÿ,
òàêèå àëãåáðû ìîãóò áûòü óñòðîåíû äîâîëüíî ñëîæíî. Òàê, íàïðèìåð, âûãëÿäèò
êîîðäèíàòíîå êîëüöî ëþáîãî àôôèííîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Åãî ñòðóêòóðà
îòðàæàåò ãåîìåòðèþ ìíîãîîáðàçèÿ.

Íàïðîòèâ, àëãåáðà ãðàôîâ G óñòðîåíà î÷åíü ïðîñòî: îíà èçîìîðôíà àëãåáðå ìíîãî÷ëåíîâ
(õîòÿ è îò áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ). Ïðè÷èíà ýòîãî â òîì, ÷òî íà ýòîé àëãåáðå
åñòü äîïîëíèòåëüíàÿ ñòðóêòóðà � íà íåé ìîæíî ââåñòè îïåðàöèþ êîóìíîæåíèÿ, êîòîðàÿ
ïðåâðàùàåò åå â àëãåáðó Õîïôà.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ
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Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 7. Àëãåáðû Õîïôà
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Ëåêöèÿ 7. Àëãåáðà Õîïôà ãðàôîâ
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∑

UtW=V (G)

G |U ⊗ G |W

äëÿ ïðîñòîãî ãðàôà G ; íà ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ãðàôîâ µ ïðîäîëæàåòñÿ ïî ëèíåéíîñòè.

Çàäà÷à. Ïðîâåðüòå, ÷òî à) êîóìíîæåíèå óâàæàåò ãðàäóèðîâêó â G, ò.å.
µ : Gn →

⊕n
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óìíîæåíèå ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì êîàëãåáð.
Çàäà÷à. ×òî ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé è êîåäèíèöåé â G?

Óñòðîéñòâî àíòèïîäà S ìû îáñóäèì ïîçäíåå.
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Ëåêöèÿ 7. Àëãåáðà Õîïôà ìíîãî÷ëåíîâ

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P = C[c] àëãåáðó ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé. Åå ìîæíî
ïðåâðàòèòü â àëãåáðó Õîïôà, ïîëîæèâ µ(c) = 1⊗ c + c ⊗ 1 è ïðîäîëæèâ µ äî
ãîìîìîðôèçìà àëãåáð µ : P → P ⊗ P.

Çàäà÷à. ×åìó ðàâíî çíà÷åíèå µ íà ìîíîìå cn?

Àëãåáðà Õîïôà ìíîãî÷ëåíîâ ãðàäóèðîâàíà: ïðîñòðàíñòâî ãðàäóèðîâêè n â íåé îäíîìåðíî
è ïîðîæäåíî ìîíîìîì cn.
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Ëåêöèÿ 7. Ãîìîìîðôèçìû àëãåáð Õîïôà

Âñÿêèé èíâàðèàíò ãðàôîâ ñî çíà÷åíèÿìè â àëãåáðå íàä C ïðîäîëæàåòñÿ ïî ëèíåéíîñòè äî
îòîáðàæåíèÿ àëãåáðû ãðàôîâ G. Ïðîäîëæåííûé èíâàðèàíò ìû íàçûâàåì òåì æå èìåíåì.

Theorem

Õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí χ : G → P ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì àëãåáð Õîïôà.

Theorem

Ñèììåòðèçîâàííûé õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí Ñòåíëè S : G → P ÿâëÿåòñÿ

ãðàäóèðîâàííûì ãîìîìîðôèçìîì àëãåáð Õîïôà.

Õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí íå ÿâëÿåòñÿ ãðàäóèðîâàííûì îòîáðàæåíèåì � îí îòîáðàæàåò
ïðîñòðàíñòâî ãðàôîâ Gn ñ n âåðøèíàìè â ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå n.
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ãðàäóèðîâàííûì ãîìîìîðôèçìîì àëãåáð Õîïôà.

Õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí íå ÿâëÿåòñÿ ãðàäóèðîâàííûì îòîáðàæåíèåì � îí îòîáðàæàåò
ïðîñòðàíñòâî ãðàôîâ Gn ñ n âåðøèíàìè â ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå n.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 7. Ãîìîìîðôèçìû àëãåáð Õîïôà

Theorem

Õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí χ : G → P ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì àëãåáð Õîïôà.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìóëüòèïëèêàòèâåí, ïîýòîìó îí ÿâëÿåòñÿ
ãîìîìîðôèçìîì ñòðóêòóðû àëãåáðû.
Áèíîìèàëüíîå ñâîéñòâî õðîìàòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà äîêàçûâàåò, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ
ãîìîìîðôèçìîì ñòðóêòóðû êîàëãåáðû:

χ : µ(G ) =
∑

UtW=V (G)

G |U ⊗ G |W 7→
∑

UtW=V (G)

χG |U (x)χG |W (y) = χG (x + y).

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 7. Ãîìîìîðôèçìû àëãåáð Õîïôà

Theorem

Õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí χ : G → P ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì àëãåáð Õîïôà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìóëüòèïëèêàòèâåí, ïîýòîìó îí ÿâëÿåòñÿ
ãîìîìîðôèçìîì ñòðóêòóðû àëãåáðû.

Áèíîìèàëüíîå ñâîéñòâî õðîìàòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà äîêàçûâàåò, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ
ãîìîìîðôèçìîì ñòðóêòóðû êîàëãåáðû:

χ : µ(G ) =
∑

UtW=V (G)

G |U ⊗ G |W 7→
∑

UtW=V (G)

χG |U (x)χG |W (y) = χG (x + y).

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 7. Ãîìîìîðôèçìû àëãåáð Õîïôà

Theorem

Õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí χ : G → P ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì àëãåáð Õîïôà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìóëüòèïëèêàòèâåí, ïîýòîìó îí ÿâëÿåòñÿ
ãîìîìîðôèçìîì ñòðóêòóðû àëãåáðû.
Áèíîìèàëüíîå ñâîéñòâî õðîìàòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà äîêàçûâàåò, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ
ãîìîìîðôèçìîì ñòðóêòóðû êîàëãåáðû:

χ : µ(G ) =
∑

UtW=V (G)

G |U ⊗ G |W 7→
∑

UtW=V (G)

χG |U (x)χG |W (y) = χG (x + y).

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 7. Ãîìîìîðôèçìû àëãåáð Õîïôà

Theorem

Ñèììåòðèçîâàííûé õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí Ñòåíëè S : G → P ÿâëÿåòñÿ

ãðàäóèðîâàííûì ãîìîìîðôèçìîì àëãåáð Õîïôà.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ñèììåòðèçîâàííûé õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí Ñòåíëè
ìóëüòèïëèêàòèâåí, ïîýòîìó îí ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ñòðóêòóðû àëãåáðû.
Ñèììåòðèçîâàííûé õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí Ñòåíëè îñóùåñòâëÿåò ãðàäóèðîâàííîå
îòîáðàæåíèå: äëÿ ãðàôà G íà n âåðøèíàõ ìíîãî÷ëåí SG ÿâëÿåòñÿ êâàçèîäíîðîäíûì
ñòåïåíè n.
Áèíîìèàëüíîå ñâîéñòâî ñèììåòðèçîâàííîãî õðîìàòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà Ñòåíëè:

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 7. Ãîìîìîðôèçìû àëãåáð Õîïôà

Theorem

Ñèììåòðèçîâàííûé õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí Ñòåíëè S : G → P ÿâëÿåòñÿ

ãðàäóèðîâàííûì ãîìîìîðôèçìîì àëãåáð Õîïôà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñèììåòðèçîâàííûé õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí Ñòåíëè
ìóëüòèïëèêàòèâåí, ïîýòîìó îí ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ñòðóêòóðû àëãåáðû.

Ñèììåòðèçîâàííûé õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí Ñòåíëè îñóùåñòâëÿåò ãðàäóèðîâàííîå
îòîáðàæåíèå: äëÿ ãðàôà G íà n âåðøèíàõ ìíîãî÷ëåí SG ÿâëÿåòñÿ êâàçèîäíîðîäíûì
ñòåïåíè n.
Áèíîìèàëüíîå ñâîéñòâî ñèììåòðèçîâàííîãî õðîìàòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà Ñòåíëè:

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 7. Ãîìîìîðôèçìû àëãåáð Õîïôà

Theorem

Ñèììåòðèçîâàííûé õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí Ñòåíëè S : G → P ÿâëÿåòñÿ

ãðàäóèðîâàííûì ãîìîìîðôèçìîì àëãåáð Õîïôà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñèììåòðèçîâàííûé õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí Ñòåíëè
ìóëüòèïëèêàòèâåí, ïîýòîìó îí ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ñòðóêòóðû àëãåáðû.
Ñèììåòðèçîâàííûé õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí Ñòåíëè îñóùåñòâëÿåò ãðàäóèðîâàííîå
îòîáðàæåíèå: äëÿ ãðàôà G íà n âåðøèíàõ ìíîãî÷ëåí SG ÿâëÿåòñÿ êâàçèîäíîðîäíûì
ñòåïåíè n.

Áèíîìèàëüíîå ñâîéñòâî ñèììåòðèçîâàííîãî õðîìàòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà Ñòåíëè:

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 7. Ãîìîìîðôèçìû àëãåáð Õîïôà

Theorem

Ñèììåòðèçîâàííûé õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí Ñòåíëè S : G → P ÿâëÿåòñÿ

ãðàäóèðîâàííûì ãîìîìîðôèçìîì àëãåáð Õîïôà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñèììåòðèçîâàííûé õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí Ñòåíëè
ìóëüòèïëèêàòèâåí, ïîýòîìó îí ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ñòðóêòóðû àëãåáðû.
Ñèììåòðèçîâàííûé õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí Ñòåíëè îñóùåñòâëÿåò ãðàäóèðîâàííîå
îòîáðàæåíèå: äëÿ ãðàôà G íà n âåðøèíàõ ìíîãî÷ëåí SG ÿâëÿåòñÿ êâàçèîäíîðîäíûì
ñòåïåíè n.
Áèíîìèàëüíîå ñâîéñòâî ñèììåòðèçîâàííîãî õðîìàòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà Ñòåíëè:

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ñåìèíàðû 7. Çàäà÷è

Âû÷èñëèâ ñèììåòðèçîâàííûé õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí Ñòåíëè äâóõ ðàçëè÷íûõ
äåðåâüåâ íà 4 âåðøèíàõ, óáåäèòåñü â òîì, ÷òî ýòè çíà÷åíèÿ (â îòëè÷èå îò çíà÷åíèé
õðîìàòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà) ðàçëè÷íû.

Ãèïîòåçà Ð. Ñòåíëè. Äëÿ ëþáûõ äâóõ íåèçîìîìðôíûõ äåðåâüåâ èõ
ñèììåòðèçîâàííûå õðîìàòè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû Ñòåíëè ðàçëè÷íû. (Ïðîâåðåíà äëÿ
âñåõ äåðåâüåâ, èìåþùèõ íå áîëåå 23 âåðøèí, 14828074 øòóê.)

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ñåìèíàðû 7. Çàäà÷è

Âû÷èñëèòå ñèììåòðèçîâàííûé õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí Ñòåíëè äëÿ ïîëíûõ
ãðàôîâ.

Äîêàæèòå, ÷òî ïîäàëãåáðà â àëãåáðå ãðàôîâ G, ïîðîæäåííàÿ ïîëíûìè ãðàôàìè Kn,
ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé Õîïôà â G.
Äîêàæèòå, ÷òî ïîäàëãåáðà â àëãåáðå ãðàôîâ G, ïîðîæäåííàÿ ïîëíûìè äâóäîëüíûìè
ãðàôàìè Kn,m, ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé Õîïôà â G.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ñåìèíàðû 7. Çàäà÷è

Âû÷èñëèòå ñèììåòðèçîâàííûé õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí Ñòåíëè äëÿ ïîëíûõ
ãðàôîâ.

Äîêàæèòå, ÷òî ïîäàëãåáðà â àëãåáðå ãðàôîâ G, ïîðîæäåííàÿ ïîëíûìè ãðàôàìè Kn,
ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé Õîïôà â G.

Äîêàæèòå, ÷òî ïîäàëãåáðà â àëãåáðå ãðàôîâ G, ïîðîæäåííàÿ ïîëíûìè äâóäîëüíûìè
ãðàôàìè Kn,m, ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé Õîïôà â G.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ñåìèíàðû 7. Çàäà÷è

Âû÷èñëèòå ñèììåòðèçîâàííûé õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí Ñòåíëè äëÿ ïîëíûõ
ãðàôîâ.

Äîêàæèòå, ÷òî ïîäàëãåáðà â àëãåáðå ãðàôîâ G, ïîðîæäåííàÿ ïîëíûìè ãðàôàìè Kn,
ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé Õîïôà â G.
Äîêàæèòå, ÷òî ïîäàëãåáðà â àëãåáðå ãðàôîâ G, ïîðîæäåííàÿ ïîëíûìè äâóäîëüíûìè
ãðàôàìè Kn,m, ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé Õîïôà â G.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ñåìèíàðû 7. Çàäà÷è

Ïóñòü K � êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà, FK � ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé íà íåé,
FK = {K → C} ≡ C|K |. Ïðîñòðàíñòâî FK íàäåëåíî ñòðóêòóðîé àëãåáðû ñ
ïîòî÷å÷íûì ñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì. Îïðåäåëèì êîóìíîæåíèå µ : FK → FK ⊗FK

ðàâåíñòâîì µ(f )(x ⊗ y) = f (xy). Äîêàæèòå, ÷òî òàê îïðåäåëåííîå êîóìíîæåíèå
ïðåâðàùàåò FK â êîììóòàòèâíóþ êîêîììóòàòèâíóþ àëãåáðó Õîïôà.

Çàìå÷àíèå. Ñòðóêòóðà àëãåáðû Õîïôà íà ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ C[x ] èìååò
òàêóþ æå ïðèðîäó. Ìíîãî÷ëåíû ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèè íà
êîììóòàòèâíîé ãðóïïå C ñ îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ +. Ââåäåííîå êîóìíîæåíèå µ
ñîîòâåòñòâóåò áèíîìèàëüíîìó òîæäåñòâó (x + y)n =

∑n
k=0

(
n
k

)
xkyn−k .

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ñåìèíàðû 7. Çàäà÷è

Îïðåäåëèì àëãåáðó Õîïôà âçâåøåííûõ ãðàôîâ W =W0⊕W1⊕W2⊕ . . . ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî Wk ïîðîæäåíî ãðàôàìè ñ âçâåøåííûìè
âåðøèíàìè ñóììàðíîãî âåñà k ïî ìîäóëþ ñîîòíîøåíèé óäàëåíèÿ-ñòÿãèâàíèÿ

G = G ′e + G ′′e

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âçâåøåííîãî ãðàôà G è ïðîèçâîëüíîãî ðåáðà e â íåì. Çäåñü
÷åðåç G ′e îáîçíà÷åí ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ ðåáðà e èç ãðàôà G , à ÷åðåç G ′′e � ðåçóëüòàò
ñòÿãèâàíèÿ ýòîãî ðåáðà. Ïðè ñòÿãèâàíèè ðåáðà âåñ íîâîé âåðøèíû ñòàíîâèòñÿ

ðàâíûì ñóììå âåñîâ äâóõ êîíöîâ ðåáðà e. Êîóìíîæåíèå µ :W →W ⊗W îòîáðàæàåò
âçâåøåííûé ãðàô G â ñóììó òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèé
µ : G 7→

∑
UtW=V (G) G |U ⊗ G |W , ãäå ïðè èíäóöèðîâàíèè íà ïîäìíîæåñòâî âåðøèí

âåñà âåðøèí ñîõðàíÿþòñÿ. Äîêàæèòå, ÷òî W äåéñòâèòåëüíî àëãåáðà Õîïôà.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ñåìèíàðû 7. Çàäà÷è

Äîêàæèòå, ÷òî àëãåáðà Õîïôà W ãðàäóèðîâàííî èçîìîðôíà àëãåáðå Õîïôà P.
(Óêàçàíèå: Ïîñòðîéòå óíèâåðñàëüíûé èíâàðèàíò âçâåøåííûõ ãðàôîâ,
óäîâëåòâîðÿþùèé ñîîòíîøåíèþ óäàëåíèÿ-ñòÿãèâàíèÿ.)

Ïî ìîäóëþ ñîîòíîøåíèÿ óäàëåíèÿ-ñòÿãèâàíèÿ âñÿêèé âçâåøåííûé ãðàô
ýêâèâàëåíòåí ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ãðàôîâ áåç ðåáåð. Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå
ãðàôó íà îäíîé âåðøèíå âåñà n ïåðåìåííóþ pn. Âñÿêèé ïðîñòîé ãðàô G ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê âçâåøåííûé ãðàô ñ âåñàìè âñåõ âåðøèí ðàâíûìè 1. Äîêàæèòå,
÷òî ñîïîñòàâëÿåìàÿ ïðîñòîìó ãðàôó ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âçâåøåííûõ ãðàôîâ áåç
ðåáåð ïîñëå ïîäñòàíîâêè pk 7→ (−1)k−1pk , k = 1, 2, 3, . . . ñîâïàäàåò ñ
ñèììåòðèçîâàííûì õðîìàòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì Ñòåíëè.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ñåìèíàðû 7. Çàäà÷è

Äîêàæèòå, ÷òî àëãåáðà Õîïôà W ãðàäóèðîâàííî èçîìîðôíà àëãåáðå Õîïôà P.
(Óêàçàíèå: Ïîñòðîéòå óíèâåðñàëüíûé èíâàðèàíò âçâåøåííûõ ãðàôîâ,
óäîâëåòâîðÿþùèé ñîîòíîøåíèþ óäàëåíèÿ-ñòÿãèâàíèÿ.)

Ïî ìîäóëþ ñîîòíîøåíèÿ óäàëåíèÿ-ñòÿãèâàíèÿ âñÿêèé âçâåøåííûé ãðàô
ýêâèâàëåíòåí ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ãðàôîâ áåç ðåáåð. Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå
ãðàôó íà îäíîé âåðøèíå âåñà n ïåðåìåííóþ pn. Âñÿêèé ïðîñòîé ãðàô G ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê âçâåøåííûé ãðàô ñ âåñàìè âñåõ âåðøèí ðàâíûìè 1. Äîêàæèòå,
÷òî ñîïîñòàâëÿåìàÿ ïðîñòîìó ãðàôó ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âçâåøåííûõ ãðàôîâ áåç
ðåáåð ïîñëå ïîäñòàíîâêè pk 7→ (−1)k−1pk , k = 1, 2, 3, . . . ñîâïàäàåò ñ
ñèììåòðèçîâàííûì õðîìàòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì Ñòåíëè.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ


