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Òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë è çàäà÷è äëÿ ðàçáîðà íà ñåìèíàðå

Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè (ïîâòîðåíèå)

Òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë ñì. â çàïèñêàõ ê ïðåäûäóùåìó ñåìèíàðó.

Çàäà÷à 9.1. (à) Íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ y′′′ + y′′ − = 0.
(á) Óêàæèòå, â êàêîì âèäå íóæíî èñêàòü ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y′′′ + y′′ − = f(x),
ãäå f(x) = x; f(x) = sinx; f(x) = ex sinx; f(x) = (2x + 1)e−x cosx; f(x) = ex; f(x) = e−x;

f(x) = (x2 + x)e−x.

(Óêàæèòå ðåùåíèå ñ íåîïðåäåë¼ííûìè êîýôôèöèåíòàìè, èñêàòü ýòè êîýôôèöèåíòû íå íóæíî.)

Ðåøåíèå. (à) Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ðàâåí λ3+λ2−λ−1 = (λ2−1)(λ+1) = (λ+1)2(λ−1):
îí èìååò êîðåíü 1 êðàòíîñòè 1 è êîðåíü −1 êðàòíîñòè 2. Çíà÷èò, îáùèé âèä ðåøåíèÿ� y(x) =
Aex + (Bx+ C)e−x.

(á) Â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò êâàçèìíîãî÷ëåí (ñóììà äâóõ êâàçèìíîãî÷ëåíîâ) ñ ïîêàçàòåëåì µ êðàò-

íîñòè 0:
f(x) = x: µ = 0, y(x) = (ax+ b);
f(x) = sinx: µ = ±i, y(x) = a sinx+ b cosx;
f(x) = ex sinx: µ = 1± i, y(x) = aex sinx+ bex cosx;
f(x) = (2x+ 1)e−x cosx: µ = −1± i, y(x) = (ax+ b)e−x cosx+ (cx+ d)e−x sinx;
â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò êâàçèìíîãî÷ëåí ñ ïîêàçàòåëåì µ = 1 êðàòíîñòè 1:
f(x) = ex: y(x) = axex (bex �ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, ïîýòîìó ýòîò ÷ëåí íå íóæåí);

â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò êâàçèìíîãî÷ëåí ñ ïîêàçàòåëåì µ = −1 êðàòíîñòè 2:
f(x) = e−x: y(x) = ax2e−x ((bx+ c)e−x �ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, ïîýòîìó ýòè ÷ëåíû íå

íóæíû);

f(x) = (x2 + x)e−x: y(x) = (ax4 + bx3 + cx2)e−x. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî õîòÿ â èñõîäíîì êâà-

çèìíîãî÷ëåíå íåò ñâîáîäíîãî ÷ëåíà, ¾ñîîòâåòñòâóþùèé åìó¿ ÷ëåí cx2 íóæíî âêëþ÷àòü â èñ-

êîìûé êâàçèìíîãî÷ëåí (â îòëè÷èå îò ÷ëåíîâ (αx + β)e−x, êîòîðûå âêëþ÷àòü íå íóæíî, îíè

ðåøàþò îäíîðîäíîå óðàâíåíèå). È äåéñòâèòåëüíî, ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ðåøåíèå èìååò âèä

((−1/24)x4 − (1/6)x3 − (1/4)x2)e−x, ò.å. c = −1/4 ̸= 0. ◀

Ëèíåéíûå ñèñòåìû ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ýêñïîíåíòà ìàòðèö

Ðàññìîòðèì îäíîðîäíóþ ëèíåéíóþ ñèñòåìó (ïåðâîãî ïîðÿäêà):

ẋ(t) = Ax(t), x(0) = b. (1)

Çäåñü A � ïîñòîÿííàÿ èçâåñòíàÿ ìàòðèöà, b�ïîñòîÿííûé âåêòîð.

Óòâåðæäåíèå. Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1) èìååò âèä:

x(t) = exp(tA)b. (2)

Çäåñü

exp(tA) =

∞∑
k=0

Ak

k!
tk �

ýêñïîíåíòà ìàòðèöû tA. Åñëè ïîñìîòðåòü íà (i, j)-é ýëåìåíò ïðàâîé ÷àñòè, òàì áóäåò ñòîÿòü (÷èñ-

ëîâîé) ñòåïåííîé ðÿä ïî ïåðåìåííîé t. Âñ¼ âûðàæåíèå âìåñòå áóäåò ñòåïåííûì ðÿäîì ñ ìàòðè÷-

íûìè êîýôôèöèåíòàìè. Íà ëåêöèè âàì äîêàçàëè, ÷òî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ýòîãî ñòåïåííîãî ðÿäà

ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè, òî åñòü îí ñõîäèòñÿ ïðè âñåõ t, è åãî ìîæíî ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü:

d

dt
(exp(tA)) =

∞∑
k=1

Ak

k!
ktk−1 =

∞∑
k=1

A
Ak−1

(k − 1)!
tk−1 = A exp(tA) = exp(tA)A.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ òåïåðü äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ (ìàòðè÷íîé) ôîðìóëîé

Ëåéáíèöà:
dx(t)

dt
=

d(exp(tA))

dt
b+ exp(tA)

db

dt
= A exp(tA)b+ 0 = Ax(t).

Èòàê, äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé íóæíî óìåòü âû÷èñëÿòü ìàòðè÷íóþ ýêñïîíåíòó. Ïåðå÷èñëèì

íåêîòîðûå å¼ ñâîéñòâà:

1. Åñëè ìàòðèöû ïîäîáíû: B = TAT−1, òî ïîäîáíû è ýêñïîíåíòû: exp(tB) = T exp(tA)T−1.

(Äîñòàòî÷íî ïîäñòàâèòü âûðàæåíèå äëÿ B â ðÿä äëÿ ýêñïîíåíòû è óâèäåòü, ÷òî â Bn ñî-

êðàùàþòñÿ âñå ïðîìåæóòî÷íûå T−1T .)

2. Åñëè ìàòðèöà A èìååò áëî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä: A =

(
A1 0
0 A2

)
, òî ýêñïîíåíòó ìîæíî

âû÷èñëÿòü îòäåëüíî â êàæäîì áëîêå: A =

(
exp(tA1) 0

0 exp(tA2)

)
.

3. Åñëè ìàòðèöû A è B êîììóòèðóþò, òî exp(t(A + B)) = exp(tA) exp(tB). (Äîêàçàòåëüñòâî
ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ex+y = exey.)

4. exp(tλE) = etλE, ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà

5. Åñëè Hn =


0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
.. .. .. . . . 1
0 0 0 . . . 0

, òî exp(tH) =


1 t t2/2 . . . tn−1/(n− 1)!
0 1 t . . . tn−2/(n− 2)!
.. .. .. 1 t
0 0 0 . . . 1

.
(Çäåñü n�ðàçìåð ìàòðèöû Hn.) Äåéñòâèòåëüíî, ïðè âû÷èñëåíèè ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñòåïå-

íåé Hn äèàãîíàëü åäèíèö êàæäûé ðàç ñìåùàåòñÿ íà îäíó ïîçèöèþ âïðàâî. Â ÷àñòíîñòè,

åñëè k ≥ n, òî (Hn)
k = 0. Îò ðÿäà äëÿ ýêñïîíåíòû îñòà¼òñÿ êîíå÷íûé íàáîð ñëàãàåìûõ,

êîòîðûé è äà¼ò èñêîìóþ ìàòðèöó.

Êàê èçâåñòíî, íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ëþáóþ ìàòðèöó ìîæíî ïðèâåñòè ê æîðäàíîâîé

íîðìàëüíîé ôîðìå ïðåîáðàçîâàíèåì ïîäîáèÿ (ñîïðÿæåíèåì): A = TDT−1. Òîãäà ïî ïåðâîìó

ñâîéñòâó exp(tA) = T exp(tD)T−1, à ïî âòîðîìó ñâîéñòâó äëÿ âû÷èñëåíèÿ exp(tD) äîñòàòî÷íî
ïîñ÷èòàòü ýêñïîíåíòó îäíîé æîðäàíîâîé êëåòêè. Äàëåå, äëÿ îäíîé æîðäàíîâîé êëåòêèD ðàçìåðà

n× n ïðèìåíèì òðåòüå ñâîéñòâî: åñëè

D =


λ 1 0 . . . 0
0 λ 1 . . . 0
.. .. .. . . . 1
0 0 0 . . . λ

 = λEn +Hn,

òî

exp(tD) = exp(λtEn) exp(tHn) = eλt


1 t t2/2 . . . tn−1/(n− 1)!
0 1 t . . . tn−2/(n− 2)!
.. .. .. 1 t
0 0 0 . . . 1

 .

Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíåíèå âûøåïðèâåä¼ííîãî àëãîðèòìà ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ øàãîâ: (1)

íàõîæäåíèå ñïåêòðà ìàòðèöû A; (2) íàõîæäåíèå òî÷íîãî âèäà æîðäàíîâîé ôîðìû è ìàòðèöû T ,
ñîïðÿãàþùåé A ñ ýòîé æîðäàíîâîé ôîðìîé; (3) âû÷èñëåíèå ýêñïîíåíòû îò æîðäàíîâîé ôîðìû è

å¼ ñîïðÿæåíèå ìàòðèöåé T−1.

Ïåðâûé øàã íåèçáåæåí, à âòîðîãî øàãà, êîòîðûé âû÷èñëèòåëüíî òðóäåí äëÿ ìàòðèö áîëüøî-

ãî ðàçìåðà, ìîæíî èçáåæàòü. Îäíàêî â ñàìîì ïðîñòîì ñëó÷àå, êîãäà âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

ìàòðèöû A âåùåñòâåííû è ðàçëè÷íû, ïðÿìîëèíåéíîå ïðèìåíåíèå îïèñàííîãî àëãîðèòìà âïîëíå

ýôôåêòèâíî. Ìû ñåãîäíÿ îãðàíè÷èìñÿ ýòèì ñëó÷àåì.

Èòàê, íàì íóæíî íàéòè ìàòðèöó T , äëÿ êîòîðîé

A = T diag(λ1, . . . , λn)T
−1,
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ãäå λ1, . . . , λn � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A. Åñëè ïåðåïèñàòü ýòî ðàâåíñòâî â âèäå AT =
T diag(λ1, . . . , λn), òî âèäíî, ÷òî îíî âûïîëíåíî, åñëè â êà÷åñòâå T âçÿòü ìàòðèöó ∥v1, . . . , vn∥,
ñîñòàâëåííóþ èç ñòîëáöîâ v1, . . . , vn, ÿâëÿþùèõñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ìàòðèöû A:

A∥v1, . . . , vn∥ = ∥Av1, . . . , Avn∥ = ∥λ1v1, . . . , λnvn∥ = ∥v1, . . . , vn∥ diag(λ1, . . . , λn).

Èòàê, ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1) èìååò âèä

x(t) = exp(tA)b = ∥v1, . . . , vn∥ diag(eλ1t, . . . , eλnt)T−1b.

Åñëè îáîçíà÷èòü çäåñü T−1b = c = (c1, . . . , cn)
T , òî ìû ïîëó÷èì x(t) = c1e

λ1tv1+ · · ·+cne
λntvn. Ýòî

(ïðè ïðîèçâîëüíûõ êîíñòàíòàõ cj) îáùèé âèä ðåøåíèÿ ñèñòåìû ẋ = Ax. Åñëè æå íóæíî ðåøèòü

çàäà÷ó Êîøè x(0) = b, òî êîíñòàíòû cj íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèÿ c = T−1b èëè Tc = b. Â ÷àñòíîñòè,

åñëè íàñ èíòåðåñóåò ðåøåíèå ëèøü äëÿ îäíîãî âåêòîðà íà÷àëüíûõ óñëîâèé b, èñêàòü âñþ ìàòðèöó

T−1 íå íóæíî, äîñòàòî÷íî ðåøèòü ñèñòåìó Tc = b.
Ðàçáåð¼ì ýòî íà ïðèìåðå.

Çàäà÷à 9.2. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé:{
x′ = x− 2y, x(0) = x0,

y′ = x+ 4y, y(0) = y0.

Ðåøåíèå. Íàõîäèì ñïåêòð ìàòðèöû ñèñòåìû:

A =

(
1 −2
1 4

)
⇒ χA(λ) = λ2 − 5λ+ 6 = 0 ⇒ λ1 = 2, λ2 = 3.

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà A ïîäîáíà äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå D:

A = T

(
2 0
0 3

)
T−1.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðåîáðàçóþùåé ìàòðèöû T íàì íóæíû ñîáñòâåííûå âåêòîðà ìàòðèöû A, êîòî-
ðûå ìîæíî âçÿòü â âèäå:

Au1 = 2u1, u1 =

(
2

− 1

)
, A u2 = 3u2, u2 =

(
1

− 1

)
.

Òàêèì îáðàçîì, îäíà èç âîçìîæíûõ ïðåîáðàçóþùèõ ìàòðèö T ìîæåò áûòü âûáðàíà òàê:

T = ∥u1, u2∥ =

(
2 1

−1 −1

)
⇒ T−1 =

(
1 1

−1 −2

)
.

Òåïåðü äëÿ ýêñïîíåíòû îò ìàòðèöû ñèñòåìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

exp(tA) = T

(
e2t 0
0 e3t

)
T−1 =

(
2e2t − e3t 2e2t − 2e3t

e3t − e2t 2e3t − e2t

)
,

à îòâåò çàäà÷è èìååò âèä:(
x(t)

y(t)

)
= (x0 + y0)e

2t

(
2

− 1

)
− (x0 + 2y0)e

3t

(
1

− 1

)
.

◀

(Ýòó ÷àñòü ðàññêàçûâàéòå ïðè çàïàñå âðåìåíè. Ìû ýòî ðàçáåð¼ì â ñëåäóþùèé ðàç.) Äðóãîé

ñïîñîá ñîñòîèò â íàõîæäåíèè îáùåãî âèäà ðåøåíèé ñ ïîñëåäóþùåé ïîäñòàíîâêîé åãî â óðàâíå-

íèå äëÿ ïîäáîðà êîýôôèöèåíòîâ. Íà ñàìîì äåëå, ýòîò ìåòîä ñåé÷àñ íå äà¼ò ïðåèìóùåñòâ, îí
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áîëåå âûãîäåí â ñëó÷àå íåäèàãîíàëèçóåìîé ìàòðèöû, à òàêæå äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ñ (âåêòîðíûì)

êâàçèìíîãî÷ëåíîì â ïðàâîé ÷àñòè.

Êàê ìû âèäåëè, ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé (ÔÑÐ), òî åñòü áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå

ðåøåíèé îáðàçóþò ñòîëáöû ìàòðèöû exp(tA) = T exp(tD)T−1. (Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî ìàòðèöó

M(t), ñòîëáöû êîòîðîé�ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé, íàçûâàþò ôóíäàìåíòàëüíîé ìàò-

ðèöåé ðåøåíèé (ÔÌÐ).) Ïîñêîëüêó óìíîæåíèå íà ìàòðèöó ñïðàâà çàìåíÿåò ñòîëáöû èõ ëèíåé-

íûìè êîìáèíàöèÿìè, ìàòðèöà T exp(tD) = exp(tA)T òàêæå ÿâëÿåòñÿ ÔÌÐ. Ñòîëáåö ìàòðèöû

T exp(tD) ïîëó÷àåòñÿ ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì èç ñòîëáöà ìàòðèöû exp(tD) = diag(eλ1t, . . . , eλnt).
Â ýòîì ñòîëáöå òîëüêî îäèí íåíóëåâîé ýëåìåíò exp(tλj), çíà÷èò, áàçèñíûå ðåøåíèÿ ìîæíî èñêàòü
â âèäå xj(t) = exp(tλj)vj , ãäå vj �íåèçâåñòíûé âåêòîð. Ïîäñòàíîâêà â óðàâíåíèå ẋj = Axj äà¼ò
ðàâåíñòâî λj exp(tλj)vj = A exp(tλj)vj , òî åñòü λjvj = Aλj , êàê ìû è âèäåëè âûøå. Âîò êàê ýòî

ðåàëèçóåòñÿ íà ïðàêòèêå.

Çàäà÷à 9.3. Íàéäèòå ðåøåíèå ñèñòåìû ẋ = 4y, ẏ = 9x ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x(0) = −2,
y(0) = 9.

Ðåøåíèå. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí èìååò âèä λ2 + 0λ − 36 = 0, åãî êîðíè� 6 è −6. Ñî-
îòâåòñòâåííî, îáùèé âèä ðåøåíèÿ (x(t), y(t))T = e6tv1 + e−6tv2 Ïîñêîëüêó ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ

ðåøåíèé� ñíîâà ðåøåíèå, ìîæíî èñêàòü v1 è v2 îòäåëüíî.
Èòàê, ïóñòü x(t) = ae6t, y(t) = be6t. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â ñèñòåìó, ïîëó÷èì 6ae6t = 4be6t, 6be6t =

9ae6t, îòêóäà a = 2c1, b = 3c1 ñ ïðîèçâîëüíûì c1. Òî åñòü ýòî ðåøåíèå èìååò âèä c1e
6t(2, 3)T .

Àíàëîãè÷íî, äëÿ x(t) = ae−6t, y(t) = be−6t ïîëó÷àåì −6a = 4b, −6b = 4a è ðåøåíèå âèäà

c2e
−6t(2,−3)T .
Ïîëó÷àåì îáùèé âèä ðåøåíèÿ:

x(t) = 2c1e
6t + 2c2e

−6t, y(t) = 3c1e
6t − 3c2e

−6t.

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà t = 0 è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, èìååì ñèñòåìó 2c1 +2c2 = −2, 3c1 − 3c2 = 9, îòêóäà
c1 = 1, c2 = 2. ◀
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