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Ëèíåéíûå ñèñòåìû ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè (ïðîäîëæåíèå)

Äâà ðàçëè÷íûõ âåøåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ

Ïðîäîëæèì ðàçáèðàòü ñëó÷àé ðàçíûõ âåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, îãðàíè÷èâøèñü ðàç-
ìåðíîñòüþ n = 2. Ìû âèäåëè, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû èìååò âèä

x(t) = C1e
λ1tv1 + C2e

λ2tv2,

ãäå v1,2 � ñîáñòâåííûå âåêòîðû ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè λ1,2. Êàê óñòðîåí ôàçîâûé ïîðòðåò
òàêîé ñèñòåìû? Íàïîìíèì, ÷òî ôàçîâûé ïîðòðåò � ýòî ìíîæåñòâî òðàåêòîðèé ñ îðèåíòàöèÿìè.
Òðàåêòîðèÿ çäåñü ïîíèìàåòñÿ êàê (íåïàðàìåòðèçîâàííàÿ) êðèâàÿ íà ïëîñêîñòè (x1, x2), âû÷åð-
÷èâàåìàÿ êàêèì-ëèáî ðåøåíèåì x(t).

Íà÷í¼ì ñî ñëó÷àÿ, êîãäà vj � ñòàíäàðòíûé áàçèñ, òî åñòü ðåøåíèå èìååò âèä x1 = C1e
λ1t,

x2 = C2e
λ2t. Òîãäà x2 = C|x1|λ2/λ1 . Êà÷åñòâåííî âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñèòóàöèè:1

1. λ1 < 0 < λ2 � ñåäëî: òðàåêòîðèè ïîõîæè íà ñåìåéñòâî ãèïåðáîë âìåñòå ñ àñèìïòîòàìè,
íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ îïðåäåëÿåì, íà÷èíàÿ ñ àñèìïòîò: íà îñè àáñöèññ x2 = 0, x1 = eλ1t,
ãäå λ1 < 0, ïîýòîìó äâèæåíèå ïðîèñõîäèò îò íóëÿ, à íà îñè îðäèíàò � ê íóëþ.

2. 0 < λ1 < λ2 � íåóñòîé÷èâûé íåâûðîæäåííûé óçåë: òðàåêòîðèè ïîõîæè íà ñåìåéñòâî
x2 = C|x1|λ2/λ1 ¾ïîëîâèíîê ïàðàáîë¿, êàñàþùèõñÿ îñè àáñöèññ. Äâèæåíèå ïî âñåì òðàåê-
òîðèÿì ïðîèñõîäèò îò íóëÿ (ýòî è åñòü ¾íåóñòîé÷èâûé¿ â íàçâàíèè� ðåøåíèÿ óáåãàþò îò
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ). Çàïîìíèòü, êàêîãî íàïðàâëåíèÿ êàñàþòñÿ òðàåêòîðèè ìîæíî åù¼
òàê: ðàç λ2 > λ1, òî eλ2t ñòðåìèòñÿ ê íóëþ/áåñêîíå÷íîñòè ïðè t → ±∞ áûñòðåå eλ1t, ïî-
ýòîìó ïðè t → +∞ îðäèíàòà x2 áóäåò íàìíîãî ìåíüøå àáñöèññû x1 �ðåøåíèå êàñàåòñÿ îñè
àáñöèññ.

3. 0 < λ1 = λ2 � íåóñòîé÷èâûé äèêðèòè÷åñêèé óçåë: òðàåêòîðèè� ëó÷è, âûõîäÿùèå èç
íà÷àëà êîîðäèíàò, ñ äâèæåíèåì òàêæå îò íóëÿ.

4. λ2 < λ1 < 0� óñòîé÷èâûé íåâûðîæäåííûé óçåë: âñ¼ òî æå ñàìîå ñ çàìåíîé t → −t è
îáðàùåíèåì îðèåíòàöèè íà òðàåêòîðèÿõ.

5. λ2 = λ1 < 0� óñòîé÷èâûé äèêðèòè÷åñêèé óçåë: âñ¼ òî æå ñàìîå ñ çàìåíîé t → −t è
îáðàùåíèåì îðèåíòàöèè íà òðàåêòîðèÿõ.

Ïåðåéä¼ì ê ñëó÷àþ îáùåãî áàçèñà. Ìàòðèöà ñèñòåìû ïîäîáíà äèàãîíàëüíîé: A = TDT−1, ãäå
D = diag(λ1, λ2). Ïîýòîìó åñëè îáîçíà÷èòü x = Ty, ìû ïîëó÷èì, ÷òî

ẏ = T−1ẋ = T−1TDT−1x = Dy.

Íà ýòó âûêëàäêó ìîæíî ñìîòðåòü äâîÿêî: ëèáî ñ÷èòàòü, ÷òî y�äðóãàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò íà
òîé æå ïëîñêîñòè, ëèáî ÷òî y�êîîðäèíàòû íà ¾äðóãîé ïëîñêîñòè¿, à x = Ty çàäà¼ò àôôèííîå
îòîáðàæåíèå ìåæäó ýòèì ïëîñêîñòÿìè. Íàì áóäåò óäîáíåå âòîðîé ïîäõîä. Òîãäà ìîæíî ñêàçàòü,

1Ôàçîâûå ïîðòðåòû ïðèâåäåíû íà ðèñ. 5.2 ó÷åáíèêà Áóôåòîâà�Ãîí÷àðóê�Èëüÿøåíêî, ñì. ñòðàíèöó êóðñà
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÷òî x = x(t)�ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ẋ = Ax, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà y(t) = T−1x(t)�ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ ẏ = diag(λ1, λ2)y. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ôàçîâûé ïîðòðåò íà ïëîñêîñòè y ïåðåâîäèòñÿ â
ôàçîâûé ïîðòðåò íà ïëîñêîñòè x íàøèì îòîáðàæåíèåì x = Ty. Çàìåòèì, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå
ïåðåâîäèò ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû D = diag(λ1, λ2) (òî åñòü ïðîñòî áàçèñíûå âåêòîðû e1,2)
â ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû A: åñëè λju = Du, òî äëÿ v = Tu ïîëó÷èì

Av = ATu = TDu = T (λu) = λv.

Ñîîòâåòñòâåííî, äðóãèå òðàåêòîðèè äëÿ ñèñòåìû ẋ = Ax áóäóò âåñòè ñåáÿ àíàëîãè÷íî ðàññìîò-
ðåííîìó âûøå ñëó÷àþ, òîëüêî ñ çàìåíîé êîîðäèíàòíûõ îñåé íà ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà A:
íàïðèìåð, åñëè 0 < λ1 < λ2, òî ôàçîâàÿ êðèâàÿ (íå ÿâëÿþùàÿñÿ ëó÷îì íà ïðÿìîé Rv2) áóäåò ïðè
t → −∞ ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ, êàñàÿñü ïðè ýòîì ïðÿìîé Rv1. Íàîáîðîò, ïðè t → +∞ íàïðàâëåíèå
êàñàòåëüíûõ ê ðåøåíèþ áóäåò ïðèáëèæàòüñÿ ê v2 (åñëè ýòî ðåøåíèå íå ëåæèò íà ïðÿìîé Rv1).
Ðàçáåð¼ì ýòî íà ïðèìåðå.

Çàäà÷à 10.1. Ïîñòðîéòå ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû

ẋ = x+ 3y, ẏ = 5y − x.

Ðåøåíèå. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì èìååò âèä λ2 − 6λ + 8 = (λ − 2)(λ − 4). Ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ è âåêòîðû ñëåäóþùèå:

λ1 = 2, v1 = (3, 1)T , λ2 = 4, v2 = (1, 1)T .

Ýòî íåóñòîé÷èâûé íåâûðîæäåííûé óçåë, ðåøåíèÿ áóäóò â íóëå êàñàòüñÿ v1, à íà áåñêîíå÷íîñòè
èìåòü êàñàòåëüíóþ, áëèçêóþ ê v2.

◀

Ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå êðàòíîñòè 2: æîðäàíîâà êëåòêà

Ïåðåéä¼ì ê ñëó÷àþ, êîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì èìååò êðàòíûé êîðåíü: χA(λ) = (λ−λ0)
2.

(Êàê è ðàíüøå, ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ n = 2.)
Äëÿ ìàòðèöû 2 × 2, íå ïðîïîðöèîíàëüíîé åäèíè÷íîé ìàòðèöå A ̸= λ0E2 óñëîâèå êðàòíîãî

êîðíÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà àâòîìàòè÷åñêè îçíà÷àåò, ÷òî A ïîäîáíà æîðäàíîâîé êëåòêå
2× 2:

A = T

(
λ0 1
0 λ0

)
T−1.

Ïðåîáðàçóþùàÿ ìàòðèöà T ñòðîèòñÿ èç åäèíñòâåííîãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà u è îòâå÷àþùåãî
åìó ïðèñîåäèíåííîãî âåêòîðà v, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèé:

Au = λ0u, (A− λ0I)v = u.

Òîãäà ñòîëáöàìè ìàòðèöû T áóäóò âåêòîðà u è v: T = ∥u, v∥ (ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ ñòîëáöîâ
âàæåí). Â ñèëó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè u è v ìàòðèöà T îáðàòèìà.
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Çàäà÷à 10.2. Íàéòè ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:{
x′ = 3y − x, x(0) = x0,

y′ = 5y − 3x, y(0) = y0.

Ðåøåíèå. Íàõîäèì ñïåêòð ìàòðèöû ñèñòåìû:

A =

(
−1 3
−3 5

)
⇒ χA(λ) = λ2 − 4λ+ 4 = (λ− 2)2.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì èìååò êðàòíûé êîðåíü λ0 = 2. Ñîáñòâåííûé âåêòîð âûáèðàåì â
âèäå

Au = 2u, u =

(
1
1

)
.

Äàëåå íàõîäèì ïðèñîåäèíåííûé âåêòîð v:

(A− 2I)v = u ⇒ v =
1

3

(
0
1

)
.

Â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçóþùàÿ ìàòðèöà è åå îáðàòíàÿ ïîëó÷àþòñÿ â âèäå:

T = ∥u, v∥ =

(
1 0
1 1/3

)
, T−1 =

(
1 0

−3 3

)
.

Ýêñïîíåíòà îò æîðäàíîâîé êëåòêè:

exp t

(
2 1
0 2

)
= e2t

(
1 t
0 1

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ýêñïîíåíòà îò ìàòðèöû ñèñòåìû íàõîäèòñÿ ïåðåìíîæåíèåì òðåõ ìàòðèö

exp(tA) = e2tT

(
1 t
0 1

)
T−1 = e2t

(
1− 3t 3t
−3t 1 + 3t

)
.

È, íàêîíåö, óìíîæàÿ etA íà ñòîëáåö íà÷àëüíûõ äàííûõ, ïîëó÷àåì îòâåò çàäà÷è:

x(t) = e2t(x0(1− 3t) + 3y0t), y(t) = e2t(−3x0t+ y0(1 + 3t)).

◀

Ãåîìåòðè÷åñêè òàêîé ôàçîâûé ïîðòðåò íàçûâàåòñÿ âûðîæäåííûì óçëîì (íåóñòîé÷èâûì
ïðè λ > 0, óñòîé÷èâûì ïðè λ < 0). Êàê è ðàíüøå, ïîñòðîèì åãî ñíà÷àëà â ñèñòåìå êîîðäèíàò, ãäå
ìàòðèöà ñèñòåìû óæå èìååò âèä æîðäàíîâîé êëåòêè:

ẋ1 = λ0x1 + x2, ẋ2 = λ0x2,

x1 = (C1 + C2t)e
λ0t, x2 = C2e

λ0t.

Èòàê, x1 = (A+ln |x2|)x2, ãäå A = (C1/C2)− lnC2. Ãðàôèê ýòîãî ñåìåéñòâà êðèâûõ ìû óæå ðèñî-
âàëè íà îäíîì èç ïðîøëûõ ñåìèíàðîâ. Îáðàòèå âíèìàíèå, ÷òî õîòÿ èç ôîðìóëû ýòîãî íàïðÿìóþ
íå âèäíî, ïðè ðàçíûõ A ïîëó÷àþòñÿ ãîìîòåòè÷íûå êðèâûå.
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Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû A, ïîäîáíîé æîðäàíîâîé êëåòêå,
ôàçîâûé ïîðòðåò ïîëó÷àåòñÿ àôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Ñîîòâåòñòâåííî, åñëè v� ñîáñòâåí-
íûé âåêòîð ìàòðèöû A, ïðÿìàÿ Rv áóäåò ÿâëÿòüñÿ îáúåäèíåíèåì òð¼õ òðàåêòîðèé (îñîáîé òî÷êè
è äâóõ ëó÷åé), à äðóãèå ôàçîâûå êðèâûå áóäóò âûõîäèòü èç íóëÿ, êàñàÿñü ýòîé ïðÿìîé è óõîäèòü
íà áåñêîíå÷íîñòü, ñîâåðøàÿ ¾ðàçâîðîò íà 180◦¿� íàïðàâëåíèå êàñàòåëüíîé áóäåò ñíîâà ïðèáëè-
æàòüñÿ ê v. Íî çäåñü åñòü ñëîæíîñòü: ¾â êàêóþ ñòîðîíó¿ îíè äåëàþò ýòîò ðàçâîðîò? (Íàïðèìåð,
â ñëó÷àå, êîãäà ñàìà A�æîðäàíîâà êëåòêà, òàêîå îïèñàíèå ïîäõîäèò è ê ¾ïðàâèëüíîìó¿ ôàçîâî-
ìó ïîðòðåòó, è ê ïîðòðåòó, ïîëó÷àþùåìóñÿ èç íåãî ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî îñè îðäèíàò � êàê
æå âûáðàòü íóæíûé?) Ìîæíî, êîíå÷íî, íàéòè ìàòðèöó T çàìåíû êîîðäèíàò, íî ìîæíî è ïîñòó-
ïèòü ïðîùå: äëÿ êàêîé-íèáóäü òî÷êè x âíå ïðÿìîé Rv íàðèñóåì âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìîé
Ox è âåêòîðà ẋ = Ax: â çàâèñèìîñòè îò òîãî, â êàêóþ ïîëóïëîñêîñòü îí ¾ñìîòðèò¿, äâèæåíèå
íà ôàçîâîì ïîðòðåòå áóäåò ïðîèñõîäèòü ïî ëèáî ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Òàêæå ïî çíàêó λ0

ìû çíàåì, âûõîäÿò òðàåêòîðèè èç íóëÿ èëè âõîäÿò â íåãî. Îáúåäèíÿÿ ýòè ñîîáðàæåíèÿ, ñòðîèì
îêîí÷àòåëüíóþ êàðòèíêó.

Çàäà÷à 10.3. Ïîñòðîéòå ýñêèç ôàçîâîãî ïîðòðåòà äëÿ ñèñòåìû èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è.

Ðåøåíèå. Êàê ìû âèäåëè, õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí èìååò äâóêðàòíûé êîðåíü λ0 = 2, êî-
òîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ñîáñòâåííûé âåêòîð (1, 1). Ïîñìîòðèì, íàïðèìåð, íà òî÷êó x = (1, 0), â íåé
ẋ = Ax = (−1,−3). Çíà÷èò, ðåøåíèÿ óõîäÿò îò íóëÿ (λ0 > 0), çàêðó÷èâàÿñü ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.

◀

Êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííûå êîðíè

Ðàññìîòðèì, íàêîíåö, ñëó÷àé, êîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì èìååò äâà êîìïëåêñíî ñîïðÿ-
æ¼ííûõ êîðíÿ.

Èäåéíî ýòîò ñëó÷àé íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ äâóõ ðàçíûõ âåùåñòâåííûõ êîðíåé. Ìû
ìîæåì âûéòè â êîìïëåêñíîå ïîëå, äèàãîíàëèçîâàòü ìàòðèöó ñèñòåìû êîìïëåêñíûìè ïðåîáðàçóþ-
ùèìè ìàòðèöàìè è âû÷èñëèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ýêñïîíåíòó îò äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû, êîòîðàÿ
ïîäîáíà ìàòðèöå ñèñòåìû A.

Ìû ðàññìîòðèì äðóãîé ïîäõîä, íå òðåáóþùèé ïåðåìíîæåíèÿ êîìïëåêñíûõ ìàòðèö. ×àñòî ýòî
îêàçûâàåòñÿ ïðîùå ïî îáúåìó âû÷èñëåíèé.

Èòàê, ïóñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå χA(λ) = 0 èìååò êîìïëåêñíûå êîðíè λ1 è λ2.
Ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà âåùåñòâåííû, êîìïëåêñíûå êîðíè îáÿ-
çàòåëüíî ñîïðÿæåíû äðóã äðóãó:

λ1 = q + iω, λ2 = q − iω, q, ω ∈ R, ω ̸= 0.
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Ñîáñòâåííûå âåêòîðà ìàòðèöû A ëåæàò â ïðîñòðàíñòâå C2, òî åñòü, ýòî âåêòîð-ñòîëáöû ñ êîì-
ïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè:

Af1,2 = λ1,2f1,2.

Ïîëüçóÿñü âåùåñòâåííîñòüþ ìàòðèöû A, ñîáñòâåííûé âåêòîð f2 ìîæíî âçÿòü êîìïëåêñíî ñîïðÿ-
æåííûì ê f1:

f1 = u+ iv, f2 = u− iv, u, v ∈ R2.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî âåùåñòâåííûå âåêòîðà u è v ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä ïîëåì C (à çíà÷èò, è íàä
R), ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îêàçàëèñü áû ëèíåéíî çàâèñèìûìè ñîáñòâåííûå âåêòîðà f1 è
f2.

Ïðèðàâíèâàÿ ïî îòäåëüíîñòè âåùåñòâåííûå è ìíèìûå ÷àñòè ðàâåíñòâà

A(u+ iv) = (q + iω)(u+ iv),

ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ:
Au = qu− ωv, Av = ωu+ qv.

Òàêèì îáðàçîì, â áàçèñå âåùåñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà R2, îáðàçîâàííîì âåêòîðàìè u è v, ìàòðèöà
A èìååò ñëåäóþùèé ñòàíäàðòíûé âèä:

Q =

(
q ω

−ω q

)
.

Ê ýòîìó âèäó ìàòðèöà A ïðèâîäèòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì ïîäîáèÿ ñ ìàòðèöåé T = ∥u, v∥ (íåâûðîæ-
äåííîé â ñèëó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ñòîëáöîâ). Äîêàçàòåëüñòâî íåñëîæíî:

AT = ∥Au,Av∥ = ∥qu− ωv, ωu+ qv∥ = ∥u, v∥
(

q ω
−ω q

)
= TQ.

Îñòàëîñü âû÷èñëèòü exp(tQ). Ïðåäñòàâèì ìàòðèöó Q â âèäå ñóììû êîììóòèðóþùèõ ìàòðèö

Q = qE + ωσ, σ ≡
(

0 1
−1 0

)
.

Ïîñëå ýòîãî ïîëó÷àåì

exp(tQ) = exp(tqE) exp(tωσ) = eqt
(

cosωt sinωt
− sinωt cosωt

)
.

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ìû âîñïîëüçîâàëèñü ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì äëÿ ýêñïîíåíòû îò ìàòðèöû
tωσ:

exp(tωσ) =

(
cosωt sinωt

− sinωt cosωt

)
. (1)

Äîêàçàòåëüñòâî ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ÿâíûì ñóììèðîâàíèåì ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðÿäà íà îñíîâå
ñëåäóþùåãî ñâîéñòâà ñòåïåíåé ìàòðèöû σ:

σn =

{
(−1)kE, n = 2k

(−1)kσ, n = 2k + 1.

Ó÷èòûâàÿ ýòî, ïîëó÷àåì îòâåò:

exp(tωσ) =
∞∑
n=0

(tωσ)n

n!
=

∞∑
k=0

(
(−1)k

(tω)2k

(2k)!
E + (−1)k

(tω)2k+1

(2k + 1)!
σ

)

= E cos(tω) + σ sin(tω) =

(
cosωt sinωt

− sinωt cosωt

)
.
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Çàäà÷à 10.4. Ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:{
x′ = 3x+ 5y x(0) = x0

y′ = −x− y, y(0) = y0
A =

(
3 5

−1 −1

)
.

Ðåøåíèå. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ìàòðèöû ñèñòåìû èìååò êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå
êîðíè:

χA(λ) = λ2 − 2λ+ 2 = 0, λ1 = 1 + i, λ2 = 1− i.

Çäåñü q = 1, ω = 1. Íàéäåì êîìïëåêñíûé ñîáñòâåííûé âåêòîð, îòâå÷àþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷å-
íèþ λ1:

Af = λ1f ⇒ f1 =

(
2 + i
−1

)
=

(
2
−1

)
+ i

(
1
0

)
= u+ iv.

Ìàòðèöà A ïðèâîäèòñÿ ê ñòàíäàðòíîìó âèäó ïðåîáðàçîâàíèåì ïîäîáèÿ ñ ìàòðèöåé T = ∥u, v∥:

A = TQT−1 =

(
2 1

−1 0

)(
1 1

−1 1

)(
0 −1
1 2

)
.

Ýêñïîíåíòà exp(tA) èìååò âèä

exp(tA) = et
(
2 sin t+ cos t 5 sin t

− sin t cos t− 2 sin t

)
.

Óìíîæèâ ýòó ìàòðèöó íà ñòîëáåö íà÷àëüíûõ äàííûõ, ïîëó÷àåì îòâåò çàäà÷è:

x(t) = et((2x0 + 5y0) sin t+ x0 cos t), y(t) = et(y0 cos t− (x0 + 2y0) sin t).

◀

Êà÷åñòâåííî ïîâåäåíèå ñèñòåìû çàâèñèò îò çíàêà q = Reλj : ïðè q < 0 ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ
óñòîé÷èâûì ôîêóñîì, ïðè q > 0� íåóñòîé÷èâûì ôîêóñîì, ïðè q = 0� öåíòðîì.2 Â òîì
áàçèñå, ãäå ñèñòåìà èìååò ìàòðèöó (

q ω
−ω q

)
,

ðåøåíèå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå x1 = eqt(C1 cosωt+ C2 sinωt), x2 = eqt(−C1 sinωt+ C2 cosωt). Òðà-
åêòîðèè áóäóò ëîãàðèôìè÷åñêèìè ñïèðàëÿìè (åñëè q ̸= 0) ëèáî îêðóæíîñòÿìè. Îñòàëîñü îïðåäå-
ëèòü, â êàêóþ ñòîðîíó çàêðó÷åíû ýòè ñïèðàëè. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ðåøåíèå ñ C1 = 1, C2 = 0
â ìîìåíò âðåìåíè t = 0: (x1(0), x2(0)) = (1, 0), à âåêòîð ñêîðîñòè â ýòîé òî÷êå, ñîãëàñíî ñèñòå-
ìå, ðàâåí (q,−ω), òî åñòü îí ñìîòðèò â íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòü (åñëè ω > 0). Îòñþà ñëåäóåò
èòîãîâàÿ êàðòèíêà. Òîò æå ïðè¼ì ðàáîòàåò è â èñõîäíîì áàçèñå: íóæíî ïîñìîòðåòü íà âçàèìíîå
ðàñïîëîæåíèå ðàäèóñ-âåêòîðà è âåêòîðà ñêîðîñòè â êàêîé-ëèáî òî÷êå.

Çàäà÷à 10.5. Ïîñòðîéòå ýñêèç ôàçîâîãî ïîðòðåòà äëÿ ñèñòåìû èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è.

Ðåøåíèå. Êàê ìû âèäåëè, êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà � 1± i, òî åñòü ýòî íåóñòîé÷è-
âûé ôîêóñ. Â òî÷êå x = (1, 0) âåêòîðíîå ïîëå ðàâíî Ax = (3,−1), òî åñòü äâèæåíèå ïðîèñõîäèò
ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.

2Ôàçîâûå ïîðòðåòû ïðèâåäåíû íà ðèñ. 5.3 ó÷åáíèêà Áóôåòîâà�Ãîí÷àðóê�Èëüÿøåíêî, ñì. ñòðàíèöó êóðñà.
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