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3 Ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè è êðàåâûå çàäà÷è

4 Òåîðèÿ ïîòåíöèàëà

5 Öèëèíäðè÷åñêèå è ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè

6 Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè

7 Íåêîòîðûå çàäà÷è ñïåêòðàëüíîé ãåîìåòðèè

Åñëè äàíà îáëàñòü D íà ïëîñêîñòè (äëÿ ïðîñòîòû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì äâóõ èçìå-
ðåíèé), ìîæíî ïîñòàâèòü çàäà÷ó î íàõîæäåíèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λn îïåðàòîðà
Ëàïëàñà â íåé (ñ íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè). Ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ ïðîñòûõ
îáëàñòåé ýòà çàäà÷à ýôôåêòèâíî ðàçðåøèìà. Ïðåäìåò ñïåêòðàëüíîé ãåîìåòðèè �
óñòàíîâëåíèå ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ãåîìåòðèåé îáëàñòè è ìíîæåñòâîì ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé îïåðàòîðà Ëàïëàñà â íåé. Îñíîâíûå âîïðîñû � â êàêîé ìåðå íàáîð ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé õàðàêòåðèçóåò ãåîìåòðèþ îáëàñòè, ñóùåñòâóþò ëè ðàçëè÷íûå
îáëàñòè ñ îäèíàêîâûì íàáîðîì ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé? Èíûìè ñëîâàìè, ñïåêòðàëü-
íàÿ ãåîìåòðèÿ ðåøàåò îáðàòíóþ çàäà÷ó � âîññòàíîâëåíèå îáëàñòè ïî íàáîðó ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé. Åñëè âñïîìíèòü, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà
â îáëàñòè � ýòî êâàäðàòû ÷àñòîò ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ìåìáðàíû ñ çàêðåïëåí-
íîé ãðàíèöåé, òî ïî îáðàçíîìó âûðàæåíèþ Ì.Êàöà [11], âîïðîñ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,
ìîæíî ëè óñëûøàòü ôîðìó áàðàáàíà.
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Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìíîãèå âîïðîñû ñïåêòðàëüíîé ãåîìåòðèè îñòàþòñÿ îòêðûòû-
ìè. Âàæíóþ ðîëü â àíàëèçå çàäà÷ ñïåêòðàëüíîé ãåîìåòðèè èãðàåò óðàâíåíèå òåïëî-
ïðîâîäíîñòè. Ìû ðàññêàæåì î íåêîòîðûõ èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòàõ.

Àñèìïòîòèêà ñëåäà îïåðàòîðà et∆. Èç ïîëó÷åííîé ðàíåå ëèäèðóþùåé àñèìï-
òîòèêè ñëåäà îïåðàòîðà et∆,

tr et∆ =
∑
n

e−λnt ∼ A

4πt
, t→ +0,

ñëåäóåò, ÷òî ìîæíî �óñëûøàòü� ïëîùàäü îáëàñòè A = A(D), ò.å. íàéòè ïëîùàäü, çíàÿ
íàáîð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòà ôîðìóëà ýêâèâàëåíòíà òîìó, ÷òî
λn ïðè n→ ∞ ñòàíîâèòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ïðîïîðöèîíàëüíûì n:

λn =
4πn

A
+ ÷ëåíû ñ áîëåå ìåäëåííûì ðîñòîì.

×ëåíû àñèìïòîòèêè, ñëåäóþùèå çà ëèäèðóþùèì, áûëè íàéäåíû â ðàáîòå [12] (â
ãîðàçäî áîëüøåé îáùíîñòè). Äëÿ ïëîñêèõ êîìïàêòíûõ îáëàñòåé ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé
(âîçìîæíî, íåîäíîñâÿçíûõ) ðåçóëüòàò èìååò âèä

∑
n

e−λnt =
A

4πt
− L

8
√
πt

+
χ

6
+O(

√
t), t→ +0.

Çäåñü L � äëèíà ãðàíèöû îáëàñòè D, à χ � åå ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà, ò.å. χ = 1−r,
ãäå r � ÷èñëî äûðîê â îáëàñòè. Òåì ñàìûì �óñëûøàòü� ìîæíî íå òîëüêî ïëîùàäü,
íî è ïåðèìåòð îáëàñòè, à òàêæå �íà ñëóõ� óçíàòü ÷èñëî äûðîê â íåé.

Ïðîèñõîæäåíèå ïåðâîãî (ëèäèðóþùåãî) ÷ëåíà ýòîé àñèìïòîòèêè ìû óæå îáúÿñ-
íèëè. Ïîÿñíèì, ñëåäóÿ ñòàòüå [11], îòêóäà áåðåòñÿ ñëåäóþùèé çà ëèäèðóþùèì ÷ëåí.
Îí öåëèêîì îáóñëîâëåí íàëè÷èåì ãðàíèöû. Ïîñêîëüêó∑

n

e−λnt =
∫
D
G(z, z; t)d2z,

íàì íóæíî çíàòü àñèìïòîòèêó G(z, z; t) ïðè t → 0. Êàê ìû âèäåëè, ëèäèðóþùèé
âêëàä ðàâåí (4πt)−1, ïîïðîáóåì íàéòè ñëåäóþùèé. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî ëèäè-
ðóþùèé âêëàä â èíòåãðàë ïðè t → 0 íàáèðàåòñÿ èç èíòåãðàëà ïî âñåìó îáúåìó
îáëàñòè D, à ñëåäóþùèé, îáóñëîâëåííûé íàëè÷èåì ãðàíèöû, èäåò îò óçêîãî ñëîÿ
âáëèçè ãðàíèöû. Äëÿ òî÷åê âáëèçè ãðàíèöû îíà âûãëÿäèò ïî÷òè êàê ïðÿìàÿ, òàê
÷òî ïðèáëèæåííî âáëèçè ãðàíèöû ìû èìååì çàäà÷ó íà ïîëóïëîñêîñòè, ðåøåíèå êî-
òîðîé èçâåñòíî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òåïëîâîå ÿäðî íà âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè äàåòñÿ
ôîðìóëîé

G(z, ζ; t) =
e−

|z−ζ|2
4t − e−

|z−ζ̄|2
4t

4πt
,

òàê ÷òî åñëè äëÿ áëèçêîé ê ãðàíèöå òî÷êè z ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç x ðàññòîÿíèå îò
íåå äî ãðàíèöû, áóäåì èìåòü

G(z, z; t) =
1− e−

x2

t

4πt
+ . . . .
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Ïåðâîå ñëàãàåìîå � ýòî óæå èçâåñòíûé íàì îáúåìíûé âêëàä, à âòîðîå � ïîïðàâêà,
îáóñëîâëåííàÿ íàëè÷èåì ãðàíèöû. Ýòî âûðàæåíèå íàäî ïðîèíòåãðèðîâàòü âäîëü
âñåé ãðàíèöû ïî óçêîìó ñëîþ íåêîòîðîé ìàëîé øèðèíû δ, â êîòîðîì îíî ñïðàâåä-
ëèâî, òàê ÷òî ïîïðàâêà ê tr(et∆) çàïèøåòñÿ êàê

− 1

4πt

∮
∂D
ds
∫ δ

0
e−

x2

t dx.

Çàìåòèì, ÷òî ñ íàøåé òî÷íîñòüþ èíòåãðàë ïî x ïðè t → 0 ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü
äî ∞, ïîñêîëüêó îòëè÷èå áóäåò ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëî. Òîãäà

− 1

4πt

∮
∂D
ds
∫ ∞

0
e−

x2

t dx = − L

8
√
πt
.

Ìû ïîëó÷èëè àíîíñèðîâàííûé âûøå âòîðîé ÷ëåí àñèìïòîòèêè. Íàéòè èç àíàëîãè÷-
íûõ ïðîñòûõ ñîîáðàæåíèé ñëåäóþùèé ÷ëåí, χ/6, íå óäàåòñÿ. Ýòîò âêëàä áûë íàéäåí
â ñòàòüå [12], â òîì ÷èñëå è â ñëó÷àÿõ ãîðàçäî áîëüøåé îáùíîñòè (äëÿ ìíîãîîáðàçèé
â ïðîèçâîëüíîì ÷èñëå èçìåðåíèé ñ íåîáÿçàòåëüíî ïëîñêîé ìåòðèêîé).

Íèæå íàì ïîòðåáóþòñÿ ïåðâûå òðè ÷ëåíà àñèìïòîòèêè äèàãîíàëè òåïëîâîãî ÿä-

ðà ïðè t → 0. Â ýòîé ñâÿçè îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ e−
x2

t ïðè t → +0
ïðåâðàùàåòñÿ â δ-ôóíêöèþ

√
πt δ(x), ôîðìóëó

G(z, z; t) =
1

4πt
− e−

x2

t

4πt
+ . . . .

ìîæíî ôîðìàëüíî ïðåäñòàâèòü êàê ïåðâûå äâà ÷ëåíà ðÿäà ïî ñòåïåíÿì t â âèäå

G(z, z; t) =
1

4πt
− δΓ(z)

8
√
πt

+O(1),

ãäå δΓ(z) � δ-ôóíêöèÿ, ñîñðåäîòî÷åííàÿ íà ãðàíèöå Γ = ∂D, òàê ÷òî∫
D
δΓ(z)d

2z =
∮
Γ
ds = L.

Ïðè ýòîì ìû ñ÷èòàåì, ÷òî îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ ÷óòü-÷óòü âûñòóïàåò çà ïðåäåëû
îáëàñòè D, èíà÷å íàì ïðèøëîñü áû èíòåãðèðîâàòü δ-ôóíêöèþ â îáëàñòè, ãðàíèöà
êîòîðîé â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ åå íîñèòåëåì, à òàêèå èíòåãðàëû ïëîõî îïðåäåëåíû.

Íàêîíåö, âûïèøåì ñëåäóþùèé èç ðåçóëüòàòîâ [12] òðåòèé ÷ëåí àñèìïòîòèêè, ïî-
ðÿäêà O(1), ñ÷èòàÿ äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî îáëàñòü îäíîñâÿçíà:

G(z, z; t) =
1

4πt
− δΓ(z)

8
√
πt

+
κ(z)δΓ(z)

12π
+O(

√
t).

Çäåñü κ(z) � êðèâèçíà ãðàíèöû â òî÷êå z ∈ Γ. Îíà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðîèçâîäíàÿ
κ = dθ/ds óãëà θ íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê îñè x ïî äëèíå äóãè êðèâîé. Î÷åâèäíî,∮

Γ
κ(z)ds = 2π,

òàê ÷òî èíòåãðàë îò òðåòüåãî ÷ëåíà ðàâåí 1/6.

3



Ðåãóëÿðèçàöèÿ äåòåðìèíàíòîâ. Âàæíàÿ âåëè÷èíà, êîòîðóþ ìîæíî ñîñòàâèòü
èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé � ýòî äåòåðìèíàíò. Äåòåðìèíàíò ìàòðèöû êîíå÷íîãî ðàç-
ìåðà ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ åå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Îêàçûâàåòñÿ, ìîæíî íåêîòîðûì
îáðàçîì îïðåäåëèòü äåòåðìèíàíò îïåðàòîðà ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé è â òîì ñëó÷àå, êîãäà èõ ïðîèçâåäåíèå ðàñõîäèòñÿ è ôîðìàëüíî ðàâíî áåñêî-
íå÷íîñòè (êàê, íàïðèìåð, â ñëó÷àå îïåðàòîðà Ëàïëàñà).

Äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà ôîðìàëüíîå âûðàæåíèå

det(−∆) =
∏
n

λn

íå èìååò ñìûñëà, ò.ê. λn ∼ cn ïðè n→ ∞, è ïðîèçâåäåíèå ñî ñòðàøíîé ñèëîé ðàñõî-
äèòñÿ. Îäíàêî, èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìîæíî ñîñòàâèòü è ñõîäÿùèåñÿ âûðàæåíèÿ,
íàïðèìåð, äçåòà-ôóíêöèþ

ζ∆(s) =
∑
n

λ−s
n .

Ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè Res > 1 è îïðåäåëÿåò àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ êîìïëåêñíîãî
ïåðåìåííîãî s, êîòîðóþ ìîæíî àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàòü è çà ïðåäåëû îáëàñòè
Res > 1. Ïîñêîëüêó

ζ ′∆(s) = −
∑
n

λ−s
n log λn,

çà îïðåäåëåíèå äåòåðìèíàíòà ìîæíî âçÿòü

det(−∆) = e−ζ′∆(0),

ãäå ζ ′∆(0) � óæå êîíå÷íàÿ âåëè÷èíà, ðàâíàÿ çíà÷åíèþ ïðîèçâîäíîé àíàëèòè÷åñêîãî
ïðîäîëæåíèÿ äçåòà-ôóíêöèè â íóëå. Îá ýòîì îïðåäåëåíèè ãîâîðÿò êàê î ðåãóëÿðè-
çàöèè ðàñõîäÿùåãîñÿ äåòåðìèíàíòà.

Áîëåå ïðàêòè÷åñêèé (è íà ñàìîì äåëå ýêâèâàëåíòíûé) ñïîñîá ðåãóëÿðèçàöèè äå-
òåðìèíàíòà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Âñïîìíèâ îïðåäåëåíèå ãàììà-ôóíêöèè,

Γ(s) =
∫ ∞

0
ts−1e−tdt,

çàïèøåì äçåòà-ôóíêöèþ îïåðàòîðà Ëàïëàñà â âèäå

ζ∆(s) =
1

Γ(s)

∫ ∞

0

(∑
n

e−λnt
)
ts−1dt,

òîãäà

log det(−∆) = −ζ ′∆(0) = −
∫ ∞

0

(∑
n

e−λnt
)dt
t
= −

∫ ∞

0
tr(et∆)

dt

t
.

Îäíàêî, ýòî âûðàæåíèå íå èìååò ñìûñëà, ò.ê. èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ íà íèæíåì ïðåäå-
ëå. Ýòî ïðÿìîå îòðàæåíèå èñõîäíîé ðàñõîäèìîñòè ïðîèçâåäåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷å-
íèé. ×òîáû ïðèäàòü èíòåãðàëó ñìûñë (ðåãóëÿðèçîâàòü åãî), ââåäåì ìàëûé ïàðàìåòð
ε > 0 (�ïàðàìåòð îáðåçàíèÿ� â ôèçè÷åñêîé òåðìèíîëîãèè) è çàìåíèì íèæíèé ïðå-
äåë íà ε. Ýòà ïðîöåäóðà ïîçâîëÿåò êîððåêòíî îïðåäåëèòü �äåòåðìèíàíò� detε(−∆),
çàâèñÿùèé îò ε:

log detε(−∆) = −
∫ ∞

ε
tr(et∆)

dt

t
.
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Êîíå÷íî, ýòî âûðàæåíèå îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü ïðè ε = 0. Óêàçàííàÿ âûøå
àñèìïòîòèêà ñëåäà îïåðàòîðà et∆ ôèêñèðóåò ðàñõîäÿùèåñÿ ÷ëåíû:

log detε(−∆) = − A

4πε
+

L

4
√
πε

+
χ

6
log ε+O(1), ε→ 0.

Ðåãóëÿðèçîâàííûé äåòåðìèíàíò îïðåäåëÿåòñÿ êàê êîíå÷íàÿ ÷àñòü log detε(−∆), ò.å.
êàê ïðåäåë log detε(−∆) ñ âû÷òåííûìè ðàñõîäÿùèìèñÿ ÷ëåíàìè:

log det(−∆) = lim
ε→0

(
log detε(−∆) +

A

4πε
− L

4
√
πε

− χ

6
log ε

)
.

Ïðîñòîé ïðèìåð: det(∂2x) íà îòðåçêå. Èëëþñòðèðóåì ïðîöåäóðó ðåãóëÿðèçàöèè
äåòåðìèíàíòà íà ïðîñòîì îäíîìåðíîì ïðèìåðå. Ðàññìîòðèì îäíîìåðíûé îïåðàòîð
Ëàïëàñà ∂2x íà îòðåçêå [0, L], äåéñòâóþùèé íà ôóíêöèè, ðàâíûå íóëþ íà êîíöàõ
îòðåçêà. Êàê ìû óæå íå ðàç óáåäèëèñü, åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

λn =
(πn
L

)2
, n = 1, 2, . . . .

Òîãäà

ζ∂2
x
(s) =

(L
π

)2s ∑
n≥1

n−2s =
(L
π

)2s
ζ(2s),

ãäå ζ(s) � äçåòà-ôóíêöèÿ Ðèìàíà

ζ(s) =
∑
n≥1

n−s.

Êàê èçâåñòíî, åå àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå � ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ â 0, è

ζ(0) = −1

2
, ζ ′(0) = −1

2
log(2π).

Ýòî äàåò ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ äåòåðìèíàíòà êàê ôóíêöèè îò L (à äðóãèõ ïàðàìåòðîâ
â çàäà÷å è íåò):

log det(−∂2x) = −ζ ′∂2
x
(0) = logL+

1

2
log

2

π
.

Òåïåðü ñðàâíèì ýòîò ðåçóëüòàò ñ

log detε(−∂2x) = −
∫ ∞

ε

dt

t
tr(et∂

2
x).

Â ïðèíöèïå tr(et∆) â ýòîé ïðîñòîé çàäà÷å ìîæåò áûòü íàéäåí òî÷íî â òåðìèíàõ òýòà-
ôóíêöèé ßêîáè. Ìû, îäíàêî, âîñïîëüçóåìñÿ äðóãèì ñïîñîáîì è âû÷èñëèì âàðèàöèþ
ëîãàðèôìà äåòåðìèíàíòà ïðè ìàëîì èçìåíåíèè L, ïîñëå ÷åãî èíòåãðèðîâàíèåì ìîæ-
íî áóäåò íàéòè è ñàì ëîãàðèôì äåòåðìèíàíòà êàê ôóíêöèþ îò L (ñ òî÷íîñòüþ äî àä-
äèòèâíîé êîíñòàíòû). Äëÿ ýòîãî íàì ïîòðåáóåòñÿ òîëüêî çíàíèå àñèìïòîòèêè tr(et∂

2
x)

ïðè t → +0. ×òîáû åå íàéòè, âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé ñóììèðîâàíèÿ Ïóàññîíà, èç
êîòîðîé ñëåäóåò òîæäåñòâî

∑
n∈Z

e−πan2

=
1√
a

∑
n∈Z

e−πn2/a.
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Ïðèìåíèâ ýòó ôîðìóëó, íàéäåì:

∞∑
n=1

e−λnt =
∞∑
n=1

e−
π2tn2

L2 =
1

2

(∑
n∈Z

e−
π2tn2

L2 − 1

)
=

1

2

(
L√
πt

∑
n∈Z

e−
L2n2

t − 1

)

=
L

2
√
πt

− 1

2
+

L√
πt

∞∑
n=1

e−
L2n2

t .

Îòñþäà

tr(et∂
2
x) =

L

2
√
πt

− 1

2
+ O

( 1√
t
e−

L2

t

)
, t→ +0.

Òåïåðü íàì íóæíî íàéòè âàðèàöèþ îïåðàòîðà ∂2x ïðè ìàëîì èçìåíåíèè L. Êàê
ýòî äåëàòü, íå âïîëíå ÿñíî, ïîñêîëüêó ïðè ðàçíûõ L ýòè îïåðàòîðû äåéñòâóþò íà
ðàçíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ìû ìîæåì, îäíàêî, çàñòàâèòü èõ äåéñòâîâàòü íà îäíîì ôèê-
ñèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå (ñêàæåì, íà ïîñòðàíñòâå ôóíêöèé íà îòðåçêå [0, 1]), åñëè
ñäåëàòü ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ è ââåñòè ïåðåìåííóþ w = x/L, òîãäà ∂2x = L−2∂2w, è

δ(∂2x) = −2δL

L3
∂2w.

Äëÿ âàðèàöèè log detε(−∂2x) ïðè ýòîì ïîëó÷àåì:

δ log detε(−∂2x) = −
∫ ∞

ε

dt

t
tr
(
tδ(∂2x)e

t∂2
x

)
=

2δL

L3

∫ ∞

ε
dt tr

(
∂2we

t∂2
x

)

=
2δL

L

∫ ∞

ε
dt tr

(
∂2xe

t∂2
x

)
=

2δL

L

∫ ∞

ε
dt ∂ttr

(
et∂

2
x

)
= −2δL

L
tr (eε∂

2
x).

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà àñèìïòîòèêó ïðè ε→ 0, íàõîäèì:

δ log detε(−∂2x) = − δL√
πε

+
δL

L
+O

(
ε−1/2e−L2/ε

)
,

òàê ÷òî

log detε(−∂2x) = − L√
πε

+ logL+ C.

Âû÷èòàÿ ðàñõîäÿùóþñÿ ÷àñòü, ïîëó÷àåì

log det(−∂2x) = logL+ C,

ãäå C � íè îò ÷åãî íå çàâèñÿùàÿ êîíñòàíòà, êîòîðóþ íåëüçÿ íàéòè âàðèàöèîííûì
ìåòîäîì. Ìû âèäèì, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò ñîãëàñóåòñÿ ñ ïîëó÷åííûì ðåãóëÿðèçàöèåé ñ
ïîìîùüþ äçåòà-ôóíêöèè. Ýòîò ïðîñòîé ïðèìåð íàãëÿäíî èëëþñòðèðóåò ëîãèêó òîãî,
÷òî ìû áóäåì äåëàòü â áîëåå ñåðüåçíîé çàäà÷å íàõîæäåíèÿ äåòåðìèíàíòà îïåðàòîðà
Ëàïëàñà â îáëàñòè D íà ïëîñêîñòè.

Äåòåðìèíàíò îïåðàòîðà Ëàïëàñà â îáëàñòè íà ïëîñêîñòè. Çàéìåìñÿ íàõîæ-
äåíèåì äåòåðìèíàíòà îïåðàòîðà Ëàïëàñà â êîìïàêòíîé îáëàñòè D íà ïëîñêîñòè. Äëÿ
ïðîñòîòû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îáëàñòü îäíîñâÿçíàÿ è åå ãðàíèöà ãëàäêàÿ.
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Êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, ïðîùå èñêàòü íå ñàì äåòåðìèíàíò, à åãî âàðèàöèþ
ïðè ìàëîé äåôîðìàöèè îáëàñòè:

δ log detε(−∆) = −δ
∫ ∞

ε

dt

t
tr(et∆) = −

∫ ∞

ε
dt tr(δ∆et∆).

Äëÿ ýòîãî íàì íàäî íàéòè âàðèàöèþ δ∆ îïåðàòîðà Ëàïëàñà. Îïÿòü âîçíèêàåò òàêàÿ
ïðîáëåìà, ÷òî îïåðàòîðû Ëàïëàñà â èñõîäíîé è äåôîðìèðîâàííîé îáëàñòÿõ äåéñòâó-
þò íà ðàçíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, è íåïîíÿòíî, êàê èõ ñðàâíèâàòü. Êàê
è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, ìû ðåøèì ýòó ïðîáëåìó òåì, ÷òî îòîáðàçèì íàøè îáëà-
ñòè íà êàêóþ-òî ôèêñèðîâàííóþ êàíîíè÷åñêóþ îáëàñòü, íàïðèìåð, íà åäèíè÷íûé
êðóã. Ïóñòü w(z) � êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè D íà åäèíè÷íûé êðóã, è w �
êîìïëåêñíàÿ êîîðäèíàòà âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà, òîãäà ∂z = w′(z)∂w, è

∆z = 4∂z∂z̄ = 4|w′(z)|2∂w∂w̄ = |w′(z)|2∆w

Îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå êîíôîðìíîå, w′(z) ̸= 0 â D. Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç z(w) îáðàòíîå êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå (èç åäèíè÷íîãî êðóãà íà îáëàñòü D) è
ââåäåì ôóíêöèè

ψ(z) = log |w′(z)|, ϕ(w) = log |z′(w)|.

Ïîñêîëüêó w′(z)z′(w(z)) = 1, èìååì ψ(z(w)) = −ϕ(w). Ïîýòîìó ôîðìóëó, ñâÿçûâàþ-
ùèå îïåðàòîðû Ëàïëàñà â êîîðäèíàòàõ z è w ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

∆z = e−2ϕ(w)∆w.

Ìàëàÿ äåôîðìàöèÿ îáëàñòè ïðèâîäèò ê ìàëîìó èçìåíåíèþ ôóíêöèè w(z), à âìåñòå ñ
íåé è ψ(z), ϕ(w). Èç ïðåäûäóùåé ôîðìóëû ñëåäóåò, ÷òî âàðèàöèÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà
ïðè ýòîì ðàâíà

δ∆z = −2δϕ(w(z))∆z.

Çäåñü ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî âàðèàöèþ δϕ íóæíî áðàòü ïðè ôèêñèðîâàííîì w, à
îáîçíà÷åíèå δϕ(w(z)) îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëå íàõîæäåíèÿ âàðèàöèè ïðè ôèêñèðîâàííîì
w åå íàäî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèþ îò òî÷êè îáëàñòè z ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ
z(w). Çíàÿ âàðèàöèþ îïåðàòîðà Ëàïëàñà, íàéäåì:

δ log detε(−∆) = −
∫ ∞

ε
dt tr(δ∆et∆) = 2

∫ ∞

ε
dt tr(δϕ∆et∆)

= 2
∫ ∞

ε
dt ∂ttr(δϕe

t∆) = −2tr(δϕeε∆),

ïîñêîëüêó íà âåðõíåì ïðåäåëå tr(δϕet∆) ðàâíî 0. Ðàñïèøåì ïîäðîáíåå, ÷òî òàêîå
tr(δϕeε∆):

tr(δϕeε∆) =
∫
D
δϕ(w(z))G(z, z; ε)d2z.

Íàì íóæíà àñèìïòîòèêà ýòîãî âûðàæåíèÿ ïðè ε→ 0 âïëîòü äî ÷ëåíîâ ïîðÿäêà O(1).
Î÷åâèäíî, äëÿ ýòîãî íóæíî çíàòü íåèñ÷åçàþùèå ÷ëåíû àñèìïòîòèêè òåïëîâîãî ÿäðà
G(z, ζ; ε) íà äèàãîíàëè (ïðè ζ = z). Êàê ìû âèäåëè,

G(z, z; ε) =
1

4πε
− δΓ(z)

8
√
πε

+
κ(z)δΓ(z)

12π
+O(

√
ε).

7



Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â ôîðìóëó äëÿ −2tr(δϕeε∆), èìååì òðè âêëàäà. Ïåðâûé èç íèõ åñòü

− 1

4πε

∫
D
δϕ(w(z))d2z.

Ïðåîáðàçóåì âõîäÿùèé ñþäà èíòåãðàë:∫
D
δϕ(w(z))d2z =

∫
|w|≤1

|z′(w)|2δϕ(w)d2w =
∫
|w|≤1

|z′(w)|2 δ|z
′(w)|

|z′(w)|
d2w

=
1

2
δ
∫
|w|≤1

|z′(w)|2d2w =
1

2
δ
∫
D
d2z =

δA

2
.

Òåì ñàìûì ïåðâûé âêëàä ðàâåí − δA

4πε
. Àíàëîãè÷íî äëÿ âòîðîãî âêëàäà ïîëó÷àåì

δL

4
√
πε
. Íàêîíåö, òðåòèé âêëàä çàïèøåòñÿ â âèäå − 1

6π

∮
Γ
κ(z)δϕ(w(z))ds. Ñîáèðàÿ âñå

âìåñòå, èìååì:

δ log detε(−∆) = − δA

4πε
+

δL

4
√
πε

− 1

6π

∮
Γ
κ(z)δϕ(w(z))ds+O(

√
ε).

Òåïåðü íàäî ïðîèíòåãðèðîâàòü ýòî âûðàæåíèå. Ïåðâûå äâà ÷ëåíà èíòåãðèðóþòñÿ
î÷åâèäíûì îáðàçîì. Îñòàëîñü âûÿñíèòü, âàðèàöèåé êàêîãî ôóíêöèîíàëà I ÿâëÿåòñÿ
âûðàæåíèå

δI =
∮
Γ
κ(z)δϕ(w(z))ds.

Äëÿ ýòîãî âûðàçèì êðèâèçíó â òåðìèíàõ êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ z(w):

κ(z) = ∂nz log

∣∣∣∣∣ w(z)w′(z)

∣∣∣∣∣ = |w′(z)| − ∂nz log |w′(z)| = 1

|z′(w)|
+
∂nw log |z′(w)|

|z′(w)|
.

Ïîýòîìó

δI =
∮
|w|=1

(
∂nϕ(w) + 1

)
δϕ(w)|dw|,

÷òî î÷åâèäíûì îáðàçîì åñòü âàðèàöèÿ ôóíêöèîíàëà

I =
1

2

∮
|w|=1

(
ϕ∂nϕ+ 2ϕ

)
|dw|.

Èòàê,

log detε(−∆) = − A

4πε
+

L

4
√
πε

− 1

6π
I +O(

√
ε) + const.

Îòñþäà íàõîäèì ðåãóëÿðèçîâàííûé äåòåðìèíàíò:

log det(−∆) = − 1

12π

∮
|w|=1

(
ϕ∂nϕ+ 2ϕ

)
|dw|+ C.

Çäåñü C � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò ôîðìû îáëàñòè. Ýòîò ðåçóëüòàò �
÷àñòíûé ñëó÷àé áîëåå îáùåé ôîðìóëû Ïîëÿêîâà-Àëüâàðåñà äëÿ ðåãóëÿðèçîâàííûõ
äåòåðìèíàíòîâ îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè íà íå îáÿçàòåëüíî ïëîñêèõ ïîâåðõíî-
ñòÿõ.
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Îòìåòèì, ÷òî êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå z(w) (èëè îáðàòíîå ê íåìó w(z)) íå åäèí-
ñòâåííî, ò.ê. åäèíè÷íûé äèñê èìååò íåòðèâèàëüíûå êîíôîðìíûå àâòîìîðôèçìû.
×òîáû åãî çàôèêñèðîâàòü, íàäî íàëîæèòü óñëîâèå íîðìèðîâêè, íàïðèìåð, â âèäå
w(a) = 0, w′(a) > 0 äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè a ∈ D. Óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî 0 ∈ D è âû-
áðàòü a = 0, òîãäà âåùåñòâåííàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷èíà r0 = 1/w′(0) íàçûâàåòñÿ
êîíôîðìíûì ðàäèóñîì îáëàñòè D (äëÿ êðóãà îíà ðàâíà åãî ðàäèóñó). Ïîêàçàòü, ÷òî
ðåãóëÿðèçîâàííûé äåòåðìèíàíò íå çàâèñèò1 îò íîðìèðîâêè êîíôîðìíîãî îòîáðàæå-
íèÿ, âõîäÿùåãî â ôîðìóëó Ïîëÿêîâà-Àëüâàðåñà, � õîðîøåå óïðàæíåíèå.
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