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Ëåêöèÿ 9. Àëãåáðû Õîïôà äåëüòà-ìàòðîèäîâ

Êàæäîé õîðäîâîé äèàãðàììå (îðèåíòèðóåìîìó âëîæåííîìó ãðàôó ñ îäíîé âåðøèíîé)
ñîîñòâåòñòâóåò ïðîñòîé ãðàô � åå ãðàô ïåðåñå÷åíèé. Ïðîèçâåäåíèå ãðàôîâ ïåðåñå÷åíèé
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äâóõ ãðàôîâ ïåðåñå÷åíèé ñêëåèâàåìûõ õîðäîâûõ äèàãðàìì. Ïîýòîìó õîòåëîñü áû
ðàññìàòðèâàòü ñêëåéêó õîðäîâûõ äèàãðàìì êàê èõ ïðîèçâåäåíèå � îòîáðàæåíèå â ãðàôû
ïåðåñå÷åíèé òîãäà áóäåò ãîìîìîðôèçìîì àëãåáð.

Ïðîáëåìà â òîì, ÷òî ñêëåéêà äâóõ õîðäîâûõ äèàãðàìì îïðåäåëåíà íåîäíîçíà÷íî �
ðåçóëüòàò çàâèñèò îò âûáîðà ìåñòà, ãäå ìû ðàçðûâàåì êàæäóþ èç îêðóæíîñòåé.
Çàäà÷à. Îïðåäåëèòå êîïðîèçâåäåíèå õîðäîâîé äèàãðàììû òàê, ÷òîáû ñîïîñòàâëåíèå
õîðäîâîé äèàãðàììå åå ãðàôà ïåðåñå÷åíèé áûëî ãîìîìîðôèçìîì êîóìíîæåíèÿ.
Òî÷íî òàê æå, íå óäàåòñÿ ðàçóìíî îïðåäåëèòü óìíîæåíèå âëîæåííûõ ãðàôîâ. Òàêîå
óìíîæåíèå äîëæíî áûëî áû ñêëåèâàòü äâå âåðøèíû � ïî îäíîé èç êàæäîãî ãðàôà, � ñ
ñîçðàíåíèåì îòíîñèòåëüíîãî öèêëè÷åñêîãî ïîðÿäêà ïîëóðåáåð. Íî íåò ñïîñîáà âûáðàòü
ñêëåèâàåìûå âåðøèíû.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Dn âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå êëàññàìè èçîìîðôèçìîâ
äåëüòà-ìàòðîèäîâ íà n ýëåìåíòàõ, n = 0, 1, 2, . . . . (Íàïîìíèì, ÷òî äâå ñèñòåìû ìíîæåñòâ
D1 = (E1; Φ1) è D2 = (E ; Φ2) èçîìîðôíû, åñëè ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå
îòîáðàæåíèå f : E1 → E2, ïåðåâîäÿùóþ ñèñòåìó ìíîæåñòâ Φ1 â Φ2). Ãðàäóèðîâàííîå
âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî

D = D0 ⊕D1 ⊕D2 ⊕ . . .

íàäåëÿåòñÿ ãðàäóèðîâàííûì óìíîæåíèåì m : Dk ⊗D` → Dk+`, êîòîðîå íà
äåëüòà-ìàòðîèäàõ çàäàåòñÿ ïðàâèëîì D1D2 = (E1 t E2; Φ), ãäå
Φ = {φ1 t φ2|φ1 ∈ Φ1, φ2 ∈ Φ2}. Ýòî óìíîæåíèå êîììóòàòèâíî.

De�nition

Äåëüòà-ìàòðîèä íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè îí íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ
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Ëåêöèÿ 9. Êîóìíîæåíèå äåëüòà-ìàòðîèäîâ

Äëÿ ïðåâðàùåíèÿ àëãåáðû D â àëãåáðó Õîïôà íåîáõîäèìî çàäàòü íà íåé êîóìíîæåíèå
µ : D → D ⊗D. Îïðåäåëèì äëÿ äåëüòà-ìàòðîèäà D = (E ; Φ) åãî êîïðîèçâåäåíèå
ðàâåíñòâîì

µ(D) =
∑

UtW=E

D|U ⊗ D|W ,

ãäå îãðàíè÷åíèå D|U = (U; Φ|U) ñèñòåìû ìíîæåñòâ D íà ïîäìíîæåñòâî U ⊂ E åãî
áàçîâîãî ìíîæåñòâà îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

Φ|U = {φ ∈ Φ|φ ⊂ U}.

Theorem

Îãðàíè÷åíèå äåëüòà-ìàòðîèäà íà ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî åãî áàçîâîãî ìíîæåñòâà

ÿâëÿåòñÿ äåëüòà-ìàòðîèäîì.

Theorem

Êîóìíîæåíèå µ : D → D ⊗D ïðåâðàùàåò àëãåáðó D äåëüòà-ìàòðîèäîâ â àëãåáðó Õîïôà.
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µ(D) =
∑

UtW=E

D|U ⊗ D|W ,

ãäå îãðàíè÷åíèå D|U = (U; Φ|U) ñèñòåìû ìíîæåñòâ D íà ïîäìíîæåñòâî U ⊂ E åãî
áàçîâîãî ìíîæåñòâà îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

Φ|U = {φ ∈ Φ|φ ⊂ U}.

Theorem

Îãðàíè÷åíèå äåëüòà-ìàòðîèäà íà ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî åãî áàçîâîãî ìíîæåñòâà

ÿâëÿåòñÿ äåëüòà-ìàòðîèäîì.

Theorem

Êîóìíîæåíèå µ : D → D ⊗D ïðåâðàùàåò àëãåáðó D äåëüòà-ìàòðîèäîâ â àëãåáðó Õîïôà.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ
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Ëåêöèÿ 9. Àëãåáðà Õîïôà ãðàôîâ è àëãåáðà Õîïôà äåëüòà-ìàòðîèäîâ

Theorem

Îòîáðàæåíèå δ : G → D, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîìó ãðàôó åãî äåëüòà-ìàòðîèä, ÿâëÿåòñÿ

ãîìîìîðôèçìîì àëãåáð Õîïôà.
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Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 9. Âàðèàíòû àëãåáð Õîïôà äåëüòà-ìàòðîèäîâ

Ðàññìàòðèâàÿ ðàçëè÷íûå âàðèàíòû äåëüòà-ìàòðîèäîâ, ìû ïîëó÷àåì ðàçëè÷íûå âàðèàíòû
èõ àëãåáðû Õîïôà.

Example

×åòíûå äåëüòà-ìàòðîèäû ïîðîæäàþò ïîäàëãåáðó Õîïôà De ⊂ D â àëãåáðå Õîïôà
äåëüòà-ìàòðîèäîâ.

Example

Áèíàðíûå äåëüòà-ìàòðîèäû ïîðîæäàþò ïîäàëãåáðó Õîïôà B ⊂ D â àëãåáðå Õîïôà
äåëüòà-ìàòðîèäîâ.

Example

×åòíûå áèíàðíûå äåëüòà-ìàòðîèäû ïîðîæäàþò ïîäàëãåáðó Õîïôà Be ⊂ D â àëãåáðå
Õîïôà äåëüòà-ìàòðîèäîâ.

Ñîãëàñíî òåîðåìå Ìèëíîðà�Ìóðà, âñå ýòè àëãåáðû Õîïôà ïîëèíîìèàëüíû.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ
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Ðàññìàòðèâàÿ ðàçëè÷íûå âàðèàíòû äåëüòà-ìàòðîèäîâ, ìû ïîëó÷àåì ðàçëè÷íûå âàðèàíòû
èõ àëãåáðû Õîïôà.

Example

×åòíûå äåëüòà-ìàòðîèäû ïîðîæäàþò ïîäàëãåáðó Õîïôà De ⊂ D â àëãåáðå Õîïôà
äåëüòà-ìàòðîèäîâ.

Example

Áèíàðíûå äåëüòà-ìàòðîèäû ïîðîæäàþò ïîäàëãåáðó Õîïôà B ⊂ D â àëãåáðå Õîïôà
äåëüòà-ìàòðîèäîâ.

Example

×åòíûå áèíàðíûå äåëüòà-ìàòðîèäû ïîðîæäàþò ïîäàëãåáðó Õîïôà Be ⊂ D â àëãåáðå
Õîïôà äåëüòà-ìàòðîèäîâ.
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Ëåêöèÿ 9. Êîìáèíàòîðíûå àëãåáðû Õîïôà

De�nition

Êîìáèíàòîðíîé àëãåáðîé Õîïôà íàçûâàåòñÿ ïàðà (H, h), ñîñòîÿùàÿ èç êîììóòàòèâíîé
êîêîììóòàòèâíîé ñâÿçíîé ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðû Õîïôà H è õàðàêòåðà h íà íåé, ò.å.
ëèíåéíîãî ìóëüòèïëèêàòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ h : H → C.

Example

Àëãåáðà Õîïôà ìíîãî÷ëåíîâ C[p1, p2, p3, . . . ] ïðåâðàùàåòñÿ â êîìáèíàòîðíóþ àëãåáðó
Õîïôà (P, ζ), åñëè ïîëîæèòü ζ(pk) = 1, k = 1, 2, 3, . . . . Ýòîò õàðàêòåð ζ íà àëãåáðå Õîïôà
ìíîãî÷ëåíîâ íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì. Îí ïåðåâîäèò êàæäûé ìíîãî÷ëåí â ñóììó åãî
êîýôôèöèåíòîâ.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ
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êîýôôèöèåíòîâ.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 9. Ïîëèíîìèàëüíûå èíâàðèàíòû êîìáèíàòîðíûõ àëãåáð

Âñÿêîé êîìáèíàòîðíîé àëãåáðå Õîïôà (H, h) ìîæíî ñîïîñòàâèòü åå ãîìîìîðôèçì
τh : (H, h)→ (P, ζ) â êîìáèíàòîðíóþ àëãåáðó Õîïôà ìíîãî÷ëåíîâ. Äëÿ àëãåáðû Õîïôà
ãðàôîâ G ýòîò ãîìîìîðôèçì âûãëÿäèò òàê:

τh : G 7→
∑

α`V (G)

(∏
αi∈α

h(G |αi )

)
M|α|(p).

Çäåñü ñóììèðîâàíèå èäåò ïî âñåì ðàçáèåíèÿì α ìíîæåñòâà âåðøèí V (G ) ãðàôà G íà
íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà, è ÷åðåç |α| îáîçíà÷åíî ñîîòâåòñòâóþùåå ðàçáèåíèå êîëè÷åñòâà
âåðøèí |V (G )|, |α| ` |V (G )|. Ìíîãî÷ëåí M|α|(p) ýòî âûðàæåííûé ÷åðåç
ïåðåìåííûå pi =

∑
x ij ýëåìåíòàðíûé ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

M|α|(x1, x2, . . . ) =
∑

x
|α1|
i1

x
|α2|
i2

. . . ,

ãäå ñóììèðîâàíèå èäåò ïî âñåì íàáîðàì ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ èíäåêñîâ i1, i2, . . . .

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ
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Ëåêöèÿ 9. Êîìáèíàòîðíûå àëãåáðû Õîïôà

Example

Mk =
∑

xki = pk ;

Mk,` =
∑
i 6=j

xki x
`
j = pkp` − pk+`;

Mk,`,n =
∑

i 6=j,j 6=s,s 6=k

xki x
`
j x

n
s = pkp`pn − pk+`pn − pk+np` − p`+npk + 2pk+`+n.

Example

Ïîñìîòðèì, êàê íà ìàëåíüêèõ ãðàôàõ ðàáîòàåò ôîðìóëà äëÿ ãîìîìîðôèçìà τh.

τh(K1) = h(K1)M1 = h(K1)p1;

τh(K 2
1 ) = h(K 2

1 )M2 + h(K1)2M12 = h(K1)2p2 + h(K1)2(p21 − p2) = h(K1)2p21 ;

τh(K2) = h(K2)M2 + h(K1)2M12 = h(K2)p2 + h(K1)2(p21 − p2).

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ
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∑
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∑
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∑
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Ëåêöèÿ 9. Ñèììåòðèçîâàííûé õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí Ñòåíëè ãðàôîâ

Theorem

Ïóñòü ξ : G → C � õàðàêòåð, êîòîðûé ïåðåâîäèò ãðàô K1 ñ îäíîé âåðøèíîé â 1, à ëþáîé
ãðàô, èìåþùèé ðåáðà, â 0. Òîãäà ãîìîìîðôèçì τξ : (G, ξ)→ (P, ζ) ýòî
ñèììåòðèçîâàííûé õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí Ñòåíëè.

Çàìåíèâ h íà ξ â ïîäñ÷èòàííûõ íàìè ðàíåå ïðèìåðàõ è ïðèíÿâ âî âíèìàíèå, ÷òî
ξ(K1) = ξ(K 2

1 ) = ξ(K1)2 = 1, ξ(K2) = 0, ïîëó÷àåì τξ(K1) = p1, τξ(K 2
1 ) = p21 ,

τξ(K2) = p21 − p2, â ñîãëàñèè ñ ðàíåå ïîëó÷åííûìè ðåçóëüòàòàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåòðèâèàëüíûé âêëàä â ñóììó, çàäàþùóþ ãîòîòîðôèçì τξ, äàþò
òîëüêî òàêèå ðàçáèåíèÿ α ìíîæåñòâà âåðøèí ãðàôà G íà ïîäìíîæåñòâà, â êîòîðûõ
ïîäãðàô G |αj , èíäóöèðîâàííûé êàæäûì ïîäìíîæåñòâîì αj , ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî âåðøèíû ýòîãî ïîäãðàôà ìû ìîæåì ïîêðàñèòü â îäèí öâåò xij èç
ìíîæåñòâà öâåòîâ X = {x1, x2, . . . }. Ïîêðàñèâ âåðøèíû êàæäîãî èç ïîäìíîæåñòâ αj â
ñâîé öâåò, ìû ïîëó÷àåì ïðàâèëüíóþ ðàñêðàñêó ìíîæåñòâà âåðøèí V (G ). Ñóììà
ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîíîìîâ îò ïåðåìåííûõ X , ò.å. ôóíêöèÿ M|α| è åñòü âêëàä äàííîãî
ðàçáèåíèÿ α â ñèììåòðèçîâàííûé õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí Ñòåíëè SG (x1, x2, . . . ).

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ
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äåëüòà-ìàòðîèäîâ

Âûðàæåíèå ñèììåòðèçîâàííîãî õðîìàòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà Ñòåíëè ãðàôîâ ÷åðåç
õàðàêòåð àëãåáðû Õîïôà ãðàôîâ ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü åãî è äëÿ äåëüòà-ìàòðîèäîâ.
Îãðàíè÷èìñÿ ÷åòíûìè äåëüòà-ìàòðîèäàìè. Îïðåäåëèì õàðàêòåð ν : De → C ðàâåíñòâîì

ν(D) =

 1 åñëè D = ({1}, {∅})
x åñëè D = ({1}, {{1}})
0 åñëè D � ñâÿçíûé íà áîëåå, ÷åì îäíîì ýëåìåíòå

Ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîìó õàðàêòåðó ãîìîìîðôèçì êîìáèíàòîðíûõ àëãåáð Õîïôà
(De , ζ)→ (P, ξ) íàçûâàåòñÿ ñèììåòðèçîâàííûì õðîìàòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì Ñòåíëè

äåëüòà-ìàòðîèäîâ. Îí ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â êîëöå ìíîãî÷ëåíîâ îò áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà
ïåðåìåííûõ p1, p2, . . . è îò äîïîëíèòåëüíîé ïåðåìåííîé x .

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ñåìèíàðû 9. Çàäà÷è

Äîêàæèòå, ÷òî à) îãðàíè÷åíèå äåëüòà-ìàòðîèäà íà ëþáîå ïîäìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ
äåëüòà-ìàòðîèäîì; á) îãðàíè÷åíèå ÷åòíîãî äåëüòà-ìàòðîèäà íà ëþáîå ïîäìíîæåñòâî
ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì äåëüòà-ìàòðîèäîì; â) îãðàíè÷åíèå áèíàðíîãî äåëüòà-ìàòðîèäà íà
ëþáîå ïîäìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ áèíàðíûì äåëüòà-ìàòðîèäîì.

Íàéäèòå ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâ à) D1,D2,D3; á) De
1,De

2,De
3; â) B1,B2,B3; ã)

Be1,Be2,Be3.
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Ñåìèíàðû 9. Çàäà÷è

Íàéäèòå ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâ ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ à) P(D1),P(D2),P(D3);
á) P(De

1),P(De
2),P(De

3); â) P(B1),P(B2),P(B3); ã) P(Be1),P(Be2),P(Be3).

Ïóñòü âî âëîæåííîì ãðàôå Γ èìååòñÿ âåðøèíà, ðàçäåëåíèå êîòîðîé íà äâå äàåò äâà
âëîæåííûõ ãðàôà Γ1, Γ2. Äîêàæèòå, ÷òî äåëüòà-ìàòðîèä âëîæåííîãî ãðàôà Γ
ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì äåëüòà-ìàòðîèäîâ âëîæåííûõ ãðàôîâ Γ1, Γ2. Â ÷àñòíîñòè,
äåëüòà-ìàòðîèä ñîåäèíåíèÿ äâóõ âëîæåííûõ ãðàôîâ Γ1, Γ2 ïî îäíîé âåðøèíå íå
çàâèñèò íè îò âûáîðà ýòîé âåðøèíû â êàæäîì èç âëîæåííûõ ãðàôîâ, íè îò ìåñòà
ñîåäèíåíèÿ âûáðàííûõ âåðøèí.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ
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3); â) P(B1),P(B2),P(B3); ã) P(Be1),P(Be2),P(Be3).

Ïóñòü âî âëîæåííîì ãðàôå Γ èìååòñÿ âåðøèíà, ðàçäåëåíèå êîòîðîé íà äâå äàåò äâà
âëîæåííûõ ãðàôà Γ1, Γ2. Äîêàæèòå, ÷òî äåëüòà-ìàòðîèä âëîæåííîãî ãðàôà Γ
ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì äåëüòà-ìàòðîèäîâ âëîæåííûõ ãðàôîâ Γ1, Γ2. Â ÷àñòíîñòè,
äåëüòà-ìàòðîèä ñîåäèíåíèÿ äâóõ âëîæåííûõ ãðàôîâ Γ1, Γ2 ïî îäíîé âåðøèíå íå
çàâèñèò íè îò âûáîðà ýòîé âåðøèíû â êàæäîì èç âëîæåííûõ ãðàôîâ, íè îò ìåñòà
ñîåäèíåíèÿ âûáðàííûõ âåðøèí.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ñåìèíàðû 9. Çàäà÷è

Ïóñòü h : G → C � ïðîèçâîëüíûé õàðàêòåð. Âû÷èñëèòå îáðàçû
ãîìîìîðôèçìà τh : (G, h)→ (P, ζ) äëÿ ãðàôîâ à) A3; á) K3.

Êàêîìó õàðàêòåðó ñîîòâåòñòâóåò ìíîãî÷ëåí Àáåëÿ ãðàôîâ?

Îïðåäåëèì íåâûðîæäåííîñòü ν(D) äåëüòà-ìàòðîèäà D = (E ; Φ) ðàâåíñòâîì

ν(D) =

{
1 åñëè E ∈ Φ
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

Êàêîé ïîëèíîìèàëüíûé èíâàðèàíò äåëüòà-ìàòðîèäîâ ñîîòâåòñòâóåò ýòîìó õàðàêòåðó?
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Ñåìèíàðû 9. Çàäà÷è

Óäîâëåòâîðÿåò ëè ñèììåòðèçîâàííûé õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí Ñòåíëè
äåëüòà-ìàòðîèäîâ êàêîìó-ëèáî ñîîòíîøåíèþ óäàëåíèÿ-ñòÿãèâàíèÿ?

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ


