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Òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë è çàäà÷è äëÿ ðàçáîðà íà ñåìèíàðå

Ëèíåàðèçàöèÿ àâòîíîìíîé ñèñòåìû âáëèçè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

Ïóñòü äàíà àâòîíîìíàÿ ñèñòåìà:
ẋ = f(x). (1)

Â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ f : Ω → Rn, ãäå Ω ⊂ Rn. Íàïîìíèì, ÷òî x0 ∈ Ω�
å¼ îñîáàÿ òî÷êà (ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ), åñëè f(x0) = 0: â ýòîì ñëó÷àå ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ
x(t) ≡ x0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîé ñèñòåìû.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó (1) ïðè çíà÷åíèÿõ x, áëèçêèõ ê x0. Òîãäà åñòåñòâåííî ïðè-
áëèçèòü íåëèíåéíóþ ôóíêöèþ f ëèíåéíîé:

f(x) = 0 + f ′(x0)(x− x0) + o(|x− x0|), f̃(x) = f ′(x0)(x− x0). (2)

Â ýòîé ôîðìóëå f ′(x0) = df |x0 �äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè f â òî÷êå x0. Â êîîðäèíàòàõ ôóíêöèÿ
f̃ çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f̃(x) =

∂f1/∂x1(x
0) · · · ∂f1/∂xn(x

0)
...

. . .
...

∂fn/∂x1(x
0) · · · ∂fn/∂xn(x

0)


x1 − x01

...
xn − x0n

 .

Ñèñòåìà
ż = f ′(x0)z (3)

íàçûâàåòñÿ ëèíåàðèçàöèåé ñèñòåìû (1). Åñòåñòâåííî íàäåÿòüñÿ, ÷òî äëÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé, áëèç-
êèõ ê x0, ðåøåíèå x(t) èñõîäíîé ñèñòåìû áóäåò áëèçêî ê z(t) + x0, ãäå z(t)�ðåøåíèå (3). Â äåé-
ñòâèòåëüíîñòè ñèòóàöèÿ ñëîæíåå: ôàçîâûé ïîðòðåò (3) áóäåò ïîëó÷àòüñÿ (ëîêàëüíî) äåôîðìàöèåé
ôàçîâîãî ïîðòðåòà (1) òîëüêî äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ îñîáûõ òî÷åê.

Îñîáàÿ òî÷êà íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé, åñëè ìàòðèöà ëèíåàðèçàöèè (∂fi/∂xj(x
0))) íå èìå-

åò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ ñ íóëåâîé äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ.

Çàäà÷à 12.1. Êàêèå âèäû îñîáûõ òî÷åê â ëèíåéíûõ 2× 2-ñèñòåìàõ ãèïåðáîëè÷íû?

Ðåøåíèå. Âñå âèäû óçëîâ, ñåäëî, ôîêóñû. Íàïðîòèâ, öåíòð íåãèïåðáîëè÷åí (ó íåãî λ = ±iω). ◀

Òåîðåìà. (Ãðîáìàíà�Õàðòìàíà) Åñëè ñèñòåìà (1) èìååò ãèïåðáîëè÷åñêóþ îñîáóþ òî÷êó x0,
òî ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì h : U → V , ãäå U � îêðåñòíîñòü x0, V � îêðåñòíîñòü 0, ïåðåâî-
äÿùèé ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) â ðåøåíèÿ å¼ ëèíåàðèçàöèè (3).

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ñîïðÿãàþùåå îòîáðàæåíèå h ÿâëÿåòñÿ ëèøü ãîìåîìîðôèçìîì, à íå
äèôôåîìîðôèçìîì, à ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ âñ¼ áîãàòñòâî ãèïåðáîëè÷åñêèõ ëèíåéíûõ ñèñòåì íà
ïëîñêîñòè ñâîäèòñÿ ê òð¼ì òèïàì:

1. óñòîé÷èâûå óçëû âñåõ âèäîâ, óñòîé÷èâûé ôîêóñ;

2. ñåäëî;

3. íåóñòîé÷èâûå óçëû âñåõ âèäîâ, íåóñòîé÷èâûé ôîêóñ.
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Îíè ðàçëè÷àþòñÿ òåì, äëÿ êàêîãî ìíîæåñòâà íà÷àëüíûõ óñëîâèé òðàåêòîðèÿ ïðè t → +∞ áóäåò
ñòðåìèòüñÿ ê 0 (ñîîòâåòñòâåííî, äâóìåðíîãî=îòêðûòîãî, îäíîìåðíîãî è íóëüìåðíîãî=îäíîòî÷å÷-
íîãî ìíîæåñòâà). Àíàëîãè÷íî, ïðè t → −∞ áóäåò ñòðåìëåíèå ê 0 äëÿ ìíîæåñòâà äîïîëíèòåëüíîé
ðàçìåðíîñòè (ñîîòâåòñòâåííî, 0, 1, 2). Íàëè÷èå òàêèõ ìíîæåñòâ äîïîëíèòåëüíûõ ðàçìåðíîñòåé �
êëþ÷åâîå ñâîéñòâî ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì.

Ðåçóëüòàòû î ãëàäêîé êëàññèôèêàöèè (ñ òî÷íîñòüþ äî äèôôåîìîðôèçìà) áîëåå ñëîæíû, è
ìû èõ çäåñü ñòðîãî íå ôîðìóëèðóåì. Îäíàêî â îñíîâíîì äåòàëè ôàçîâîãî ïîòðåòà ñîõðàíÿþòñÿ.

Ñåäëî: ïî-ïðåæíåìó èìååò äâå ãëàäêèå êðèâûå (ñåïàðàòðèñû), êàñàþùèåñÿ ñîáñòâåííûõ âåêòî-
ðîâ ìàòðèöû f ′(x0), ñîñòîÿùèé èç ðåøåíèé, âûõîäÿùèõ èëè âõîäÿùèõ â x0.

Íåâûðîæäåííûé óçåë: áîëüøèíñòâî (âñå êðîìå äâóõ) ðåøåíèé ïî-ïðåæíåìó êàñàþòñÿ ñîá-
ñòâåííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ñ íàèìåíüøèì ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì.

Âûðîæäåííûé óçåë: âñå ðåøåíèÿ ïî-ïðåæíåìó êàñàþòñÿ ñîáñòâåííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ìàò-
ðèöû f ′(x0).

Äèêðèòè÷åñêèé óçåë: âñå ðåøåíèÿ ïî-ïðåæíåìó âõîäÿò â x0 ñî âñåâîçìîæíûìè íàïðàâëåíèÿ-
ìè êàñàòåëüíûõ.

Ôîêóñ: ðåøåíèÿ ïî-ïðåæíåìó ïîäõîäÿò ê x0, äåëàÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî îáîðîòîâ (â òîì æå íà-
ïðàâëåíèè, ÷òî è äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû).

Ýòî ïîçâîëÿåò ïîíÿòü êà÷åñòâåííîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé âáëèçè ãèïåðáîëè÷åñêèõ îñîáûõ òî÷åê:
íóæíî ëèíåàðèçîâàòü ñèñòåìó, íàðèñîâàòü ëîêàëüíûé ôàçîâûé ïîðòðåò ëèíåéíîé ÷àñòè, à çàòåì
ñëåãêà åãî äåôîðìèðîâàòü (òàê, ÷òî ðåøåíèÿ-ëó÷è ñòàíîâÿòñÿ ïðîñòî ãëàäêèìè êðèâûìè ñ òîé
æå êàñàòåëüíîé).

Çàäà÷à 12.2. Íàðèñóéòå ôàçîâûé ïîðòðåò âáëèçè îñîáîé òî÷êè (0, 0) ñèñòåìû

ẋ = (1− x)2 − cos y, , ẏ = sinx− y.

Ðåøåíèå. Ëèíåàðèçàöèÿ èìååò âèä ẋ = −2x, ẏ = x− y. Å¼ ìàòðèöà �(
−2 0
1 −1

)
,

à ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è âåêòîðû� λ1 = −2, v1 = (1,−1)T ; λ2 = −1, v2 = (0, 1)T . Ýòî íåâû-
ðîæäåííûé óñòîé÷èâûé óçåë, ôàçîâûå êðèâûå (íå ëåæàùèå íà Rv1) ïðèæèìàþòñÿ ê âåêòîðó v2.
Àíàëîãè÷íîå ïîâåäåíèå áóäåò è äëÿ èñõîäíîé íåëèíåéíîé ñèñòåìû. ◀

Çàäà÷à 12.3. Íàðèñóéòå ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû âáëèçè îñîáûõ òî÷åê

ẋ = 1− x2 − y2, ẏ = (5x− 3)y.

Ðåøåíèå. Èç óðàâíåíèÿ (5x−3)y = 0 îñîáûå òî÷êè ëåæàò íà ïðÿìûõ x = 3/5 è y = 0, ïîäñòàâëÿÿ
ýòî â ïåðâîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì ÷åòûðå òî÷êè: (±1, 0), (3/5,±4/5).

Ëèíåàðèçóåì ñèñòåìó â êàæäîé èç òî÷åê. Îäèí âîçìîæíûé ñïîñîá � âû÷èñëèòü â îáùåì âèäå
ìàòðèöó ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è çàòåì ïîäñòàâèòü â íå¼ òðåáóåìûå òî÷êè.

Ìû ïîñòóïèì ïî-äðóãîìó: ïîäñòàâèì â ïðàâóþ ÷àñòü (x, y) = (x0, y0) + (ξ, η) è ðàçëîæèì â
ðÿä Òåéëîðà ïî (ξ, η), îòáðàñûâàÿ ÷ëåíû âûøå ïåðâîãî ïîðÿäêà. Â òî÷êàõ (x0, y0) = (±1, 0) èìååì
x = ±1 + ξ, y = η è

ξ̇ = 1− (±1 + ξ)2 − η2 = 1− 1∓ 2ξ + . . . ,

η̇ = (5(±1 + ξ)− 3)η = (−3± 5)η + . . . .

Ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷àåì òàêèå ìàòðèöû ëèíåàðèçàöèè

(−1, 0) :

(
2 0
0 −8

)
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Ýòî ñåäëî, åãî ñîáñòâåííûå âåêòîðû áóäóò áàçèñíûìè. Íåóñòîé÷èâàÿ ñåïàðàòðèñà êàñàåòñÿ îñè
àáñöèññ, óñòîé÷èâàÿ � îñè îðäèíàò. (Íà ñàìîì äåëå äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ íåóñòîé÷èâàÿ ñåïàðà-
òðèñà áóäåò ñîâïàäàòü ñ îñüþ àáñöèññ: åñëè y = 0, òî ẏ = 0, òî åñòü îñü àáñöèññ ñîñòîèò èç
ðåøåíèé.)

(1, 0) :

(
−2 0
0 2

)
Ýòî òàêæå ñåäëî, ñîáñòâåííûå âåêòîðû áóäóò áàçèñíûìè. Íåóñòîé÷èâàÿ ñåïàðàòðèñà êàñàåòñÿ îñè
îðäèíàò, óñòîé÷èâàÿ êàñàåòñÿ îñè àáñöèññ (è äàæå ñîâïàäàåò ñ íåé).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì èññëåäóþòñÿ è òî÷êè (3/5,±4/5). Ëèíåàðèçàöèÿ çäåñü(
−6/5 ∓8/5
±4 0

)
,

λ2 + (6/5)λ + (32/5) = 0, D < 0. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èìåþò âèä (−3 ± i
√
151)/5. Ýòî óñòîé-

÷èâûå ôîêóñû. Îñòàëîñü ðàçîáðàòüñÿ ñ íàïðàâëåíèåì âðàùåíèÿ: â òî÷êå (ξ, η) = (0, 1) èìååì
ξ̇ = ∓8/5, η̇ = 0. Çíà÷èò, âîêðóã òî÷êè (3/5, 4/5) âðàùåíèå ïðîèñõîäèò ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåë-
êè, à âîêðóã (3/5,−4/5)�ïî ÷àñîâîé. (Ðàçëè÷èå íàïðàâëåíèé îïÿòü-òàêè íåóäèâèòåëüíî: íàøà
ñèñòåìà ïåðåõîäèò â ñåáÿ ïðè ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî îñè àáñöèññ (x, y) 7→ (x,−y).) ◀
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