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Ëåêöèÿ 10. Óçëû

Óçëû � áîëåå ñëîæíûé òîïîëîãè÷åñêèé îáúåêò, ÷åì ãðàôû è âëîæåííûå ãðàôû. Îäíàêî
èõ òîæå ìîæíî êëàññèôèöèðîâàòü, èñïîëüçóÿ êîìáèíàòîðíûå ñòðóêòóðû.

Óçëîì â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ ãëàäêîå íåâûðîæäåííîå îòîáðàæåíèå
k : S1 → R3, ïåðåâîäÿùåå ëþáûå äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè x , y ∈ S1 îêðóæíîñòè S1 â
ðàçëè÷íûå òî÷êè ïðîñòðàíñòâà, f (x) 6= f (y).

Òåðìèí �ãëàäêîå� îçíà÷àåò, ÷òî îòîáðàæåíèå f äèôôåðåíöèðóåìî íåîáõîäèìîå ÷èñëî ðàç
(íàïðèìåð, áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìî). Òåðìèí �íåâûðîæäåííîå� îçíà÷àåò, ÷òî åãî
ïðîèçâîäíàÿ íå îáðàùàåòñÿ â íóëü íè â êàêîé òî÷êå.

Èçó÷åíèå óçëîâ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå è óçëîâ â òðåõìåðíîé ñôåðå S3 ìàëî
îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà, ïîýòîìó ìû èíîãäà áóäåì ãîâîðèòü �óçëû â ïðîñòðàíñòâå�, à
èíîãäà �óçëû â ñôåðå�.
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ÿâëÿåòñÿ ïëîñêàÿ äèàãðàììà óçëà: äëÿ âñÿêîãî óçëà k ìîæíî âûáðàòü íàïðàâëåíèå â R3,
ðåçóëüòàò ïðîåêòèðîâàíèÿ âäîëü êîòîðîãî îáðàçà óçëà k èìååò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî
òî÷åê ïðîñòîãî ñàìîïåðåñå÷åíèÿ, ïðè÷åì ýòè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ òðàíñâåðñàëüíû.
Òðàíñâåðñàëüíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî äâå êàñàòåëüíûå ïðÿìûå ê ïðîåêöèè óçëà ðàçëè÷íû.
Êðîìå òîãî, íà ïëîñêîé äèàãðàììå óêàçûâàåòñÿ, êàêàÿ èç âåòâåé â òî÷êå åå
ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïðîõîäèò �âûøå� (ïðîõîä), à êàêàÿ �íèæå� (ïåðåõîä).

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 10. Ïëîñêàÿ äèàãðàììà óçëà

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 10. Òàáóëÿöèÿ óçëîâ

Àíãëèéñêèé ôèçèê Òîìñîí (áóäóùèé ëîðä Êåëüâèí, ïåðâîîòêðûâàòåëü ýëåêòðîíà)
ïîëàãàë, ÷òî ñâîéñòâà õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ îïðåäåëÿþòñÿ òåì, êàê èõ àòîìû çàóçëåíû â
ýôèðå. Â ñâÿçè ñ ýòèì îí ïîðó÷èë ñâîåìó ó÷åíèêó Òýéòó ñîñòàâèòü òàáëèöû óçëîâ,
çàäàâàåìûõ ïëîñêèìè äèàãðàììàìè ñ íåáîëüøèì ÷èñëîì ñàìîïåðåñå÷åíèé.

Êàê ïðàâèëî, ïðè ñîñòàâëåíèè òàáëèö óçëîâ ñîáëþäàþòñÿ ñëåäóþùèå ïðàâèëà:

äëÿ êàæäîãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè óçëîâ âûáèðàåòñÿ ïëîñêàÿ äèàãðàììà ñ
ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì äâîéíûõ òî÷åê, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ýòîò êëàññ; åñëè òàêèõ
äèàãðàìì íåñêîëüêî, òî âûáèðàåòñÿ ëþáàÿ èç íèõ;

òàáóëèðóþòñÿ òîëüêî ïðîñòûå óçëû (òàêèå, îáðàç êîòîðûõ íåëüçÿ ðàçáèòü
ãèïåðïëîñêîñòüþ, ïåðåñåêàþùåé åãî â äâóõ òî÷êàõ è ðàçáèâàþùåé åãî íà äâà
íåòðèâèàëüíûõ óçëà);

òàáóëèðóþòñÿ íåîðèåíòèðîâàííûå óçëû, õîòÿ äëÿ íåêîòîðûõ íåîðèåíòèðîâàííûõ
óçëîâ äâå ðàçëè÷íûå èõ îðèåíòàöèè ïðåäñòàâëÿþò ðàçëè÷íûå êëàññû
ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 10. Òàáóëÿöèÿ óçëîâ

Àíãëèéñêèé ôèçèê Òîìñîí (áóäóùèé ëîðä Êåëüâèí, ïåðâîîòêðûâàòåëü ýëåêòðîíà)
ïîëàãàë, ÷òî ñâîéñòâà õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ îïðåäåëÿþòñÿ òåì, êàê èõ àòîìû çàóçëåíû â
ýôèðå. Â ñâÿçè ñ ýòèì îí ïîðó÷èë ñâîåìó ó÷åíèêó Òýéòó ñîñòàâèòü òàáëèöû óçëîâ,
çàäàâàåìûõ ïëîñêèìè äèàãðàììàìè ñ íåáîëüøèì ÷èñëîì ñàìîïåðåñå÷åíèé.
Êàê ïðàâèëî, ïðè ñîñòàâëåíèè òàáëèö óçëîâ ñîáëþäàþòñÿ ñëåäóþùèå ïðàâèëà:

äëÿ êàæäîãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè óçëîâ âûáèðàåòñÿ ïëîñêàÿ äèàãðàììà ñ
ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì äâîéíûõ òî÷åê, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ýòîò êëàññ; åñëè òàêèõ
äèàãðàìì íåñêîëüêî, òî âûáèðàåòñÿ ëþáàÿ èç íèõ;

òàáóëèðóþòñÿ òîëüêî ïðîñòûå óçëû (òàêèå, îáðàç êîòîðûõ íåëüçÿ ðàçáèòü
ãèïåðïëîñêîñòüþ, ïåðåñåêàþùåé åãî â äâóõ òî÷êàõ è ðàçáèâàþùåé åãî íà äâà
íåòðèâèàëüíûõ óçëà);

òàáóëèðóþòñÿ íåîðèåíòèðîâàííûå óçëû, õîòÿ äëÿ íåêîòîðûõ íåîðèåíòèðîâàííûõ
óçëîâ äâå ðàçëè÷íûå èõ îðèåíòàöèè ïðåäñòàâëÿþò ðàçëè÷íûå êëàññû
ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 10. Òàáóëÿöèÿ óçëîâ

Àíãëèéñêèé ôèçèê Òîìñîí (áóäóùèé ëîðä Êåëüâèí, ïåðâîîòêðûâàòåëü ýëåêòðîíà)
ïîëàãàë, ÷òî ñâîéñòâà õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ îïðåäåëÿþòñÿ òåì, êàê èõ àòîìû çàóçëåíû â
ýôèðå. Â ñâÿçè ñ ýòèì îí ïîðó÷èë ñâîåìó ó÷åíèêó Òýéòó ñîñòàâèòü òàáëèöû óçëîâ,
çàäàâàåìûõ ïëîñêèìè äèàãðàììàìè ñ íåáîëüøèì ÷èñëîì ñàìîïåðåñå÷åíèé.
Êàê ïðàâèëî, ïðè ñîñòàâëåíèè òàáëèö óçëîâ ñîáëþäàþòñÿ ñëåäóþùèå ïðàâèëà:

äëÿ êàæäîãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè óçëîâ âûáèðàåòñÿ ïëîñêàÿ äèàãðàììà ñ
ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì äâîéíûõ òî÷åê, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ýòîò êëàññ; åñëè òàêèõ
äèàãðàìì íåñêîëüêî, òî âûáèðàåòñÿ ëþáàÿ èç íèõ;

òàáóëèðóþòñÿ òîëüêî ïðîñòûå óçëû (òàêèå, îáðàç êîòîðûõ íåëüçÿ ðàçáèòü
ãèïåðïëîñêîñòüþ, ïåðåñåêàþùåé åãî â äâóõ òî÷êàõ è ðàçáèâàþùåé åãî íà äâà
íåòðèâèàëüíûõ óçëà);

òàáóëèðóþòñÿ íåîðèåíòèðîâàííûå óçëû, õîòÿ äëÿ íåêîòîðûõ íåîðèåíòèðîâàííûõ
óçëîâ äâå ðàçëè÷íûå èõ îðèåíòàöèè ïðåäñòàâëÿþò ðàçëè÷íûå êëàññû
ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 10. Òàáóëÿöèÿ óçëîâ

Àíãëèéñêèé ôèçèê Òîìñîí (áóäóùèé ëîðä Êåëüâèí, ïåðâîîòêðûâàòåëü ýëåêòðîíà)
ïîëàãàë, ÷òî ñâîéñòâà õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ îïðåäåëÿþòñÿ òåì, êàê èõ àòîìû çàóçëåíû â
ýôèðå. Â ñâÿçè ñ ýòèì îí ïîðó÷èë ñâîåìó ó÷åíèêó Òýéòó ñîñòàâèòü òàáëèöû óçëîâ,
çàäàâàåìûõ ïëîñêèìè äèàãðàììàìè ñ íåáîëüøèì ÷èñëîì ñàìîïåðåñå÷åíèé.
Êàê ïðàâèëî, ïðè ñîñòàâëåíèè òàáëèö óçëîâ ñîáëþäàþòñÿ ñëåäóþùèå ïðàâèëà:

äëÿ êàæäîãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè óçëîâ âûáèðàåòñÿ ïëîñêàÿ äèàãðàììà ñ
ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì äâîéíûõ òî÷åê, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ýòîò êëàññ; åñëè òàêèõ
äèàãðàìì íåñêîëüêî, òî âûáèðàåòñÿ ëþáàÿ èç íèõ;

òàáóëèðóþòñÿ òîëüêî ïðîñòûå óçëû (òàêèå, îáðàç êîòîðûõ íåëüçÿ ðàçáèòü
ãèïåðïëîñêîñòüþ, ïåðåñåêàþùåé åãî â äâóõ òî÷êàõ è ðàçáèâàþùåé åãî íà äâà
íåòðèâèàëüíûõ óçëà);

òàáóëèðóþòñÿ íåîðèåíòèðîâàííûå óçëû, õîòÿ äëÿ íåêîòîðûõ íåîðèåíòèðîâàííûõ
óçëîâ äâå ðàçëè÷íûå èõ îðèåíòàöèè ïðåäñòàâëÿþò ðàçëè÷íûå êëàññû
ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 10. Òàáóëÿöèÿ óçëîâ

Àíãëèéñêèé ôèçèê Òîìñîí (áóäóùèé ëîðä Êåëüâèí, ïåðâîîòêðûâàòåëü ýëåêòðîíà)
ïîëàãàë, ÷òî ñâîéñòâà õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ îïðåäåëÿþòñÿ òåì, êàê èõ àòîìû çàóçëåíû â
ýôèðå. Â ñâÿçè ñ ýòèì îí ïîðó÷èë ñâîåìó ó÷åíèêó Òýéòó ñîñòàâèòü òàáëèöû óçëîâ,
çàäàâàåìûõ ïëîñêèìè äèàãðàììàìè ñ íåáîëüøèì ÷èñëîì ñàìîïåðåñå÷åíèé.
Êàê ïðàâèëî, ïðè ñîñòàâëåíèè òàáëèö óçëîâ ñîáëþäàþòñÿ ñëåäóþùèå ïðàâèëà:

äëÿ êàæäîãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè óçëîâ âûáèðàåòñÿ ïëîñêàÿ äèàãðàììà ñ
ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì äâîéíûõ òî÷åê, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ýòîò êëàññ; åñëè òàêèõ
äèàãðàìì íåñêîëüêî, òî âûáèðàåòñÿ ëþáàÿ èç íèõ;

òàáóëèðóþòñÿ òîëüêî ïðîñòûå óçëû (òàêèå, îáðàç êîòîðûõ íåëüçÿ ðàçáèòü
ãèïåðïëîñêîñòüþ, ïåðåñåêàþùåé åãî â äâóõ òî÷êàõ è ðàçáèâàþùåé åãî íà äâà
íåòðèâèàëüíûõ óçëà);

òàáóëèðóþòñÿ íåîðèåíòèðîâàííûå óçëû, õîòÿ äëÿ íåêîòîðûõ íåîðèåíòèðîâàííûõ
óçëîâ äâå ðàçëè÷íûå èõ îðèåíòàöèè ïðåäñòàâëÿþò ðàçëè÷íûå êëàññû
ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 10. Íà÷àëî òàáëèöû óçëîâ

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 10. Ñîñòàâëåíèå òàáëèö

Ïðè ñîñòàâëåíèè òàáëèö óçëîâ íåîáõîäèìî ðåøàòü çàäà÷ó ñðàâíåíèÿ óçëîâ. Äëÿ
ôèêñèðîâàííîãî êîëè÷åñòâà n òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ íåñëîæíî íàðèñîâàòü âñå âîçìîæíûå (ñ
òî÷íîñòüþ äî äèôôåîìîðôèçìà) ïëîñêèå äèàãðàììû óçëîâ ñ n òî÷êàìè
ñàìîïåðåñå÷àíèÿ. (Êàê íåòðóäíî âèäåòü, ìíîæåñòâî òàêèõ äèàãðàìì êîíå÷íî: êîíå÷íî
ìíîæåñòâî ïëîñêèõ ãðàôîâ ñ n âåðøèíàìè âàëåíòíîñòè 4.) Ïîñëå ýòîãî íåîáõîäèìî
ïîíÿòü, êàêèå èç äèàãðàìì ïðåäñòàâëÿþò ýêâèâàëåíòíûå óçëû.

Ïîíÿòü, ïðåäñòàâëÿþò ëè äâå äèàãðàììû îäèí è òîò æå óçåë, ìîæåò îêàçàòüñÿ ñëîæíîé
çàäà÷åé. Òàê, ñ êîíöà XIX âåêà ñ÷èòàëîñü, ÷òî ðàçëè÷íû äâà óçëà, ïðåäñòàâëåííûå
äèàãðàììàìè íà ñëåäóþùåì ñëàéäå. Èõ ýêâèâàëåíòíîñòü áûëà îáíàðóæåíà â 1973 ã.
Ê. Ïåðêî � â òî âðåìÿ ìàòåìàòèêîì-àñïèðàíòîì, âïîñëåäñòâèè þðèñòîì è
ìàòåìàòèêîì-ëþáèòåëåì.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 10. Ñîñòàâëåíèå òàáëèö

Ïðè ñîñòàâëåíèè òàáëèö óçëîâ íåîáõîäèìî ðåøàòü çàäà÷ó ñðàâíåíèÿ óçëîâ. Äëÿ
ôèêñèðîâàííîãî êîëè÷åñòâà n òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ íåñëîæíî íàðèñîâàòü âñå âîçìîæíûå (ñ
òî÷íîñòüþ äî äèôôåîìîðôèçìà) ïëîñêèå äèàãðàììû óçëîâ ñ n òî÷êàìè
ñàìîïåðåñå÷àíèÿ. (Êàê íåòðóäíî âèäåòü, ìíîæåñòâî òàêèõ äèàãðàìì êîíå÷íî: êîíå÷íî
ìíîæåñòâî ïëîñêèõ ãðàôîâ ñ n âåðøèíàìè âàëåíòíîñòè 4.) Ïîñëå ýòîãî íåîáõîäèìî
ïîíÿòü, êàêèå èç äèàãðàìì ïðåäñòàâëÿþò ýêâèâàëåíòíûå óçëû.

Ïîíÿòü, ïðåäñòàâëÿþò ëè äâå äèàãðàììû îäèí è òîò æå óçåë, ìîæåò îêàçàòüñÿ ñëîæíîé
çàäà÷åé. Òàê, ñ êîíöà XIX âåêà ñ÷èòàëîñü, ÷òî ðàçëè÷íû äâà óçëà, ïðåäñòàâëåííûå
äèàãðàììàìè íà ñëåäóþùåì ñëàéäå. Èõ ýêâèâàëåíòíîñòü áûëà îáíàðóæåíà â 1973 ã.
Ê. Ïåðêî � â òî âðåìÿ ìàòåìàòèêîì-àñïèðàíòîì, âïîñëåäñòâèè þðèñòîì è
ìàòåìàòèêîì-ëþáèòåëåì.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 10. Ïàðà Ïåðêî

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 10. Ðàçÿçûâàíèå íåóçëà

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 10. Èíâàðèàíòû óçëîâ

Îäèí èç ñïîñîáîâ ïîíÿòü, ïðåäñòàâëÿþò ëè äâå ïëîñêèå äèàãðàììû îäèí è òîò æå óçåë,
ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âû÷èñëèòü íà íèõ çíà÷åíèå èíâàðèàíòà óçëîâ. Åñëè ýòè çíà÷åíèÿ
ðàçëè÷íû, òî óçëû, ïðåäñòàâëÿåìûå ýòèìè äâóìÿ äèàãðàììàìè, ðàçëè÷íû.

Èíâàðèàíòîì óçëîâ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ íà óçëàõ, ïðèíèìàþùàÿ îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ
íà îáúåìëþùå-èçîòîïíûõ óçëàõ.

Êàê è â ñëó÷àå ãðàôîâ, ïðèäóìàòü èíâàðèàíò óçëîâ íåñëîæíî. Íàïðèìåð, ìèíèìàëüíîå
êîëè÷åñòâî ñàìîïåðåñå÷åíèé äèàãðàììû óçëà, ðàçóìååòñÿ, ÿâëÿåòñÿ åãî èíâàðèàíòîì.
Îäíàêî ýòîò èíâàðèàíò íå î÷åíü õîðîø: íèêòî íå óìååò åãî âû÷èñëÿòü.
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Ëåêöèÿ 10. Èíâàðèàíòû óçëîâ
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Ëåêöèÿ 10. Äâèæåíèÿ Ðàéäåìàéñòåðà
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Ëåêöèÿ 10. Èíâàðèàíò óçëîâ: 3-ðàñêðàñêè

Òî÷êè ïåðåõîäîâ óçëà íà ëþáîé åãî äèàãðàììå ðàçáèâàþò åãî íà äóãè. Ðàñêðàñêà äóã
äèàãðàììû â îäèí èç òðåõ öâåòîâ a, b, c íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé, åñëè â ëþáîé òî÷êå
ñàìîïåðåñå÷åíèÿ äèàãðàììû ñõîäÿòñÿ ëèáî äóãè îäíîãî öâåòà, ëèáî äóãè âñåõ òðåõ
öâåòîâ.
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Ïîäñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî ïðàâèëüíûõ 3-ðàñêðàñîê ñòàíäàðòíîé äèàãðàììû òðèëèñòíèêà.
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Ëåêöèÿ 10. Èíâàðèàíò óçëîâ: 3-ðàñêðàñêè

Theorem

Êîëè÷åñòâî ïðàâèëüíûõ 3-ðàñêðàñîê äóã äèàãðàììû óçëà ñîõðàíÿåòñÿ ïðè äâèæåíèÿõ

Ðàéäåìàéñòåðà è ÿâëÿåòñÿ ïîýòîìó èíâàðèàíòîì óçëîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî.
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Ëåêöèÿ 10. Ñêîáêà Êàóôìàíà äèàãðàììû

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ åùå îäíîãî èíâàðèàíòà óçëîâ � ìíîãî÷ëåíà Äæîíñà � íàì
ïîíàäîáèòñÿ ðàñøèðèòü êðóã îáúåêòîâ, èíâàðèàíòû êîòîðûõ ìû îïðåäåëÿåì. Ïîìèìî
óçëîâ ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàöåïëåíèÿ (�ìíîãîêîìïîíåíòíûå óçëû�) � ãëàäêèå
íåâûðîæäåííûå îòîáðàæåíèÿ êîíå÷íûõ íåñâÿçíûõ íàáîðîâ îêðóæíîñòåé â R3,
S1 t · · · t S1 → R3. Êàê è â ñëó÷àå óçëîâ, êëàññû îáúåìëþùåé èçîòîïèè çàöåïëåíèé
ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ïëîñêèìè äèàãðàììàìè îáùåãî ïîëîæåíèÿ.

Ñêîáêà Êàóôìàíà 〈L〉 äèàãðàììû L çàöåïëåíèÿ ñîïîñòàâëÿåò ýòîé äèàãðàììå ìíîãî÷ëåí
Ëîðàíà îò ïåðåìåííîé A ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

äëÿ ñòàíäàðòíîé äèàãðàììû íåóçëà ýòîò ìíîãî÷ëåí ðàâåí 1

(ñêåéí-ñîîòíîøåíèå) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

ïðè äîáàâëåíèè ê äèàãðàììå çàöåïëåíèÿ ñòàíäàðòíîé äèàãðàììû íåóçëà çíà÷åíèå
ñêîáêè Êàóôìàíà óìíîæàåòñÿ íà −(A2 + A−2).

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ
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Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 10. Ñêîáêà Êàóôìàíà äèàãðàììû
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Ñêîáêà Êàóôìàíà 〈L〉 äèàãðàììû L çàöåïëåíèÿ ñîïîñòàâëÿåò ýòîé äèàãðàììå ìíîãî÷ëåí
Ëîðàíà îò ïåðåìåííîé A ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:
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Ëåêöèÿ 10. Ñêîáêà Êàóôìàíà äèàãðàììû

Äàæå åñëè ìû íà÷èíàåì ñ äèàãðàììû óçëà, ïðè ïðèìåíåíèè ñêåéí-ñîîòíîøåíèÿ
âîçíèêàþò äèàãðàììû çàöåïëåíèé. Ñêåéí-ñîîòíîøåíèå ïîõîæå íà ñîîòíîøåíèå
óäàëåíèÿ-ñòÿãèâàíèÿ äëÿ ãðàôîâ. Ñ åãî ïîìîùüþ ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî óìåíüøàòü
êîëè÷åñòâî òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ äèàãðàììû, çàìåíÿÿ âñÿêóþ äèàãðàììó çàöåïëåíèÿ
ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé äèàãðàìì áåç òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ. Çíà÷åíèÿ ñêîáêè Êàóôìàíà
íà òàêèõ äèàãðàììàõ âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïåðâîãî è òðåòüåãî ïðàâèë.

Theorem

Ñêîáêà Êàóôìàíà êîððåêòíî îïðåäåëåíà, ò.å. ðåçóëüòàò åå âû÷èñëåíèÿ íå çàâèñèò îò òîãî,

â êàêîì ïîðÿäêå ïðèìåíÿþòñÿ ñêåéí-ñîîòíîøåíèÿ.
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Ëåêöèÿ 10. Ìíîãî÷ëåí Äæîíñà

Êàê íåòðóäíî âèäåòü, ñêîáêà Êàóôìàíà íå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì óçëîâ: äëÿ äâóõ
äèàãðàìì íåóçëà îíà äàåò ðàçëè÷íûå îòâåòû. Â òî æå âðåìÿ, ñïðàâåäëèâà

Theorem

Ñêîáêà Êàóôìàíà äèàãðàìì çàöåïëåíèé ñîõðàíÿåòñÿ ïðè âòîðîì è òðåòüåì äâèæåíèÿõ

Ðàéäåìàéñòåðà.

Äëÿ îðèåíòèðîâàííûõ äèàãðàìì çàöåïëåíèé åå, îäíàêî, ìîæíî ïîäïðàâèòü òàêèì
îáðàçîì, ÷òîáû ðåçóëüòàò ñîõðàíÿëñÿ äîïîëíèòåëüíî è ïðè ïåðâîì äâèæåíèè
Ðàéäåìàéñòåðà. Îïðåäåëèì çíàê òî÷êè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îðèåíòèðîâàííîé äèàãðàììû
Çàêðó÷åííîñòüþ w(~L) îðèåíòèðîâàííîé äèàãðàììû ~L çàöåïëåíèÿ íàçûâàåòñÿ ñóììà
çíàêîâ âñåõ åå òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ.

Theorem

Âåëè÷èíà (−A)3w(~L) · 〈L〉 èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî âñåõ òðåõ äâèæåíèé Ðàéäåìàéñòåðà è

ÿâëÿåòñÿ, òåì ñàìûì, èíâàðèàíòîì îðèåíòèðîâàííûõ çàöåïëåíèé.

Ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè A = t1/4 â Aw(~L)〈L〉 íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì Äæîíñà

îðèåíòèðîâàííîãî çàöåïëåíèÿ. Ýòî ìíîãî÷ëåí Ëîðàíà îò ïåðåìåííîé t1/2.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 10. Ìíîãî÷ëåí Äæîíñà
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äèàãðàìì íåóçëà îíà äàåò ðàçëè÷íûå îòâåòû. Â òî æå âðåìÿ, ñïðàâåäëèâà

Theorem
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Ëåêöèÿ 10. Ìíîãî÷ëåí Äæîíñà
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Çàêðó÷åííîñòüþ w(~L) îðèåíòèðîâàííîé äèàãðàììû ~L çàöåïëåíèÿ íàçûâàåòñÿ ñóììà
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Âåëè÷èíà (−A)3w(~L) · 〈L〉 èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî âñåõ òðåõ äâèæåíèé Ðàéäåìàéñòåðà è

ÿâëÿåòñÿ, òåì ñàìûì, èíâàðèàíòîì îðèåíòèðîâàííûõ çàöåïëåíèé.

Ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè A = t1/4 â Aw(~L)〈L〉 íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì Äæîíñà

îðèåíòèðîâàííîãî çàöåïëåíèÿ. Ýòî ìíîãî÷ëåí Ëîðàíà îò ïåðåìåííîé t1/2.
Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ñåìèíàðû 10. Çàäà÷è

Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ïðàâèëüíûõ 3-ðàñêðàñîê ëþáîé ïëîñêîé äèàãðàììû
ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíîé ñòåïåíüþ òðîéêè.

Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ïðàâèëüíûõ 3-ðàñêðàñîê ìèíèìàëüíûõ äèàãðàìì óçëîâ ñ 4 è 5
òî÷êàìè ñàìîïåðåñå÷åíèé.

Ïðèâåäèòå ïðèìåð äèàãðàììû óçëà, íå äîïóñêàþùåé íåòðèâèàëüíûõ 3-ðàñêðàñîê.
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