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Òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë è çàäà÷è äëÿ ðàçáîðà íà ñåìèíàðå

Ëèíåéíûå ñèñòåìû ñ ïîñòîÿííîé ìàòðèöåé è êâàçèìíîãî÷ëåíîì â ïðàâîé ÷àñòè

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó
ẋ = Ax+ P (t),

ãäå P (t)�êâàçèìíîãî÷ëåí ñ âåêòîðíûìè êîýôôèöèåíòàìè (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, âåêòîð, êàæ-
äàÿ êîìïîíåíòà êîòîðîãî � êâàçèìíîãî÷ëåí ñ îäèíàêîâûì ïîêàçàòåëåì). ×òîáû ðåøèòü òàêóþ
ñèñòåìó, íà÷í¼ì ñî ñëó÷àÿ, êîãäà A�æîðäàíîâà êëåòêà:

ẋ =


λ 1 0 . . . 0

0 λ 1
. . .

...
...

. . .
. . .

. . . 0
0 . . . 0 λ 1
0 . . . . . . 0 λ

x+ eµt

p1(t)
. . .
pk(t)

 ,

ãäå pj(t)�ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè íå âûøå d. Ðàñïèñàâ ýòî ïîêîîðäèíàòíî, ïîëó÷èì

ẋk = λxk + eµtpk(t),

ẋk−1 = λxk−1 + xk + eµtpk−1(t),

. . . . . . . . .

ẋ1 = λx1 + x2 + eµtp1(t).

(1)

Ýòó ñèñòåìó ìîæíî ðåøàòü ïîñëåäîâàòåëüíî: ñíà÷àëà íàéòè xk, ïîòîì xk−1, è ò.ä. Ïðè ýòîì åñëè
λ ̸= µ, òî êàæäîå xj áóäåò êâàçèìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè íå âûøå d, à åñëè λ = µ, òî ñòåïåíü íå
ïðåâûñèò d+ k (k�ðàçìåð êëåòêè).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû A. Òîãäà A = TBT−1, ãäå B �æîðäàíîâà
íîðìàëüíàÿ ôîðìà. Çàìåíà x = Ty ïðèâîäèò ñèñòåìó ê âèäó

ẏ = By + T−1b.

Êàê ìû âèäåëè, ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû ìîæíî èñêàòü â âèäå âåêòîðíîãî êâàçèìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè
íå âûøå d+K, ãäå K �ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð æîðäàíîâîé êëåòêè ñ µ íà äèàãîíàëè (â ÷àñòíîñòè,
K = 0, åñëè òàêèõ âîîáùå íåò). Íî òîãäà è x = Ty áóäåò êâàçèìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè íå âûøå
d+K. Ïðèìåíèì ýòîò ïîäõîä íà ïðàêòèêå.

Çàäà÷à 13.1. ẋ = y + 2et, ẏ = x+ t2.

Ðåøåíèå. Çäåñü â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò ñóììà êâàçèìíîãî÷ëåíîâ. Ïîýòîìó îáùåå ðåøåíèå áóäåò
ñóììîé ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû è äâóõ ÷àñòíûõ, äëÿ êàæäîãî êâàçèìíîãî÷ëåíà îòäåëüíî.

A =

(
0 1
1 0

)
, xîäíîð.(t) = C1

(
1
1

)
et + C2

(
1
−1

)
e−t.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êâàçèìíîãî÷ëåíà t2 (ãäå µ = 0) ðåøåíèå íóæíî èñêàòü â âèäå êâàçèìíîãî-
÷ëåíà ñòåïåíè 2:

x(t) = at2 + bt+ c, y(t) = dt2 + et+ f.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â ñèñòåìó, ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèì a = −1, d = 0, b = 0, e = −2,
c = −2, f = 0. Èòàê, ÷àñòíîå ðåøåíèå èìååò âèä x(t) = −t2 − 2, y(t) = −2t.
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Äëÿ âòîðîãî êâàçèìíîãî÷ëåíà, (0, 1)T et, åãî ïîêàçàòåëü µ = 1 èìååò êðàòíîñòü 1 â ñïåêòðå
ìàòðèöû ñèñòåìû, ïîýòîìó ðåøåíèå íóæíî èñêàòü â âèäå âèäå êâàçèìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè 1:

x(t) = (at+ b)et, y(t) = (ct+ d)et.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â ñèñòåìó, ïîëó÷àåì: a = c, b+ a = d+2, d+ c = b. (Ñèñòåìà ïîëó÷èëàñü âûðîæ-
äåííàÿ, ÷òî íåóäèâèòåëüíî: ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà, èìååò ðåøåíèå (a, b, c, d) =
(0, 1, 0, 1), îòâå÷àþùåå ðåøåíèþ ẋ = Ax.) Îòñþäà íàõîäèì (a, b, c, d) = (1, 1, 1, 0) + C(0, 1, 0, 1),
x(t) = (t+ 1)et, y(t) = tet. ◀

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî, â îòëè÷èå îò ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷àñòíîå ðåøå-
íèå ìîæåò îêàçàòüñÿ êâàçèìíîãî÷ëåíîì ïîðÿäêà ìåíüøå, ÷åì ïðåäïèñàíî ñîîáðàæåíèÿìè êðàò-
íîñòè µ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ÷ëåíû âûñîêîé ñòåïåíè ìîãóò ïîïàñòü (ïîñëå ïåðåõîäà ê ÆÍÔ)
â êëåòêè ñ äðóãèìè µ èëè æå ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû (1) bk íå áóäåò èìåòü ÷ëåíà ñòåïåíè d, â
ðåçóëüòàòå îöåíêè äëÿ ñòåïåíåé pj ïîíèçÿòñÿ.

Çàäà÷à 13.2. ẋ = y + e−t, ẏ = x+ e−t.

Ðåøåíèå. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé çàäà÷å, äëÿ x(t) = (at + b)e−t, y(t) = (ct + d)e−t ïîëó÷àåì
a = −c, a− b = d+ 1, c− d = b+ 1. Îòñþäà a = c = b+ d+ 1, òî åñòü (a, b, c, d) = (0, b, 0,−1− b).
×àñòíîå ðåøåíèå áóäåò èìåòü âèä x(t) = 0, y(t) = −e−t. ◀

Ñèñòåìû ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñèñòåìó
ẋ = A(t)x.

Â îáùåì ñëó÷àå (äàæå ïðè n = 2) ðåøèòü å¼ íå óäà¼òñÿ. Òåì íå ìåíåå êîå-÷òî ñêàçàòü ïðî å¼
ðåøåíèÿ ìîæíî. Ïóñòü x1, . . . , xn � å¼ ðåøåíèÿ. Òîãäà ñîñòàâëåííàÿ èç íèõ ìàòðèöà

M = (x1| . . . |xn)

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ṁ = AM (íàïîìíèì, ÷òî åñëè ðåøåíèÿ xj íåçàâèñèìû, òî M íà-
çûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöåé ñèñòåìû). Íà ëåêöèè âàì äîêàçàëè, ÷òî W (t) = detM(t)
(åãî íàçûâàþò îïðåäåëèòåëåì Âðîíñêîãî ñèñòåìû âåêòîð-ôóíêöèé xj) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
Ẇ = trA(t)W . Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì ôîðìóëó Ëèóâèëëÿ�Îñòðîãðàäñêîãî:

W (t) = W (t0) exp

(∫ t

t0

trA(s) ds

)
.

Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìîæíî óêàçàòü, êàê ìåíÿåòñÿ îáú¼ì ïàðàëëåëåïèïåäà, íàòÿíó-
òîãî íà âåêòîðû x1(t), . . . , xn(t) ñ òå÷åíèåì âðåìåíè.

Çàäà÷à 13.3. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ñ íåïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè:

x(n) + an−1(t)x
(n−1) + · · ·+ a1(t)ẋ+ a0(t)x.

Ñâåäèòå åãî ê ñèñòåìå è íàïèøèòå àíàëîã ôîðìóëû Ëèóâèëëÿ�Îñòðîãðàäñêîãî.

Ðåøåíèå. Ìû ïîëàãàåì x1 = x, x2 = ẋ, . . . , xn = x(n−1). Òîãäà ñèñòåìà ïðèîáðåò¼ò âèä ẋ1 =
x2, . . . , ẋn−1 = xn, ẋn = −an−1xn − · · · − a0x1.

W (t) =


x[1] . . . x[n]
ẋ[1] . . . ẋ[n]
. . . . . . . . .

x
(n−1)
[1] . . . x

(n−1)
[n]

 . (2)

×òîáû íå áûëî ïóòàíèöû â îáîçíà÷åíèÿõ, ïðèøëîñü îáîçíà÷èòü çäåñü x[j] íàáîð ðåøåíèé íàøåãî

óðàâíåíèÿ (xj � ýòî êîîðäèíàòà, à x(j) � j-ÿ ïðîèçâîäíàÿ). Ïðè ýòîì trA(t) = −an−1(t), ÷òî äà¼ò
íàì ôîðìóëó Ëèóâèëëÿ�Îñòðîãðàäñêîãî. ◀
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Âûðàæåíèå (2) îïðåäåëåíî äëÿ ëþáîãî íàáîðà èç n ôóíêöèé è òàêæå íàçûâàåòñÿ èõ îïðåäå-

ëèòåëåì Âðîíñêîãî.
Ðàçáåð¼ìñÿ òåïåðü ñ òåì, êîãäà îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî äëÿ íàáîðà ôóíêöèé (èëè âåêòîð-

ôóíêöèé) îáðàùàåòñÿ â íîëü.

Çàäà÷à 13.4. Åñëè îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî âåêòîð-ôóíêöèé èëè ôóíêöèé õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå
íå ðàâåí íóëþ, òî íàáîð ôóíêöèé ëèíåéíî íåçàâèñèì.

Îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî:

Çàäà÷à 13.5. Ïðèâåäèòå ïðèìåð äâóõ äâóìåðíûõ âåêòîð-ôóíêöèé, îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî êî-
òîðûõ òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ.

Ðåøåíèå. x1(t) = (f1(t), 0)
T , x2(t) = (f2(t), 0)

T áóäóò èìåòü íóëåâîé îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî äëÿ
ëþáûõ f1,2, à ëèíåéíî çàâèñèìûìè áóäóò òîëüêî ïðè ïðîïîðöèîíàëüíûõ. ◀

Îäíàêî åñëè x1, . . . , xn �ðåøåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû (èëè óðàâíåíèÿ), òî îáðàùåíèå îïðå-
äåëèòåëÿ Âðîíñêîãî â îäíîé òî÷êå îçíà÷àåò ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü ðåøåíèé. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè c1x1(t0) + · · · + cnxn(t0) = 0, òî çàäà÷ó Êîøè ẋ = A(t)x, x(t0) = 0 ðåøàþò îäíîâðåìåííî
x(t) = c1x1(t) + · · · + cnxn(t) è x(t) ≡ 0. Ïîýòîìó îíè ñîâïàäàþò. Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî
íóëþ îïðåäåëèòåëÿ Âðîíñêîãî â îäíîé òî÷êå � ýòî êðèòåðèé òîãî, ÷òî íàáîð ðåøåíèé îáðàçóåò
ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó.

Çàäà÷à 13.7. Ïóñòü ñèñòåìà ôóíêöèé (âåêòîð-ôóíêöèé) x1, . . . , xn íà ïðÿìîé òàêîâà, ÷òî å¼
îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî íèãäå íå îáðàùàåòñÿ â íîëü. Ïîñòðîéòå ëèíåéíóþ ñèñòåìó äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé, ðåøåíèÿìè êîòîðîé îíè ÿâëÿþòñÿ.

Ðåøåíèå. Åñëè M = (x1| . . . |xn), òî íóæíî ïîëîæèòü A(t) := Ṁ(t)M−1(t). Ìàòðèöà M îáðàòèìà,
ïîñêîëüêó å¼ îïðåäåëèòåëü íå ðàâåí íóëþ.

Äëÿ ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé ìîæíî ýòó æå ñèñòåìó çàïèñàòü ïî-äðóãîìó:∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x x1 . . . xn
ẋ ẋ1 . . . ẋn
...

...
. . .

...

x(n) x
(n)
1 . . . x

(n)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

Åñëè ðàçëîæèòü ýòîò îïðåäåëèòåëü ïî ïåðâîìó ñòîëáöó, ïîëó÷èì óðàâíåíèå n-ãî ïîðÿäêà äëÿ
x, ïðè÷¼ì ñòàðøèé êîýôôèöèåíò íå ðàâåí íóëþ: ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ìèíîð� ýòî êàê ðàç
îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî ñèñòåìû x1, . . . , xn. ßñíî òàêæå, ÷òî ýòîìó óðàâíåíèþ óäîâëåòâîðÿåò
x(t) = xj(t) ïðè ëþáîì j. ◀

Ñ ïîìîùüþ îïðåäåëèòåëÿ Âðîíñêîãî ìîæíî íàéòè ïîëíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé ëèíåéíîãî óðàâ-
íåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, åñëè èçâåñòíî îäíî èç åãî ðåøåíèé.

Çàäà÷à 13.8. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå y′′(2x+ 1) + 4xy′ − 4y = 0.
(à) Íàéäèòå åãî ðåøåíèå y1(x), ÿâëÿþùååñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò x.
(á) Íàéäèòå ôîðìóëó äëÿ îïðåäåëèòåëÿ Âðîíñêîãî ýòîé ñèñòåìû.
(â) Íàéäèòå âòîðîå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû.

Ðåøåíèå. (à) Ïóñòü y(x) = axn + . . . . Òîãäà ïðè ïîäñòàíîâêå ëåâàÿ ÷àñòü áóäåò èìåòü âèä y(x) =
2an(n − 1)xn−1 + 4nxn − 4xn + · · · = 4(n − 1)xn + . . . (ìíîãîòî÷èå îáîçíà÷àåò ÷ëåíû ìåíüøåé
ñòåïåíè). Ïîýòîìó n = 1. Ïîäñòàâëÿÿ y(x) = ax+ b, íàõîäèì, ÷òî y = x ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì.

(á) W ′(x) = −4xW (x)/(2x+ 1). Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì W (x) = C(2x+ 1)e−2x.
(â) Ïóñòü y2(x)�ðåøåíèå, äëÿ êîòîðîãîW (y1, y2) = (2x+1)e−2x. Òîãäà y1y

′
2−y2y

′
1 = (2x+1)e−2x,

òî åñòü
xy′2 − y2 = (2x+ 1)e−2x.
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Ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ íàì èçâåñòíî: y2 = y1 = x, íåîäíîðîäíîå ðåøàåì âàðèàöèåé
ïîñòîÿííîé: y2(x) = C(x)x. Òîãäà x2C ′ = (2x+ 1)e−2x. Âû÷èñëÿåì èíòåãðàë:

C(x) =

∫ (
2

x
+

1

x2

)
e−2x dx =

∫
2

x
e−2x dx−

∫
e−2x d

1

x
=

=

∫
2

x
e−2x dx− 1

x
e−2x +

∫
1

x
(−2)e−2x dx = −1

x
e−2x + C0.

Èòàê, ìîæíî âçÿòü y2 = −e−2x. Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ èìååò âèä y(x) = C1x+ C2e
−2x. ◀
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