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Òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë è çàäà÷è äëÿ ðàçáîðà íà ñåìèíàðå

Ìåòîä âàðèàöèè ïîñòîÿííûõ äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì

Êàê ìû âèäåëè, óðàâíåíèÿ â âàðèàöèÿõ� ýòî ëèíåéíûå íåîäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ. Îêàçûâàåòñÿ,
÷òî, êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, îñíîâíóþ òðóäíîñòü â ðåøåíèè íåîäíîðîäíûõ ñèñòåì ïðåäñòàâëÿ-
åò ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû, à ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà âàðèöèè
ïîñòîÿííûõ. Èòàê, ïóñòü èìååòñÿ ñèñòåìà

ẋ = A(t)x+ b(t)

è ïóñòü M(t)�ÔÌÐ ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ẋ = A(t)x (òàêèì îáðàçîì, âñå å¼
ðåøåíèÿ çàïèñûâàþòñÿ â âèäå x(t) = M(t)c, ãäå c�ïîñòîÿííûé âåêòîð). Äàëåå äåéñòâóåì ñî-
âåðøåííî àíàëîãè÷íî îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ, òîëüêî ñëåäèì çà òåì, ñ êàêîé ñòîðîíû óìíîæàòü
ìàòðèöû: èñêàòü ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû â âèäå x(t) = M(t)c(t). Ïîäñòàâèâ ýòî â èñõîä-
íóþ ñèñòåìó, ïîëó÷èì

Ṁ(t)c(t) +M(t)ċ(t) = A(t)M(t)c(t) + b(t).

Ñîêðàùàÿ ïåðâûå ÷ëåíû ñëåâà è ñïðàâà (âåäü Ṁ = AM) è óìíîæàÿ îñòàâøååñÿ ñëåâà íà M−1(t),
ïîëó÷àåì:

ċ(t) = M−1(t)b(t).

Çàäà÷à 15.1. ẋ = x− y +
1

cos t
, ẏ = 2x− y.

Ðåøåíèå. Äëÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû λ = ±i, îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä(
x
y

)
= c1

(
sin t− cos t
−2 cos t

)
+ c2

(
cos t

cos t+ sin t

)
.

Òîãäà ïîëó÷àåì òàêóþ ñèñòåìó:(
ċ1
ċ2

)
=

(
sin t− cos t cos t
−2 cos t cos t+ sin t

)−1( 1
cos t
0

)
=

(
sin t+ cos t − cos t

2 cos t sin t− cos t

)(
1

cos t
0

)
=

(
tg t+ 1

2

)
.

Îòñþäà íàõîäèì c1(t) = − ln | cos t|+ t+ c01, c2(t) = 2t+ c02. ◀

Äëÿ óðàâíåíèé âûñîêîãî ïîðÿäêà ñòîëü æå ëîãè÷íîãî ñïîñîáà âûïèñàòü óðàâíåíèÿ íà êîýô-
ôèöèåíòû C íå ïîëó÷àåòñÿ. Ìîæíî, îäíàêî, ñâåñòè óðàâíåíèå ê ñèñòåìå è ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå.
Ïóñòü äàíî óðàâíåíèå

x(n) + an−1(t)x
(n−1) + · · ·+ a0(t)x = b(t)

è ïóñòü x1, . . . , xn �ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Áóäåì èñêàòü
ðåøåíèå â âèäå x = c1(t)x1 + · · · + cn(t)xn. Âñïîìèíàÿ, ÷òî äëÿ ïåðåõîäà ê ñèñòåìå ìû êàæäûé
xj çàìåíÿåì íà âåêòîð Xj = (xj , ẋj , . . . , x

n−1
j )T , ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

n∑
j=1

ċjXj +
n∑

j=1

cjẊj =
n∑

j=1

cjA(t)Xj +B(t). (1)

Çäåñü

A(t) =


0 1 0 . . . 0
...

. . . 1
. . .

...
0 . . . 0 1 0
0 . . . . . . 0 1

−a0 −a1 −a2 . . . −an−1

 , B(t) =


0
0
. . .
0

b(t)


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Ïî ïîñòðîåíèþ Ẋj = A(t)Xj , ïîýòîìó â (1) ñîêðàùàþòñÿ âòîðîé ÷ëåí â ëåâîé ÷àñòè è ïåðâûé
÷ëåí â ïðàâîé. Îñòàëüíûå ÷ëåíû äàþò òàêóþ ñèñòåìó:

ċ1X1 + · · ·+ ċnXn = 0,

ċ1Ẋ1 + · · ·+ ċnẊn = 0,

. . . . . . . . .

ċ1Ẋ
(n−2)
1 + · · ·+ ċnẊ

(n−2)
n = 0,

ċ1Ẋ
(n−1)
1 + · · ·+ ċnẊ

(n−1)
n = b(t).

Çàäà÷à 15.2. Íàïèøèòå îäíîðîäíîå ëèíåéíîå ÄÓ âòîðîãî ïîðÿäêà (c åäèíè÷íûì êîýôôèöèåí-
òîì ïåðåä ẍ), ðåøåíèÿìè êîòîðîãî áóäóò x1(t) = t, x2(t) = t2. Ðåøèòå ñîîòâåòñòâóþùåå íåîäíî-
ðîäíîå óðàâíåíèå ñ b(t) = t â ïðàâîé ÷àñòè.

Ðåøåíèå. Êàê ìû âèäåëè íà ïðîøëîì ñåìèíàðå, òàêîå óðàâíåíèå èìååò âèä∣∣∣∣∣∣
x x1 x2
ẋ ẋ1 ẋ2
ẍ ẍ1 ẍ2

∣∣∣∣∣∣ = 0,

òî åñòü t2ẍ− ẋt+ x = 0. Èòàê, íàì íóæíî ðåøèòü óðàâíåíèå

ẍ− 1

t
ẋ+

1

t2
x = t.

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå x = C1x1 + C2x2 = C1(t)t + C2(t)t
2. Ñèñòåìà óðàâíåíèé íà C1,2

èìååò âèä

tĊ1 + t2Ċ2 = 0,

1Ċ1 + 2tĊ2 = t.

Îòñþäà íàõîäèì Ċ1 = −t, Ċ2 = 1, òî åñòü C1 = −t2/2 + C0
1 , C2 = t+ C0

2 . Îêîí÷àòåëüíî

x(t) = t(−t2/2 + C0
1 ) + t2(t+ C0

2 ) =
t3

2
+ C0

1 t+ C0
2 t

2.

◀

Çàäà÷à 15.3. Ñîñòàâüòå îäíîðîäíîå ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà ñ
åäèíè÷íûì êîýôôèöèåíòîì ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé ẍ(t), äëÿ êîòîðîãî ôóíêöèè x1(t) = 1 è
x2(t) = cos t ÿâëÿþòñÿ áàçèñîì ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà âñåõ ðåøåíèé (ÔÑÐ). Ðåøèòå ñîîòâåñò-
âóþùåå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå ñ f(t) = 1/ sin t â ïðàâîé ÷àñòè.

Ðåøåíèå. Ñîñòàâëÿåì îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî∣∣∣∣∣∣
x1(t) x2(t) x(t)
ẋ1(t) ẋ2(t) ẋ(t)
ẍ1(t) ẍ2(t) ẍ(t)

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
1 cos t x(t)
0 − sin t ẋ(t)
0 − cos t ẍ(t)

∣∣∣∣∣∣ = 0 ⇒ ẍ− ẋ ctg t = 0.

Óðàâíåíèå îïðåäåëåíî íà èíòåðâàëàõ âåùåñòâåííîé îñè, íå âêëþ÷àþùèõ òî÷åê tk = kπ, k ∈ Z, â
êîòîðûõ îáðàùàåòñÿ â íóëü âðîíñêèàí çàäàííûõ ôóíêöèé: W [x1(t), x2(t)] = − sin t.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îáùåãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

ẍ− ẋ ctg t =
1

sin t

íåîáõîäèìî íàéòè êàêîå-íèáóäü ÷àñòíîå ðåøåíèå. Ïðèìåíÿåì ìåòîä âàðèàöèè ïîñòîÿííûõ, òî
åñòü, èùåì ÷àñòíîå ðåøåíèå x̃(t) â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè:

x̃ = C1(t)x1(t) + C2(t)x2(t) = C1(t) + C2(t) cos t,
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ãäå ôóíêöèè C1(t) è C2(t) óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà:(
x1(t) x2(t)

ẋ1(t) ẋ2(t)

)(
Ċ1(t)

Ċ2(t)

)
=

(
0̇

f(t)

)
⇒

{
Ċ1 + cos t Ċ2 = 0

− sin t Ċ2 = 1/ sin t

Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì
C2(t) = ctg t+A,

è ïîñëå ýòîãî èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì C1(t):

Ċ1 =
cos t

sin2 t
⇒ C1(t) = − 1

sin t
+B.

Â èòîãå, îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ïðèíèìàåò âèä:

x(t) = − sin t+A cos t+B,

ãäå A è B � ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå êîíñòàíòû. ◀

∗Äèôôåðåíöèðîâàíèå ðåøåíèé ïî ïàðàìåòðó. Óðàâíåíèå â âàðèàöèÿõ

Ýòîò ìàòåðèàë áóäåò ðàçîáðàí íà íåäåëå 12�16 äåêàáðÿ.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè, çàâèñÿùóþ îò ïàðàìåòðà:

ẋ = f(x, t, λ), x(t0) = x0(λ) (2)

Ïðè êàæäîì λ îíà èìååò ðåøåíèå x(t, λ) = xλ(t) è, êàê áûëî ïîêàçàíî íà ëåêöèè, x(t, λ)
äèôôåðåíöèðóåìà ïî λ.

Çàìå÷àíèå. (Îáúÿñíÿòü ýòî ñòóäåíòàì íåîáÿçàòåëüíî, òîëüêî åñëè ñïðîñÿò.) Ôîðìàëüíî ãîâîðÿ,
íà ëåêöèè áûë ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà λ ñîäåðæèòñÿ òîëüêî â íà÷àëüíîì óñëîâèè: ẋ = f(x, t),
x(t0) = λ. Îáùèé ñëó÷àé ñâîäèòñÿ ê íåìó òàêèì îáðàçîì. Èìåÿ ñèñòåìó (2), ðàññìîòðèì íîâóþ
ñèñòåìó, äîáàâèâ ê x äîïîëíèòåëüíûå ôàçîâûå ïåðåìåííûå y â êîëè÷åñòâå, ðàâíîì ðàçìåðíîñòè
ïàðàìåòðà λ. Òîãäà ñèñòåìà

ẋ = f(x, t, y), ẏ = 0, x(t0) = x0(λ), y(t0) = λ

áóäåò ñîäåðæàòü ïàðàìåòð òîëüêî â íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ, à å¼ ðåøåíèÿ ñîâïàäàþò ñ ðåøåíèÿìè
ñèñòåìû (2) (òî÷íåå, åñëè (xλ(t), yλ(t))�ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû, òî yλ(t) ≡ λ, à xλ(t)�ðåøå-
íèå (2)).

Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ïî ïàðàìåòðó òðåáóåò íåòðèâèàëüíîãî äîêàçàòåëüñòâà, îäíàêî óðàâíå-
íèå äëÿ ïðîèçâîäíîé ìîæíî âîññòàíîâèòü äèôôåðåíöèðîâàíèåì ñèñòåìû (2) ïî λ (òî÷íåå, ïî λj ,
åñëè λ ìíîãîìåðíî). Èòàê, äèôôåðåíöèðóÿ ïî λj â òî÷êå λ = λ0, ìû ïîëó÷èì

∂

∂λj
(ẋ) =

∂

∂λj
f(x, t, λ) =

∂f

∂x

∂x

∂λj
+

∂f

∂λj
.

Ïðîèçâîäíûå â ëåâîé ÷àñòè ìîæíî ïîìåíÿòü ìåñòàìè (ýòî îïÿòü æå ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû î äèôôåðåíöèðîâàíèè ïî ïàðàìåòðó), ïîýòîìó, åñëè îáîçíà÷èòü z = (∂x/∂λj)|λ=λ0 , ìû
ïîëó÷èì

ż =
∂f

∂x
(xλ0(t), t, λ0)z +

∂f

∂λj
(xλ0(t), t, λ0). (3)

Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì â âàðèàöèÿõ. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ýòî ëèíåéíîå íåîä-
íîðîäíîå óðàâíåíèå. Íà÷àëüíîå óñëîâèå x(t0) = x0(λ) ìû òàêæå äèôôåðåíöèðóåì è íàõîäèì

z(t0) =
∂xλ(t0)

∂λj

∣∣∣∣
λ=λ0

=
∂x0
∂λj

∣∣∣∣
λ=λ0

.
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Òàêèì îáðàçîì, åñëè íàì èçâåñòíî ðåøåíèå xλ0(t) ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà λ0, òî äëÿ
ïîèñêà ïðîèçâîäíîé íå íóæíî íàõîäèòü ÿâíî âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2), äîñòàòî÷íî ëèøü ðåøèòü
óðàâíåíèå â âàðèàöèÿõ.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âûñøèõ ïðîèçâîäíûõ ìîæíî äàëåå äèôôåðåíöèðîâàòü (3) ëèáî áðàòü ðàçëî-
æåíèÿ Òåéëîðà ðåøåíèÿ xλ(t) ïî ñòåïåíÿì (λ− λ0) è âûïèñûâàòü êîýôôèöèåíòû. Ïîñëå ïîäñòà-
íîâêè â óðàâíåíèå íóæíî áóäåò âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ïî t îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà â
ýòîé ôîðìóëå Òåéëîðà äàñò îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìóëå äëÿ ïðîèçâîäíîé (îïÿòü-òàêè, ýòî ìîæ-
íî àêêóðàòíî âûâåñòè, ìû ïðèíèìàåì ýòî áåç äîêàçàòåëüñòâà). Ìû ðàçáåð¼ì ýòî íà êîíêðåòíûõ
ïðèìåðàõ.

Çàäà÷à 15.4. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè

ẋ = 4ty2, ẏ = 1 + 5µx, x(0) = y(0) = 0.

Òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå ïðè µ = 0 è åãî ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ïî µ: ∂x(t, µ)/∂µ|µ=0, ∂y(t, µ)/∂µ|µ=0.

Ðåøåíèå. Â ýòîì ïðèìåðå ïàðàìåòð µ â íà÷àëüíûå äàííûå íå âõîäèò. Çàâèñèìîñòü ïðàâûõ ÷àñòåé
óðàâíåíèé ñèñòåìû îò x, y è µ ïîëèíîìèàëüíàÿ, ïîýòîìó ðåøåíèå ìîæíî äèôôåðåíöèðîâàòü ïî
ïàðàìåòðó ñêîëüêî óãîäíî ðàç. Çàìåòèì, ÷òî â òî÷êå µ = 0 íàøà ñèñòåìà ðåøàåòñÿ òî÷íî:

dx(0)

dt
= 4ty2(0) x(0)(0) = 0

dy(0)

dt
= 1 y(0)(0) = 0

⇒ y(0)(t) = t ⇒ x(0)(t) = t4.

Îáîçíà÷èì èñêîìûå ïðîèçâîäíûå ξ = (∂x/∂µ)|µ=0, η = (∂y/∂µ)|µ=0. Äèôôåðåíöèðóÿ ñèñòåìó ïî
µ, ìû ïîëó÷àåì

ξ̇ = 4t2yη, η̇ = 5x+ 5µξ, ξ(0) = η(0) = 0.

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà y = y(0) = t, x = x(0) = t4, µ = 0, ïîëó÷àåì

ξ̇ = 8t2η, η̇ = 5t4, ξ(0) = η(0) = 0.

Îòñþäà η(t) = t5, ξ(t) = t8. ◀

Çàäà÷à 15.5. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

dx

dt
= x2 +

2µ

t
, x(1) = µ− 1. (4)

Íàéòè ÿâíîå ðåøåíèå äëÿ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ µ0 ïàðàìåòðà è ïðîèçâîäíóþ (∂x/∂µ)|µ=µ0 .

Ðåøåíèå. Áóäåì ðåøàòü ýòó ñèñòåìó â îáëàñòè t > 0, â êîòîðîé ëåæèò íà÷àëüíûé ìîìåíò t = 1,
ïîñêîëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü f(t, x, µ) = x2+2µ/t äîëæíà áûòü íåïðåðûâíà ïî ñâîèì àðãóìåíòàì. Çà-
ìåòèì, ÷òî çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðà µ ó ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ è ôóíêöèè íà÷àëüíûõ äàííûõ
a(µ) ïîëèíîìèàëüíàÿ, ÷òî äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå äî ëþáîãî ïîðÿäêà ïî µ.

Âûäåëåííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà, ïðè êîòîðîì íàøà ñèñòåìà ðåøàåòñÿ òî÷íî, âèäíî ñðàçó: ýòî
µ0 = 0. Íà ôóíêöèþ ãëàâíîãî ïðèáëèæåíèÿ x(0)(t) ïîëó÷àåì òàêóþ çàäà÷ó Êîøè:

dx(0)

dt
= x2(0), x(0)(1) = −1,

êîòîðàÿ ëåãêî ðåøàåòñÿ ÿâíî: x(0)(t) = −1/t.
Â äàííîì ïðèìåðå ∆µ = µ− µ0 = µ è ìû ïðèõîäèì ê òàêîìó ðàçëîæåíèþ òî÷íîãî ðåøåíèÿ â

îêðåñòíîñòè µ0 = 0:

x(t, µ) = x(0)(t) + µx(1)(t) +
µ2

2
x(2)(t) + . . . (5)

4



Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ a(µ) = −1 + µ óæå ðàçëîæåíà â ðÿä ïî µ â íóæíîì íàì
âèäå. Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèå x(t, µ) â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ çàäà÷è (4), ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî:

x2 +
2µ

t
= x2(0) + 2µ (x(0)x(1) + 1/t) + µ2(x2(1) + x(0)x(2)) + . . .

òîãäà êàê ñëåâà áóäåò ñòîÿòü ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè îò ðÿäà (5). Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû
ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ µ â óðàâíåíèè è â íà÷àëüíûõ äàííûõ x(1, µ) = a(µ), ïîëó÷èì íà x(0)(t)
óæå ðåøåííóþ çàäà÷ó (), à íà ïîñëåäóþùèå êîýôôèöèåíòíûå ôóíêöèè òàêèå óðàâíåíèÿ:

dx(1)

dt
= 2x(0)x(1) +

2

t
= −2

t
x(1) +

2

t

x(1)(1) = 1

⇒ x(1)(t) = 1,


dx(2)

dt
= 2(x2(1) + x(0)x(2)) = 2− 2

x(2)

t

x(2)(1) = 0

⇒ x(2)(t) =
2

3

(
t− 1

t2

)
.

Èòàê, ìû ïîëó÷àåì ðåøåíèå èñõîäíîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ â âèäå ðÿäà ïî µ ñ èçâåñòíûìè
êîýôôèöèåíòàìè:

x(t, µ) = −1

t
+ µ+

µ2

3

(
t− 1

t2

)
+ o(µ2), t > 0.

◀

Çàäà÷à 15.6. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ẍ + sinx = 0, x(0) = λ, ẋ(0) = 0 (îíà îïèñûâàåò êîëåáàíèÿ
ìàÿòíèêà). Ðàçëîæèòå ðåøåíèå ïî ñòåïåíÿì λ äî òðåòüåé âêëþ÷èòåëüíî.

Ðåøåíèå. Ðåøåíèå ïðè λ = 0 î÷åâèäíî � x(t) ≡ 0. Èòàê, áóäåì èñêàòü ðàçëîæåíèå

x(t) = 0 + a1(t)λ+ a2(t)λ
2 + a3(t)λ

3 + o(λ3).

Äèôôåðåíöèðóåì ýòî âûðàæåíèå ïî t è, ñ÷èòàÿ, ÷òî (d/dt)o(λ3) = o(λ3), ïîäñòàâëÿåì â íàøó
ñèñòåìó:

ä1(t)λ+ ä2(t)λ
2 + ä3(t)λ

3 = − sin(a1(t)λ+ a2(t)λ
2 + a3(t)λ

3) + o(λ3).

Ó÷èòûâàÿ ðàçëîæåíèå äëÿ ñèíóñà, à òàêæå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ aj (îíè ïîëó÷àþòñÿ ðàçëîæå-
íèåì ïî λ íà÷àëüíûõ óñëîâèé â èñõîäíîé çàäà÷å), ïîëó÷àåì òàêèå çàäà÷è Êîøè:

ä1 = −a1, a1(0) = 1, ȧ1(0) = 0,

ä2 = −a2, a2(0) = 0, ȧ2(0) = 0,

ä3 = −a3 +
a31
6
, a3(0) = 0, ȧ3(0) = 0.

Óðàâíåíèå ÿ + y = 0 èìååò ðåøåíèåì a cos t + b sin t, ïîýòîìó ìû ñðàçó ïîëó÷àåì a1(t) = cos t,
a2(t) = 0. Äëÿ a3 ó íàñ ïîëó÷àåòñÿ íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå:

ä3 + a3 =
1

6
cos3 t =

1

6

cos 3t+ 3 cos t

4
.

Â ýòîì ìåñòå ìîæíî îñòàíîâèòüñÿ è îáñóäèòü òîëüêî ñëåäóþùèé âîïðîñ: ñïðàâà âîçíèêàåò êâàçèì-
íîãî÷ëåí ñ λ = ±i�êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Òî åñòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ÷àñòü
÷àñòíîãî ðåøåíèÿ íóæíî èñêàòü â âèäå t(a cos t+b sin t): àìïëèòóäà åãî êîëåáàíèé ðàñò¼ò ñ ðîñòîì
t. Êàê æå ýòî âîçìîæíî, åñëè êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêà, åñòåñòâåííî, îñòàþòñÿ îãðàíè÷åííûìè? Íà ñà-
ìîì äåëå ýòè êîëåáàíèÿ óðàâíîâåøèâàþòñÿ òàêæå ðàñòóùèì ñ ðîñòîì t îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì o(λ3).

5



Â ñóùíîñòè, ýòî ¾ïðîòèâîðå÷èå¿ íå áîëåå óäèâèòåëüíî, ÷åì ðàçëîæåíèå ôóíêöèè sin((1+µ)t) ïî
ñòåïåíÿì µ:

sin((1 + µ)t) = sin t cosµt+ cos t sinµt =

= sin t(1 +O(µ2)) + cos t(µt+O(µ3)) = sin t+ µt cos t+O(µ2).

Â íàøåé çàäà÷å ìåõàíèçì òîò æå ñàìûé: ðåçîíàíñ âîçíèêàåò çà ñ÷¼ò òîãî, ÷òî ÷àñòîòà êîëåáàíèé
ìàÿòíèêà âñ¼ æå çàâèñèò îò àìïëèòóäû.

Åñëè æå âðåìÿ îñòàíåòñÿ, ìîæíî âñïîìíèòü òî, ÷òî ìû äåëàëè íà ïðîøëîé íåäåëå, è äîðåøàòü
çàäà÷ó äî êîíöà:

a3(t) =
cos t− cos 3t

192
+

3t

8
sin t.

◀
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