
çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ××ÅÄÅÎÉÅ × ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ
ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ.

úÁÄÁÎÉÑ Ó 8 ÚÁÎÑÔÉÑ.

üÔÉ ÚÁÄÁÞÉ (× ÐÅÒ×ÕÀ ÏÞÅÒÅÄØ 3 É 4) ÏÞÅÎØ ×ÁÖÎÙ ÄÌÑ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ
×ÓÅÇÏ ËÕÒÓÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁ ÉÈ ÏÂÄÕÍÙ×ÁÎÉÅ ÄÁÅÔÓÑ ÅÝÅ ÎÅÄÅÌÑ. ÷ÎÑÔÎÏ ÚÁ-
ÐÉÓÁÎÎÙÅ (Á ÌÕÞÛÅ ÚÁÔÅÈÁÎÎÙÅ) ÒÅÛÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÓÙÌÁÔØ äï õôòá
óòåäù 07.12. ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, ðòïóøâá ðòéóùìáôø ÎÁ ÐÒÏ×ÅÒËÕ îå
âïìåå ôòåè ÉÚ ÜÔÉÈ ÚÁÄÁÞ | ÔÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏËÁÖÕÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÚÎÁÞÉ-
ÍÙÍÉ É ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÍÉ.

(1) ðÏËÁÖÉÔÅ, ËÁË ÐÒÉ ×ÌÏÖÅÎÉÉ óÅÇÒÅ s : Pn × Pm → Pmn+m+n ÚÁÄÁÔØ
ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ × Pmn+m+n ÏÂÒÁÚ s(X) ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X,
ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ × Pn × Pm ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ F (x0 : : : : : xn; y0 : : : : : ym),
ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÓÔÅÐÅÎÉ d1 ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ x0; : : : ; xn É ÓÔÅÐÅÎÉ d2 ÐÏ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ y0; : : : ; ym, ÐÒÉ d1 ̸= d2.

(2) ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Å ÷ÅÒÏÎÅÚÅ vn;d : Pn → PN
(
N =

(
n+d

d

)
− 1

)
, ÚÁÄÁÅÔÓÑ

ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ uI = xi00 : : : x
in
n (ÚÄÅÓØ xi ÜÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ × Pn, I =

(i0; : : : ; in) | ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓ, i0 + : : : + in = d, Á uI ÜÔÏ ËÏÏÒÄÉ-
ÎÁÔÙ × PN). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÷Å-
ÒÏÎÅÚÅ vn;d(Pn) ÚÁÄÁÅÔÓÑ × PN ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ ×ÉÄÁ
uIuJ = uKuL, ÇÄÅ I + J = K + L.

(3) ÷ÏÐÒÏÓÙ ÐÒÏ v1;3 : P1 → P3; ÍÙ ×ÙÑÓÎÉÌÉ, ÞÔÏ X = v1;3(P1) ÜÔÏ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ËÕÂÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ, ÏÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍËÕÂÉËÏÊ.

(a) îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ë×ÁÄÒÉË, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅ-
ÒÅÚ X.

(b) îÁÊÄÉÔÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÏÓÏÂÙÈ Ë×ÁÄÒÉË, ÐÒÏÈÏÄÑ-
ÝÉÈ ÞÅÒÅÚ X.

(c) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ ÌÀÂÕÀ ÔÏÞËÕ P3, ÎÅ ÌÅÖÁÝÕÀ ÎÁ X, ÐÒÏ-
ÈÏÄÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ ÈÏÒÄÁ (ÉÌÉ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ) ËÒÉ×ÏÊ X.

(d) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚÏÍ X ÐÒÉ ÐÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÉÚ ÔÏÞËÉM ∈
P3 ÂÕÄÅÔ ÄÅËÁÒÔÏ× ÌÉÓÔ, ÐÏÌÕËÕÂÉÞÅÓËÁÑ ÐÁÒÁÂÏÌÁ ÉÌÉ ËÏÎÉËÁ,
× ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÌÅÖÉÔ ÌÉ ÔÏÞËÁ M ÎÁ ÈÏÒÄÅ ÉÌÉ ËÁÓÁ-
ÔÅÌØÎÏÊ Ë X ×ÎÅ X, ÉÌÉ ÖÅ ÎÁ ËÒÉ×ÏÊ X.



(e) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ v1;3 É ÐÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÎÉÊ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕ-
ÝÅÇÏ ÐÕÎËÔÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅÐÏÌÎÙÍ ÌÉ-
ÎÅÊÎÙÍ ÒÑÄÏÍ ËÕÂÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ, ÓÏ-
ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ: ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÐÒÉÎÉÍÁÀ-
ÝÉÅ ÒÁ×ÎÙÅ × Ä×ÕÈ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ; ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÐÒÏ-
ÉÚ×ÏÄÎÁÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × 0 × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ
ÔÏÞËÅ; ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÅÓÑ × 0 × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÉËÓÉÒÏ-
×ÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

(4) ÷ÏÐÒÏÓÙ ÐÒÏ v2;2 : P2 → P5 É ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÅÐÏÌÎÙÍÉ
ÒÑÄÁÍÉ Ë×ÁÄÒÉË.

(a) ëÁËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÚÁÍÅÔÁÅÔÓÑ ÈÏÒÄÁÍÉ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ v2;2(P2)?

(b) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : P2 → P4, ÇÄÅ P4 = P(W ∗),
Á W ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ×ÓÅÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ, ÏÂÒÁÝÁÀ-
ÝÉÈÓÑ × 0 × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ A ∈ P2. ôÏÇÄÁ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ × ÔÏÞËÅ A. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÉÅËÃÉÅÊ ÎÁ P2\A. îÁÊÄÉÔÅ X \X, ÇÄÅ X = f(P2\A),
Á X ÜÔÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X × P4.

(c) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g : P2 → P3, ÇÄÅ P3 = P(U∗),
Á U ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ×ÓÅÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ, ÏÂÒÁÝÁÀ-
ÝÉÈÓÑ × 0 × Ä×ÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ A;B ∈ P2.
ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ × ÔÏÞËÁÈ A É B. ïÂÏ-
ÚÎÁÞÉÍ ÐÒÑÍÕÀ AB ÞÅÒÅÚ l. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ g ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ ÎÁ
P2\{A;B} É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÉÅËÃÉÅÊ ÎÁ P2\l. îÁÊÄÉÔÅ g(l \ {A;B}).
îÁÊÄÉÔÅX (ÜÔÏ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ × P3!) ÉX\X, ÇÄÅX = g(P2 \ {A;B}),
Á X ÜÔÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X × P3.

(d) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ h : P2 → P2, ÇÄÅ P2 = P(Z∗),
Á Z ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ×ÓÅÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ, ÏÂÒÁÝÁÀ-
ÝÉÈÓÑ × 0 × ÔÒÅÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈA;B;C ∈ P2,
ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ h ÎÅ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÏ × ÔÏÞËÁÈ A, B É C. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ h ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ ÎÁ
P2 \ {A;B;C} É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÉÅËÃÉÅÊ ×ÎÅ ÐÒÑÍÙÈ AB, BC É AC.
îÁÊÄÉÔÅ ÏÂÒÁÚÙ ÜÔÉÈ ÐÒÑÍÙÈ (Ó ×ÙËÏÌÏÔÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ A, B
É C). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ×ÙÂÏÒÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÜÔÏ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ×ÎÅ ÔÒÅÈ ÐÒÑÍÙÈ, ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÏ.


