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Ëåêöèÿ 11. Î ñðàâíåíèè èíâàðèàíòîâ óçëîâ

Êàê è â ñëó÷àå ãðàôîâ è äðóãèõ êîìáèíàòîðíûõ îáúåêòîâ, òàê è â ñëó÷àå óçëîâ,
èíâàðèàíòû ìîæíî ñðàâíèâàòü ìåæäó ñîáîé � ãîâîðèòü î òîì, êàêèå èç íèõ
ýôôåêòèâíåå âû÷èñëÿþòñÿ, êàêèå ðàçëè÷àþò áîëüøå îáúåêòîâ. Ïðè ýòîì ñðàâíåíèå íå
âñåãäà ïîçâîëÿåò ñêàçàòü, êàêîé èç èíâàðèàíòîâ ëó÷øå: åñëè ïåðâûé èíâàðèàíò
ðàçëè÷àåò óçëû A è B, íî ïðèíèìàåò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ íà óçëàõ A è C , òîãäà êàê
âòîðîé ðàçëè÷àåò óçëû A è C , íî íå ðàçëè÷àåò A è B, òî ìû íå ìîæåì ñêàçàòü, êàêîé èç
íèõ ñèëüíåå.

Ââåäåííîå îêîëî 1990 ã. Â. À. Âàñèëüåâûì ïîíÿòèå èíâàðèàíòà óçëîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà
ïîçâîëÿåò, â ÷àñòíîñòè, îïðåäåëèòü �àáñîëþòíóþ ñèëó� èíâàðèàíòà è ñðàâíèâàòü ìåæäó
ñîáîé ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ ýòîé ñèëû, à íå ñàìè èíâàðèàíòû. Ñðàâíåíèå ÷èñëîâûõ
çíà÷åíèé î÷åíü óïðîùàåò çàäà÷ó ñðàâíåíèÿ èíâàðèàíòîâ. Îïðåäåëåíèå àáñîëþòíîé ñèëû
îñóùåñòâëÿåòñÿ çà ñ÷åò èñ÷åðïàíèÿ áåñêîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà èíâàðèàíòîâ
êîíå÷íîìåðíûìè ïðîñòðàíñòâàìè.
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Ëåêöèÿ 11. Îñîáûå óçëû

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ èíâàðèàíòîâ óçëîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà íàì ïîíàäîáèòñÿ ðàñøèðèòü
êëàññ óçëîâ, ïîçâîëèâ èì èìåòü ïðîñòåéøèå îñîáåííîñòè � ïðîñòûå äâîéíûå òî÷êè. Äëÿ
îïðåäåëåííîñòè íèæå ìû áóäåì ãîâîðèòü òîëüêî îá óçëàõ, õîòÿ âñå ñêàçàííîå áåç
ñóùåñòâåííûõ èçìåíåíèé ïåðåíîñèòñÿ íà çàöåïëåíèÿ.

De�nition

Îñîáûì óçëîì íàçûâàåòñÿ ãëàäêîå íåâûðîæäåííîå îòîáðàæåíèå K : S1 → R3,
ïåðåâîäÿùåå íåêîòîðûå ïàðû ðàçëè÷íûõ òî÷åê t1, t2 ∈ S1, t1 6= t2 â îäíó è òó æå òî÷êó
ïðîñòðàíñòâà K (t1) = K (t2), ïðèòîì, ÷òî íèêàêèå òðè ðàçëè÷íûå òî÷êè íå ïåðåõîäÿò â
îäíó è òó æå òî÷êó, à êàñàòåëüíûå ïðÿìûå ê äâóì äóãàì óçëà â òî÷êå K (t1) = K (t2)
ðàçëè÷íû.

Èç óñëîâèé ãëàäêîñòè è íåâûðîæäåííîñòè âûòåêàåò, ÷òî ìíîæåñòâî ïàð òî÷åê ñ îáùèì
îáðàçîì êîíå÷íî. Êàê è îáû÷íûå, îñîáûå óçëû ìîæíî èçîáðàæàòü ïëîñêèìè
äèàãðàììàìè � â îñîáûõ òî÷êàõ íå óêàçûâàþòñÿ ïðîõîäû è ïåðåõîäû.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 11. Îñîáûå óçëû

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ èíâàðèàíòîâ óçëîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà íàì ïîíàäîáèòñÿ ðàñøèðèòü
êëàññ óçëîâ, ïîçâîëèâ èì èìåòü ïðîñòåéøèå îñîáåííîñòè � ïðîñòûå äâîéíûå òî÷êè. Äëÿ
îïðåäåëåííîñòè íèæå ìû áóäåì ãîâîðèòü òîëüêî îá óçëàõ, õîòÿ âñå ñêàçàííîå áåç
ñóùåñòâåííûõ èçìåíåíèé ïåðåíîñèòñÿ íà çàöåïëåíèÿ.

De�nition

Îñîáûì óçëîì íàçûâàåòñÿ ãëàäêîå íåâûðîæäåííîå îòîáðàæåíèå K : S1 → R3,
ïåðåâîäÿùåå íåêîòîðûå ïàðû ðàçëè÷íûõ òî÷åê t1, t2 ∈ S1, t1 6= t2 â îäíó è òó æå òî÷êó
ïðîñòðàíñòâà K (t1) = K (t2), ïðèòîì, ÷òî íèêàêèå òðè ðàçëè÷íûå òî÷êè íå ïåðåõîäÿò â
îäíó è òó æå òî÷êó, à êàñàòåëüíûå ïðÿìûå ê äâóì äóãàì óçëà â òî÷êå K (t1) = K (t2)
ðàçëè÷íû.

Èç óñëîâèé ãëàäêîñòè è íåâûðîæäåííîñòè âûòåêàåò, ÷òî ìíîæåñòâî ïàð òî÷åê ñ îáùèì
îáðàçîì êîíå÷íî. Êàê è îáû÷íûå, îñîáûå óçëû ìîæíî èçîáðàæàòü ïëîñêèìè
äèàãðàììàìè � â îñîáûõ òî÷êàõ íå óêàçûâàþòñÿ ïðîõîäû è ïåðåõîäû.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 11. Îñîáûå óçëû

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ èíâàðèàíòîâ óçëîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà íàì ïîíàäîáèòñÿ ðàñøèðèòü
êëàññ óçëîâ, ïîçâîëèâ èì èìåòü ïðîñòåéøèå îñîáåííîñòè � ïðîñòûå äâîéíûå òî÷êè. Äëÿ
îïðåäåëåííîñòè íèæå ìû áóäåì ãîâîðèòü òîëüêî îá óçëàõ, õîòÿ âñå ñêàçàííîå áåç
ñóùåñòâåííûõ èçìåíåíèé ïåðåíîñèòñÿ íà çàöåïëåíèÿ.

De�nition

Îñîáûì óçëîì íàçûâàåòñÿ ãëàäêîå íåâûðîæäåííîå îòîáðàæåíèå K : S1 → R3,
ïåðåâîäÿùåå íåêîòîðûå ïàðû ðàçëè÷íûõ òî÷åê t1, t2 ∈ S1, t1 6= t2 â îäíó è òó æå òî÷êó
ïðîñòðàíñòâà K (t1) = K (t2), ïðèòîì, ÷òî íèêàêèå òðè ðàçëè÷íûå òî÷êè íå ïåðåõîäÿò â
îäíó è òó æå òî÷êó, à êàñàòåëüíûå ïðÿìûå ê äâóì äóãàì óçëà â òî÷êå K (t1) = K (t2)
ðàçëè÷íû.

Èç óñëîâèé ãëàäêîñòè è íåâûðîæäåííîñòè âûòåêàåò, ÷òî ìíîæåñòâî ïàð òî÷åê ñ îáùèì
îáðàçîì êîíå÷íî. Êàê è îáû÷íûå, îñîáûå óçëû ìîæíî èçîáðàæàòü ïëîñêèìè
äèàãðàììàìè � â îñîáûõ òî÷êàõ íå óêàçûâàþòñÿ ïðîõîäû è ïåðåõîäû.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 11. Ïðîäîëæåíèå èíâàðèàíòà íà îñîáûå óçëû

Îáúåìëþùàÿ èçîòîïèÿ îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ îñîáûõ óçëîâ òàê æå, êàê äëÿ îáû÷íûõ.
Êàæäîìó èíâàðèàíòó f îáû÷íûõ óçëîâ ìîæíî ñîïîñòàâèòü èíâàðèàíò îñîáûõ óçëîâ
(êîòîðûé ìû îáîçíà÷àåì òåì æå ñèìâîëîì f ) ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èíâàðèàíò f îïðåäåëåí äëÿ âñåõ îñîáûõ óçëîâ ñ íå áîëåå, ÷åì k − 1
ñàìîïåðåñå÷åíèÿìè. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îñîáîãî óçëà ñ k
ïåðåñå÷åíèÿìè è îïðåäåëèì ïðîäîëæåíèå èíâàðèàíòà f íà ýòîò óçåë ñëåäóþùèì
ïðàâèëîì (ñêåéí-ñîîòíîøåíèåì Âàñèëüåâà):
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Ðèñ.: Ïðîäîëæåíèå èíâàðèàíòà íà îñîáûå óçëû
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Ïðîäîëæåíèå èíâàðèàíòà êîððåêòíî îïðåäåëåíî, ò.å. îíî íå çàâèñèò îò òîãî, â êàêîì

ïîðÿäêå ðàçðåøàþòñÿ îñîáûå òî÷êè.
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Ëåêöèÿ 11. Èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî ïîðÿäêà

Öåíòðàëüíîå îïðåäåëåíèå òåîðèè:

De�nition

Èíâàðèàíò óçëîâ íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòîì ïîðÿäêà íà âûøå k , åñëè åãî ïðîäîëæåíèå íà
îñîáûå óçëû ñ k + 1 òî÷êàìè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ òîæäåñòâåííî ðàâíî 0.

Ðàçóìååòñÿ, â ýòîì ñëó÷àå òîæäåñòâåííî îáðàùàåòñÿ â 0 è ïðîäîëæåíèå ýòîãî èíâàðèàíòà
íà âñå îñîáûå óçëû ñ ≥ k + 1 òî÷êàìè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ.
Âñå èíâàðèàíòû ïîðÿäêà íå âûøå k ñî çíà÷åíèÿìè â ïîëå C îáðàçóþò âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî íàä C, îáîçíà÷àåìîå Vk . Ýòè ïðîñòðàíñòâà âëîæåíû äðóã â äðóãà:

V0 ⊂ V1 ⊂ V2 ⊂ . . . .

Îáúåäèíåíèå âñåõ ýòèõ ïðîñòðàíñòâ íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì èíâàðèàíòîâ êîíå÷íîãî

ïîðÿäêà.
Ãèïîòåçà. Ëþáûå äâà ðàçëè÷íûõ óçëà ðàçëè÷àþòñÿ íåêîòîðûì èíâàðèàíòîì êîíå÷íîãî
ïîðÿäêà.
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Ðàçóìååòñÿ, â ýòîì ñëó÷àå òîæäåñòâåííî îáðàùàåòñÿ â 0 è ïðîäîëæåíèå ýòîãî èíâàðèàíòà
íà âñå îñîáûå óçëû ñ ≥ k + 1 òî÷êàìè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ.
Âñå èíâàðèàíòû ïîðÿäêà íå âûøå k ñî çíà÷åíèÿìè â ïîëå C îáðàçóþò âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî íàä C, îáîçíà÷àåìîå Vk . Ýòè ïðîñòðàíñòâà âëîæåíû äðóã â äðóãà:

V0 ⊂ V1 ⊂ V2 ⊂ . . . .

Îáúåäèíåíèå âñåõ ýòèõ ïðîñòðàíñòâ íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì èíâàðèàíòîâ êîíå÷íîãî

ïîðÿäêà.

Ãèïîòåçà. Ëþáûå äâà ðàçëè÷íûõ óçëà ðàçëè÷àþòñÿ íåêîòîðûì èíâàðèàíòîì êîíå÷íîãî
ïîðÿäêà.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 11. Èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî ïîðÿäêà

Öåíòðàëüíîå îïðåäåëåíèå òåîðèè:

De�nition

Èíâàðèàíò óçëîâ íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòîì ïîðÿäêà íà âûøå k , åñëè åãî ïðîäîëæåíèå íà
îñîáûå óçëû ñ k + 1 òî÷êàìè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ òîæäåñòâåííî ðàâíî 0.

Ðàçóìååòñÿ, â ýòîì ñëó÷àå òîæäåñòâåííî îáðàùàåòñÿ â 0 è ïðîäîëæåíèå ýòîãî èíâàðèàíòà
íà âñå îñîáûå óçëû ñ ≥ k + 1 òî÷êàìè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ.
Âñå èíâàðèàíòû ïîðÿäêà íå âûøå k ñî çíà÷åíèÿìè â ïîëå C îáðàçóþò âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî íàä C, îáîçíà÷àåìîå Vk . Ýòè ïðîñòðàíñòâà âëîæåíû äðóã â äðóãà:

V0 ⊂ V1 ⊂ V2 ⊂ . . . .

Îáúåäèíåíèå âñåõ ýòèõ ïðîñòðàíñòâ íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì èíâàðèàíòîâ êîíå÷íîãî

ïîðÿäêà.
Ãèïîòåçà. Ëþáûå äâà ðàçëè÷íûõ óçëà ðàçëè÷àþòñÿ íåêîòîðûì èíâàðèàíòîì êîíå÷íîãî
ïîðÿäêà.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 11. Ìíîãî÷ëåí Êîíâåÿ

Ìíîãî÷ëåí Êîíâåÿ Con(L) çàöåïëåíèÿ L ýòî ìíîãî÷ëåí îò îäíîé ïåðåìåííîé x ,
îïðåäåëÿåìûé ñêåéí-ñîîòíîøåíèåì

x · Con
( )

= Con

(
�
�
��

@@

@@I
)
− Con

(
��

���

@
@
@I

)

è íà÷àëüíûì óñëîâèåì Con(äèàãðàììà íåóçëà) = 1.

Example

Âû÷èñëèì ìíîãî÷ëåí Êîíâåÿ òðèëèñòíèêà:

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 11. Ïðèìåð èíâàðèàíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà

Theorem

Êîýôôèöèåíò Cn ïðè xn â ìíîãî÷ëåíå Êîíâåÿ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ïîðÿäêà íå âûøå n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîäîëæèì ìíîãî÷ëåí Êîíâåÿ íà îñîáûå óçëû â ñîîòâåòñòâèè ñî
ñêåéí-ñîîòíîøåíèåì Âàñèëüåâà:

x · Con
( )

= Con

(
�
�
��

@
@
@I r )

.

Ñîãëàñíî ñêåéí-ñîîòíîøåíèþ Êîíâåÿ, ïðîäîëæåíèå ìíîãî÷ëåíà Êîíâåÿ íà îñîáûå óçëû
ñ n + 1 òî÷êàìè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ äåëèòñÿ íà xn+1. Ïîýòîìó êîýôôèöèåíò ïðè xn â
ïðîäîëæåííîì ìíîãî÷ëåíå ðàâåí 0. Çíà÷èò, êîýôôèöèåíò ïðè xn ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì
ïîðÿäêà íå âûøå n.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 11. Ïðèìåð èíâàðèàíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà

Theorem

Êîýôôèöèåíò Cn ïðè xn â ìíîãî÷ëåíå Êîíâåÿ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ïîðÿäêà íå âûøå n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîäîëæèì ìíîãî÷ëåí Êîíâåÿ íà îñîáûå óçëû â ñîîòâåòñòâèè ñî
ñêåéí-ñîîòíîøåíèåì Âàñèëüåâà:

x · Con
( )

= Con

(
�
�
��

@
@
@I r )

.

Ñîãëàñíî ñêåéí-ñîîòíîøåíèþ Êîíâåÿ, ïðîäîëæåíèå ìíîãî÷ëåíà Êîíâåÿ íà îñîáûå óçëû
ñ n + 1 òî÷êàìè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ äåëèòñÿ íà xn+1. Ïîýòîìó êîýôôèöèåíò ïðè xn â
ïðîäîëæåííîì ìíîãî÷ëåíå ðàâåí 0. Çíà÷èò, êîýôôèöèåíò ïðè xn ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì
ïîðÿäêà íå âûøå n.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 11. Õîðäîâûå äèàãðàììû îñîáûõ óçëîâ

Êàæäîìó îñîáîìó óçëó K : S1 → R3 ìîæíî ñîïîñòàâèòü åãî õîðäîâóþ äèàãðàììó. Ýòî
îêðóæíîñòü-ïðîîáðàç S1, õîðäû â êîòîðîé îáðàçîâàíû ïðîîáðàçàìè äâîéíûõ òî÷åê.
Îáúåìëþùå èçîòîïíûå îñîáûå óçëû èìåþò èçîìîðôíûå õîðäîâûå äèàãðàììû.

Theorem

Èíâàðèàíò óçëîâ ïîðÿäêà íå âûøå k ïðèíèìàåò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ íà îñîáûõ óçëàõ ñ k
äâîéíûìè òî÷êàìè, èìåþùèõ îäèíàêîâûå õîðäîâûå äèàãðàììû.

Corollary

Ïðè ëþáîì k = 0, 1, 2, . . . ïðîñòðàíñòâî Vk êîíå÷íîìåðíî.

Corollary

Âñÿêèé èíâàðèàíò óçëîâ ïîðÿäêà íå âûøå k îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ íà õîðäîâûõ

äèàãðàììàõ ñ k õîðäàìè.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 11. Õîðäîâûå äèàãðàììû îñîáûõ óçëîâ

Êàæäîìó îñîáîìó óçëó K : S1 → R3 ìîæíî ñîïîñòàâèòü åãî õîðäîâóþ äèàãðàììó. Ýòî
îêðóæíîñòü-ïðîîáðàç S1, õîðäû â êîòîðîé îáðàçîâàíû ïðîîáðàçàìè äâîéíûõ òî÷åê.
Îáúåìëþùå èçîòîïíûå îñîáûå óçëû èìåþò èçîìîðôíûå õîðäîâûå äèàãðàììû.

Theorem

Èíâàðèàíò óçëîâ ïîðÿäêà íå âûøå k ïðèíèìàåò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ íà îñîáûõ óçëàõ ñ k
äâîéíûìè òî÷êàìè, èìåþùèõ îäèíàêîâûå õîðäîâûå äèàãðàììû.

Corollary

Ïðè ëþáîì k = 0, 1, 2, . . . ïðîñòðàíñòâî Vk êîíå÷íîìåðíî.

Corollary

Âñÿêèé èíâàðèàíò óçëîâ ïîðÿäêà íå âûøå k îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ íà õîðäîâûõ

äèàãðàììàõ ñ k õîðäàìè.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 11. Õîðäîâûå äèàãðàììû îñîáûõ óçëîâ

Êàæäîìó îñîáîìó óçëó K : S1 → R3 ìîæíî ñîïîñòàâèòü åãî õîðäîâóþ äèàãðàììó. Ýòî
îêðóæíîñòü-ïðîîáðàç S1, õîðäû â êîòîðîé îáðàçîâàíû ïðîîáðàçàìè äâîéíûõ òî÷åê.
Îáúåìëþùå èçîòîïíûå îñîáûå óçëû èìåþò èçîìîðôíûå õîðäîâûå äèàãðàììû.

Theorem

Èíâàðèàíò óçëîâ ïîðÿäêà íå âûøå k ïðèíèìàåò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ íà îñîáûõ óçëàõ ñ k
äâîéíûìè òî÷êàìè, èìåþùèõ îäèíàêîâûå õîðäîâûå äèàãðàììû.

Corollary

Ïðè ëþáîì k = 0, 1, 2, . . . ïðîñòðàíñòâî Vk êîíå÷íîìåðíî.

Corollary

Âñÿêèé èíâàðèàíò óçëîâ ïîðÿäêà íå âûøå k îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ íà õîðäîâûõ

äèàãðàììàõ ñ k õîðäàìè.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 11. Õîðäîâûå äèàãðàììû îñîáûõ óçëîâ

Êàæäîìó îñîáîìó óçëó K : S1 → R3 ìîæíî ñîïîñòàâèòü åãî õîðäîâóþ äèàãðàììó. Ýòî
îêðóæíîñòü-ïðîîáðàç S1, õîðäû â êîòîðîé îáðàçîâàíû ïðîîáðàçàìè äâîéíûõ òî÷åê.
Îáúåìëþùå èçîòîïíûå îñîáûå óçëû èìåþò èçîìîðôíûå õîðäîâûå äèàãðàììû.

Theorem

Èíâàðèàíò óçëîâ ïîðÿäêà íå âûøå k ïðèíèìàåò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ íà îñîáûõ óçëàõ ñ k
äâîéíûìè òî÷êàìè, èìåþùèõ îäèíàêîâûå õîðäîâûå äèàãðàììû.

Corollary

Ïðè ëþáîì k = 0, 1, 2, . . . ïðîñòðàíñòâî Vk êîíå÷íîìåðíî.

Corollary

Âñÿêèé èíâàðèàíò óçëîâ ïîðÿäêà íå âûøå k îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ íà õîðäîâûõ

äèàãðàììàõ ñ k õîðäàìè.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 11. Õîðäîâûå äèàãðàììû îñîáûõ óçëîâ

Theorem

Èíâàðèàíò óçëîâ ïîðÿäêà íå âûøå k ïðèíèìàåò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ íà îñîáûõ óçëàõ ñ k
äâîéíûìè òî÷êàìè, èìåþùèõ îäèíàêîâûå õîðäîâûå äèàãðàììû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü K1,K2 � äâà îñîáûõ óçëà ñ k òî÷êàìè ïðîñòîãî
ñàìîïåðåñå÷åíèÿ, õîðäîâûå äèàãðàììû êîòîðûõ ñîâïàäàþò. Îñóùåñòâèì îáúåìëþùóþ
èçîòîïèþ îñîáîãî óçëà K2, ïåðåâîäÿùóþ åãî â îñîáûé óçåë, ñîâïàäàþùèé ñ K1 â ìàëîé
îêðåñòíîñòè êàæëëîé èç åãî äâîéíûõ òî÷åê. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñêåéí-ñîîòíîøåíèé Âàñèëüåâà, îòâå÷àþùèõ k + 1-é äâîéíîé òî÷êå, ñîåäèíÿþùàÿ îñîáûé
óçåë K1 ñ îñîáûì óçëîì K2:

Ïðè òàêèõ ïðîõîæäåíèÿõ ÷åðåç îñîáûå óçëû ñ äîïîëíèòåëüíîé äâîéíîé òî÷êîé çíà÷åíèå
èíâàðèàíòà ïîðÿäêà íå âûøå k íå èçìåíÿåòñÿ, ïîýòîìó åãî çíà÷åíèÿ íà K1 è K2

ñîâïàäàþò.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 11. Õîðäîâûå äèàãðàììû îñîáûõ óçëîâ

Theorem

Èíâàðèàíò óçëîâ ïîðÿäêà íå âûøå k ïðèíèìàåò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ íà îñîáûõ óçëàõ ñ k
äâîéíûìè òî÷êàìè, èìåþùèõ îäèíàêîâûå õîðäîâûå äèàãðàììû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü K1,K2 � äâà îñîáûõ óçëà ñ k òî÷êàìè ïðîñòîãî
ñàìîïåðåñå÷åíèÿ, õîðäîâûå äèàãðàììû êîòîðûõ ñîâïàäàþò. Îñóùåñòâèì îáúåìëþùóþ
èçîòîïèþ îñîáîãî óçëà K2, ïåðåâîäÿùóþ åãî â îñîáûé óçåë, ñîâïàäàþùèé ñ K1 â ìàëîé
îêðåñòíîñòè êàæëëîé èç åãî äâîéíûõ òî÷åê. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñêåéí-ñîîòíîøåíèé Âàñèëüåâà, îòâå÷àþùèõ k + 1-é äâîéíîé òî÷êå, ñîåäèíÿþùàÿ îñîáûé
óçåë K1 ñ îñîáûì óçëîì K2:

Ïðè òàêèõ ïðîõîæäåíèÿõ ÷åðåç îñîáûå óçëû ñ äîïîëíèòåëüíîé äâîéíîé òî÷êîé çíà÷åíèå
èíâàðèàíòà ïîðÿäêà íå âûøå k íå èçìåíÿåòñÿ, ïîýòîìó åãî çíà÷åíèÿ íà K1 è K2

ñîâïàäàþò.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 11. Õîðäîâûå äèàãðàììû îñîáûõ óçëîâ

Theorem

Èíâàðèàíò óçëîâ ïîðÿäêà íå âûøå k ïðèíèìàåò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ íà îñîáûõ óçëàõ ñ k
äâîéíûìè òî÷êàìè, èìåþùèõ îäèíàêîâûå õîðäîâûå äèàãðàììû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü K1,K2 � äâà îñîáûõ óçëà ñ k òî÷êàìè ïðîñòîãî
ñàìîïåðåñå÷åíèÿ, õîðäîâûå äèàãðàììû êîòîðûõ ñîâïàäàþò. Îñóùåñòâèì îáúåìëþùóþ
èçîòîïèþ îñîáîãî óçëà K2, ïåðåâîäÿùóþ åãî â îñîáûé óçåë, ñîâïàäàþùèé ñ K1 â ìàëîé
îêðåñòíîñòè êàæëëîé èç åãî äâîéíûõ òî÷åê. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñêåéí-ñîîòíîøåíèé Âàñèëüåâà, îòâå÷àþùèõ k + 1-é äâîéíîé òî÷êå, ñîåäèíÿþùàÿ îñîáûé
óçåë K1 ñ îñîáûì óçëîì K2:

Ïðè òàêèõ ïðîõîæäåíèÿõ ÷åðåç îñîáûå óçëû ñ äîïîëíèòåëüíîé äâîéíîé òî÷êîé çíà÷åíèå
èíâàðèàíòà ïîðÿäêà íå âûøå k íå èçìåíÿåòñÿ, ïîýòîìó åãî çíà÷åíèÿ íà K1 è K2

ñîâïàäàþò.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 11. 4-÷ëåííûå ñîîòíîøåíèÿ

Corollary

Âñÿêèé èíâàðèàíò óçëîâ ïîðÿäêà íå âûøå k îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ íà õîðäîâûõ

äèàãðàììàõ ñ k õîðäàìè.

Ôóíêöèè íà õîðäîâûõ äèàãðàììàõ, îïðåäåëÿåìûå èíâàðèàíòàìè óçëîâ êîíå÷íîãî
ïîðÿäêà, ïðåäñòàâëÿþò îñîáûé èíòåðåñ. Ïåðâûé âîïðîñ î íèõ, êîòîðûé åñòåñòâåííî
çàäàòü, ñëåäóþùèé: âåðíî ëè, ÷òî ëþáóþ ôóíêöèþ íà õîðäîâûõ äèàãðàììàõ ìîæíî
ïîëó÷èòü èç íåêîòîðîãî èíâàðèàíòà êîíå÷íîãî ïîðÿäêà? Îòâåò îòðèöàòåëüíûé �
îêàçûâàåòñÿ, òàêèå ôóíêöèè äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü íåêîòîðûì ñîîòíîøåíèÿì.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 11. 4-÷ëåííûå ñîîòíîøåíèÿ

Theorem (Â. À. Âàñèëüåâ)

Âñÿêàÿ ôóíêöèÿ f íà õîðäîâûõ äèàãðàììàõ, îïðåäåëÿåìàÿ èíâàðèàíòîì êîíå÷íîãî

ïîðÿäêà, óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì 4-÷ëåííûì ñîîòíîøåíèÿì:

f

 a b

− f

 a b

 = f


a

b

− f

 a
b


Ðèñ.: 4-÷ëåííîå ñîîòíîøåíèå äëÿ õîðäîâûõ äèàãðàìì

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 11. 4-÷ëåííûå ñîîòíîøåíèÿ: äîêàçàòåëüñòâî
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Ðèñ.: Resolutions of the four singular knots corresponding to the terms of the 4-term relation

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 11. Òåîðåìà Êîíöåâè÷à. Âåñîâûå ñèñòåìû

Theorem (Ì. Êîíöåâè÷)

Âñÿêàÿ ôóíêöèÿ íà õîðäîâûõ äèàãðàììàõ ñî çíà÷åíèÿìè â ïîëå C, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
4-÷ëåííûì ñîîòíîøåíèÿì Âàñèëüåâà, ïðîèñõîäèò èç íåêîòîðîãî èíâàðèàíòà êîíå÷íîãî

ïîðÿäêà.

Ýòî íå ñîâñåì òî÷íàÿ ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû, êîòîðàÿ, îäíàêî, äîñòàòî÷íà äëÿ öåëåé
íàøåãî êóðñà.

De�nition

Ôóíêöèè íà õîðäîâûõ äèàãðàììàõ, óäîâëåòâîðÿþùèå 4-÷ëåííûì ñîîòíîøåíèÿì,
íàçûâàþòñÿ âåñîâûìè ñèñòåìàìè.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 11. Òåîðåìà Êîíöåâè÷à. Âåñîâûå ñèñòåìû

Theorem (Ì. Êîíöåâè÷)

Âñÿêàÿ ôóíêöèÿ íà õîðäîâûõ äèàãðàììàõ ñî çíà÷åíèÿìè â ïîëå C, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
4-÷ëåííûì ñîîòíîøåíèÿì Âàñèëüåâà, ïðîèñõîäèò èç íåêîòîðîãî èíâàðèàíòà êîíå÷íîãî

ïîðÿäêà.

Ýòî íå ñîâñåì òî÷íàÿ ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû, êîòîðàÿ, îäíàêî, äîñòàòî÷íà äëÿ öåëåé
íàøåãî êóðñà.

De�nition

Ôóíêöèè íà õîðäîâûõ äèàãðàììàõ, óäîâëåòâîðÿþùèå 4-÷ëåííûì ñîîòíîøåíèÿì,
íàçûâàþòñÿ âåñîâûìè ñèñòåìàìè.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 11. Âåñîâûå cèñòåìû: ïðèìåðû

Example

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü õîðäîâóþ äèàãðàììó êàê âëîæåííûé ãðàô ñ îäíîé âåðøèíîé. Òîãäà
êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè åå ãðàíèöû ÿâëÿåòñÿ âåñîâîé ñèñòåìîé (ñî çíà÷åíèÿìè â
íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ).

Äåéñòâèòåëüíî, êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàíèöû ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò
õîðäîâîé äèàãðàììû D ê õîðäîâîé äèàãðàììå D̃ab.

Example

Õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí χg(D)(c) ãðàôà ïåðåñå÷åíèé g(D) õîðäîâîé äèàãðàììû D
ÿâëÿåòñÿ âåñîâîé ñèñòåìîé (ñî çíà÷åíèÿìè â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé).

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ãðàôà ïåðåñå÷åíèé èìååì g(D ′
ab) = g(D)′ab è g(D̃ ′

ab) = (g(D̃)ab)
′
ab.

Ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ óäàëåíèÿ-ñòÿãèâàíèÿ äëÿ õðîìàòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà, èìååì
χg(D)(c)− χg(D)′ab

(c) = χg(D)′′ab
(c) è χg(D̃ab)

(c)− χ(g(D̃ab))′ab
(c) = χg(D̃ab)′′ab

(c). Äëÿ

äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ãðàôû g(D)′′ab è g(D̃ab)
′′
ab)

åñòåñòâåííî èçîìîðôíû, à çíà÷èò, èõ õðîìàòè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû ñîâïàäàþò.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 11. Âåñîâûå cèñòåìû: ïðèìåðû

Example

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü õîðäîâóþ äèàãðàììó êàê âëîæåííûé ãðàô ñ îäíîé âåðøèíîé. Òîãäà
êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè åå ãðàíèöû ÿâëÿåòñÿ âåñîâîé ñèñòåìîé (ñî çíà÷åíèÿìè â
íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ).
Äåéñòâèòåëüíî, êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàíèöû ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò
õîðäîâîé äèàãðàììû D ê õîðäîâîé äèàãðàììå D̃ab.

Example

Õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí χg(D)(c) ãðàôà ïåðåñå÷åíèé g(D) õîðäîâîé äèàãðàììû D
ÿâëÿåòñÿ âåñîâîé ñèñòåìîé (ñî çíà÷åíèÿìè â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé).

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ãðàôà ïåðåñå÷åíèé èìååì g(D ′
ab) = g(D)′ab è g(D̃ ′

ab) = (g(D̃)ab)
′
ab.

Ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ óäàëåíèÿ-ñòÿãèâàíèÿ äëÿ õðîìàòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà, èìååì
χg(D)(c)− χg(D)′ab

(c) = χg(D)′′ab
(c) è χg(D̃ab)

(c)− χ(g(D̃ab))′ab
(c) = χg(D̃ab)′′ab

(c). Äëÿ

äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ãðàôû g(D)′′ab è g(D̃ab)
′′
ab)

åñòåñòâåííî èçîìîðôíû, à çíà÷èò, èõ õðîìàòè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû ñîâïàäàþò.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 11. Âåñîâûå cèñòåìû: ïðèìåðû

Example

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü õîðäîâóþ äèàãðàììó êàê âëîæåííûé ãðàô ñ îäíîé âåðøèíîé. Òîãäà
êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè åå ãðàíèöû ÿâëÿåòñÿ âåñîâîé ñèñòåìîé (ñî çíà÷åíèÿìè â
íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ).
Äåéñòâèòåëüíî, êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàíèöû ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò
õîðäîâîé äèàãðàììû D ê õîðäîâîé äèàãðàììå D̃ab.

Example

Õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí χg(D)(c) ãðàôà ïåðåñå÷åíèé g(D) õîðäîâîé äèàãðàììû D
ÿâëÿåòñÿ âåñîâîé ñèñòåìîé (ñî çíà÷åíèÿìè â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé).

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ãðàôà ïåðåñå÷åíèé èìååì g(D ′
ab) = g(D)′ab è g(D̃ ′

ab) = (g(D̃)ab)
′
ab.

Ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ óäàëåíèÿ-ñòÿãèâàíèÿ äëÿ õðîìàòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà, èìååì
χg(D)(c)− χg(D)′ab

(c) = χg(D)′′ab
(c) è χg(D̃ab)

(c)− χ(g(D̃ab))′ab
(c) = χg(D̃ab)′′ab

(c). Äëÿ

äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ãðàôû g(D)′′ab è g(D̃ab)
′′
ab)

åñòåñòâåííî èçîìîðôíû, à çíà÷èò, èõ õðîìàòè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû ñîâïàäàþò.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 11. 4-÷ëåííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ãðàôîâ

Õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ãðàôîâ ïåðåñå÷åíèé óäîâëåòâîðÿåò 4-÷ëåííîìó ñîîòíîøåíèþ
äëÿ õîðäîâûõ äèàãðàìì. Îäíàêî äðóãèå èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óäîâëåòâîðÿþùèå
ñîîòíîøåíèþ óäàëåíèÿ-ñòÿãèâàíèÿ, íå îáëàäàþò ýòèì ñâîéñòâîì. Çíà÷èò, íóæíî èñêàòü
4-÷ëåííîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ãðàôîâ, êîòîðîå íà ãðàôàõ ïåðåñå÷åíèé õîðäîâûõ äèàãðàìì
âûãëÿäèò òàê æå, êàê 4-÷ëåííîå ñîîòíîøåíèå Âàñèëüåâà.

De�nition

Èíâàðèàíò f ãðàôîâ íàçûâàåòñÿ 4-èíâàðèàíòîì, åñëè äëÿ ëþáîãî ãðàôà G è ëþáîé ïàðû
âåðøèí (a, b) â íåì, ñîåäèíåííûõ ðåáðîì, îí óäîâëåòâîðÿåò 4-÷ëåííîìó ñîîòíîøåíèþ

f (G )− f (G ′
ab) = f (G̃ab)− f (G̃ ′

ab),

ãäå ÷åðåç G̃ab îáîçíà÷åí ãðàô, ïîëó÷åííûé èç G çàìåíîé ïðèìûêàíèÿ ê a âñåõ âåðøèí,
ñîñåäíèõ ñ b, íà ïðîòèâîïîëîæíîå.

Theorem

Äëÿ ëþáîãî 4-èíâàðèàíòà f ãðàôîâ êîìïîçèöèÿ f ◦ g ÿâëÿåòñÿ âåñîâîé ñèñòåìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïåðàöèÿ G 7→ G̃ab íà ãðàôàõ ïîâòîðÿåò ïðîèñõîäÿùåå ñ ãðàôîì
ïåðåñå÷åíèé õîðäîâîé äèàãðàììû D ïðè åå çàìåíå õîðäîâîé äèàãðàììîé D̃ab.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 11. 4-÷ëåííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ãðàôîâ

Õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ãðàôîâ ïåðåñå÷åíèé óäîâëåòâîðÿåò 4-÷ëåííîìó ñîîòíîøåíèþ
äëÿ õîðäîâûõ äèàãðàìì. Îäíàêî äðóãèå èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óäîâëåòâîðÿþùèå
ñîîòíîøåíèþ óäàëåíèÿ-ñòÿãèâàíèÿ, íå îáëàäàþò ýòèì ñâîéñòâîì. Çíà÷èò, íóæíî èñêàòü
4-÷ëåííîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ãðàôîâ, êîòîðîå íà ãðàôàõ ïåðåñå÷åíèé õîðäîâûõ äèàãðàìì
âûãëÿäèò òàê æå, êàê 4-÷ëåííîå ñîîòíîøåíèå Âàñèëüåâà.
De�nition

Èíâàðèàíò f ãðàôîâ íàçûâàåòñÿ 4-èíâàðèàíòîì, åñëè äëÿ ëþáîãî ãðàôà G è ëþáîé ïàðû
âåðøèí (a, b) â íåì, ñîåäèíåííûõ ðåáðîì, îí óäîâëåòâîðÿåò 4-÷ëåííîìó ñîîòíîøåíèþ

f (G )− f (G ′
ab) = f (G̃ab)− f (G̃ ′

ab),

ãäå ÷åðåç G̃ab îáîçíà÷åí ãðàô, ïîëó÷åííûé èç G çàìåíîé ïðèìûêàíèÿ ê a âñåõ âåðøèí,
ñîñåäíèõ ñ b, íà ïðîòèâîïîëîæíîå.

Theorem

Äëÿ ëþáîãî 4-èíâàðèàíòà f ãðàôîâ êîìïîçèöèÿ f ◦ g ÿâëÿåòñÿ âåñîâîé ñèñòåìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïåðàöèÿ G 7→ G̃ab íà ãðàôàõ ïîâòîðÿåò ïðîèñõîäÿùåå ñ ãðàôîì
ïåðåñå÷åíèé õîðäîâîé äèàãðàììû D ïðè åå çàìåíå õîðäîâîé äèàãðàììîé D̃ab.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 11. 4-÷ëåííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ãðàôîâ

Õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ãðàôîâ ïåðåñå÷åíèé óäîâëåòâîðÿåò 4-÷ëåííîìó ñîîòíîøåíèþ
äëÿ õîðäîâûõ äèàãðàìì. Îäíàêî äðóãèå èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óäîâëåòâîðÿþùèå
ñîîòíîøåíèþ óäàëåíèÿ-ñòÿãèâàíèÿ, íå îáëàäàþò ýòèì ñâîéñòâîì. Çíà÷èò, íóæíî èñêàòü
4-÷ëåííîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ãðàôîâ, êîòîðîå íà ãðàôàõ ïåðåñå÷åíèé õîðäîâûõ äèàãðàìì
âûãëÿäèò òàê æå, êàê 4-÷ëåííîå ñîîòíîøåíèå Âàñèëüåâà.
De�nition

Èíâàðèàíò f ãðàôîâ íàçûâàåòñÿ 4-èíâàðèàíòîì, åñëè äëÿ ëþáîãî ãðàôà G è ëþáîé ïàðû
âåðøèí (a, b) â íåì, ñîåäèíåííûõ ðåáðîì, îí óäîâëåòâîðÿåò 4-÷ëåííîìó ñîîòíîøåíèþ

f (G )− f (G ′
ab) = f (G̃ab)− f (G̃ ′

ab),

ãäå ÷åðåç G̃ab îáîçíà÷åí ãðàô, ïîëó÷åííûé èç G çàìåíîé ïðèìûêàíèÿ ê a âñåõ âåðøèí,
ñîñåäíèõ ñ b, íà ïðîòèâîïîëîæíîå.

Theorem

Äëÿ ëþáîãî 4-èíâàðèàíòà f ãðàôîâ êîìïîçèöèÿ f ◦ g ÿâëÿåòñÿ âåñîâîé ñèñòåìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïåðàöèÿ G 7→ G̃ab íà ãðàôàõ ïîâòîðÿåò ïðîèñõîäÿùåå ñ ãðàôîì
ïåðåñå÷åíèé õîðäîâîé äèàãðàììû D ïðè åå çàìåíå õîðäîâîé äèàãðàììîé D̃ab.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 11. 4-÷ëåííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ãðàôîâ

Õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ãðàôîâ ïåðåñå÷åíèé óäîâëåòâîðÿåò 4-÷ëåííîìó ñîîòíîøåíèþ
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âåðøèí (a, b) â íåì, ñîåäèíåííûõ ðåáðîì, îí óäîâëåòâîðÿåò 4-÷ëåííîìó ñîîòíîøåíèþ

f (G )− f (G ′
ab) = f (G̃ab)− f (G̃ ′

ab),

ãäå ÷åðåç G̃ab îáîçíà÷åí ãðàô, ïîëó÷åííûé èç G çàìåíîé ïðèìûêàíèÿ ê a âñåõ âåðøèí,
ñîñåäíèõ ñ b, íà ïðîòèâîïîëîæíîå.

Theorem

Äëÿ ëþáîãî 4-èíâàðèàíòà f ãðàôîâ êîìïîçèöèÿ f ◦ g ÿâëÿåòñÿ âåñîâîé ñèñòåìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïåðàöèÿ G 7→ G̃ab íà ãðàôàõ ïîâòîðÿåò ïðîèñõîäÿùåå ñ ãðàôîì
ïåðåñå÷åíèé õîðäîâîé äèàãðàììû D ïðè åå çàìåíå õîðäîâîé äèàãðàììîé D̃ab.
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