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Ëåêöèÿ 12. Àëãåáðà Õîïôà õîðäîâûõ äèàãðàìì

Â îòëè÷èå îò ãðàôîâ è äåëüòà-ìàòðîèäîâ âëîæåííûå ãðàôû è, â ÷àñòíîñòè, õîðäîâûå
äèàãðàììû íå ïîðîæäàþò àëãåáðó Õîïôà: íåïîíÿòíî, êàê èõ óìíîæàòü. Ñèòóàöèÿ,
îäíàêî, ðåçêî ìåíÿåòñÿ, åñëè ïðîôàêòîðèçîâàòü ïðîñòðàíñòâî õîðäîâûõ äèàãðàìì ïî
4-÷ëåííûì ñîîòíîøåíèÿì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Cn ðåçóëüòàò ôàêòîðèçàöèè âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäåííîãî
õîðäîâûìè äèàãðàììàìè ñ n õîðäàìè, ïî ïîäïðîñòðàíñòâó, ïîðîæäåííîìó 4-÷ëåííûìè
ýëåìåíòàìè
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äëÿ âñåõ õîðäîâûõ äèàãðàìì è âñåõ ïàð õîðä a, b ñ ñîñåäíèìè êîíöàìè â íèõ.
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Ëåêöèÿ 12. Àëãåáðà Õîïôà õîðäîâûõ äèàãðàìì

Ââåäåì íà ïðÿìîé ñóììå
C = C0 ⊕ C1 ⊕ C2 ⊕ . . .

îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ, îïðåäåëèâ ïðîèçâåäåíèå äâóõ õîðäîâûõ äèàãðàìì êàê ðåçóëüòàò èõ
ñêëåéêè ïîñëå ðàçðûâà êàæäîé èç íèõ â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå.

Theorem

Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ â C êîððåêòíî îïðåäåëåíà, ò.å ðåçóëüòàò óìíîæåíèÿ íå çàâèñèò îò

âûáîðà òî÷åê ðàçðûâà â êàæäîì èç ñîìíîæèòåëåé.

Äîêàçàòåëüñòâî.
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Êîóìíîæåíèå äëÿ õîðäîâûõ äèàãðàìì ìû îáñóæäàëè ðàíüøå. Îíî îòîáðàæàåò õîðäîâóþ
äèàãðàììó D â ñóììó òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèé äâóõ õîðäîâûõ äèàãðàìì, îáðàçîâàííûõ
ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà åå õîðä íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà,

µ : D 7→
∑

UtW=V (D)

D(U)⊗ D(W ).

Theorem

Ââåäåííûå òàêèì îáðàçîì óìíîæåíèå è êîóìíîæåíèå ïðåâðàùàþò âåêòîðíîå

ïðîñòðàíñòâî C â ñâÿçíóþ ãðàäóèðîâàííóþ êîììóòàòèâíóþ êîêîììóòàòèâíóþ àëãåáðó

Õîïôà.

Î÷åðåäíîå ïðèìåíåíèå òåîðåìû Ìèëíîðà�Ìóðà äàåò

Theorem

Àëãåáðà Õîïôà C ÿâëÿåòñÿ àëãáðîé Õîïôà ìíîãî÷ëåíîâ îò ñâîèõ ïðèìèòèâíûõ

ýëåìåíòîâ.

Çàäà÷à. Âû÷èñëèòü ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâ Cn.
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Ëåêöèÿ 12. Ãðàôû ïî ìîäóëþ 4-÷ëåííûõ ñîîòíîøåíèé

Îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå õîðäîâîé äèàãðàììå åå ãðàô ïåðåñå÷åíèé, ïðîäîëæàåòñÿ
ïî ëèíåéíîñòè äî ãðàäóèðîâàííîãî ãîìîìîðôèçìà àëãåáð Õîïôà g : C → G.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Fn, n = 0, 1, 2, . . . , ôàêòîðïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà ãðàôîâ Gn ñ n
âåðøèíàìè ïî ïîäïðîñòðàíñòâó 4-÷ëåííûõ ýëåìåíòîâ, ïîðîæäåííîìó ëèíåéíûìè
êîìáèíàöèÿìè G −G ′ab − G̃ab + G̃ ′ab. Çäåñü G � ãðàô ñ n âåðøèíàìè, a, b � ïðîèçâîëüíàÿ
ïàðà âåðøèí â íåì.
Ïðÿìàÿ ñóììà F = F0 ⊕F1 ⊕F2 ⊕ . . . íàäåëÿåòñÿ åñòåñòâåííîé ñòðóêòóðîé
ãðàäèðîâàííîé êîììóòàòèâíîé êîêîììóòàòèâíîé àëãåáðû Õîïôà. Ïðîåêöèÿ G → F ,
ïåðåâîäÿùàÿ âñÿêèé ãðàô â åãî êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì àëãåáð
Õîïôà. Êîìïîçèöèÿ ýòîé ïðîåêöèè ñ îòîáðàæåíèåì g ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì àëãåáð
Õîïôà C → F , êîòîðûé ìû òîæå áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç g .
Çàäà÷à. Íàéòè ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâ Fn.
Çàäà÷à. Âåðíî ëè, ÷òî îòîáðàæåíèå g : C → F ÿâëÿåòñÿ ýïèìîðôèçìîì?
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Çàäà÷à. Íàéòè ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâ Fn.
Çàäà÷à. Âåðíî ëè, ÷òî îòîáðàæåíèå g : C → F ÿâëÿåòñÿ ýïèìîðôèçìîì?

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 12. 4-÷ëåííîå ñîîòíîøåíèå äëÿ âëîæåííûõ ãðàôîâ

Âëîæåííûå ãðàôû ñâÿçàíû ñ èíâàðèàíòàìè êîíå÷íîãî ïîðÿäêà çàöåïëåíèé òàê æå, êàê
õîðäîâûå äèàãðàììû ñâÿçàíû ñ èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî ïîðÿäêà óçëîâ: îñîáîìó
çàöåïëåíèþ ñîïîñòàâëÿåòñÿ âëîæåííûé ãðàô, âåðøèíû êîòîðîãî � êîìïîíåíòû
çàöåïëåíèÿ, ðåáðà � äâîéíûå òî÷êè. Âñÿêîìó èíâàðèàíòó çàöåïëåíèé ïîðÿäêà íå âûøå n
ñîïîñòàâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ íà âëîæåííûõ ãðàôàõ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ 4-÷ëåííîìó
ñîîòíîøåíèþ äëÿ íèõ. 4-÷ëåííîå ñîîòíîøåíèå äëÿ âëîæåííûõ ãðàôîâ â òî÷íîñòè
ñîâïàäàåò ñ 4-÷ëåííûì äëÿ õîðäîâûõ äèàãðàìì, òîëüêî õîðäû ìîãóò ñîåäèíÿòü
ðàçëè÷íûå âåðøèíû.
Â 4-÷ëåííîì ñîîòíîøåíèè äëÿ âëîæåííûõ ãðàôîâ ìîãóò ó÷àñòâîâàòü 1, 2 èëè 3 âåðøèíû.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 12. 4-÷ëåííîå ñîîòíîøåíèå äëÿ âëîæåííûõ ãðàôîâ è àëãåáðû

Õîïôà äåëüòà-ìàòðîèäîâ

4-÷ëåííîå ñîîòíîøåíèå äëÿ âëîæåííûõ ãðàôîâ íå ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ñòðóêòóðó
àëãåáðû Õîïôà íà ïðîñòðàíñòâå âëîæåííûõ ãðàôîâ. Îäíàêî åãî ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü
íà äåëüòà-ìàòðîèäû òàê æå, êàê îíî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà âëîæåííûå ãðàôû.
Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà îðèåíòèðîâàííûõ äåëüòà-ìàòðîèäîâ ïî
ïîäïðîñòðàíñòâó, ïîðîæäåííîìó 4-÷ëåííûìè ýëåìåíòàìè, íàäåëÿåòñÿ åñòåñòâåííîé
ñòðóêòóðîé àëãåáðû Õîïôà, èíäóöèðîâàííîé ñòðóêòóðîé àëãåáðû Õîïôà íà ïðîñòðàíñòâå
äåëüòà-ìàòðîèäîâ.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 12. Ïðèìåð âåñîâîé ñèñòåìû äëÿ ãðàôîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ

Ïóñòü D � õîðäîâàÿ äèàãðàììà. Ðàçîðâåì åå îêðóæíîñòü â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå, ïîëó÷èì
äóãîâóþ äèàãðàììó. Ýòà äóãîâàÿ äèàãðàììà çàäàåò îðèåíòàöèþ íà ãðàôå ïåðåñå÷åíèé
õîðäîâîé äèàãðàììû: ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå âåðøèíû a è b, îðèåíòèðóåòñÿ îò a ê b, åñëè
ëåâûé êîíåö äóãè a íàõîäèòñÿ ëåâåå ëåâîãî êîíöà äóãè b. Ñîïîñòàâèì ïîëó÷åííîìó
îðèåíòèðîâàííîìó ãðàôó ~G åãî êîñîñèììåòðè÷åñêóþ ìàòðèöó ñìåæíîñòè A~G � íà
ïåðåñå÷åíèè i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà ñòîèò +1, åñëè ðåáðî ij îðèåíòèðîâàíî îò i ê j , −1,
åñëè îíî îðèåíòèðîâàíî îò j ê i , è 0, åñëè ýòè âåðøèíû íå ñîåäèíåíû ìåæäó ñîáîé.

Theorem

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí êîñîñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû ñìåæíîñòè A~G íå çàâèñèò

îò âûáîðà òî÷êè ðàçðûâà îêðóæíîñòè.

Ýòîò îáùèé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí QD(u) áóäåì íàçûâàòü
êîñîõàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì õîðäîâîé äèàãðàììû.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 12. Ïðèìåð âåñîâîé ñèñòåìû äëÿ ãðàôîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ

Ïóñòü D � õîðäîâàÿ äèàãðàììà. Ðàçîðâåì åå îêðóæíîñòü â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå, ïîëó÷èì
äóãîâóþ äèàãðàììó. Ýòà äóãîâàÿ äèàãðàììà çàäàåò îðèåíòàöèþ íà ãðàôå ïåðåñå÷åíèé
õîðäîâîé äèàãðàììû: ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå âåðøèíû a è b, îðèåíòèðóåòñÿ îò a ê b, åñëè
ëåâûé êîíåö äóãè a íàõîäèòñÿ ëåâåå ëåâîãî êîíöà äóãè b. Ñîïîñòàâèì ïîëó÷åííîìó
îðèåíòèðîâàííîìó ãðàôó ~G åãî êîñîñèììåòðè÷åñêóþ ìàòðèöó ñìåæíîñòè A~G � íà
ïåðåñå÷åíèè i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà ñòîèò +1, åñëè ðåáðî ij îðèåíòèðîâàíî îò i ê j , −1,
åñëè îíî îðèåíòèðîâàíî îò j ê i , è 0, åñëè ýòè âåðøèíû íå ñîåäèíåíû ìåæäó ñîáîé.

Theorem

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí êîñîñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû ñìåæíîñòè A~G íå çàâèñèò

îò âûáîðà òî÷êè ðàçðûâà îêðóæíîñòè.

Ýòîò îáùèé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí QD(u) áóäåì íàçûâàòü
êîñîõàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì õîðäîâîé äèàãðàììû.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 12. Ïðèìåð âåñîâîé ñèñòåìû äëÿ ãðàôîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ

Ïîíÿòèå êîñîõàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà ëþáûå
(íåîðèåíòèðîâàííûå, ïðîñòûå) ãðàôû. Ïóñòü G � ïðîñòîé ãðàô. Ïîëîæèì

QG (u) =
∑

U⊂V (G)

ν(G |U)u|V (G)|−|U|,

ãäå ñóììèðîâàíèå èäåò ïî âñåì ïîäìíîæåñòâàì U ìíîæåñòâà âåðøèí V (G ) ãðàôà G .

Theorem

Êîñîõàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ãðàôîâ ÿâëÿåòñÿ 4-èíâàðèàíòîì.

Theorem

Ïóñòü G = g(D) � ãðàô ïåðåñå÷åíèé õîðäîâîé äèàãðàììû D. Òîãäà QG (u) = QD(u).

Theorem

Çíà÷åíèå êîñîõàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà íà ïðîåêöèè ãðàôà íà ïîäïðîñòðàíñòâî

ïðèìèòèâíûõ ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé. Ýòà êîíñòàíòà ðàâíà íåâûðîæäåííîñòè ãðàôà.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 12. Ïðèìåð âåñîâîé ñèñòåìû äëÿ ãðàôîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ

Ïîíÿòèå êîñîõàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà ëþáûå
(íåîðèåíòèðîâàííûå, ïðîñòûå) ãðàôû. Ïóñòü G � ïðîñòîé ãðàô. Ïîëîæèì

QG (u) =
∑

U⊂V (G)

ν(G |U)u|V (G)|−|U|,

ãäå ñóììèðîâàíèå èäåò ïî âñåì ïîäìíîæåñòâàì U ìíîæåñòâà âåðøèí V (G ) ãðàôà G .

Theorem

Êîñîõàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ãðàôîâ ÿâëÿåòñÿ 4-èíâàðèàíòîì.

Theorem

Ïóñòü G = g(D) � ãðàô ïåðåñå÷åíèé õîðäîâîé äèàãðàììû D. Òîãäà QG (u) = QD(u).

Theorem

Çíà÷åíèå êîñîõàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà íà ïðîåêöèè ãðàôà íà ïîäïðîñòðàíñòâî

ïðèìèòèâíûõ ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé. Ýòà êîíñòàíòà ðàâíà íåâûðîæäåííîñòè ãðàôà.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 12. Ïðèìåð âåñîâîé ñèñòåìû äëÿ ãðàôîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ

Ïîíÿòèå êîñîõàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà ëþáûå
(íåîðèåíòèðîâàííûå, ïðîñòûå) ãðàôû. Ïóñòü G � ïðîñòîé ãðàô. Ïîëîæèì

QG (u) =
∑

U⊂V (G)

ν(G |U)u|V (G)|−|U|,

ãäå ñóììèðîâàíèå èäåò ïî âñåì ïîäìíîæåñòâàì U ìíîæåñòâà âåðøèí V (G ) ãðàôà G .

Theorem

Êîñîõàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ãðàôîâ ÿâëÿåòñÿ 4-èíâàðèàíòîì.

Theorem

Ïóñòü G = g(D) � ãðàô ïåðåñå÷åíèé õîðäîâîé äèàãðàììû D. Òîãäà QG (u) = QD(u).

Theorem

Çíà÷åíèå êîñîõàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà íà ïðîåêöèè ãðàôà íà ïîäïðîñòðàíñòâî

ïðèìèòèâíûõ ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé. Ýòà êîíñòàíòà ðàâíà íåâûðîæäåííîñòè ãðàôà.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 12. Ïðèìåð âåñîâîé ñèñòåìû äëÿ ãðàôîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ

Ïîíÿòèå êîñîõàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà ëþáûå
(íåîðèåíòèðîâàííûå, ïðîñòûå) ãðàôû. Ïóñòü G � ïðîñòîé ãðàô. Ïîëîæèì

QG (u) =
∑

U⊂V (G)

ν(G |U)u|V (G)|−|U|,

ãäå ñóììèðîâàíèå èäåò ïî âñåì ïîäìíîæåñòâàì U ìíîæåñòâà âåðøèí V (G ) ãðàôà G .

Theorem

Êîñîõàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ãðàôîâ ÿâëÿåòñÿ 4-èíâàðèàíòîì.

Theorem

Ïóñòü G = g(D) � ãðàô ïåðåñå÷åíèé õîðäîâîé äèàãðàììû D. Òîãäà QG (u) = QD(u).

Theorem

Çíà÷åíèå êîñîõàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà íà ïðîåêöèè ãðàôà íà ïîäïðîñòðàíñòâî

ïðèìèòèâíûõ ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé. Ýòà êîíñòàíòà ðàâíà íåâûðîæäåííîñòè ãðàôà.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 12. Ïðèìåð âåñîâîé ñèñòåìû äëÿ ãðàôîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ

Ïîñêîëüêó íåâûðîæäåííîñòü îïðåäåëåíà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âëîæåííûõ ãðàôîâ è
äåëüòà-ìàòðîèäîâ, êîñîõàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí òàêæå ìîæíî îïðåäåëèòü äëÿ
äåëüòà-ìàòðîèäîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ñåìèíàðû 12. Çàäà÷è

Âû÷èñëèòå ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâ õîðäîâûõ äèàãðàìì, ïðîôàêòîðèçîâàííûõ ïî
4-÷ëåííûì ñîîòíîøåíèÿì C2, C3, C4, C5.

Âû÷èñëèòå ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâ ãðàôîâ, ïðîôàêòîðèçîâàííûõ ïî 4-÷ëåííûì
ñîîòíîøåíèÿì F2,F3,F4,F5.
Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå g : Cn → Fn ïðè n = 2, 3, 4, 5 ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ñåìèíàðû 12. Çàäà÷è

Âû÷èñëèòå ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâ õîðäîâûõ äèàãðàìì, ïðîôàêòîðèçîâàííûõ ïî
4-÷ëåííûì ñîîòíîøåíèÿì C2, C3, C4, C5.
Âû÷èñëèòå ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâ ãðàôîâ, ïðîôàêòîðèçîâàííûõ ïî 4-÷ëåííûì
ñîîòíîøåíèÿì F2,F3,F4,F5.

Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå g : Cn → Fn ïðè n = 2, 3, 4, 5 ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ñåìèíàðû 12. Çàäà÷è

Âû÷èñëèòå ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâ õîðäîâûõ äèàãðàìì, ïðîôàêòîðèçîâàííûõ ïî
4-÷ëåííûì ñîîòíîøåíèÿì C2, C3, C4, C5.
Âû÷èñëèòå ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâ ãðàôîâ, ïðîôàêòîðèçîâàííûõ ïî 4-÷ëåííûì
ñîîòíîøåíèÿì F2,F3,F4,F5.
Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå g : Cn → Fn ïðè n = 2, 3, 4, 5 ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ñåìèíàðû 12. Çàäà÷è

Äîêàæèòå ñëåäóþùóþ ôîðìóëó, âûðàæàþùóþ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ

m(t) =
∞∑
i=0

dim Hi t
i

äëÿ ðàçìåðíîñòåé îäíîðîäíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Hi â ïîëèíîìèàëüíîé àëãåáðå
Õîïôà H = H0 ⊕H1 ⊕ . . . ÷åðåç ðàçìåðíîñòè pi = dim P(Hi ) ïîäïðîñòðàíñòâ
ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ â íèõ. (Äðóãèìè ñëîâàìè, pi � êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ
âåñà i â ïîëèíîìèàëüíîé àëãåáðå.):

m(t) =
1

(1− t)p1(1− t2)p2(1− t3)p3 . . .
.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ïðåäûäóùåé ôîðìóëîé, âû÷èñëèòå ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâ
ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ â C2, C3, C4, C5.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ñåìèíàðû 12. Çàäà÷è

Äîêàæèòå ñëåäóþùóþ ôîðìóëó, âûðàæàþùóþ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ

m(t) =
∞∑
i=0

dim Hi t
i

äëÿ ðàçìåðíîñòåé îäíîðîäíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Hi â ïîëèíîìèàëüíîé àëãåáðå
Õîïôà H = H0 ⊕H1 ⊕ . . . ÷åðåç ðàçìåðíîñòè pi = dim P(Hi ) ïîäïðîñòðàíñòâ
ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ â íèõ. (Äðóãèìè ñëîâàìè, pi � êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ
âåñà i â ïîëèíîìèàëüíîé àëãåáðå.):

m(t) =
1

(1− t)p1(1− t2)p2(1− t3)p3 . . .
.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ïðåäûäóùåé ôîðìóëîé, âû÷èñëèòå ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâ
ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ â C2, C3, C4, C5.
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Ïðîâåðüòå íà ãðàôàõ ñ 4 âåðøèíàìè, ÷òî êîñîõàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ãðàôà
ÿâëÿåòñÿ 4-èíâàðèàíòîì.

Âû÷èñëèòå êîñîõàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí à) ïîëíîãî ãðàôà íà n âåðøèíàõ Kn;
á) ïîëíîãî äâóäîëüíîãî ãðàôà Km,n ñ äîëÿìè ðàçìåðîâ m è n.
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Êàê ìåíÿåòñÿ äåëüòà-ìàòðîèä âëîæåííîãî ãðàôà ïðè ïåðâîì è âòîðîì äâèæåíèÿõ
Âàñèëüåâà? Äàéòå îïðåäåëåíèå ýòèõ èçìåíåíèé äëÿ ïðîèçâîëüíûõ áèíàðíûõ
äåëüòà-ìàòðîèäîâ è ââåäèòå ïîíÿòèå 4-÷ëåííîãî îòíîøåíèÿ äëÿ íèõ.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ


