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ðåøåíèÿ

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èçâåñòíî äîâîëüíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî íåëèíåéíûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, êîòîðûå â òîì èëè èíîì ñìûñëå äîïóñ-
êàþò òî÷íîå ðåøåíèå (ÿâëÿþòñÿ èíòåãðèðóåìûìè), è êîòîðûå ñòîëü æå âàæíû äëÿ
ïðèëîæåíèé, êàê è òðàäèöèîííûå ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, õî-
òÿ è ðåøàþòñÿ ñîâåðøåííî äðóãèìè ìåòîäàìè. Ñðåäè íèõ èìåþòñÿ òàêèå èçâåñòíûå
óðàâíåíèÿ, êàê óðàâíåíèå Êîðòåâåãà-äå Ôðèçà, óðàâíåíèå Êàäîìöåâà-Ïåòâèàøâèëè,
íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà, óðàâíåíèå sine-Ãîðäîí è äðóãèå.
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Óðàâíåíèå Êîðòåâåãà-äå Ôðèçà (ÊäÔ) áûëî ïðåäëîæåíî â 1895 ã. äëÿ îïèñàíèÿ
âîëí íà ìåëêîé âîäå. Ðàñïðîñòðàíåíèå âîçìóùåíèé â íåëèíåéíîé ñðåäå ñ äèñïåðñèåé
â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ òàêæå ïðîèñõîäèò ñîãëàñíî óðàâíåíèþ ÊäÔ.

Íàâîäÿùèå ñîîáðàæåíèÿ òàêîâû.

Âîëíîâîå óðàâíåíèå utt = c2uxx èìååò îáùåå ðåøåíèå â âèäå ñóïåðïîçèöèè âîëí,
áåãóùèõ íàïðàâî è íàëåâî ñî ñêîðîñòüþ c: u(x, t) = f(x − ct) + g(x + ct). Ïàðàìåòð
c èìååò ñìûñë ñêîðîñòè çâóêà. Åñëè íà÷àëüíîå âîçìóùåíèå áûëî ëîêàëèçîâàíî â
îãðàíè÷åííîé îáëàñòè, ñïóñòÿ êàêîå-òî âðåìÿ ìû îáíàðóæèì äâå ëîêàëèçîâàííûå
ðàçáåãàþùèåñÿ âîëíû, ïðè÷åì îäíà äâèæåòñÿ íàëåâî, à äðóãàÿ íàïðàâî. Èõ ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü íåçàâèñèìî. Áóäåì ñëåäèòü òîëüêî çà âîëíîé, áåãóùåé íàëåâî; îíà
ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà ut = cux.

Íåëèíåéíûå ýôôåêòû ïðèâîäÿò ê òîìó, ÷òî ñêîðîñòü âîëíû íà÷èíàåò çàâèñåòü îò
àìïëèòóäû; â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ýòó çàâèñèìîñòü ìîæíî ñ÷èòàòü ëèíåéíîé: c(u) =
c + αu + . . .. Òàêèì îáðàçîì, ó÷åò íåëèíåéíîñòè äàåò ïîïðàâêó αuux, è óðàâíåíèå
ïðèîáðåòàåò âèä ut = cux + αuux.

Òåïåðü ó÷òåì ïîïðàâêó, ñâÿçàííóþ ñ äèñïåðñèåé. Çàêîí äèñïåðñèè � ýòî çàâè-
ñèìîñòü ÷àñòîòû âîëíû ω = ω(k) îò âîëíîâîãî ÷èñëà k â ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíå
eiωt+ikx. Äëÿ ðåøåíèé âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ýòà çàâèñèìîñòü ëèíåéíà: ω(k) = ck. Ëåã-
êî âèäåòü, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå â ñèñòåìàõ áåç äèññèïàöèè ðàçëîæåíèå ôóíêöèè ω(k)
ïðè ìàëûõ k äîëæíî èäòè ïî íå÷åòíûì ñòåïåíÿì k. Â ñàìîì äåëå, çàêîí äèñïåðñèè
ïîëó÷àåòñÿ èç ïîäñòàíîâêè àíçàöà u(x, t) = eiωt+ikx â íåêîòîðîå äèôôåðåíöèàëü-
íîå óðàâíåíèå ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, è ðåçóëüòàò çàïèøåòñÿ â âèäå
çàâèñèìîñòè iω îò ik ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. ×òîáû ÷àñòîòà ω áûëà âå-
ùåñòâåííîé ïðè âåùåñòâåííûõ k (÷òî è åñòü îòñóòñòâèå äèññèïàöèè), íåîáõîäèìî,
÷òîáû ðàçëîæåíèå øëî ïî íå÷åòíûì ñòåïåíÿì ik. Â ñëó÷àå, êîãäà çàêîí äèñïåðñèè
ëèøü íåìíîãî îòëè÷àåòñÿ îò ëèíåéíîãî, ìû ìîæåì óäåðæàòü òîëüêî ïåðâûé ïîïðà-
âî÷íûé ÷ëåí: ω(k) = ck − βk3. ×òîáû ïîëó÷èòü òàêîé çàêîí äèñïåðñèè, â âîëíîâîå
óðàâíåíèå íàäî äîáàâèòü ïîïðàâî÷íûé ÷ëåí ñ òðåòüåé ïðîèçâîäíîé.

Ïðè îäíîâðåìåííîì ó÷åòå ïîïðàâîê, ñâÿçàííûõ ñ íåëèíåéíîñòüþ è äèñïåðñèåé,
èìååì:

ut = cux −→ ut = cux + αuux + βuxxx.

Êîýôôèöèåíòû ïåðåä ïîïðàâî÷íûìè ÷ëåíàìè ìîãóò áûòü ìàëû, íî åñëè u âåëèêî
èëè áûñòðî ìåíÿåòñÿ íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ, ýòè ÷ëåíû ñòàíîâÿòñÿ ñóùåñòâåííûìè.
Åñëè ïåðåéòè â ñèñòåìó îòñ÷åòà, äâèãàþùóþñÿ íàëåâî ñî ñêîðîñòüþ çâóêà c, ïîëó÷èì
óðàâíåíèå ÊäÔ

ut = αuux + βuxxx.

Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå α = 0 (îòñóòñòâóåò íåëèíåéíîñòü) óðàâíåíèå ðåøàåòñÿ ïðå-
îáðàçîâàíèåì Ôóðüå. Ïðè β = 0 (îòñóòñòâóåò äèñïåðñèÿ) èìååì óðàâíåíèå Õîïôà
ut = αuux, êîòîðîå, êàê è ëþáîå óðàâíåíèå âèäà ut = V (u)ux, ðåøàåòñÿ ìåòîäîì
õàðàêòåðèñòèê. Îáùåå ðåøåíèå çàïèñûâàåòñÿ â íåÿâíîì âèäå x + αut = f(u) ñ ïðî-
èçâîëüíîé ôóíêöèåé f . Çàìå÷àòåëüíî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå α ̸= 0 è β ̸= 0 óðàâíåíèå
ÊäÔ òîæå ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü, õîòÿ è ñîâñåì äðóãèìè ìåòîäàìè.

Âûáîðîì ñèñòåìû åäèíèö ìîæíî èçáàâèòüñÿ îò êîýôôèöèåíòîâ α, β. Çàôèêñè-
ðóåì èõ ñëåäóþùèì îáðàçîì: α = 3/2, β = 1/4, òàê ÷òî óðàâíåíèå ÊäÔ ïðèìåò
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âèä
4ut = 6uux + uxxx,

êîòîðûé áóäåì íàçûâàòü êàíîíè÷åñêèì.

Ïðèìåð òî÷íîãî ðåøåíèÿ: ñîëèòîí. Ìîæíî ïîïðîáîâàòü èñêàòü ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ ÊäÔ â âèäå áåãóùåé âîëíû: u(x, t) = f(x+ vt) ñ v > 0. Ïîäñòàâèâ ýòîò àíçàö
â óðàâíåíèå ÊäÔ, ïîëó÷èì îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå òðåòüåãî
ïîðÿäêà 4vf ′ = 6ff ′ + f ′′′, â êîòîðîì ìîæíî ñíÿòü îäíó ïðîèçâîäíóþ:

4vf = 3f 2 + f ′′ + C1.

Óìíîæèâ ýòî óðàâíåíèå íà f ′, âèäèì, ÷òî åãî ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü åùå îäèí
ðàç:

f ′2 = 4vf 2 − 2f 3 − 2C1f − C2,

ãäå C1, C2 � íåêîòîðûå êîíñòàíòû. Ýòî óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà ìîæíî ïðîèíòå-
ãðèðîâàòü ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì è ïîëó÷èòü ðåøåíèå â âèäå

x− x0 =
∫ f dy√

4vy2 − 2y3 − 2C1y − C2

.

Â îáùåì ñëó÷àå C1 ̸= 0, C2 ̸= 0 ýòî ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë. Îäíàêî, åñëè èñêàòü
ðåøåíèÿ, ñïàäàþùèå âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè íà áåñêîíå÷íîñòè, íàäî ïîëî-
æèòü C1 = C2 = 0, è òîãäà èíòåãðàë áåðåòñÿ â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷àåì

2
√
v (x− x0) = log

(
2
√
v −

√
4v − 2f

2
√
v +

√
4v − 2f

)
,

èëè

f(x) =
2v

cosh2(
√
v (x− x0))

.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ÊäÔ èìååò âèä

u(x, t) =
2v

cosh2(
√
v (x− x0 + vt))

,

ãäå v � ïðîèçâîëüíûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð. Ýòî çíàìåíèòîå îäíîñîëèòîííîå
ðåøåíèå (ñîëèòîí). Îíî îïèñûâàåò ëîêàëèçîâàííîå âîçìóùåíèå, êîòîðîå äâèæåò-
ñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v, ñîõðàíÿÿ ñâîþ ôîðìó. Îòìåòèì, ÷òî ñêîðîñòü ýòîãî
âîçìóùåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà åãî àìïëèòóäå. Ñ òî÷êè çðåíèÿ èñõîäíîãî âîëíîâîãî
óðàâíåíèÿ ñ ïîïðàâêàìè ñîëèòîí äâèæåòñÿ ñî ñâåðõçâóêîâîé ñêîðîñòüþ c + v (ïî-
ñêîëüêó óðàâíåíèå ÊäÔ íàïèñàíî â ñèñòåìå îòñ÷åòà, óæå äâèæóùåéñÿ ñî ñêîðîñòüþ
çâóêà c).

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå òî÷íûõ ðåøåíèé â âèäå áåãóùåé âîëíû íè â êîåé
ìåðå íå ÿâëÿåòñÿ ñïåöèôèêîé óðàâíåíèÿ ÊäÔ, à åñòü îáùåå ñâîéñòâî âñåõ ýâîëþöè-
îííûõ óðàâíåíèé âèäà ut = F [u, ux, . . .]. Óðàâíåíèå ÊäÔ âûäåëåíî òåì, ÷òî ó íåãî
ñóùåñòâóþò òî÷íûå ìíîãîñîëèòîííûå ðåøåíèÿ, êîòîðûå îïèñûâàþò ñóïåðïîçèöèþ
íåñêîëüêèõ ñîëèòîíîâ è èõ âçàèìîäåéñòâèå.
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Êîììóòàöèîííîå ïðåäñòàâëåíèå óðàâíåíèÿ ÊäÔ. Ìåòîäû, ïîçâîëÿþùèå íàé-
òè òî÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ÊäÔ îñíîâàíû íà åãî êîììóòàöèîííîì ïðåäñòàâëå-
íèè.

Òåîðåìà. Óðàâíåíèå ÊäÔ 4ut = 6uux + uxxx ýêâèâàëåíòíî îïåðàòîðíîìó ñîîò-

íîøåíèþ

∂tL = [A, L],

ãäå L, A � äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû

L = ∂2x + u, A = ∂3x +
3

2
u∂x +

3

4
ux, ∂x := ∂/∂x.

Äîêàçàòåëüñòâî çàêëþ÷àåòñÿ â ïðÿìîì âû÷èñëåíèè. Ýòî îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå
íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (èëè ïðåäñòàâëåíèåì) Ëàêñà (äëÿ ÊäÔ), à L � îïåðàòîðîì
Ëàêñà. Ïàðà îïåðàòîðîâ L, A, âõîäÿùèõ â ýòî êîììóòàöèîííîå ñîîòíîøåíèå íàçû-
âàåòñÿ ïàðîé Ëàêñà. Óðàâíåíèå Ëàêñà ìîæíî åùå çàïèñàòü â âèäå [∂t − A, L] = 0.
Îòìåòèì, ÷òî L � ýðìèòîâ îïåðàòîð (L† = L), à A � àíòèýðìèòîâ (A† = −A).

Îòìåòèì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà íå åäèíñòâåííî. Íàïðèìåð, óðàâíåíèå Ëàêñà
äëÿ îïåðàòîðîâ L = ∂4x + 2u∂2x + ux∂x, A = ∂3x +

3
2
u∂x ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ ÊäÔ â

ôîðìå 2ut + 3uux + uxxx = 0.

Ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà îçíà÷àåò, ÷òî L(t) = U(t)L(0)U−1(t), ãäå U � íåêîòîðûé
îïåðàòîð (ïðè ýòîì A = ∂tU U

−1). Îòñþäà ñëåäóåò âàæíåéøèé âûâîä:

ñïåêòð îïåðàòîðà L íå çàâèñèò îò âðåìåíè,

ò.å. ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ. Ñîîòâåòñòâåííî, íå çàâèñÿò îò âðåìåíè det(λ−L),
tr (λ − L)−1. Ðàçëàãàÿ ýòè âåëè÷èíû ïî ñòåïåíÿì λ, â ïðèíöèïå ìîæíî ïîñòðîèòü
áåñêîíå÷íûé íàáîð èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ. Ïðàêòè÷åñêè, îäíàêî, íà ýòîì ïóòè âîç-
íèêàþò äâå ïðîáëåìû: à) òðåáóåòñÿ óòî÷íèòü, êàê ïîíèìàòü îïåðàöèè det è tr äëÿ
îïåðàòîðîâ â ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå, á) íåÿñíî, êàê âûäåëèòü èç ýòîãî ñå-
ìåéñòâà ëîêàëüíûå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ, ò.å. òàêèå, ïëîòíîñòè êîòîðûõ â ëþáîé
òî÷êå çàâèñÿò òîëüêî îò çíà÷åíèÿ ôóíêöèè u è åå ïðîèçâîäíûõ ïî x â ýòîé òî÷êå.

Âñïîìîãàòåëüíûå ëèíåéíûå çàäà÷è è ôóíêöèÿ Áåéêåðà-Àõèåçåðà. Óðàâ-
íåíèå Ëàêñà ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì ñîâìåñòíîñòè ïåðåîïðåäåëåííîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (âñïîìîãàòåëüíûõ ëèíåéíûõ çàäà÷)

Lψ = z2ψ,

∂tψ = Aψ.

Ñîâìåñòíîñòü îçíà÷àåò íàëè÷èå áîëüøîãî çàïàñà îáùèõ ðåøåíèé. Ïðè u = 0 èìååì
î÷åâèäíîå îáùåå ðåøåíèå ψ = ezx+z3t. Ïðè u ̸= 0 ðåøåíèå ìîæíî èñêàòü â âèäå ðÿäà
ïî îáðàòíûì ñòåïåíÿì z:

ψ(x, t; z) = ezx+z3t

(
1 +

ξ1
z
+
ξ2
z2

+ . . .

)
, z → ∞.

4



Çäåñü ξi çàâèñÿò òîëüêî îò x (è îò t) è âûðàæàþòñÿ ÷åðåç u ïîäñòàíîâêîé ðÿäà äëÿ
ψ â óðàâíåíèå (∂2x+u)ψ = z2ψ. Íàïðèìåð,

2ξ′1 + u = 0, 2ξ′2 + ξ
′′

1 + ξ1u = 0 è ò.ä.

(ïðè i ≥ 2 áóäåì èìåòü ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå 2ξ′i + ξ
′′
i−1 + ξi−1u = 0). Äèôôå-

ðåíöèðóÿ ðàâåíñòâî Lψ = z2ψ ïî t, ïîëó÷èì(
∂tL+ [L, A]

)
ψ = 0.

Ïîñêîëüêó ýòî âåðíî ïðè ëþáîì z, îïåðàòîð â ëåâîé ÷àñòè ðàâåí 0.

Ôóíêöèÿ ψ, ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê ôóíêöèÿ �ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà� z, íàçûâà-
åòñÿ ôóíêöèåé Áåéêåðà-Àõèåçåðà1. Òî÷íåå, ïîêà åå ñëåäîâàëî áû íàçûâàòü ôîðìàëü-
íîé ôóíêöèåé Áåéêåðà-Àõèåçåðà, ïîñêîëüêó ýòî åùå íèêàêàÿ íå ôóíêöèÿ, à ïðîñòî
ôîðìàëüíûé ðÿä. Òåîðèÿ ñòàíîâèòñÿ ñîäåðæàòåëüíîé, êîãäà ýòîò ðÿä ÿâëÿåòñÿ ðàç-
ëîæåíèåì íåêîòîðîé íàñòîÿùåé ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè. Ôóíêöèÿ
Áåéêåðà-Àõèåçåðà èãðàåò ôóíäàìåíòàëüíóþ ðîëü â òåîðèè óðàâíåíèÿ ÊäÔ (è äðó-
ãèõ ñîëèòîííûõ óðàâíåíèé) è ñëóæèò îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ ïîñòðîåíèÿ òî÷-
íûõ ðåøåíèé. À èìåííî, ñõåìà èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ ÊäÔ áóäåò çàêëþ÷àòüñÿ â
ïîñòðîåíèè ñåìåéñòâà ðåøåíèé äëÿ ψ. Îíè óæå áóäóò õîðîøî îïðåäåëåííûìè ôóíê-
öèÿìè îò z ñ óêàçàííûì âûøå ðàçëîæåíèåì îêîëî ∞. Èñêîìîå ðåøåíèå u íàéäåòñÿ
ïðè ýòîì ïî ôîðìóëå u = −2∂xξ1.

Èíòåãðàëû äâèæåíèÿ. Ôóíêöèÿ Áåéêåðà-Àõèåçåðà ïîçâîëÿåò òàêæå íàéòè áåñ-
êîíå÷íûé íàáîð ëîêàëüíûõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ.

Òåîðåìà. Ôóíêöèÿ

χ := ∂x logψ − z =
∞∑
j=1

χjz
−j (9.1)

ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé ïëîòíîñòåé èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ, ò.å. ∂t
∫
χjdx =

0 äëÿ âñåõ j ≥ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ χ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ òèïà Ðèêàòòè

χ2 + χx + 2zχ+ u = 0,

îòêóäà åå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ìîæíî âûðàçèòü ðåêóððåíòíûì îáðàçîì ÷åðåç
u, ux, uxx è ò.ä., íàïðèìåð: χ1 = −1

2
u, χ2 =

1
4
ux. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

∂tχ = ∂x∂t logψ = ∂x

(
∂tψ

ψ

)
= ∂x

(
Aψ

ψ

)
.

Íî ôóíêöèÿ Aψ/ψ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç χ, u è èõ ïðîèçâîäíûå ïî x (ïîñêîëüêó ∂3xψ/ψ
âûðàæàåòñÿ ÷åðåç χ è åå ïðîèçâîäíûå). Ñëåäîâàòåëüíî, êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ
ýòîãî âûðàæåíèÿ ïî z ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè ïîëèíîìàìè îò u, è íàëè÷èå

1Ýòî íàçâàíèå ïðèøëî èç òåîðèè ôóíêöèé íà ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòÿõ, êîòîðàÿ ñóùåñòâåííî

èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ÊäÔ è äðóãèõ ñîëèòîííûõ óðàâ-

íåíèé.
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â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ïðîèçâîäíîé ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ∂t
∫
χdx = 0 (äëÿ áûñò-

ðîóáûâàþùèõ èëè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé).

Îòìåòèì, ÷òî íåòðèâèàëüíûå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ ïîðîæäàþòñÿ òîëüêî χj ñ
íå÷åòíûìè íîìåðàìè. Âñå χ2n ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè ïðîèçâîäíûìè. Â ñàìîì äåëå, íà-
ïèñàâ óðàâíåíèÿ Ðèêàòòè äëÿ χ(±z) è âû÷òÿ èõ äðóã èç äðóãà, ïîëó÷èì

(χ(z)+χ(−z))(χ(z)−χ(−z)) + (χ(z)−χ(−z))x + 2z(χ(z)+χ(−z)) = 0,

îòêóäà χ(z)+χ(−z) = −∂x log
(
χ(z)−χ(−z)+2z

)
� ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ.

Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ ÊäÔ è îáðàòíàÿ çàäà÷à òåîðèè ðàññåÿíèÿ.

Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ ÊäÔ ñâîäèòñÿ ê îáðàòíîé çàäà÷å òåîðèè ðàññåÿíèÿ äëÿ
óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà íà ïðÿìîé, êîòîðîå èìååò âèä

∂2xψ + uψ = −k2ψ.

Âåùåñòâåííûé ïîòåíöèàë u = u(x) áóäåì ñ÷èòàòü ãëàäêèì è îáðàùàþùèìñÿ â íóëü
ïðè |x| → ∞. Â îáùåì ñëó÷àå ó îïåðàòîðà ∂2x+u èìååòñÿ êàê íåïðåðûâíûé, òàê è äèñ-
êðåòíûé ñïåêòð. Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè äèñêðåòíîãî ñïåêòðà (äëÿ êîòîðûõ k2 < 0)
êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìû, à íåïðåðûâíîãî (äëÿ êîòîðûõ k2 > 0) � íåíîðìèðóå-
ìû. Â äàëüíåéøåì ìû äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äèñêðåòíûé ñïåêòð
îòñóòñòâóåò; äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ñ÷èòàòü, ÷òî u ≤ 0.

Ïðè âåùåñòâåííûõ k ̸= 0 ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà îáðàçóåò
äâóìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî. Ôèêñèðóåì â íåì äâà áàçèñà: (ψ1, ψ2) è (φ1, φ2).
Ïåðâûé èç íèõ çàäàåòñÿ óñëîâèåì íà +∞:

ψ1 = e−ikx + o(1), x→ +∞,

ψ2 = eikx + o(1), x→ +∞.

Âòîðîé çàäàåòñÿ óñëîâèåì íà −∞:

φ1 = e−ikx + o(1), x→ −∞,

φ2 = eikx + o(1), x→ −∞.

Ââèäó âåùåñòâåííîñòè ïîòåíöèàëà èìååì ψ2 = ψ̄1, φ2 = φ̄1. Â äàëüíåéøåì èíäåêñ 1 ó
ôóíêöèé ψ1, φ1 áóäåì îïóñêàòü. Ôóíêöèè φ-áàçèñà � ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ôóíêöèé
ψ-áàçèñà ñ êîýôôèöèåíòàìè, çàâèñÿùèìè òîëüêî îò k:

φ(x, k) = a(k)ψ(x, k) + b(k)ψ̄(x, k),

φ̄(x, k) = b̄(k)ψ(x, k) + ā(k)ψ̄(x, k).

Êàê èçâåñòíî, âðîíñêèàí W (f, g) = f∂xg − g∂xf ëþáîé ïàðû ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
Øðåäèíãåðà íå çàâèñèò îò x. Î÷åâèäíî, W (ψ, ψ̄) = W (φ, φ̄) = 2ik, îòêóäà ñëåäóåò,
÷òî

|a(k)|2 − |b(k)|2 = 1,

6



ò.å. ìàòðèöà

T (k) =

(
a(k) b(k)
b̄(k) ā(k)

)
,

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïåðåõîäà, óíèìîäóëÿðíà: detT (k) = 1.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âåëè÷èíû t(k) = a−1(k) è r(k) = b(k)a−1(k) ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé ñîîòâåòñòâåííî êîýôôèöèåíòû ïðîõîæäåíèÿ è îòðàæåíèÿ äëÿ âîëíû, ïàäàþ-
ùåé íà ïîòåíöèàë u(x) ñïðàâà. Äåéñòâèòåëüíî, àñèìïòîòèêà ñîáñòâåííîé ôóíêöèè
a−1(k)φ(x, k) ïðè x→ −∞ èìååò âèä

φ(x, k)

a(k)
=
e−ikx

a(k)
+ o(1) (ïðîøåäøàÿ âîëíà),

à ïðè x→ +∞ �

φ(x, k)

a(k)
= e−ikx +

b(k)

a(k)
eikx + o(1) (ïàäàþùàÿ è îòðàæåííûå âîëíû).

Èç |a(k)|2 − |b(k)|2 = 1 ñëåäóåò, ÷òî ðàññåÿíèå óíèòàðíî, ò.å.

|t(k)|2 + |r(k)|2 = 1.

Îáðàòíàÿ çàäà÷à òåîðèè ðàññåÿíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â âîññòàíîâëåíèè ïîòåíöèàëà ïî
äàííûì ðàññåÿíèÿ (êîýôôèöèåíòàì îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ).

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîòåíöèàë çàâèñèò îò äîïîëíèòåëüíîãî ïàðàìåòðà t:
u = u(x, t). Äàííûå ðàññåÿíèÿ ïðè ýòîì òîæå íà÷íóò çàâèñåòü îò t, è ìû èìååì

φ(x, k) = a(k, t)e−ikx + b(k, t)eikx + o(1), x→ +∞.

Ïðîèçâîäíóþ ïî t áóäåì îáîçíà÷àòü òî÷êîé íàä áóêâîé. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì óðàâ-
íåíèå Øðåäèíãåðà Lψ = −k2ψ (ãäå L � îïåðàòîð Ëàêñà, îí æå îïåðàòîð Øðåäèíãå-
ðà) ïî t:

L̇ψ + Lψ̇ = −k2ψ̇.
Âîñïîëüçîâàâøèñü ïðåäñòàâëåíèåì Ëàêñà L̇ = [A,L], áóäåì èìåòü:

(L+ k2)(ψ̇ − Aψ) = 0.

Â êà÷åñòâå ψ âîçüìåì ðåøåíèå φ(x, k), åãî àñèìïòîòèêà ïðè x→ −∞ íå çàâèñèò îò
t è èìååò âèä e−ikx, çíà÷èò

φ̇− Aϕ = −ik3e−ikx + o(1), x→ −∞,

îòêóäà
φ̇(x, t) = Aφ(x, t)− ik3φ(x, t).

Ïðèðàâíèâàÿ àñèìïòîòèêè ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé ýòîãî ðàâåíñòâà ïðè x → +∞,
ïîëó÷èì:

ȧe−ikx + ḃeikx = (∂3x − ik3)(ae−ikx + beikx) = −2ik3beikx.

Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî 
ȧ(k, t) = 0,

ḃ(k, t) = −2ik3b(k, t).

7



Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ïîòåíöèàë çàâèñèò îò t â ñèëó óðàâíåíèÿ ÊäÔ, êîýôôèöè-
åíò ïðîõîæäåíèÿ îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì, à êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ èìååò ïðîñòóþ
ýêñïîíåíöèàëüíóþ çàâèñèìîñòü îò t:

r(k, t) = r(k, 0)e−2ik3t.

Ýòîò ôàêò äàåò îáùóþ ñõåìó ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ ÊäÔ: ïî ïî-
òåíöèàëó u(x, 0) íàéòè äàííûå ðàññåÿíèÿ ïðè t = 0, ïðîäîëæèòü èõ âî âðåìåíè íà
t > 0 (ýòà çàâèñèìîñòü ýëåìåíòàðíà) è ïî ýòèì íîâûì äàííûì íàéòè u(x, t), ðåøèâ
îáðàòíóþ çàäà÷ó ðàññåÿíèÿ.

Ïîäðîáíåå îá îáðàòíîé çàäà÷å òåîðèè ðàññåÿíèÿ â ñâÿçè ñ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
ÊäÔ ìîæíî ïî÷èòàòü â êíèãå [13].

Èäåÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ÊäÔ ñ ïîìîùüþ ψ-ôóíêöèè. Ìû íå
áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó Êîøè, à âìåñòî ýòîãî ïîñòðîèì áîëüøîé çàïàñ áûñòðîóáûâà-
þùèõ íà áåñêîíå÷íîñòè òî÷íûõ ðåøåíèé, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ìíîãîñîëèòîííûìè
ðåøåíèÿìè.

Ñôîðìóëèðóåì ïðîñòóþ, íî âàæíóþ ëåììó òåõíè÷åñêîãî õàðàêòåðà, íà êîòîðîé
áóäåò îñíîâàíà ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ òî÷íûõ ðåøåíèé.

Ëåììà. Äëÿ ôîðìàëüíîãî ðÿäà ψ âèäà

ψ = ezx+z3t
(
1 +

ξ1
z
+
ξ2
z2

+ . . .
)

ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

(∂2x − z2 + u)ψ = O(z−1)ezx+z3t,

(∂t +
1
2
∂3x − 3

2
z2∂x +

3
4
ux)ψ = O(z−1)ezx+z3t,

ãäå ôóíêöèÿ u = u(x, t) ìîæåò áûòü íàéäåíà èç óñëîâèÿ îáðàùåíèÿ â íóëü êîýô-

ôèöèåíòîâ ïðè íåîòðèöàòåëüíûõ ñòåïåíÿõ z: u = −2ξ1,x.

Äîêàçàòåëüñòâî çàêëþ÷àåòñÿ â ïðÿìîé ïðîâåðêå. Ñìûñë è ïîëüçà ýòîãî óòâåðæäå-
íèÿ â òîì, ÷òî îíî ïîçâîëÿåò ñòðîèòü òî÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ÊäÔ ñ ïîìîùüþ
ìåòîäîâ ëèíåéíîé àëãåáðû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ψ-ôóíêöèé ñ
ðàçëîæåíèåì â ðÿä ïðè z → ∞ óêàçàííîãî âèäà, îïðåäåëåííîå íàëîæåíèåì êàêèõ-
ëèáî òðåáîâàíèé íà àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà ýòèõ ôóíêöèé êàê ôóíêöèé êîìïëåêñ-
íîé ïåðåìåííîé z, îäíîìåðíî (ò.å. ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà êîíñòàíòó èìååòñÿ
òîëüêî îäíà òàêàÿ ôóíêöèÿ), à îïåðàòîðû, ñòîÿùèå â ëåâûõ ÷àñòÿõ ôîðìàëüíûõ
ðàâåíñòâ, íå âûâîäÿò çà ïðåäåëû ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà èç âèäà ïðàâûõ ÷àñòåé
ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî îíè ðàâíû íóëþ òîæäåñòâåííî, à íå òîëüêî ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ
òèïà O(z−1)ezx+z3t. Ýòî â ñâîþ î÷åðåäü îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ ψ ïðè âñåõ z ÿâëÿåòñÿ
îáùèì ðåøåíèåì ïàðû ðàññìîòðåííûõ âûøå âñïîìîãàòåëüíûõ ëèíåéíûõ çàäà÷, èç
ñîâìåñòíîñòè êîòîðûõ âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèÿ u = −2∂ξ1 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
ÊäÔ.
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Îäíîñîëèòîííîå ðåøåíèå. Íà÷íåì ñ ïðîñòåéøåãî ïðèìåðà. Íà ðàñøèðåííîé
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ïåðåìåííîé z ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé ψ = ψ(z),
çàâèñÿùèõ îò x, t êàê îò ïàðàìåòðîâ, ìåðîìîðôíûõ âåçäå êðîìå áåñêîíå÷íîñòè è
òàêèõ, ÷òî:

à) ôóíêöèÿ ψe−zx−z3t ðåãóëÿðíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = ∞;

á) ψ èìååò åäèíñòâåííûé ïðîñòîé ïîëþñ â òî÷êå z = 0, à â îñòàëüíîì ãîëîìîðôíà
âåçäå êðîìå ∞;

â) â íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êå p ∈ C âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

ψ(x, t; p) = ψ(x, t;−p).

Ïåðåìåííûå x, t è òî÷êà p ðàññìàòðèâàþòñÿ çäåñü êàê ôèêñèðîâàííûå ïàðàìåòðû.
Î÷åâèäíî, òàêèå ôóíêöèè îáðàçóþò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ
÷èñåë. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè ïàðàìåòðû íàõîäÿòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè, ðàçìåð-
íîñòü ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ðàâíà 1, ò. å. ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà êîíñòàíòó
èìååòñÿ òîëüêî îäíà òàêàÿ ôóíêöèÿ. Â ñàìîì äåëå, ψ, î÷åâèäíî, èìååò âèä

ψ = ezx+z3t
(
b0 +

b1
z

)
ñ íåêîòîðûìè b0, b1, íî óñëîâèå â) ôèêñèðóåò îòíîøåíèå b1/b0, è â ðåçóëüòàòå íåîïðå-
äåëåííûì îñòàåòñÿ òîëüêî îáùèé ìíîæèòåëü.

Äàëåå, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî îïåðàòîðû â ëåâûõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâ â ëåììå ïåðå-
âîäÿò îïðåäåëåííîå âûøå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé â ñåáÿ. Äëÿ ýòîãî íàäî ïðîâåðèòü,
÷òî ïðè ëþáîì âûáîðå ôóíêöèè u

(∂2x − z2 + u)ψ = O(1)ezx+z3t,

(∂t +
1
2
∂3x − 3

2
z2∂x +

3
4
ux)ψ = O(1)ezx+z3t,

è ÷òî çíà÷åíèÿ ëåâûõ ÷àñòåé ïðè z = p è z = −p ñîâïàäàþò. Ïåðâîå ïðîâåðÿåòñÿ
ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì, à âòîðîå î÷åâèäíî èç òîãî, ÷òî z â ëåâûå ÷àñòè âõîäèò â
êâàäðàòå. Òåì ñàìûì â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ýòèõ ðàâåíñòâ ñòîÿò ôóíêöèè èç òîãî æå
ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà; îáîçíà÷èì èõ ψ1 è ψ2. Ñîãëàñíî ëåììå, ïðè u = −2ξ1,x
ïðàâûå ÷àñòè íà ñàìîì äåëå èìåþò âèä O(1/z)ezx+z3t. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ôóíêöèè
ψ1e

−zx−z3t è ψ2e
−zx−z3t îáðàùàþòñÿ â íîëü íà áåñêîíå÷íîñòè. Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè

èìååì òîãäà ψ1 = ψ2 ≡ 0, ò. å.

(∂2x + u− z2)ψ = 0,

(∂t +
1
2
∂3x − 3

2
z2∂x +

3
4
ux)ψ = 0.

Âûðàçèâ z2ψ èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà è ïîäñòàâèâ âî âòîðîå, ïðèäåì ê ïàðå ëèíåéíûõ
çàäà÷

Lψ = z2ψ, ∂tψ = Aψ

âìåñòå ñ ÿâíî ïîñòðîåííûì ñåìåéñòâîì îáùèõ ðåøåíèé. Èõ ñîâìåñòíîñòü ãàðàíòè-
ðóåò, ÷òî u = −2ξ1,x ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ÊäÔ.
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Îñòàëîñü íàéòè ðåøåíèå â ÿâíîì âèäå. Äëÿ ôóíêöèè

ψ = ezx+z3t
(
1 +

ξ1
z

)
óñëîâèå ψ(p) = ψ(−p) ýêâèâàëåíòíî ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ

e2px+2p3t(p+ ξ1) = p− ξ1

íà ξ1, îòêóäà ξ1 = −p tanh(px+ p3t) è, ñëåäîâàòåëüíî,

u(x, t) =
2p2

cosh2(px+ p3t)
.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ξ1 = −∂x log cosh(px+ p3t), è òåì ñàìûì ýòó ôîðìóëó
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

u(x, t) = 2∂2x log cosh(px+ p3t).

Ìû ïîëó÷èëè óæå èçâåñòíîå íàì îäíîñîëèòîííîå ðåøåíèå.

Îòìåòèì, ÷òî âìåñòî ôóíêöèé ñ ïîëþñîì â 0 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè ñ
ïîëþñîì â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå a ∈ C è ñ áîëåå îáùèì óñëîâèåì ψ(p) = αψ(−p), ãäå
α � ïðîèçâîëüíàÿ íåíóëåâàÿ êîíñòàíòà.

Ìíîãîñîëèòîííûå ðåøåíèÿ. Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé ψ =
ψ(z) ìåðîìîðôíûõ âåçäå êðîìå áåñêîíå÷íîñòè è òàêèõ, ÷òî:

à) ôóíêöèÿ ψe−zx−z3t ðåãóëÿðíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = ∞;

á) ψ èìååò íå áîëåå N ïîëþñîâ (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé) â çàäàííûõ êîíå÷íûõ òî÷-
êàõ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, à â îñòàëüíîì ãîëîìîðôíà âåçäå êðîìå ∞;

â) â N ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ pj ∈ C âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ ψ(pj) = αjψ(−pj),
j = 1, . . . , N .

Äëÿ ïðîñòîòû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àÿ, êîãäà âñå ïîëþñà ñîñðåäîòî÷åíû
â òî÷êå z = 0, ò. å. òàì èìååòñÿ ïîëþñ êðàòíîñòè íå áîëåå N , è äðóãèõ ïîëþñîâ íåò.
Òîãäà ψ ïðåäñòàâèìà â âèäå

ψ = ezx+z3t
(
b0 +

b1
z
+
b2
z2

+ . . .+
bN
zN

)
Ïðîñòðàíñòâî òàêèõ ôóíêöèé, î÷åâèäíî, (N + 1)-ìåðíî. Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî
áûëî â ñëó÷àå îäíîãî ïîëþñà, N ëèíåéíûõ óñëîâèé ψ(pj) = αjψ(−pj) íà êîýôôè-
öèåíòû bj ïðåâðàùàþò åãî â îäíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, à îïåðàòîðû â ëåâûõ ÷àñòÿõ
ðàâåíñòâ â óñëîâèè ëåììû ïåðåâîäÿò ýòî ïðîñòðàíñòâî â ñåáÿ. Ïîýòîìó, åñëè íîðìè-
ðîâàòü ψ óñëîâèåì, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðè z0 ðàâåí 1,

ψ = ezx+z3t
(
1 +

ξ1
z
+
ξ2
z2

+ . . .+
ξN
zN

)
,
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òî u = −2ξ1,x ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ÊäÔ.

Íàéäåì ýòî ðåøåíèå â ÿâíîì âèäå. Óñëîâèÿ ψ(pj) = αjψ(−pj) ýêâèâàëåíòíû ñëå-
äóþùåé ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íà ξj:

N∑
j=1

Mij ξj = −Mi0,

ãäå Mij èìååò âèä Mij = p−j
i epix+p3i t − αi(−pi)−je−pix−p3i t. Ïðàâèëî Êðàìåðà äàåò

ξ1 = −
detM

(0)
ij

detMij

, i, j = 1, . . . , N,

ãäå ìàòðèöà M
(0)
ij îòëè÷àåòñÿ îò Mij çàìåíîé ïåðâîãî ñòîëáöà Mi1 íà Mi0 (i � íîìåð

ñòðîêè). Ïîñêîëüêó ∂xMij =Mi,j−1, èìååì detM
(0)
ij = ∂x detMij, è ξ1 = −∂x log detMij,

òàê ÷òî u = 2∂2x log detMij. Èòàê, ìû ïîëó÷èëè ñåìåéñòâî ðåøåíèé

u = 2∂2x log τ(x, t),

ãäå
τ(x, t) = det

1≤i,j≤N

(
p−j
i epix+p3i t − αi(−pi)−je−pix−p3i t

)
.

Ïîñòðîåííîå ðåøåíèå íàçûâàåòñÿ N -ñîëèòîííûì, à pi íàçûâàþòñÿ èìïóëüñàìè ñîëè-
òîíîâ. Ýòî ðåøåíèå îáëàäàåò çàìå÷àòåëüíûìè ñâîéñòâàìè, êîòîðûå ìû çäåñü îáú-
ÿñíèì íà ïðèìåðå äâóõ ñîëèòîíîâ (N = 2). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ôîðìóëà äëÿ u
óñòðîåíà òàê, ÷òî ïðè áîëüøèõ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ t îíà îïèñûâàåò äâà ñîëè-
òîíà ñî ñêîðîñòÿìè v1 = p21, v2 = p22, íàõîäÿùèìèñÿ íà áîëüøîì ðàññòîÿíèè äðóã îò
äðóãà è èìåþùèìè ôîðìó, áëèçêóþ ê ôîðìå òî÷íîãî îäíîñîëèòîííîãî ðåøåíèÿ äëÿ
ñîëèòîíîâ ñ èìïóëüñàìè p1 è p2. Ïóñòü p1 < p2, òîãäà âòîðîé ñîëèòîí (ñ áîëüøåé
àìïëèòóäîé) äîãîíÿåò ïåðâûé. Êîãäà îí åãî äîãîíèò, ïðîôèëü ðåøåíèÿ u(x, t) ñòà-
íîâèòñÿ äîâîëüíî ñëîæíûì, ÷òî ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê âçàèìîäåéñòâèå ñîëè-
òîíîâ. Çàìå÷àòåëüíî, ÷òî â ðåçóëüòàòå ýòîãî ïðîöåññà âçàèìîäåéñòâèÿ ïðè áîëüøèõ
ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ t îïÿòü âîçíèêàþò òå æå äâà ñîëèòîíà ñ èìïóëüñàìè p1 è
p2, íî òåïåðü ïåðâûé èç íèõ îêàçûâàåòñÿ ïîçàäè âòîðîãî. Ýôôåêò âçàèìîäåéñòâèÿ
ïðîÿâëÿåòñÿ â òîì, ÷òî åñëè äî ñòîëêíîâåíèÿ (ïðè áîëüøèõ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíè-
ÿõ t) ñîëèòîí äâèãàëñÿ ïðèáëèçèòåëüíî ïî ëèíåéíîìó çàêîíó x(t) = vt+x0, òî ïîñëå
ñòîëêíîâåíèÿ (ïðè áîëüøèõ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ t) ýòîò çàêîí ïðèíèìàåò âèä
x(t) = vt+ x′0 ñ x

′
0 ̸= x0.

Ôóíêöèÿ τ íàçûâàåòñÿ τ -ôóíêöèåé. Îíà èãðàåò ôóíäàìåíòàëüíóþ ðîëü â òåîðèè
êàê óðàâíåíèÿ ÊäÔ, òàê è âñåõ îñòàëüíûõ èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé. Îêàçûâàåòñÿ,
ëþáîå òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ÊäÔ (íå òîëüêîN -ñîëèòîííîå) ìîæíî ïðåäñòàâèòü
êàê óäâîåííóþ âòîðóþ ëîãàðèôìè÷åñêóþ ïðîèçâîäíóþ îò äåòåðìèíàíòà íåêîòîðîé
ìàòðèöû èëè îïåðàòîðà (â îáùåì ñëó÷àå áåñêîíå÷íîìåðíîãî). Ýòîò äåòåðìèíàíò è
ÿâëÿåòñÿ τ -ôóíêöèåé. Ïîñêîëüêó ðåøåíèå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âòîðóþ ëîãàðèôìè÷å-
ñêóþ ïðîèçâîäíóþ îò τ , τ -ôóíêöèè, îòëè÷àþùèåñÿ òîëüêî ôàêòîðîì âèäà Ceax ñ
íåêîòîðûìè êîíñòàíòàìè C è a, ñ÷èòàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè.

Óêàæåì åùå äâå ïîëåçíûå ôîðìû çàïèñè ñîëèòîííîé τ -ôóíêöèè. Ïåðâàÿ èç íèõ
òîæå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äåòåðìèíàíò ìàòðèöû N ×N :

τ = det
1≤i,j≤N

(
δij +

2βipi
pi + pj

e2pix+2p3i t

)
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Çäåñü βi � íåêîòîðûå ïàðàìåòðû, àíàëîãè÷íûå αi. Äîêàçàòåëüñòâî ýêâèâàëåíòíîñòè
ýòîãî äåòåðìèíàíòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ è íàéäåííîãî âûøå � õîðîøåå óïðàæíåíèå.

Ðàñêðûâ äåòåðìèíàíò, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:

τ =
∑

{ϵ1,...,ϵN}∈ZN
2

N∏
i<j

(
pi − pj
pi + pj

)2ϵiϵj N∏
k=1

(
βke

2pkx+2p3kt
)ϵk

.

Çäåñü ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì íàáîðàì èç N ÷èñåë ϵi, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ
0, 1, òàê ÷òî ñóììà ñîäåðæèò 2N ÷ëåíîâ. Íàïðèìåð, ïðè N = 2 èìååì:

τ = 1 + β1e
2p1x+2p31 + β2e

2p2x+2p32 + β1β2

(
p1 − p2
p1 + p2

)2

e2(p1+p2)x+2(p31+p32)t.

Ýòî τ -ôóíêöèÿ äâóõñîëèòîííîãî ðåøåíèÿ.
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