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Ëåêöèÿ 13. Ïîñòðîåíèå âåñîâûõ ñèñòåì ïî àëãåáðàì Ëè. Àëãåáðû Ëè

Íàðÿäó ñ èíâàðèàíòàìè ãðàôîâ, óäîâëåòâîðÿþùèìè 4-÷ëåííûì ñîîòíîøåíèÿì, äðóãèì
îñíîâíûì èñòî÷íèêîì âåñîâûõ ñèñòåì ñëóæàò àëãåáðû Ëè.

De�nition

Àëãåáðîé Ëè íàçûâàåòñÿ âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, íà êîòîðîì çàäàíà áèëèíåéíàÿ
îïåðàöèÿ (x , y) 7→ [x , y ], äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ

êîñîñèììåòðè÷íîñòü, [x , y ] = −[y , x ] äëÿ ëþáûõ x è y ;

òîæäåñòâî ßêîáè [x , [y , z ]] + [y , [z , x ]] + [z , [x , y ]] = 0 äëÿ ëþáûõ x , y , z .
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Ëåêöèÿ 13. Ïðèìåðû àëãåáð Ëè

Îäíèì èç ñíîâíûõ èñòî÷íèêîâ àëãåáð Ëè ñëóæàò ïðîñòðàíñòâà ìàòðèö. Â êà÷åñòâå
îïåðàöèè [·, ·] (ñêîáêè Ëè) â íèõ âûñòóïàåò êîììóòàòîð ìàòðèö.

Example

Àëãåáðà Ëè gl(N) � ýòî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî êâàäðàòíûõ N × N-ìàòðèö, ñêîáêà Ëè â
êîòîðîì èìååò âèä

[X ,Y ] = XY − YX .

Ïðîâåðèì êîñóþ êîììóòàòèâíîñòü:

[Y ,X ] = YX − XY = −(XY − YX ) = −[X ,Y ].

Ïðîâåðèì òîæäåñòâî ßêîáè:

[X , [Y ,Z ]] + [Y , [Z ,X ]] + [Z , [X ,Y ]] = (XYZ − XZY − YZX + ZYX )

+(YZX − YXZ − ZXY + XZY )

+(ZXY − ZYX − XYZ + YXZ ) = 0.
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Ëåêöèÿ 13. Ïîñòðîåíèå âåñîâîé ñèñòåìû ïî àëãåáðå Ëè

Èñõîäíûå äàííûå: àëãåáðà Ëè g ñ íåâûðîæäåííûì èíâàðèàíòíûì ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì, (g, (·, ·)) (([x , y ], z) = (x , [y , z ]) ∀ x , y , z); d = dim g.

Âûáèðàåì îðòîíîìèðîâàííûé áàçèñ x1, . . . , xd in g, (xi , xj) = δij .

Ðàçðåçàåì îêðóæíîñòü õîðäîâîé äèàãðàììû D â íåêîòîðîé òî÷êå è ïðåâðàùàåì åå â
äóãîâóþ äèàãðàììó A.

Ôèêñèðóåì íóìåðàöèþ ν : V (A)→ {1, . . . , d} äóã äèàãðàììû A.

Ïèøåì áóêâû xν(a) íà êîíöàõ êàæäîé äóãè a; ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ ñëîâîì â Ug.

Ñóììèðóåì ïî âñåì íóìåðàöèÿì ν : V (A)→ {1, . . . , d}.

xi1 xi1xi2 xi2xi3 xi3xi4 xi4xi5 xi5

D 7→ Lg(D) =
d∑

i1,i2,i3,i4,i5=1

xi1xi2xi3xi2xi4xi1xi5xi3xi4xi5
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Ëåêöèÿ 13. Óíèâåðñàëüíûå îáåðòûâàþùèå àëãåáðû àëãåáð Ëè

Ïðåäûäóùàÿ êîíñòðóêöèÿ òðåáóåò ïîÿñíåíèÿ.

De�nition

Óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðîé Ug àëãåáðû Ëè g íàçûâàåòñÿ ôàêòîðàëãåáðà
àëãåáðû, ïîðîæäåííîé g, ïî ìîäóëþ èäåàëà, íàòÿíóòîãî íà ñîîòíîøåíèÿ
[x , y ]− (xy − yx) = 0.

Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ìû âûáðàëè áàçèñ x1, x2, . . . , xd â g, òî óíèâåðñàëüíàÿ
îáåðòûâàþùàÿ àëãåáðà Ug � ýòî àëãåáðà ìíîãî÷ëåíîâ îò íåêîììóòèðóþùèõ ïåðåìåííûõ
x1, . . . , xd , ïðîôàêòîðèçîâàííàÿ ïî èäåàëó, ïîðîæäåííîìó ýëåìåíòàìè
[xi , xj ]− (xixj − xjxi ). Ýëåìåíò, ñîïîñòàâëÿåìûé äóãîâîé äèàãðàììå A, ëåæèò â

óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðå Ug àëãåáðû Ëè g.
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Ëåêöèÿ 13. Öåíòð óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû

Theorem

Äëÿ ëþáîé õîðäîâîé äèàãðàììû D ýëåìåíò Lg(D) êîððåêòíî îïðåäåëåí, ò.å. îí íå

çàâèñèò îò âûáîðà

òî÷êè ðàçðûâà îêðóæíîñòè äèàãðàììû;

îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà x1, . . . , xd â g.

Theorem

Äëÿ ëþáîé õîðäîâîé äèàãðàììû D ýëåìåíò Lg(D) ëåæèò â öåíòðå ZUg åå óíèâåðñàëüíîé

îáåðòûâàþùåé àëãåáðû è óäîâëåòâîðÿåò 4-÷ëåííûì ñîîòíîøåíèÿì.
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Ëåêöèÿ 13. Ïðèìåð: àëãåáðà Ëè sl(2)

Èíâàðèàíòíîå íåâûðîæäåííîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà ìàòðè÷íûõ àëãåáðàõ Ëè ìîæíî
çàäàòü ñ ïîìîùüþ ñëåäà: (X ,Y ) = Tr(XY ). Êàæäàÿ àëãåáðà Ëè gl(N) ñîäåðæèò
ïîäàëãåáðó Ëè sl(N) ⊂ gl(N), ñîñòîÿùóþ èç ìàòðèö ñ íóëåâûì ñëåäîì,
sl(N) = {X ∈ gl(N)|TrX = 0}. Êîììóòàòîð XY − YX ëþáîé ïàðû ìàòðèö èìååò íóëåâîé
ñëåä, ïîýòîìó ïîäïðîñòðàíñòâî ìàòðèö ñ íóëåâûì ñëåäîì â gl(N) çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî
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Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 13. Ñîîòíîøåíèÿ ×ìóòîâà�Âàð÷åíêî

Âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé âåñîâîé ñèñòåìû Lg òðåáóåò âû÷èñëåíèé â íåêîììóòàòèâíîé
óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðå, õîòÿ ðåçóëüòàò ëåæèò â êîììóòàòèâíîé àëãåáðå
ZUg. Äëÿ àëãåáðû Ëè sl(2) Ñ.×ìóòîâ è À.Âàð÷åíêî âûâåëè (1997) ðåêóððåíòíîå
ñîîòíîøåíèå, ïîçâîëÿþùåå âû÷èñëÿòü Lsl(2) áåç âû÷èñëåíèé â íåêîììóòàòèâíûõ
àëãåáðàõ.

Ýòî ñîîòíîøåíèå ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ÷àñòåé:

Lsl(2) íà ïóñòîé õîðäîâîé äèàãðàììå ðàâíî 1;

Lsl(2) ìóëüòèïëèêàòèâíà;

Lsl(2)(D) íà õîðäîâîé äèàãðàììå D, â êîòîðîé åñòü õîðäà, ïåðåñåêàþùàÿ ëèøü îäíó
äðóãóþ õîðäó, ðàâíî Lsl(2)(D

′), ãäå D ′ � õîðäîâàÿ äèàãðàììà, ïîëó÷åííàÿ èç D
óäàëåíèåì âûáðàííîé õîðäû.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 13. Ñîîòíîøåíèÿ ×ìóòîâà�Âàð÷åíêî

wsl(2)

( r
r
r r
r r)− wsl(2)

( r
r
r r

r r)− wsl(2)

( r
r
r r
r r)+ wsl(2)

( r
r
r r
r r)

= wsl(2)

( r
r

rr)− wsl(2)

(
r

rr
r);

wsl(2)

( r
rr

rr
r)− wsl(2)

( r
rr

rr
r)− wsl(2)

( r
rr

rr
r)+ wsl(2)

( r
r
r

rr
r)

= wsl(2)

( r
r

rr)− wsl(2)

( r r
r r).

Ðèñ.: 6-÷ëåííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ âåñîâîé ñèñòåìû sl(2)

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 13. Ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ sl(2)-âåñîâîé ñèñòåìû

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ñåìèíàðû 13. Çàäà÷è

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ñåìèíàðû 13. Çàäà÷è

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ñåìèíàðû 13. Çàäà÷è

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ñåìèíàðû 13. Çàäà÷è

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ñåìèíàðû 13. Çàäà÷è

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ñåìèíàðû 13. Çàäà÷è

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ


