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(12/13 è 13/16 äåêàáðÿ)

Òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë è çàäà÷è äëÿ ðàçáîðà íà ñåìèíàðå

∗Äèôôåðåíöèðîâàíèå ðåøåíèé ïî ïàðàìåòðó. Óðàâíåíèå â âàðèàöèÿõ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè, çàâèñÿùóþ îò ïàðàìåòðà:

ẋ = f(x, t, λ), x(t0) = x0(λ) (1)

Ïðè êàæäîì λ îíà èìååò ðåøåíèå x(t, λ) = xλ(t) è, êàê áûëî ïîêàçàíî íà ëåêöèè, x(t, λ)
äèôôåðåíöèðóåìà ïî λ.

Çàìå÷àíèå. (Îáúÿñíÿòü ýòî ñòóäåíòàì íåîáÿçàòåëüíî, òîëüêî åñëè ñïðîñÿò.) Ôîðìàëüíî ãîâîðÿ,
íà ëåêöèè áûë ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà λ ñîäåðæèòñÿ òîëüêî â íà÷àëüíîì óñëîâèè: ẋ = f(x, t),
x(t0) = λ. Îáùèé ñëó÷àé ñâîäèòñÿ ê íåìó òàêèì îáðàçîì. Èìåÿ ñèñòåìó (1), ðàññìîòðèì íîâóþ
ñèñòåìó, äîáàâèâ ê x äîïîëíèòåëüíûå ôàçîâûå ïåðåìåííûå y â êîëè÷åñòâå, ðàâíîì ðàçìåðíîñòè
ïàðàìåòðà λ. Òîãäà ñèñòåìà

ẋ = f(x, t, y), ẏ = 0, x(t0) = x0(λ), y(t0) = λ

áóäåò ñîäåðæàòü ïàðàìåòð òîëüêî â íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ, à å¼ ðåøåíèÿ ñîâïàäàþò ñ ðåøåíèÿìè
ñèñòåìû (1) (òî÷íåå, åñëè (xλ(t), yλ(t))�ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû, òî yλ(t) ≡ λ, à xλ(t)�ðåøå-
íèå (1)).

Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ïî ïàðàìåòðó òðåáóåò íåòðèâèàëüíîãî äîêàçàòåëüñòâà, îäíàêî óðàâíå-
íèå äëÿ ïðîèçâîäíîé ìîæíî âîññòàíîâèòü äèôôåðåíöèðîâàíèåì ñèñòåìû (1) ïî λ (òî÷íåå, ïî λj ,
åñëè λ ìíîãîìåðíî). Èòàê, äèôôåðåíöèðóÿ ïî λj â òî÷êå λ = λ0, ìû ïîëó÷èì

∂

∂λj
(ẋ) =

∂

∂λj
f(x, t, λ) =

∂f

∂x

∂x

∂λj
+

∂f

∂λj
.

Ïðîèçâîäíûå â ëåâîé ÷àñòè ìîæíî ïîìåíÿòü ìåñòàìè (ýòî îïÿòü æå ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû î äèôôåðåíöèðîâàíèè ïî ïàðàìåòðó), ïîýòîìó, åñëè îáîçíà÷èòü z = (∂x/∂λj)|λ=λ0 , ìû
ïîëó÷èì

ż =
∂f

∂x
(xλ0(t), t, λ0)z +

∂f

∂λj
(xλ0(t), t, λ0). (2)

Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì â âàðèàöèÿõ. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ýòî ëèíåéíîå íåîä-
íîðîäíîå óðàâíåíèå. Íà÷àëüíîå óñëîâèå x(t0) = x0(λ) ìû òàêæå äèôôåðåíöèðóåì è íàõîäèì

z(t0) =
∂xλ(t0)

∂λj

∣∣∣∣
λ=λ0

=
∂x0
∂λj

∣∣∣∣
λ=λ0

.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè íàì èçâåñòíî ðåøåíèå xλ0(t) ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà λ0, òî äëÿ
ïîèñêà ïðîèçâîäíîé íå íóæíî íàõîäèòü ÿâíî âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1), äîñòàòî÷íî ëèøü ðåøèòü
óðàâíåíèå â âàðèàöèÿõ.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âûñøèõ ïðîèçâîäíûõ ìîæíî äàëåå äèôôåðåíöèðîâàòü (2) ëèáî áðàòü ðàçëî-
æåíèÿ Òåéëîðà ðåøåíèÿ xλ(t) ïî ñòåïåíÿì (λ− λ0) è âûïèñûâàòü êîýôôèöèåíòû. Ïîñëå ïîäñòà-
íîâêè â óðàâíåíèå íóæíî áóäåò âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ïî t îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà â
ýòîé ôîðìóëå Òåéëîðà äàñò îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìóëå äëÿ ïðîèçâîäíîé (îïÿòü-òàêè, ýòî ìîæ-
íî àêêóðàòíî âûâåñòè, ìû ïðèíèìàåì ýòî áåç äîêàçàòåëüñòâà). Ìû ðàçáåð¼ì ýòî íà êîíêðåòíûõ
ïðèìåðàõ.

Çàäà÷à 16.1. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè

ẋ = 4ty2, ẏ = 1 + 5µx, x(0) = y(0) = 0.

Òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå ïðè µ = 0 è åãî ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ïî µ: ∂x(t, µ)/∂µ|µ=0, ∂y(t, µ)/∂µ|µ=0.
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Ðåøåíèå. Â ýòîì ïðèìåðå ïàðàìåòð µ â íà÷àëüíûå äàííûå íå âõîäèò. Çàâèñèìîñòü ïðàâûõ ÷àñòåé
óðàâíåíèé ñèñòåìû îò x, y è µ ïîëèíîìèàëüíàÿ, ïîýòîìó ðåøåíèå ìîæíî äèôôåðåíöèðîâàòü ïî
ïàðàìåòðó ñêîëüêî óãîäíî ðàç. Çàìåòèì, ÷òî â òî÷êå µ = 0 íàøà ñèñòåìà ðåøàåòñÿ òî÷íî:

dx(0)

dt
= 4ty2(0) x(0)(0) = 0

dy(0)

dt
= 1 y(0)(0) = 0

⇒ y(0)(t) = t ⇒ x(0)(t) = t4.

Îáîçíà÷èì èñêîìûå ïðîèçâîäíûå ξ = (∂x/∂µ)|µ=0, η = (∂y/∂µ)|µ=0. Äèôôåðåíöèðóÿ ñèñòåìó ïî
µ, ìû ïîëó÷àåì

ξ̇ = 4t2yη, η̇ = 5x+ 5µξ, ξ(0) = η(0) = 0.

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà y = y(0) = t, x = x(0) = t4, µ = 0, ïîëó÷àåì

ξ̇ = 8t2η, η̇ = 5t4, ξ(0) = η(0) = 0.

Îòñþäà η(t) = t5, ξ(t) = t8. ◀

Çàäà÷à 16.2. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

dx

dt
= x2 +

2µ

t
, x(1) = µ− 1. (3)

Íàéòè ÿâíîå ðåøåíèå äëÿ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ µ0 ïàðàìåòðà è ïðîèçâîäíóþ (∂x/∂µ)|µ=µ0 .

Ðåøåíèå. Áóäåì ðåøàòü ýòó ñèñòåìó â îáëàñòè t > 0, â êîòîðîé ëåæèò íà÷àëüíûé ìîìåíò t = 1,
ïîñêîëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü f(t, x, µ) = x2+2µ/t äîëæíà áûòü íåïðåðûâíà ïî ñâîèì àðãóìåíòàì. Çà-
ìåòèì, ÷òî çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðà µ ó ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ è ôóíêöèè íà÷àëüíûõ äàííûõ
a(µ) ïîëèíîìèàëüíàÿ, ÷òî äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå äî ëþáîãî ïîðÿäêà ïî µ.

Âûäåëåííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà, ïðè êîòîðîì íàøà ñèñòåìà ðåøàåòñÿ òî÷íî, âèäíî ñðàçó: ýòî
µ0 = 0. Íà ôóíêöèþ ãëàâíîãî ïðèáëèæåíèÿ x(0)(t) ïîëó÷àåì òàêóþ çàäà÷ó Êîøè:

dx(0)

dt
= x2(0), x(0)(1) = −1,

êîòîðàÿ ëåãêî ðåøàåòñÿ ÿâíî: x(0)(t) = −1/t.
Â äàííîì ïðèìåðå ∆µ = µ− µ0 = µ è ìû ïðèõîäèì ê òàêîìó ðàçëîæåíèþ òî÷íîãî ðåøåíèÿ â

îêðåñòíîñòè µ0 = 0:

x(t, µ) = x(0)(t) + µx(1)(t) +
µ2

2
x(2)(t) + . . . (4)

Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ a(µ) = −1 + µ óæå ðàçëîæåíà â ðÿä ïî µ â íóæíîì íàì
âèäå. Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèå x(t, µ) â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ çàäà÷è (3), ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî:

x2 +
2µ

t
= x2(0) + 2µ (x(0)x(1) + 1/t) + µ2(x2(1) + x(0)x(2)) + . . .

òîãäà êàê ñëåâà áóäåò ñòîÿòü ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè îò ðÿäà (4). Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû
ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ µ â óðàâíåíèè è â íà÷àëüíûõ äàííûõ x(1, µ) = a(µ), ïîëó÷èì íà x(0)(t)
óæå ðåøåííóþ çàäà÷ó (), à íà ïîñëåäóþùèå êîýôôèöèåíòíûå ôóíêöèè òàêèå óðàâíåíèÿ:

dx(1)

dt
= 2x(0)x(1) +

2

t
= −2

t
x(1) +

2

t

x(1)(1) = 1

⇒ x(1)(t) = 1,


dx(2)

dt
= 2(x2(1) + x(0)x(2)) = 2− 2

x(2)

t

x(2)(1) = 0

⇒ x(2)(t) =
2

3

(
t− 1

t2

)
.
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Èòàê, ìû ïîëó÷àåì ðåøåíèå èñõîäíîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ â âèäå ðÿäà ïî µ ñ èçâåñòíûìè
êîýôôèöèåíòàìè:

x(t, µ) = −1

t
+ µ+

µ2

3

(
t− 1

t2

)
+ o(µ2), t > 0.

◀

Çàäà÷à 16.3. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ẍ + sinx = 0, x(0) = λ, ẋ(0) = 0 (îíà îïèñûâàåò êîëåáàíèÿ
ìàÿòíèêà). Ðàçëîæèòå ðåøåíèå ïî ñòåïåíÿì λ äî òðåòüåé âêëþ÷èòåëüíî.

Ðåøåíèå. Ðåøåíèå ïðè λ = 0 î÷åâèäíî � x(t) ≡ 0. Èòàê, áóäåì èñêàòü ðàçëîæåíèå

x(t) = 0 + a1(t)λ+ a2(t)λ
2 + a3(t)λ

3 + o(λ3).

Äèôôåðåíöèðóåì ýòî âûðàæåíèå ïî t è, ñ÷èòàÿ, ÷òî (d/dt)o(λ3) = o(λ3), ïîäñòàâëÿåì â íàøó
ñèñòåìó:

ä1(t)λ+ ä2(t)λ
2 + ä3(t)λ

3 = − sin(a1(t)λ+ a2(t)λ
2 + a3(t)λ

3) + o(λ3).

Ó÷èòûâàÿ ðàçëîæåíèå äëÿ ñèíóñà, à òàêæå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ aj (îíè ïîëó÷àþòñÿ ðàçëîæå-
íèåì ïî λ íà÷àëüíûõ óñëîâèé â èñõîäíîé çàäà÷å), ïîëó÷àåì òàêèå çàäà÷è Êîøè:

ä1 = −a1, a1(0) = 1, ȧ1(0) = 0,

ä2 = −a2, a2(0) = 0, ȧ2(0) = 0,

ä3 = −a3 +
a31
6
, a3(0) = 0, ȧ3(0) = 0.

Óðàâíåíèå ÿ + y = 0 èìååò ðåøåíèåì a cos t + b sin t, ïîýòîìó ìû ñðàçó ïîëó÷àåì a1(t) = cos t,
a2(t) = 0. Äëÿ a3 ó íàñ ïîëó÷àåòñÿ íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå:

ä3 + a3 =
1

6
cos3 t =

1

6

cos 3t+ 3 cos t

4
.

Â ýòîì ìåñòå ìîæíî îñòàíîâèòüñÿ è îáñóäèòü òîëüêî ñëåäóþùèé âîïðîñ: ñïðàâà âîçíèêàåò êâàçèì-
íîãî÷ëåí ñ λ = ±i�êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Òî åñòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ÷àñòü
÷àñòíîãî ðåøåíèÿ íóæíî èñêàòü â âèäå t(a cos t+b sin t): àìïëèòóäà åãî êîëåáàíèé ðàñò¼ò ñ ðîñòîì
t. Êàê æå ýòî âîçìîæíî, åñëè êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêà, åñòåñòâåííî, îñòàþòñÿ îãðàíè÷åííûìè? Íà ñà-
ìîì äåëå ýòè êîëåáàíèÿ óðàâíîâåøèâàþòñÿ òàêæå ðàñòóùèì ñ ðîñòîì t îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì o(λ3).
Â ñóùíîñòè, ýòî ¾ïðîòèâîðå÷èå¿ íå áîëåå óäèâèòåëüíî, ÷åì ðàçëîæåíèå ôóíêöèè sin((1+µ)t) ïî
ñòåïåíÿì µ:

sin((1 + µ)t) = sin t cosµt+ cos t sinµt =

= sin t(1 +O(µ2)) + cos t(µt+O(µ3)) = sin t+ µt cos t+O(µ2).

Â íàøåé çàäà÷å ìåõàíèçì òîò æå ñàìûé: ðåçîíàíñ âîçíèêàåò çà ñ÷¼ò òîãî, ÷òî ÷àñòîòà êîëåáàíèé
ìàÿòíèêà âñ¼ æå çàâèñèò îò àìïëèòóäû.

Åñëè æå âðåìÿ îñòàíåòñÿ, ìîæíî âñïîìíèòü òî, ÷òî ìû äåëàëè íà ïðîøëîé íåäåëå, è äîðåøàòü
çàäà÷ó äî êîíöà:

a3(t) =
cos t− cos 3t

192
+

3t

8
sin t.

◀

Óñòîé÷èâîñòü

Ïóñòü óðàâíåíèå ẋ = f(x) (äëÿ ïðîñòîòû îãðàíè÷èìñÿ àâòîíîìíûì ñëó÷àåì) èìååò ðåøåíèåì
x(t) ≡ x0 (òî åñòü f(x0) = 0). Ýòî ðåøåíèå íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó, åñëè äëÿ ëþáîãî
ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0, òàêîå ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = ξ ∈ Bδ(x0)
áóäåò ïðè âñåõ t ≥ 0 óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ x(t) ∈ Bε(x0). Ðåøåíèå íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè
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óñòîé÷èâûì, åñëè îíî óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó è ñóùåñòâóåò òàêîå δ0 > 0, ÷òî âñå ðåøåíèÿ ñ
íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = ξ ∈ Bδ0(x0) ñòðåìÿòñÿ ê x0: x(t) → x0 ïðè t → +∞.

Àíàëîãè÷íûå îïðåäåëåíèÿ ìîæíî äàòü äëÿ (ëîêàëüíîãî) äèôôåîìîðôèçìà F , èìåþùåãî íåïî-
äâèæíóþ òî÷êó x0 (òî åñòü F (x0) = x0): ýòà òî÷êà óñòîé÷èâà ïî Ëÿïóíîâó, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0
ñóùåñòâóåò δ > 0, òàêîå ÷òî äëÿ ëþáîé ξ ∈ Bδ(x0) è ëþáîãî n ≥ 0 âåðíî, ÷òî Fn(ξ) ∈ Bε(x0). Òî÷-
êà x0 àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà, åñëè îíà óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó è ñóùåñòâóåò òàêîå δ0 > 0,
÷òî ïðè âñåõ ξ ∈ Bδ0(x0) âåðíî, ÷òî Fn(ξ) → x0 ïðè n → ∞.

Çàìå÷àíèå. (Îáñóæäàéòå ýòîò âîïðîñ òîëüêî åñëè õâàòàåò âðåìåíè.) Èç óñëîâèÿ ñòðåìëåíèÿ
x(t) → x0 óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó íå âûòåêàåò: ìîæåò òàê ñëó÷èòüñÿ, ÷òî ïðåæäå ÷åì ïðèáëè-
æàòüñÿ ê x0, íåêîòîðûå òðàåêòîðèè, íà÷èíàþùèåñÿ ñêîëü óãîäíî áëèçêî ê x0, äîëæíû îòîéòè îò
x0 íà ðàññòîÿíèå ïîðÿäêà êîíñòàíòû. Íàïðèìåð, ìîæíî ðàññìîòðåòü òàêîå óðàâíåíèå íà îêðóæ-
íîñòè: φ̇ = 1 − cosφ. Ó íåãî åñòü åäèíñòâåííàÿ ïîëóóñòîé÷èâàÿ îñîáàÿ òî÷êà φ = 0 (mod 2π),
ïîýòîìó òðàåêòîðèÿ ñ φ ∈ (0, δ) óéä¼ò èç îêðåñòíîñòè íóëÿ, ñäåëàåò ïîëíûé îáîðîò è áóäåò
ñòðåìèòüñÿ ê 2π (òî åñòü ê òîìó æå íóëþ) ñëåâà. Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ íà îêðóæíîñòè ìîæíî
ñäåëàòü ñèñòåìó íà ïðîêîëîòîé ïëîñêîñòè ñ òåì æå ïîâåäåíèåì òðàåêòîðèé â îêðåñòíîñòè òî÷-
êè (x0, y0) = (1, 0), äëÿ ýòîãî íóæíî â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ äîáàâèòü ê âûøåïðèâåä¼ííîìó
óðàâíåíèþ äëÿ φ óðàâíåíèå ṙ = 1− r. Âîò êàê ýòî âûãëÿäèò íà ôàçîâîì ïîðòðåòå:

Çäåñü êðàñíûì ïîêàçàíî ëîêàëüíîå ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé âáëèçè îñîáîé òî÷êè (x0, y0) = (1, 0)
(òàêàÿ îñîáàÿ òî÷êà íàçûâàåòñÿ ñåäëîóçåë), à çåë¼íûì� òðàåêòîðèÿ îäíîé èç òî÷åê èç âåðõíåé
ïîëîâèíû îêðåñòíîñòè: îíà îáõîäèò âîêðóã îêðóæíîñòè, óäàëÿÿñü âî âðåìÿ îáõîäà îò (x0, y0) íà
ðàññòîÿíèå, áîëüøåå 1.

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ äëÿ àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè äîñòàòî÷íî ëèíåàðèçàöèè ñèñòåìû. Äëÿ ñè-
ñòåì ÄÓ ìû óæå îáñóæäàëè, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî ẏ = Ay�ëèíåàðèçàöèÿ ñèñòåìû ẋ = f(x). Äëÿ
äèôôåîìîðôèçìîâ íóæíî âçÿòü åãî äèôôåðåíöèàë M := dF = F∗ : â òî÷êå x0:

F (x) = x0 +M(x− x0) + o(|x− x0|).

Íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ïîëó÷àþòñÿ òàê: åñëè äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû åñòü
ïðèáëèæåíèå/óáåãàíèå òðàåêòîðèé ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé ñêîðîñòüþ, òî è íåëèíåéíàÿ ñèñòåìà îá-
ëàäàåò òåì æå ñâîéñòâîì, à åñëè âñ¼ ïðîèñõîäèò ìåäëåííåå, òî â íåëèíåéíîì ñëó÷àå ìîæåò ïîëó-
÷èòüñÿ ïî-ðàçíîìó. Áîëåå òî÷íî:

1. Ïóñòü A èìååò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè {Reλ > 0}. Òîãäà òî÷êà x0
íåóñòîé÷èâà ïî Ëÿïóíîâó äëÿ óðàâíåíèÿ ẋ = f(x).

2. Åñëè æå âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ ìàòðèöû A ëåæàò â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè {Reλ < 0},
òî èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü.
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Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, äëÿ äèôôåîìîðôèçìîâ ïîëó÷èì

1. Ïóñòü M èìååò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ âíå çàìêíóòîãî åäèíè÷íîãî êðóãà: |λ| > 1. Òîãäà
òî÷êà x0 íåóñòîé÷èâà ïî Ëÿïóíîâó äëÿ îòîáðàæåíèÿ x 7→ F (x)

2. Åñëè æå âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ ìàòðèöû M ëåæàò â îòêðûòîì åäèíè÷íîì êðóãå
{|λ| < 1}, òî èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü.

Çàïîìíèòü óñëîâèÿ íåòðóäíî: íóæíî âñïîìíèòü, êàê ðåøàþòñÿ ëèíåéíûå ñèñòåìû ẏ = Ay.
Åñëè A æîðäàíîâà, òî ðåøåíèå áóäåò ñîäåðæàòü âûðàæåíèÿ âèäà tkeλt, ñòðåìëåíèå êîòîðûõ ê
íóëþ/áåñêîíå÷íîñòè óïðàâëÿåòñÿ êàê ðàç Reλ. Äëÿ èòåðàöèé ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ y 7→ My
òàêæå äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü â ñëó÷àå æîðäàíîâîé M è òàì áóäóò âûðàæåíèÿ âèäà nkλn, ïî-
ýòîìó è íóæíî ñðàâíèâàòü ìîäóëü λ ñ åäèíèöåé.

Çàäà÷à 16.4. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê íóëþ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a îòîáðà-
æåíèå F (x) = x + a sinx áóäåò äèôôåîìîðôèçìîì ïðÿìîé. Íàéäèòå åãî íåïîäâèæíûå òî÷êè è
èññëåäóéòå èõ óñòîé÷èâîñòü.

Ðåøåíèå. Âûÿñíèì ñíà÷àëà, êîãäà F ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì äèôôåîìîðôèçìîì: F ′(x) = 1+a cosx,
ïîýòîìó åñëè |a| < 1, òî F ′(x) > 0 ïðè âñåõ x. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè |a| < 1 ôóíêöèÿ F áóäåò ñòðîãî
ìîíîòîííîé. Îñòà¼òñÿ òîëüêî ïðîâåðèòü, ÷òî F (R) = R. Íî ýòî î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó F (R)�
ñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî ïðÿìîé, ñîäåðæàùåå òî÷êè F (πk) = πk ïðè âñåõ k.

Íåïîäâèæíûå òî÷êè� ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ F (x) = x� ýòî êàê ðàç πk (åñëè a ̸= 0), ïðîèçâîä-
íàÿ òàì ðàâíà 1+ a(−1)k (â ýòîì ñëó÷àå M áóäåò ìàòðèöåé ðàçìåðà 1× 1, åäèíñòâåííûé ýëåìåíò
êîòîðîé ðàâåí a(−1)k). Ïîýòîìó ïðè a > 0 òî÷êè 2nπ áóäóò íåóñòîé÷èâûìè (|1+ a| > 1), à òî÷êè
(2n+ 1)π� óñòîé÷èâûìè (|1− a| < 1). Ïðè a < 0 âñ¼ áóäåò íàîáîðîò.

Íàêîíåö, ïðè a = 0 âñå òî÷êè íåïîäâèæíû: F (x) ≡ x. Ëèíåàðèçàöèÿ èìååò ñîáñòâåííîå çíà-
÷åíèå 1 è íå ïîçâîëÿåò ñóäèòü îá óñòîé÷èâîñòè. Íî äëÿ òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ ýòî è íå
íóæíî: ïðÿìî èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âñå íåïîäâèæíûå òî÷êè áóäóò óñòîé÷èâû ïî Ëÿïóíîâó,
íî íå àñèìïòîòè÷åñêè. ◀

Çàäà÷à 16.5. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a îñîáàÿ òî÷êà (0, 0) ñèñòåìû óðàâíåíèé

ẋ = ax+ y + (a+ 1)x2, ẏ = x+ ay

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà? Óñòî÷èâà ïî Ëÿïóíîâó, íî íå àñèìïòîòè÷åñêè? Íåóñòîé÷èâà?

Ðåøåíèå. Ñïåêòð ìàòðèöû ëèíåàðèçàöèè (
a 1
1 a

)
ñîñòîèò èç ÷èñåë a + 1 è a − 1. Ïîýòîìó ïðè a > −1 ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå a + 1 ïîïàäàåò â
ïðàâóþ ïëîñêîñòü, è îñîáàÿ òî÷êà íåóñòîé÷èâà. Íàïðîòèâ, ïðè a < −1 îáà êîðíÿ ëåæàò â ëåâîé
ïîëóïëîñêîñòè, ïîýòîìó èìååì ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü.

Îñòàëîñü ðàçîáðàòü ñëó÷àé a = −1, êîãäà ëèíåàðèçàöèÿ íå ïîçâîëÿåò ñóäèòü îá óñòîé÷èâîñòè.
Ïðè a = −1 ñèñòåìà èìååò âèä

ẋ = −x+ y, ẏ = x− y.

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà îêàçàëàñü ëèíåéíîé ñî ñïåêòðîì {0,−2}. Å¼ ðåøåíèÿ áóäóò èìåòü âèä(
x(t)
y(t)

)
= C1

(
1
1

)
+ C2

(
−1
1

)
e−2t.

Ïîýòîìó óñòîé÷èâîñòü èìååò ìåñòî, íî íå àñèìïòîòè÷åñêàÿ (ýòî îñîáåííî ëåãêî óâèäåòü, ïåðåéäÿ
ê òîìó áàçèñó, ãäå ìàòðèöà äèàãîíàëèçîâàíà). ◀
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Îá óñòîé÷èâîñòè ìîæíî ãîâîðèòü íå òîëüêî äëÿ íåïîäâèæíûõ òî÷åê, íî è äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ
òðàåêòîðèé äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Ïóñòü x0(t)� òàêîå ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå, T � åãî
ïåðèîä: x0(t + T ) = x0(t). (Ïðè ýòîì ìû çàïðåùàåì, ÷òîáû x0(t) = const� ýòî ðàññìîòðåííûé
ðàíåå ñëó÷àé îñîáîé òî÷êè âåêòîðíîãî ïîëÿ.)

Â ýòîé ñèòóàöèè âîçìîæíû äâà ðàçíûõ ïîäõîäà ê îïðåäåëåíèþ óñòîé÷èâîñòè. Âî-ïåðâûõ,
ìîæíî ïîâòîðèòü âûøåïðèâåä¼ííûå îïðåäåëåíèÿ: ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ x0(t) óñòîé÷èâà ïî
Ëÿïóíîâó, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0, òàêîå ÷òî ëþáîå ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûì
óñëîâèåì x(0) ∈ Bδ(x0(0)) óäîâëåòâîðÿåò ïðè âñåõ t ≥ 0 óñëîâèþ x(t) ∈ Bε(x0(t)).

Ìîæíî òàêæå äàòü îïðåäåëåíèå àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè: ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà, åñëè îíà óñòîé÷èâà ïî Ëÿïóíîâó è dist(x0(t), x(t)) → 0 ïðè t → +∞
äëÿ âñåõ òðàåêòîðèé ñ x(0) ∈ Bδ0(x0(0)). Îäíàêî ýòî îïðåäåëåíèå íèêîãäà íå âûïîëíÿåòñÿ: ìîæíî
âçÿòü òðàåêòîðèþ x(t) ≡ x0(t + τ) ïðè ìàëîì τ , òîãäà x(0) = x0(τ) ïîïàä¼ò â Bδ0(x0(0)), íî
dist(x0(t), x(t)) = dist(x0(t), x0(t+ τ)) áóäåò ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé è ê íóëþ íå ñòðåìèòñÿ.

Çàäà÷à 16.6. Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïîëå íà ïëîñêîñòè, êîòîðîå â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ çàïè-
ñûâàåòñÿ êàê

ṙ = r − r2, φ̇ = 1.

Íàðèñóéòå åãî ôàçîâûé ïîðòðåò. Áóäåò ëè ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ {r = 1} óñòîé÷èâà?

Ðåøåíèå. Óðàâíåíèå ṙ = r − r2 èìååò íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè r = 0 è r = 1. Íà èíòåðâàëå (0, 1)
èìååì ṙ > 0, òî åñòü òàêîå ðåøåíèå íà +∞ ñòðåìèòñÿ ê 1, à íà −∞ ñòðåìèòñÿ ê 0. Àíàëîãè÷íûì
îáðàçîì, ṙ < 0 ïðè r > 1, òî åñòü ðåøåíèå ñòðåìèòñÿ ê 1 ïðè t → +∞. (Ïðè t → −∞ ãîâîðèòü
î ïðåäåëå íå ïðèõîäèòñÿ: ðåøåíèÿ â îáðàòíîì âðåìåíè óáåãàþò íà áåñêîíå÷íîñòü çà êîíå÷íîå
âðåìÿ, ìû ýòî îáñóæäàëè íà îäíîì èç ñåíòÿáðüñêèõ ñåìèíàðîâ.)

Ïî φ äèíàìèêà î÷åíü ïðîñòàÿ � âðàùåíèå ñ åäèíè÷íîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ. Îáúåäèíÿÿ ýòè
äâà îïèñàíèÿ, ïîëó÷àåì ôàçîâûé ïîðòðåò, ïîêàçàííûé íà ðèñóíêå.

Ïåðåéä¼ì ê àíàëèçó óñòîé÷èâîñòè. Ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ çàäà¼òñÿ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ
êàê X0(t) = (r0(t) ≡ 1, φ0(t) = t). Òðàåêòîðèÿ, íà÷èíàþùàÿñÿ â òî÷êå X̂ = (r̂, φ̂) áóäåò èìåòü âèä
X(t) = (r(t), φ(t) = φ̂+t). Ïðè ýòîì r(t) íà èíòåðâàëå âðåìåíè (0,+∞) ìîíîòîííî èçìåíÿåòñÿ îò r̂
äî 1. Çíà÷èò, ðàçíîñòü ïîëÿðíûõ óãëîâ X0(t) è X(t) íå ìåíÿåòñÿ, à ðàçíîñòü ðàäèóñîâ ìîíîòîííî
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ïîýòîìó óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó èìååò ìåñòî (ìîæíî âçÿòü δ = ε). ◀

Ñëåäóþùèé ïðèìåð, îäíàêî, ïîêàçûâàåò, ÷òî çäåñü âñ¼ íå òàê ïðîñòî.

Çàäà÷à 16.7. Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïîëå íà ïëîñêîñòè, êîòîðîå â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ çàïè-
ñûâàåòñÿ êàê

ṙ = (1− r)3, φ̇ = r.

Íàðèñóéòå åãî ôàçîâûé ïîðòðåò â îêðåñòíîñòè åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè. Áóäåò ëè åäèíè÷íàÿ
îêðóæíîñòü óñòîé÷èâîé ïî Ëÿïóíîâó â ñìûñëå äàííîãî âûøå îïðåäåëåíèÿ?

6



Ðåøåíèå. Ðàññóæäåíèÿ èç ðåøåíèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è äîñëîâíî ïîâòîðÿþòñÿ, ïîýòîìó êà÷å-
ñòâåííî ôàçîâûé ïîðòðåò ïîëó÷àåòñÿ òàêèì æå. ×òîáû èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòü, ðåøèì ïåðâîå
óðàâíåíèå (â í¼ì ïåðåìåííûå ðàçäåëÿþòñÿ):

t− t0 =
1

2(1− r)2
− 1

2(1− r0)2
.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìû ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî òðàåêòîðèÿ çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì dφ/dr = φ̇/ṙ =
r/(1− r)3, îòêóäà

φ− φ0 =

∫ r

r0

r

(1− r)3
dr =

2r − 1

2(1− r)2
− 2r0 − 1

2(1− r0)2
.

Ïðè äâèæåíèè ïî åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè áûëî âåðíî, ÷òî φ − t = const. Ïîñìîòðèì, ÷òî ïîëó-
÷àåòñÿ íà äðóãèõ òðàåêòîðèÿõ:

φ− t = const +
2r − 1

2(1− r)2
− 1

2(1− r)2
= const +

1

r − 1
.

Ïîñêîëüêó r → 1 ïðè t → +∞, ìû ïîëó÷èì, ÷òî ðàçíîñòü ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Ýòî
çíà÷èò, ÷òî âðàùåíèå òî÷êè íà áëèçêîé òðàåêòîðèè íà áåñêîíå÷íî ìíîãî îáîðîòîâ ¾îïåðåäèò¿
âðàùåíèå òî÷êè íà ñàìîé åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè (èëè ¾îòñòàíåò îò íå¼¿, â çàâèñèìîñòè îò òîãî,
ñíàðóæè òî÷êà ïðèáëèæàåòñÿ èëè èçíóòðè). Ïîýòîìó âñåãäà ìîæíî âûáðàòü ìîìåíò âðåìåíè,
êîãäà ðàññèíõðîíèçàöèÿ ïî óãëó ìåæäó x0(t) è x(t) ñîñòàâèò ïîëîâèíó îáîðîòà, à òîãäà òî÷êè
áóäóò íà ðàññòîÿíèè ïîðÿäêà 2, à íå ìåíüøå ε. ◀

Ðàçóìíî ñ÷èòàòü, ÷òî â ïîäîáíîé ñèòóàöèè óñòîé÷èâîñòü âñ¼-òàêè åñòü. Ôîðìàëüíî ãîâîðÿò îá
îðáèòàëüíîé óñòîé÷èâîñòè, îäíàêî ñëîâî ¾îðáèòàëüíàÿ¿ ÷àñòî îïóñêàþò (èç êîíòåêñòà îáû÷íî
ÿñíî, ÷òî èìååòñÿ â âèäó). À èìåííî, ïóñòü X = {x0(τ) : τ ∈ [0, T ]}�ðàññìàòðèâàåìàÿ ïåðèîäè-
÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ, îíà îðáèòàëüíî óñòîé÷èâà ïî Ëÿïóíîâó, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò
δ > 0, ÷òî äëÿ ëþáîé òðàåêòîðèè x(t) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = ξ, dist(ξ,X ) < δ ïðè âñåõ
t ≥ 0 âåðíî, ÷òî dist(x(t),X ) < ε. Ýòà òðàåêòîðèÿ îðáèòàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà, åñëè
îíà îðáèòàëüíî óñòîé÷èâà ïî Ëÿïóíîâó è dist(x(t),X ) → 0 ïðè t → +∞ äëÿ âñåõ ðåøåíèé ñ
íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = ξ ∈ Bδ0(X ).
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