
Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Ëèñòîê 2

Ñðîê ñäà÷è 16 äåêàáðÿ. Ëèñòîê ñäàåòñÿ î÷íî îðèåíòèðîâî÷íî 19 èëè 20 äåêàáðÿ ïî
ïðåäâàðèòåëüíîé çàïèñè (÷åðåç ãóãë-ôîðìó íà ñòðàíèöå êóðñà). Çàïèñü çàêàí÷èâàåò-
ñÿ 16 äåêàáðÿ. Çàïèñûâàþòñÿ òå, êòî ðåøèë íå ìåíåå òðåõ çàäà÷.

Çàäà÷à 1 (1 + 2). Äîêàæèòå, ÷òî êîðíè óðàâíåíèÿ zn = 1 îáðàçóþò ãðóïïó ïîðÿäêà
n ïî óìíîæåíèþ. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå îáðàòíóþ òåîðåìó.

Çàäà÷à 2 (3 + 1). a) Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ìàòðèöû A(t) êîììóòèðóþò äðóã ñ äðóãîì
ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ t, òî äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ẋ = A(t)x âåðíà ôîðìóëà x(t) =
exp

∫
(A(t)dt)c, ãäå c�ïðîèçâîëüíûé âåêòîð.

b) Íà ïðèìåðå ñèñòåìû ẋ = y, ẏ = tx ïîêàæèòå, ÷òî ýòà ôîðìóëà íåâåðíà â îáùåì
ñëó÷àå.

Çàäà÷à 3 (4). Íàéäèòå ïðèìåð äâóõ íåêîììóòèðóþùèõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ A è B,
äëÿ êîòîðûõ eA+B = eAeB.

Çàäà÷à 4 (7). Äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f íà îêðóæíîñòè è ëþáîãî óãëà φ
äëÿ êîòîðîãî îòíîøåíèå φ

2π
èððàöèîíàëüíî, äîêàæèòå, ÷òî âðåìåííîå ñðåäíåå ôóíêöèè

f âäîëü îðáèòû èððàöèîíàëüíîãî ïîâîðîòà íà óãîë φ, òî åñòü âåëè÷èíà

lim
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

f(x+ kφ),

ðàâíà ïðîñòðàíñòâåííîìó ñðåäíåìó 1
2π

∫
S1 f(x)dx.

Óêàçàíèå. Ðàññìîòðèòå ñëó÷àé, êîãäà f � òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí, à çàòåì âîñ-
ïîëüçóéòåñü òåîðåìîé Âåéåðøòðàññà î ïðèáëèæåíèè íåïðåðûâíîé ôóíêöèè òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì.

Çàäà÷à 5 (3). Ïîëíî ëè ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå [0, 1] ñ íîðìîé

∥f∥ =
∫ 1

0
|f(x)|dx?

Çàäà÷à 6 (5). Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ 2π-ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

ẋ+ sinx = ε cos t,

îáðàùàþùåãîñÿ ïðè ε = 0 â x ≡ 0, ïî ε ïðè ε = 0.

Çàäà÷à 7 (5+ 2). Èññëåäóéòå íà óñòîé÷èâîñòü íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû ẋ = A(t)x, â
êîòîðîé ìàòðèöà A 2-ïåðèîäè÷åñêàÿ, ïðè÷åì

A(t) =

(
2 −b
b 2

)
, t ∈ [0, 1),

A(t) =

(
−1 0
0 3

)
, t ∈ [1, 2),

åñëè a) b = 1; b) b = 3
2
.

Çàìå÷àíèå. Ïðàâàÿ ÷àñòü íàøåé ñèñòåìû ðàçðûâíà ïðè t ∈ Z, ïîýòîìó ñòàíäàðòíûå
îïðåäåëåíèÿ èç êóðñà ê íåé íåïðèìåíèìû. Áóäåì íàçûâàòü ðåøåíèÿìè òàêîé ñèñòåìû
ôóíêöèè x(t), êîòîðûå íåïðåðûâíû íà âñåé ïðÿìîé è óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ ẋ(t) =
A(t)x(t) ïðè t /∈ Z.
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