


4. Ïîëüçóÿñü çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè îäíîìåðíîé ÷àñòèöû: E = mẋ2

2
+ U(x) = const

ïðè äâèæåíèè â ïîëå ñ ïîòåíöèàëîì U(x), åå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â

âèäå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà: dx
dt

= ±
√

2
m
(E − U(x)).

Èíòåãðèðóÿ ýòî óðàâíåíèå, äîêàæèòå, ÷òî âðåìÿ äâèæåíèÿ ïî ñåïàðàòðèñå èç ëþáî-
ãî äîïóñòèìîãî íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ äî òî÷êè íåóñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ áåñêîíå÷íî
âåëèêî. Èíûìè ñëîâàìè, äîêàæèòå, ÷òî äâèãàÿñü ïî ñåïàðàòðèñå, ÷àñòèöà íèêîãäà íå
äîñòèãíåò ïîëîæåíèÿ íåóñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ.

5.
2 Ïóñòü S(E) � ïëîùàäü ôèãóðû îãðàíè÷åííîé çàìêíóòîé ôàçîâîé êðèâîé, ñîîòâåò-

ñòâóþùåé äâèæåíèþ ÷àñòèöû ìàññû m ñ ýíåðãèåé E. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðèîä T äâèæåíèÿ
÷àñòèöû ïî ýòîé ôàçîâîé êðèâîé

T = m
dS

dE
.

6. ×àñòèöà äâèæåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå R3 ïîä äåéñòâèåì ñèëû ~F . Êîìïîíåíòû ñèëû â
äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìåþò âèä:

Fx = yz − x, Fy = xz − αy, Fz = αxy + z.

Çäåñü α � âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð, à (x, y, z) - êîîðäèíàòû ÷àñòèöû.

à) Íàéäèòå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà α, ïðè êîòîðûõ ñèëà ~F ïîòåíöèàëüíà è îïðåäåëèòå
ñîîòâåòñòâóþùèé ïîòåíöèàë U(x, y, z).

á) Ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ α íàéäèòå ðàáîòó ñèëû ~F ïðè ïåðåìåùåíèè ÷àñòèöû
âäîëü êðèâûõ γ1 è γ2, ãäå:

(*) γ1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äóãó îêðóæíîñòè x
2+y2 = 1, z = 0, çàêëþ÷åííóþ ìåæäó

òî÷êàìè M1(1, 0, 0) è M2(0, 1, 0).

(**) γ2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòðåçîê âèíòîâîé ëèíèè x
2+y2 = 1, z = 2φ/π, çàêëþ÷åí-

íûé ìåæäó òî÷êàìè M1(1, 0, 0) è M2(0, 1, 1), ãäå tg φ = y/x � ïîëÿðíûé óãîë â
ïëîñêîñòè xOy.

7. Äâèãàþùàÿñÿ â ïëîñêîñòè ÷àñòèöà ñîåäèíåíà ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò (0, 0) ñ ïîìîùüþ
íåâåñîìîé ïðóæèíû. Ñèëà óïðóãîñòè ïðóæèíû èìååò âèä

~F = −κρ~eρ, ρ =
√
x2 + y2,

çäåñü ~eρ � îðò ïîëÿðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, (x, y) � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû ÷àñòèöû, κ >
0 � êîýôôèöèåíò óïðóãîñòè ïðóæèíû. Íàéäèòå ðàáîòó ñèëû óïðóãîñòè ïðè ïåðåìåùåíèè
÷àñòèöû èç òî÷êè ñ àáñöèññîé x = 0 â òî÷êó ñ îðäèíàòîé y = 0 âäîëü êðèâîé y = x2−α2

2
.

8. Íà òðåíèðîâêå ñïîðòñìåí ïðîáåãàåò êðóã ðàäèóñà R ñ ïîñòîÿííîé ïî âåëè÷èíå ñêîðî-
ñòüþ v. Â ìîìåíò ñòàðòà íàâñòðå÷ó ñïîðòñìåíó íà÷èíàåò äóòü íåïðåðûâíî óñèëèâàþùèé-
ñÿ âåòåð. Íàïðàâëåíèå âåòðà ñ òå÷åíèåì âðåìåíè íå èçìåíÿåòñÿ, à åãî ñêîðîñòü ìåíÿåòñÿ
ïî çàêîíó V = at2, ãäå a > 0 � êîíñòàíòà, t � âðåìÿ, ïðîøåäøåå ñ ìîìåíòà ñòàðòà. Ñèëà
ñîïðîòèâëåíèÿ âîçäóõà, äåéñòâóþùàÿ íà ñïîðòñìåíà, ðàâíà

~F = −κ~u,
2Çàäà÷à âçÿòà èç �4 êíèãè Â.È.Àðíîëüäà �Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè�.
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ãäå ~u � ñêîðîñòü áåãóíà îòíîñèòåëüíî âîçäóõà. Ñ êàêîé ñêîðîñòüþ v ñïîðòñìåí äîëæåí
áåæàòü êðóã, ÷òîáû åãî ðàáîòà ïî ïðåîäîëåíèþ ñîïðîòèâëåíèÿ âîçäóõà áûëà ìèíèìàëüíà?
(Ñ÷èòàéòå, ÷òî ðàáîòà ñïîðòñìåíà ðàâíà ïî âåëè÷èíå è ïðîòèâîïîëîæíà ïî çíàêó ðàáîòå ñèëû

ñîïðîòèâëåíèÿ âîçäóõà.)

9. Áóñèíêà ìàññû m ñêîëüçèò áåç òðåíèÿ âäîëü ïðÿìîãî ñòåðæíÿ, ðàâíîìåðíî âðàùà-
þùåãîñÿ â ïëîñêîñòè âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω (ñì.
ïðèìåð 2 ñåìèíàðà 3). Â íà÷àëüíûé ìîìåíò áóñèíêà íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè ρ(0) = a
îò íà÷àëà êîîðäèíàò, åå íà÷àëüíàÿ ðàäèàëüíàÿ ñêîðîñòü ðàâíà íóëþ: ρ̇(0) = 0. Íà áó-

ñèíêó äåéñòâóåò òîëüêî ñèëà ðåàêöèè ñòåðæíÿ ~N , íàïðàâëåííàÿ âäîëü îðòà ~eφ ïîëÿðíîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò.

- Íàéäèòå çàâèñèìîñòü âåëè÷èíû ñèëû ðåàêöèè ñòåðæíÿ N(t) îò âðåìåíè è îïðåäå-
ëèòå ðàáîòó, ñîâåðøåííóþ ýòîé ñèëîé íàä áóñèíêîé ê ìîìåíòó âðåìåíè T > 0.

- Âû÷èñëèòå èçìåíåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè áóñèíêè çà òîò æå ïðîìåæóòîê âðåìåíè
T è ñðàâíèòå åãî ñ ðàáîòîé ñèëû ~N .
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