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Ñåìèíàð 3

Óðàâíåíèÿ Íüþòîíà è çàêîíû Êåïëåðà (ïðîäîëæåíèå)

1. Äëÿ öåíòðàëüíîé ñèëû ñ ïîòåíöèàëîì U(r) = −k
r
(ñèëû ïðèòÿæåíèÿ), íàïèøè-

òå ýôôåêòèâíóþ ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ ïðè ôèêñèðîâàííîì ìîìåíòå èìïóëüñà è,
ïåðåéäÿ ïðè ïîìîùè ïðåäëîæåíèÿ Êëåðî ê óðàâíåíèþ íà ρ = 1/r, íàéäèòå óðàâíå-
íèÿ ôàçîâûõ êðèâûõ â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (äîëæíû ïîëó÷èòüñÿ ýëëèïñû,
ïàðàáîëû è ãèïåðáîëû).

2. Ðåøèòå (ñàìîñòîÿòåëüíî) òó æå çàäà÷ó äëÿ ïîòåíöèàëà U(r) = −k
2r2
.

3. Ïðèìåð Ñèòíèêîâà. Äâà òî÷å÷íûõ òåëà ðàâíîé ìàññû âðàùàþòñÿ ïî åäèíè÷íîé
îêðóæíîñòè â ïëîñêîñòè Oxy, íàõîäÿñü âñåãäà â äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ
òî÷êàõ. Òðåòüå òåëî ïðåíåáðåæèìî ìàëîé ìàññû äâèæåòñÿ ïî îñè Oz ïîä äåéñòâèåì
ïðèòÿæåíèÿ ïåðâûõ äâóõ òåë. Íàïèøèòå óðàâíåíèå Íüþòîíà äëÿ äâèæåíèÿ òðåòüå-
ãî òåëà, íàðèñóéòå ãðàôèê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè è ôàçîâûé ïîðòðåò íà ïëîñêîñòè
(z, ż). Îáðàòèòå âíèìàíèå íà íàëè÷èå êàê ïåðèîäè÷åñêèõ, òàê è óõîäÿùèõ íà áåñêî-
íå÷íîñòü òðàåêòîðèé.

Ýòî ¾äåòñêèé¿ ïðèìåð Ñèòíèêîâà, à íàñòîÿùèé ïðèìåð ïîëó÷àåòñÿ åãî ìîäèôè-
êàöèåé. Ïóñòü äâà òåëà äâèæóòñÿ âîêðóã öåíòðà ìàññ íå ïî îáùåé îêðóæíîñòè, à ïî
äâóì ýëëèïñàì, íàõîäÿñü â ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ òî÷êàõ. Åñëè
ïðè ïðîëåòå òðåòüåãî òåëà ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò ðàññòîÿíèå ìåæäó ïåðâûìè äâó-
ìÿ òåëàìè âîçðàñòàåò îò íàèìåíüøåãî ê íàèáîëüøåìó, òðåòüå òåëî ðàçãîíÿåòñÿ (â
ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî íóëÿ òî÷êàõ îñè Oz íà òåëî äåéñòâóþò ðàçíûå ïî ìî-
äóëþ ñèëû, òàê êàê ïîñëå ïðîëåòà íóëÿ äâà ìàññèâíûõ òåëà ðàçîøëèñü íà áîëüøåå
ðàññòîÿíèå). Ïî íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíîãî ócëîâèÿ, îòïóñêàÿ òðåòüå
òåëî ñ ôèêñèðîâàííîé ñêîðîñòüþ èç ðàçíûõ òî÷åê âåðòèêàëüíîé îñè, ìîæíî äîáèòüñÿ
êàê óñêîðåíèÿ, òàê è òîðìîæåíèÿ ïðè ïðîëåòå ÷åðåç íîëü. Ìîæíî âûáðàòü íà÷àëü-
íûå óñëîâèÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïîñëå ïåðâîãî ïðîëåòà òåëî îñòàíîâèòñÿ êàê ðàç â
òàêîé òî÷êå, ÷òîáû ïðè âòîðîì ïðîëåòå òîæå áûòü ðàçîãíàíûì, è ò.ä. Òàê ìîæíî
äîáèòüñÿ êîëåáàíèé òðåòüåãî òåëà ñ âîçðàñòàþùåé ê áåñêîíå÷íîñòè àìïëèòóäîé (èëè
áîëåå ñëîæíûõ äâèæåíèé) � ýòî è åñòü íàñòîÿùèé ïðèìåð Ñèòíèêîâà. Ñì. êíèãó
Â.Ì. Àëåêñååâà ¾Ëåêöèè ïî íåáåñíîé ìåõàíèêå¿, â êîòîðîé ïðèâîäèòñÿ òàêæå ñòàòüÿ
Ê. Ñèòíèêîâà.

4. Êàìåíü ñ íóëåâîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ ïàäàåò íà ñîëíöå ñ ðàññòîÿíèÿ, ðàâíîãî
ðàäèóñó îðáèòû Çåìëè. Çà êàêîå âðåìÿ îí äîëåòèò äî ñîëíöà?

Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ëàãðàíæà äëÿ çàäà÷è î õîäå ëó÷åé

5. Âûâåäèòå èç óðàâíåíèÿ ïåðâîãî èíòåãðàëà óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà äëÿ ëàãðàí-
æèàíà L(q, p) = n(q)

√
1 + p2 èç çàäà÷è î õîäå ëó÷åé äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

õîäà ëó÷åé (êîòîðîå îáñóæäàëîñü íà ïðåäûäóùèõ ñåìèíàðàõ).

6. Íàïèøèòå óðàâíåíèå Ýéëåðà-Ëàãðàíæà äëÿ ëàãðàíæèàíà L(y, y′) = n(y)
√
1 + (y′)2.

Êàêèå ïîñòîÿííûå ðåøåíèÿ y = const åìó óäîâëåòâîðÿþò? Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ
y(x) = y0 ëîêàëüíî ìèíèìèçèðóåò ñîîòâåòñòâóþùåå äåéñòâèå

∫ x1

x0
n(y(x))

√
1 + (y′(x))2 dx

(ïðè óñëîâèè y(x0) = y(x1) = y0), åñëè y0 � òî÷êà ìèíèìóìà ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ
n(y).


