
Ãðóïïà êîñ, êâàíòîâûå ãðóïïû è ïðèëîæåíèÿ

Ëèñòîê 2. Àëãåáðû Ãåêêå

Ðåêîìåíäóåìûé ñðîê ñäà÷è: 07.03.2023

1. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò àëãåáðû Hn(q) ïðåäñòàâèì â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíà-
öèè ìîíîíìîâ âèäà1

Xi1i2...in := Ci11Ci22 . . . Cinn,

ãäå ik ∈ {1, 2, . . . , k}, Cij := gj−1gj−2 . . . gi ∀ i < j, Cii := 1.

2. Ýëåìåíòû ji ∈ Hn(q)

ji :=
Ji − 1

q − q−1
, i = 1, 2, . . . , n,

ÿâëÿþòñÿ àëüòeðíàòèâíûì íàáîðîì ãåíåðàòîðîâ ïîäàëãåáðûÞöèñà-Ìýðôè. Ïðåäñòàâü-
òå ji â âèäå ìíîãî÷ëåíîâ îò àðòèíîâûõ ãåíåðàòîðîâ gk, k = 1, . . . , n − 1. Â ïðåäåëüíîì
ñëó÷àå q = 1 îïðåäåëèòå, êàêèå ýëåìåíòû ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû Sn (ò.å., ïåðåñòàíîâ-
êè) ñîîòâåòñòâóþò ñëàãàåìûì ìíîãî÷ëåíîâ ji (íàïîìíèì: Hn(1) ∼= C[Sn]).2

3. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè q2 = −1 àëãåáðà H2(q) èçîìîðôíà íåïîëóïðîñòîé àëãåáðå âåðõ-
íåòðåóãîëüíûõ 2× 2 ìàòðèö âèäà(

x y
0 x

)
, x, y ∈ C.

4. Íà ëåêöèÿõ ìû ñôîðìóëèðîâàëè ïðàâèëà ïîñòðîåíèÿ äîïóñòèìûõ èíäåêñîâ α =
{a1, a2, . . . , an} äëÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðû Hn(q) (ñì.
ñòð. 17 çàïèñîê ëåêöèé):

� a1 = 1;

� {q2ai, q−2ai} ∪ {a1, a2, . . . , ai−1} 6= ∅ ∀i = 2, . . . , n;

� ∀ i, j : i < j, ai = aj =: a ∃ k, l : i < k < j, i < l < j, ak = q−2a, al = q2a.

Äîêàæèòå, ÷òî ýòè ïðàâèëà
a) ñëåäóþò èç Òåîðåìû 1 è ðàññóæäåíèé íà ñòð. 16-17 çàïèñîê ëåêöèé;

á) ïîçâîëÿþò óñòàíîâèòü âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó èíäåêñàìè α áà-
çèñíûõ âåêòîðîâ è ñòàíäàðòíûìè òàáëèöàìè Þíãà, îòâå÷àþùèìè âñåâîçìîæíûì ðàç-
áèåíèÿì λ ` n.

5. Ðàññìîòðèì àëãåáðó Hn(q) ñ îãðàíè÷åíèåì íà ïàðàìåòð q : q2i 6= 1, ∀i = 2, . . . , n
(ðåæèì, êîãäà àëãåáðà ïîëóïðîñòà).

1Êàê âûÿñíèòñÿ â äàëüíåéøåì, ýëåìåíòû Xi1i2...in îáðàçóþò ëèíåéíûé áàçèñ â Hn(q).
2Íàáîð {ji}i=1,...,n áûë âïåðâûå èñïîëüçîâàí íåçàâèñèìî ëèòîâñêèì òåîðôèçèêîì ÀëüãèñîìÞöèñîì

è áðèòàíñêèì ìàòåìàòèêîì Ãâåíäîëåí Ìåðôè äëÿ èçó÷åíèÿ ïðåäñòàâëåíèé ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû

Sn.
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Êàê îáñóæäàëîñü íà ëåêöèÿõ, êàæäîé ñòàíäàðòíîé òàáëèöå Þíãà tλ,α, îòâå÷àþùåé
ðàçáèåíèþ λ ` n (çäåñü α íóìåðóåò ñòàíäàðòíûå òàáëèöû ôîðìû λ), ìîæíî ñîïîñòàâèòü
èäåìïîòåíò Pλ,α, ïðèíàäëåæàùèé ïîäàëãåáðå Þöèñà-Ìåðôè â Hn(q) (ò.å., ÿâëÿþùèéñÿ
ïîëèíîìîì îò Ji, i = 1, . . . , n). Íàáîð ýòèõ èäåìïîòåíòîâ óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì
îðòîãîíàëüíîñòè è ïîëíîòû:

Pλ,α Pµ,β = δλ,µ δα,βPλ,α, ∀λ, µ ` n, ∀α, β,
∑
λ`n, α Pλ,α = 1.

Çàòåì, êàæäîìó èäåìïîòåíòó Pλ,α ∈ Hn(q) ⊂ Hn+1(q) ìîæíî ñîïîñòàâèòü òîæäåñòâî â
ïîäàëãåáðå Þöèñà-Ìåðôè àëãåáðû Hn+1(q) è äàëåå c èñïîëüçîâàíèåì ýòèõ òîæäåñòâ
ñòðîèòü ïîëíûé íàáîð âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ èäåìïîòåíòîâ â Hn+1(q).

Ïðîâåäèòå ÿâíîå ïîñòðîåíèå íàáîðà èäåìïîòåíòîâ äëÿ àëãåáðû H3(q), q
4 6= 1, q6 6= 1.

Ïîñòðîéòå ñîîòâåòñòâóþùèå èì òîæäåñòâà â H4(q), à çàòåì ïî òîæäåñòâàì ïîñòðîéòå
ïîëíûé íàáîð îðòîãîíàëüíûõ èäåìïîòåíòîâ â H4(q). Êàêèå èõ ýòèõ èäåìïîòåíòîâ ìîæ-
íî ïîñòðîèòü áåç äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé íà ïàðàìåòð q? Êàêèå óñëîâèÿ íà q íóæíî
íàëîæèòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ âñåõ èäåìïîòåíòîâ?

6. Äëÿ áàêñòåðèçîâàííûõ ãåíåðàòîðîâ àëãåáðû Ãåêêå

gi(x) := gi − qx

[x]q
1, x ∈ Z, [x]q :=

qx−q−x

q−q−1 ,

ïðîâåðüòå âûïîëíåíèå, òàê íàçûâàåìûõ, ñîîòíîøåíèé óíèòàðíîñòè

gi(x) gi(−x) = [x−1]q [x+1]q
[x]2q

1

è óðàâíåíèé ßíãà-Áàêñòåðà

gi(x) gi+1(x+ y) gi(y) = gi+1(y) gi(x+ y) gi+1(x).

7. Ïîñòðîéòå ìàòðèöû âñåõ àðòèíîâûõ ãåíåðàòîðîâ gi àëãåáðû H5(q) â áàçèñå, äèà-
ãîíàëüçóþùåì ýëåìåíòû Þöèñà-Ìåðôè, äëÿ ïðåäñòàâëåíèé, îòâå÷àþùèõ ðàçáèåíèÿì
λ1 = {3, 2} è λ2 = {3, 1, 1}.

8.∗3 Ïîìèìî àëãåáð Ãåêêå èçâåñòíà åùå îäíà ñåðèÿ êîíå÷íîìåðíûõ ôàêòîð-àëãåáð â
C[Bn] � àëãåáðû Áèðìàí-Ìóðàêàìè-Âåíöëÿ Wn(q, µ). Ýòà ñåðèÿ ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì.

Âî-ïåðâûõ íàêëàäûâàþòñÿ êóáè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ íà àðòèíîâû ãåíåðàòîðû ãðóï-
ïû êîñ:

(gi − q)(gi + q−1)(gi − µ) = 0, (1)

èç êîòîðûõ, î÷åâèäíî, ñëåäóþò êóáè÷åñêèå óñëîâèÿ è íà ýëåìåíò Þöèñà-Ìåðôè J2 =
(g1)

2:
(J2 − q2)(J2 − q−2)(J2 − µ2) = 0. (2)

Íàëîæèâ îãðàíè÷åíèÿ íà ïàðàìåòðû: q /∈ {0,±1,±i}, µ /∈ {0,±q,±q−1}, ìîæíî òåïåðü
ïîñòðîèòü ïîëíûé íàáîð îðòîãîíàëüíûõ èäåìïîòåíòîâ â àëãåáðå W3(q, µ)

A :=
(J2 − q2)(J2 − µ2)

(q−2 − q2)(q−2 − µ2)
, S :=

(J2 − q−2)(J2 − µ2)

(q2 − q−2)(q2 − µ2)
, K :=

(J2 − q2)(J2 − q−2)
(µ2 − q2)(µ2 − q−2)

. (3)

3Çâåçäî÷êîé ïîìå÷åíû äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è.
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Óñëîâèÿ (1) îäíàêî íåäîñòàòî÷íî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñåðèè êîíå÷íîìåðíûõ ôàêòîð-àëãåáð,
ïðè n ≥ 6 îíè îñòàþòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíû. Äîïîëíèâ (1) óñëîâèåì

K(J3 − 1) = 0 (4)

ìû ïîëó÷àåì ñåðèþ êîíå÷íîìåðíûõ ôàêòîð-àëãåáð Wn(q, µ), dimWn = (2n− 1)!!.
Äëÿ áàøíè àëãåáð Áèðìàí-Ìóðàêàìè-Âåíöëÿ

W0 ⊂ W1 ⊂ . . . ⊂ Wn−1 ⊂ Wn ⊂ . . . ,

êàê è äëÿ àëãåáð Ãåêêå, ìîæíî ñòðîèòü ãðàô âåòâëåíèÿ (äèàãðàììó Áðàòåëëè), ñî-
ïîñòàâëÿÿ âåðøèíàì ãðàôà êàðòèíêè äèàãðàìì Þíãà, à ïåðåõîäàì âäîëü ðåáåð ãðà-
ôà ïðîöåäóðó ïðèñîåäèíåíèÿ êëåòêè ê äèàãðàììå. Ïðè ýòîì îäíàêî ïðèñîåäèíÿåìàÿ
êëåòêà ìîæåò íå òîëüêî ðàñïîëîæèòüñÿ â îäíîì èç âíóòðåííèõ óãëîâ äèàãðàììû, íî
è óíè÷òîæèòü êëåòêó âî îäíîì èç åå âíåøíèõ óãëîâ. Òàêèì îáðàçîì âåðøèíû ãðà-
ôà âåòâëåíèÿ, îòâå÷àþùèå àëãåáðå Wn, íóìåðóþòñÿ âñåìè âîçìîæíûìè ðàçáèåíèÿìè
(äèàãðàììàìè Þíãà) ÷èñåë n, n− 2, n− 4, . . . , 1 èëè 0. Íàïðèìåð, òðåõìåðíîé àáåëåâîé
àëãåáðå W3 â ãðàôå âåòâëåíèÿ îòâå÷àþò òðè âåðøèíû, èíäåêñèðóåìûå ðàçáèåíèÿìè
λA = {1, 1} ` 2, λS = {2} ` 2, λC = {} ` 0. Îíè ñîîòâåòñòâóþò èäåìïîòåíòàì A, S è K
èç ôîðìóëû (3), îòâå÷àþùèì òðåì îäíîìåðíûì ïðåäñòàâëåíèÿì W3.

Ïîëüçóÿñü îïèñàííîé ïðîöåäóðîé, ïðîäîëæèòå ãðàô âåòâëåíèÿ àëãåáð Áèðìàí-Ìóðà-
êàìè-Âåíöëÿ äî óðîâíåé W4 è W5 è îïðåäåëèòå ðàçìåðíîñòè âñåõ íåïðèâîäèìûõ ïðåä-
ñòàâëåíèé ýòèõ àëãåáð (â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî àëãåáðû ïîëóïðîñòû).
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