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1. Êîìïîíåíòû ñèëû ~F çàäàíû â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ r, θ è φ íà R3:

Fr = −2r cosφ sin 2θ, Fθ = −2r cosφ(1 + α sin2 θ), Fφ = −αr cos θ sinφ,

ãäå α � âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð. Îïðåäåëèòå, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ α ñèëà ïîòåíöèàëüíà,
è íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùóþ ôóíêöèþ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè.

2. Êîìïîíåíòû ñèëû ~F çàäàíû â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ρ, φ è z íà R3:

Fρ = ρX(z) cosφ, Fφ = ρY (φ)e−z
2

, Fz = V (ρ, φ) z e−z
2

,

ãäå X, Y è V � ïðîèçâîëüíûå ãëàäêèå ôóíêöèè.

à) Ïðè êàêèõ X, Y è V âûïîëíåíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ïîòåíöèàëüíîñòè ~F? Íàéäèòå
îáùåå ðåøåíèå.

á) Îïðåäåëèòå âèä ïîòåíöèàëüíîé ñèëû ~F , åñëè äîïîëíèòåëüíî çàäàíû ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ:

~F
ρ=0

= 0 (íà îñè O~z), Fρ
φ=z=0

= ρ (íà îñè O~x).

Ïîñòðîéòå ñîîòâåòñòâóþùóþ ôóíêöèþ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè è ïðîâåðüòå äîñòà-
òî÷íûå óñëîâèÿ ïîòåíöèàëüíîñòè.

3. Â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ïðîñòðàíñòâà R3 êîìïîíåíòà Fφ ïîòåíöèàëüíîé ñèëû
~F èìååò âèä:

Fφ = f(ρ, z) cosφ,

ãäå f(ρ, z) � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. Îïðåäåëèòå íàèáîëåå îáùèé âîçìîæíûé âèä îñòàëüíûõ

êîìïîíåíò ñèëû ~F è âû÷èñëèòå ñîîòâåòñòâóþùèé ïîòåíöèàë.
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. Òàíãåíöèàëüíîå ñèëîâîå ïîëå â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ íà R3 èìååò âèä:

~F = Fθ ~eθ + Fφ ~eφ.

Èíûìè ñëîâàìè, â ëþáîé òî÷êå R3 âåêòîð ñèëû ~F îðòîãîíàëåí ðàäèóñ-âåêòîðó ~r.

à) Ïðèâåäèòå ïðèìåð òàíãåíöèàëüíîãî ïîëÿ, êîòîðîå ïîòåíöèàëüíî. Íàéäèòå îáùèé
âèä òàíãåíöèàëüíîé ïîòåíöèàëüíîé ñèëû.

á) Ñóùåñòâóåò ëè ïîòåíöèàëüíîå òàíãåíöèàëüíîå ïîëå, êîòîðîå â òî÷êàõ ýêâàòîðà ñôå-
ðû ðàäèóñà r (ò.å. ïðè θ = π/2) èìååò íåíóëåâóþ êîìïîíåíòó Fφ(r), íå çàâèñÿùóþ
îò óãëà φ?
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5. Ìàññèâíàÿ ÷àñòèöà äâèæåòñÿ áåç òðåíèÿ ïî ïîâåðõíîñòè êðóãîâîãî êîíóñà

z2 = x2 + y2.

Ê ÷àñòèöå ïðèêðåïëåíà íåâåñîìàÿ ïðóæèíà êîýôôèöèåíò óïðóãîñòè êîòîðîé ðàâåí κ.
Âòîðîé êîíåö êîòîðîé ñâîáîäíî ñêîëüçèò ïî îñè O~z, ïðè÷åì ïðóæèíà îñòàåòñÿ ïåðïåí-
äèêóëÿðíîé ê îñè O~z ïðè ëþáûõ äâèæåíèÿõ ÷àñòèöû. Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ óïðóãîé
äåôîðìàöèè ïðóæèíû äàåòñÿ ôîðìóëîé U = κ `2/2, ãäå ` � äëèíà ïðóæèíû. Ñèëû òÿ-
æåñòè â ñèñòåìå íå äåéñòâóþò.

à) Âûáðàâ ïîäõîäÿùèå îáîáùåííûå êîîðäèíàòû, ñîñòàâüòå ëàãðàíæèàí ýòîé ñèñòåìû.

á) Âûïèøèòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû (óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà).

â) Åñòü ëè â ñèñòåìå ñîõðàíÿþùèåñÿ âåëè÷èíû � èíòåãðàëû äâèæåíèÿ? Åñëè åñòü,
ïðèâåäèòå èõ ÿâíûé âèä â âûáðàííûõ îáîáùåííûõ êîîðäèíàòàõ.

2


