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Ñåìèíàðû 4-5

Òåîðåìà Í¼òåð

1. Ïóñòü ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Íüþòîíà â R3 èíâàðèàíòíà îòíî-
ñèòåëüíî âðàùåíèé âîêðóã îñè Oz. Íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé ïåðâûé èíòåãðàë èç
òåîðåìû Í¼òåð. Âûâåäèòå çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà èç èíâàðèàíòíîñòè
ïîòåíöèàëà îòíîñèòåëüíî ëþáûõ âðàùåíèé.

Ñëåäñòâèÿ òåîðåìû Øòóðìà

Ðàññìîòðèì ïðèâåäåííîå óðàâíåíèå Øòóðìà

(1) ẍ+ q(t)x = 0.

Âñþäó ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî q(t) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ãëàä-
êàÿ.

2. Äîêàæèòå, ÷òî íóëè óðàâíåíèÿ Øòóðìà èçîëèðîâàíû. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ñïðàâà
îò íóëÿ åñòü åùå îäèí íîëü, òî åñòü è ñîñåäíèé ñïðàâà íîëü.

3. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Øòóðìà ê óðàâíåíèþ (1), äîêàæèòå, ÷òî åñëè q(t) < M2 íà
îòðåçêå [a, b], òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè íóëÿìè óðàâíåíèÿ (1) íà ýòîì îòðåçêå
áîëüøå π

M
. Åñëè æå q(t) > m2 íà îòðåçêå [a, b], òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè íóëÿ-

ìè óðàâíåíèÿ (1) ìåíüøå π
M
è ïðèòîì íà ëþáîì ïîäîòðåçêå äëèíû π

M
äîëæåí íàéòèñü

íîëü. Â ÷àñòíîñòè, åñëè íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ íà ëó÷å èëè íà âñåé ÷èñëîâîé îñè,
òî ðåøåíèå èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî íóëåé.

4. (a) Îöåíèòå ÷èñëî íóëåé íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ẍ + (sin t + 2)x = 0 íà
îòðåçêå [0, 2π].
(b) Îöåíèòå ÷èñëî íóëåé ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ẍ+(sin t+λ)x = 0, x(0) = 0, x′(0) =

1 íà îòðåçêå [0, 1] ïðè λ > 0.

5. Ïóñòü q(t) ≤ 0 íà [a, b]. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1)
èìååò íà [a, b] íå áîëåå îäíîãî íóëÿ.

6. Ïóñòü q(t) > 0 íà [a, b]. Äîêàæèòå, ÷òî ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè íóëÿìè íåòðèâè-
àëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) ëåæèò ðîâíî îäíà òî÷êà ýêñòðåìóìà.

Çàäà÷à Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

ẍ+ (q(t) + λ)x = 0, x(0) = 0, x(b) = 0 (b > 0).

Çíà÷åíèÿ λ, ïðè êîòîðûõ çàäà÷à èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå, íàçûâàþòñÿ ñîáñòâåííûìè
çíà÷åíèÿìè çàäà÷è Ø.-Ë., à ñàìè ýòè ðåøåíèÿ � ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè.

7. Äîêàæèòå, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è Ø.-Ë. îäíîêðàòíû, ò.å. ñîîòâåòñâó-
þùåå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ ðåøåíèå åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà
êîíñòàíòó.
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8. Îáîçíà÷èì ϕλ(t) ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

ẍ+ (q(t) + λ)x = 0, x(0) = 0, x′(0) = 1.

Ïóñòü ïðè λ = λ0 ðåøåíèå èìååò íîëü â òî÷êå t0 > 0. Äîêàæèòå, ÷òî â îêðåñòíîñòè
òî÷êè λ0 îïðåäåëåíà C

1-ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ t(λ), òàêàÿ ÷òî t(λ0) = t0 è ϕλ(t(λ)) = 0, ò.å.
ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà íîëü ðåøåíèÿ âûæèâàåò è ãëàäêî çàâèñèò îò ïàðàìåòðà.

9. Ïóñòü â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è ó ðåøåíèÿ ϕλ0(t) åñòü äâà ñîñåäíèõ íóëÿ
t1, t2. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ìàëîì èçìåíåíèè ïàðàìåòðà èõ ïðîäîëæåíèÿ t1(λ), t2(λ)
îñòàþòñÿ ñîñåäíèìè íóëÿìè.

10. Äîêàæèòå, ÷òî â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùèõ äâóõ çàäà÷ ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà λ
íóëè ñìåùàþòñÿ âëåâî.

11. Äîêàæèòå, ÷òî j-é ïî ñ÷åòó (íîëü â t = 0 ñ÷èòàåì íóëåâûì è íóìåðóåì íóëè íà
ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè) íîëü tj(λ) ðåøåíèÿ ϕλ(t) ñòðåìèòñÿ ê t = 0 ïðè λ→ +∞.

12. Äîêàæèòå, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷èØòóðìà-Ëèóâèëëÿ îáðàçóþò ñòðîãî
âîçðàñòàþùóþ ê áåñêîíå÷íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü λn, à ñîîòâåòñòâóþùåå λn ðåøå-
íèå èìååò ðîâíî n íóëåé íà ïðîìåæóòêå (0, b].

Íåôîðìàëüíîå îïèñàíèå òîãî, ÷òî ïðîèñõîäèò: ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà λ íóëè
ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîcè ïðèåçæàþò ñ +∞ è äâèæóòñÿ íàëå-
âî. Êîãäà î÷åðåäíîé íîëü ïðîõîäèò ÷åðåç b, ìû ïîëó÷àåì íîâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå
è íîâóþ ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ äëÿ çàäà÷è Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ.

Ìàëûå êîëåáàíèÿ è îáìîòêè òîðà

13. Ðåøèòå ñàìîñòîÿòåëüíî çàäà÷ó 39 íà ñòð. 273 â ó÷åáíèêå. Â íåé íàäî ðåøèòü
çàäà÷ó Êîøè äëÿ äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ ìàëûõ êîëåáàíèé è íàðèñîâàòü ñîîòâåò-
ñòâóþùóþ ôàçîâóþ êðèâóþ.

14. Ðåøèòå çàäà÷ó 42 íà ñòð. 273 â ó÷åáíèêå.

Íåêîòîðûå èç çàäà÷ 39�46 áóäóò îáñóæäàòüñÿ íà ñëåäóþùåì ñåìèíàðå.


