
ÑÅÌÈÍÀÐ

Ïðèìåðû âàðèàöèîííûõ çàäà÷ II.

Íàïîìíèì íåêîòîðûå îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ îáúåêòîâ è âåëè÷èí,

âñòðå÷àþùèõñÿ â âàðèàöèîííûõ çàäà÷àõ. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðàçëè÷íûå ïðî-

ñòðàíñòâà A âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé è îòîáðàæåíèÿ Φ : A → R ýòèõ ïðîñòðàíñòâ

â âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Òàêèå îòîáðàæåíèÿ Φ íàçûâàþòñÿ âåùåñòâåííûìè ôóíêöèîíà-

ëàìè.

Ïóñòü y0(x) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèîíàëà Φ. Ëþáóþ

äðóãóþ ôóíêöèþ y(x) èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ Φ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

y(x) = y0(x) + δy(x).

Ðàçíîñòü δy(x) = y(x) − y0(x) íàçâàåòñÿ âàðèàöèåé àðãóìåíòà ôóíêöèîíàëà â �òî÷êå�

y0(x). Êàê ïðàâèëî, ôóíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî A ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì ïðîñòðàí-

ñòâîì (íàïðèìåð, A � ïîäìíîæåñòâî ôóíêöèé A ⊂ Ck[a, b] ñ ôèêñèðîâàíûìè ãðàíè÷-

íûìè çíà÷åíèÿìè íà îäíîì èëè îáîèõ êîíöàõ y(a) = α, y(b) = β), òîãäà âàðèàöèÿ

àðãóìåíòà δy(x) � ýëåìåíò ñîîòâåòñòâóþùåãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà. Â ýòîì ñëó÷àå

ìîæíî îïðåäåëèòü ïîíÿòèå âàðèàöèè (äèôôåðåíöèàëà) ôóíêöèîíàëà Φ.

Îïðåäåëåíèå. Çàôèêñèðóåì ôóíêöèþ y0(x) ∈ A. Äëÿ ëþáîé äðóãîé ôóíêöèè y0(x) +

δy(x) ∈ A íàçîâåì ðàçíîñòü

∆Φ = Φ[y0(x) + δy(x)]− Φ[y0(x)]

ïðèðàùåíèåì ôóíêöèîíàëà â òî÷êå y0(x) îòâå÷àþùèì âàðèàöèè àðãóìåíòà δy(x).

Åñëè ïðèðàùåíèå ∆Φ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

∆Φ = δΦy0 [δy(x)] + ϕy0 [δy(x)],

ãäå δΦy0 [δy(x)] � ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë îò δy(x), à ôóíêöèîíàë ϕy0 [δy(x)] óäîâëåòâî-

ðÿåò òðåáîâàíèþ

lim
||δy||→0

ϕy0 [δy(x)]

||δy(x)||
= 0, (1)

òî ôóíöèîíàë Φ íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûì â òî÷êå y0(x), à ëèíåéíàÿ ÷àñòü ïðè-

ðàùåíèÿ δΦ íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì èëè âàðèàöèåé ôóíêöèîíàëà Φ â òî÷êå y0(x).

Çäåñü ||δy(x)|| � íîðìà íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå âàðèàöèé δy(x).

Â ïîëíîé àíàëîãèè ñ àíàëèçîì ôóíêöèé ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ (ëîêàëüíîãî) ìèíèìóìà

è ìàêñèìóìà ôóíêöèîíàëà Φ.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèîíàë Φ : A → R èìååò â òî÷êå y0(x) ∈ A ëîêàëüíûé ìàêñèìóì

(ìèíèìóì) åñëè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Uy0 ⊂ A (â ñìûñëå ìåòðèêè, èíäóöèðîâàííîé

íîðìîé â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå âàðèàöèé) òàêàÿ, ÷òî äëÿ ∀ y(x) ∈ Uy0 âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî Φ[y(x)] < Φ[y0(x)] (ñîîòâåòñòâåííî, Φ[y(x)] > Φ[y0(x)]).

Åñëè ôóíêöèîíàë Φ äèôôåðåíöèðóåì â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Uy0 , òî íåîáõîäèìûì

óñëîâèåì ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà (ìàêñèìóìà èëè ìèíèìóìà) â òî÷êå y0(x) ÿâëÿåòñÿ îá-

ðàùåíèå â íóëü äèôôåðåíöèàëà δΦy0 [δy(x)] = 0 íà ëþáîé (äîñòàòî÷íî ìàëîé) âàðèàöèè
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δy(x). Ýòîò ôàêò ñëóæèò îñíîâíûì òåõíè÷åñêèì èíñòðóìåíòîì äëÿ ïîèñêà âîçìîæíûõ

òî÷åê ýêñòðåìóìà (ýêñòðåìàëåé) ôóíêöèîíàëà Φ.

Ïðîèëëþñòðèðóåì âñå ýòè ïîíÿòèÿ, à òàêæå ïîèñê ýêñòðåìàëè, íà ïðîñòîì ïðèìåðå.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî A ⊂ C2[0, 1] äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-

ðóåìûõ âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå [0, 1] ⊂ R âåùåñòâåííîé ïðÿìîé ñ ôèêñèðî-

âàííûì çíà÷åíèåì íà ïðàâîì êîíöå îòðåçêà y(1) = 3/2, ∀ y(x) ∈ A. Çíà÷åíèå y(0) ìîæåò
áûòü ëþáûì.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ôóíêöèîíàë íà ïðîñòðàíñòâå A:

Φ[y(x)] = y2(0) +
∫ 1

0

(
6xy(x) + (y′(x))2

)
dx,

ãäå ñèìâîë y′(x) îçíà÷àåò ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ îò ôóíêöèè y(x).

Äàííûé ôóíêöèîíàë äèôôåðåíöèðóåì â ëþáîé òî÷êå y(x) ∈ A. Äåéñòâèòåëüíî,
íàéäåì ïðèðàùåíèå â ïðîèçâîëüíîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êå y(x), îòâå÷àþùåå âàðèàöèè

àðãóìåíòà δy(x) ∆Φ = Φ[y + δy]− Φ[y]:

∆Φ = 2y(0)δy(0) + (δy(0))2 +
∫ 1

0

(
6xδy + 2y′δy′ + 2(δy′)2

)
dx =

= 2y(0)δy(0) +
∫ 1

0
(6xδy + 2y′δy′) dx+ ϕy[δy],

ãäå âî âòîðîé ñòðî÷êå ìû âûäåëèëè ëèíåéíóþ ïî âàðèàöèè δy ÷àñòü ïðèðàùåíèÿ ∆Φ �

ýòî è åñòü äèôôåðåíöèàë δΦy[δy(x)] äàííîãî ôóíêöèîíàëà â òî÷êå y(x), à îñòàâøàÿñÿ

÷àñòü

ϕy[δy(x)] = (δy(0))2 + 2
∫ 1

0
(δy′)2dx

î÷åâèäíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ìàëîñòè (1) ïî îòíîøåíèþ ê íîðìå

||δy(x)|| = sup
x∈[0,1]

(|δy(x)|+ |δy′(x)|+ |δy′′(x)|) .

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî ôóíêöèîíàë Φ âñþäó äèôôåðåíöèðóåì íà ìíîæå-

ñòâå A è íàøëè åãî äèôôåðåíöèàë â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå y(x). Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå

äëÿ äèôôåðåíöèàëà δΦy[δy(x)], ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî ÷àñòÿì ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ïîä

èíòåãðàëîì, ÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò ïðîèçâîäíîé ó âàðèàöèè δy(x). Ïðè ýòîì ó÷òåì, ÷òî

ó ôóíêöèé èç íàøåãî ïðîñòðàíñòâà A ôèêñèðîâàíî çíà÷åíèå â òî÷êå x = 1, ïîýòîìó

δy(1) = 0:

δΦy[δy(x)] = 2y(0)δy(0) +
∫ 1

0
(6xδy + 2y′δy′) dx =

= 2y(0)δy(0) + 2y′(x)δy(x)
1

0
+

∫ 1

0
(6x− 2y′′)δy dx

= 2
(
y(0)− y′(0)

)
δy(0) +

∫ 1

0
(6x− 2y′′)δy dx.

Òàêèì îáðàçîì, ýêñòðåìàëü ôóíêöèîíàëà Φ, íà êîòîðîé äèôôåðåíöèàë îáðàùàåòñÿ

â íóëü ïðè ëþáîé âàðèàöèè δy(x), ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷è:

y′′(x)− 3x = 0, y(0) = y′(0), y(1) = 3/2.
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Îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèòñÿ ýëåìåíòàðíî:

y(x) =
x3

2
+ C1x+ C2,

ó÷åò ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé ôèêñèðóåò ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû è ìû ïîëó÷àåì îêîí÷à-

òåëüíûé îòâåò:

y(x) =
x3 + x+ 1

2
.

Îòìåòèì åùå ðàç, ÷òî õîòÿ ôóíêöèè èç ïðîñòðàíñòâàA çàôèêñèðîâàíû òîëüêî íà îäíîé

ãðàíèöå îòðåçêà [0, 1], ìû, òåì íå ìåíåå, ïîëó÷àåì íåäîñòàþùåå ãðàíè÷íîå óñëîâèå èç

òðåáîâàíèÿ îáðàùåíèÿ â íóëü äèôôåðåíöèàëà δΦy ïðè ëþáûõ âàðèàöèÿõ δy(x).
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