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1. Ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíîé ôîðìóëû Êîøè âû÷èñëèòå èíòåãðàëû

(à)

∫
|z|=2

ezdz

z2 − 1
, (á)

∫
|z−a|=a

zdz

z4 − 1
, a > 1, (â)

∫
|z−1|=1

zezdz

(z − 1)3
.

2. Ïóñòü f(z) � ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè,

íåïðåðûâíî ïðîäîëæàåìàÿ íà âåùåñòâåííóþ îñü, ïðè÷åì lim
|z|→∞

f(z) = 0.

Äîêàæèòå èíòåãðàëüíóþ ôîðìóëó Øâàðöà

f(z) =
1

π

∫ ∞

−∞

Imf(x)

x− z
dx.

3. Ïóñòü f(z) � ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ â åäèíè÷íîì êðóãå, íåïðå-

ðûâíî ïðîäîëæàåìàÿ íà åãî ãðàíèöó. Äîêàæèòå èíòåãðàëüíóþ ôîðìóëó

Ïóàíêàðå

f(z) =
1

2π

∫ 2π

0
Ref(eiθ)

eiθ + z

eiθ − z
dθ + iImf(0).

4. Íàéäèòå âû÷åòû äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì â èõ îñîáûõ òî÷êàõ:

à)
zdz

z2 + 1
, á)

ezdz

(z − 1)2
, â)

zdz

sin2 z
, ã)

z2ndz

(z − 1)n
, ä)

e1/zdz

1− z
, å) sin z sin(1/z) dz,

æ)
sin 3z − 3 sin z

sin z (sin z − z)
dz â òî÷êå z = 0, ç) z2 sin

1

z + 1
dz, è)

dz

z(e2z − 1)
â òî÷êå

z = 0, ê) ez/(1−z)dz.

5. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ÷åòíîé ôóíêöèè f(z) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

resz=af(z)dz = −resz=−af(z)dz

à äëÿ íå÷åòíîé

resz=af(z)dz = resz=−af(z)dz

6. Âû÷èñëèòå èíòåãðàëû: à)

∮
|z|=4

z4dz

ez + 1
, á)

∮
|z|=1

ezdz

(2z + 1)2(z + 2)
,

â)

∮
|z|=1

(z + 1)e1/zdz, ã)

∮
|z|=1

z3dz

2z4 + 1
, ä)

∮
|z|=3

z3 − 1

z − 1

(
e

1
z + e

1
z−1 + e

1
z−2

)
dz,

å)

∮
|z|=1

dz

e2/z − e1/z
, æ)

∮
|z|=3

dz

(z − 1)2(1− cos z)
, ç)

∮
|z|=1

z − (log 2)−1

e1/z − 2
dz.

7. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) ðåãóëÿðíà â çàìûêàíèè êîíå÷íîé îáëàñòè D,

à òî÷êè a1, . . . , an ëåæàò â D è ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Îáîçíà÷èì P (z) =
(z − a1) . . . (z − an) è

Φ(z) = −P (z)

2πi

∮
∂D

f(ξ)

P (ξ)

dξ

ξ − z
, z /∈ D.



Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ Φ(z) àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàåòñÿ íà âñþ ïëîñ-

êîñòü è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n − 1, ïðè÷åì Φ(ak) =
f(ak), k = 1, . . . , n. (Ìíîãî÷ëåí Φ(z) íàçûâàåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûì ìíî-

ãî÷ëåíîì Ëàãðàíæà.)


