
Êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïîëÿ 2023

Ëèñòîê 2. Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå è îáîáùåííûå ôóíêöèè

Ñðîê ñäà÷è: äî êîíöà äíÿ 05 àïðåëÿ 2023

1. Ëîðåíöåâû èíâàðèàíòû ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ðàññìîòðèì òåíçîð íàïðÿæåí-

íîñòè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ Fµν è äóàëüíûé òåíçîð

F̃µν =
1

2
εµνρλFρλ.

Çäåñü εµνρλ � ïîëíîñòüþ àíòèñèììåòðè÷åñêèé òåíçîð ÷åòâåðòîãî ðàíãà, ε0123 = 1.

à) Âûðàçèòå â òåðìèíàõ êîìïîíåíò âåêòîðîâ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèò-

íîãî ïîëåé E⃗ è H⃗ ëîðåíöåâû èíâàðèàíòû FµνF
µν è F̃µνF̃

µν .

á) Âûðàçèòå ïôàôôèàí êîñîñèììåòðè÷åñêîé 4× 4 ìàòðèöû Fµν :

PfF =
1

8
εµνρλF

µνF ρλ =
1

4
FµνF̃µν , (detF = (PfF )2)

â òåðìèíàõ êîìïîíåíò âåêòîðîâ E⃗ è H⃗.

2. Â íåêîòîðîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ñóùåñòâóþò îäíîðîäíûå è ïîñòîÿííûå ýëåêòðè÷åñêîå è

ìàãíèòíîå ïîëÿ, âåêòîðà êîòîðûõ E⃗ è H⃗ íå ïàðàëëåëüíû äðóã äðóãó. Äîêàæèòå, ÷òî ïî÷òè

âñåãäà ñóùåñòâóåò èíåðöèàëüíàÿ ñèñòåìà îòñ÷åòà, â êîòîðîé ýòè ïîëÿ áóäóò ïàðàëëåëüíû

è íàéäèòå ñêîðîñòü ýòîé ñèñòåìû îòñ÷åòà îòíîñèòåëüíî èñõîäíîé ñèñòåìû. Åäèíñòâåííî ëè

ðåøåíèå çàäà÷è? Â êàêîì ñëó÷àå çàäà÷à íå èìååò ðåøåíèÿ?

Óêàçàíèå. Ðàññìîòðèòå ëîðåíöåâñêèé áóñò âäîëü ïðÿìîé ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê ïëîñêîñòè, íàòÿíóòîé íà

âåêòîðà E⃗ è H⃗. Äëÿ ïîèñêà èñêëþ÷èòåëüíîãî ñëó÷àÿ ïîëåçíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ëîðåíöåâñêèìè èíâàðèàíòà-

ìè, íàéäåííûìè â çàäà÷å 1.

3. Íàéäèòå ïðîñòðàíñòâåííóþ ïëîòíîñòü çàðÿäà, îòâå÷àþùóþ ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîìó

ïîòåíöèàëó ñëåäóþùåãî âèäà (ïîòåíöèàë Þêàâû):

ϕ(r⃗) =
e−r/a

r
, r = |r⃗|,

ãäå a� ïîñòîÿííûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð. Ïîòåíöèàë ϕ � íóëåâàÿ êîìïîíåíòà 4-âåêòîðà
Aµ = (ϕ, 0, 0, 0).

4. Â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî M3 íàéäèòå çàïàçäûâàþùóþ ôóíêöèþ Ãðèíà äëÿ óðàâ-

íåíèÿ äâèæåíèÿ ñâîáîäíîãî áåçìàññîâîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ:

�G(x) = δ(3)(x), G(x) ≡ 0 ïðè x0 < 0.

Çäåñü � = ηµν∂µ∂ν , à ηµν = diag(1,−1,−1) � ìåòðè÷åñêèé òåíçîð â ïðîñòðàíñòâå M3.

Ìàòåìàòè÷åñêîå äîïîëíåíèå: çàäà÷è ïðî îáîáùåííûå ôóíêöèè

Íàïîìíèì, ÷òî äåëüòà-ôóíêöèåé Äèðàêà, ñîñðåäîòî÷åííîé â òî÷êå x0 ∈ R, íàçûâàåòñÿ
ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë δx0 íà ïðîñòðàíñòâå Øâàðöà îñíîâíûõ ôóíêöèé S(R)
(áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé íà R, áûñòðî óáûâàþùèõ íà
áåñêîíå÷íîñòè, òî æå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ëþáûõ èõ ïðîèçâîäíûõ), äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó:

δx0 [f ] = f(x0).
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Ñ ôóíêöèîíàëîì δx0 óäîáíî îáðàùàòüñÿ êàê ñ ÿäåðíûì ôóíêöèîíàëîì, ââîäÿ ôèêòèâíîå

ÿäðî � äåëüòà-ôóíêöèþ δ(x− x0), è çàïèñûâàÿ åãî äåéñòâèå â âèäå èíòåãðàëà

δx0 [f ] =

∫ ∞

−∞
δ(x− x0)f(x)dx = f(x0).

5. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

a) δ(ax) =
1

|a|
δ(x), ∀ a ∈ R \ 0.

á) w − lim
ε→+0

exp(−x2

ε )√
πε

= δ(x).

Íàïîìíèì, ÷òî ïðåäåë çäåñü ïîíèìàåòñÿ â ñëàáîì ñìûñëå, ò.å. êàê ïðåäåë ëèíåéíûõ

ôóíêöèîíàëîâ íà ïðîñòðàíñòâå îñíîâíûõ ôóíêöèé S(R).

â) Äîêàæèòå, ÷òî íà ïðîñòðàíñòâå îñíîâíûõ ôóíêöèé S(R) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî îáîá-
ùåííûõ ôóíêöèé

dθ(x− x0)

dx
= δ(x− x0),

ãäå θ(x) � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà

θ(x) =

{
1, x ≥ 0
0, x < 0.

6. Ïóñòü êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ f(x) ìåäëåííîãî ðîñòà èìååò ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà

(êîíå÷íûå ñêà÷êè) â òî÷êàõ xi ∈ R, i = 1, 2, . . . , n.

a) Çàïèøèòå îáîáùåííóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè f(x) ñ ïîìîùüþ äåëüòà-ôóíêöèé.

á) Ïðîèëëþñòðèðóéòå îáùóþ ôîðìóëó, íàéäÿ ïðîèçâîäíóþ êóñî÷íî-ãëàäêîé ôóíêöèè

ñëåäóþùåãî âèäà:

f(x) =

{
x3, x < 1

x2 + 2 x ≥ 1.
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