
Ãðóïïû êîñ, êâàíòîâûå ãðóïïû è ïðèëîæåíèÿ (2023)

Ïóàññîíîâû ñòðóêòóðû íà êîììóòàòèâíîé àëãåáðå

Äàëüíåéøèå íàøè ëåêöèè áóäóò ïîñâÿùåíû ñòðóêòóðå è òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé ñïå-
öèàëüíîãî êëàññà íåêîììóòàòèâíûõ àëãåáð � òàê íàçûâàåìûõ êâàíòîâûõ ãðóïï è, åñ-
ëè ïîçâîëèò âðåìÿ, áîëåå îáùèõ îáúåêòîâ � êâàíòîâûõ ìàòðè÷íûõ àëãåáð. Âñå íàøè
ïðèìåðû òàêèõ àëãåáð âîçíèêàþò èç êâàíòîâàíèÿ êîììóòàòèâíîé àëãåáðû ôóíêöèé íà
ìàòðè÷íîé àëãåáðå, ñíàáæåííîé ðàçëè÷íûìè ïóàññîíîâûìè ñòðóêòóðàìè.

Èäåéíî ïðîöåäóðà êâàíòîâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ïåðåõîäå îò êîììóòàòèâíîé àëãåáðû
ê íåêîììóòàòèâíîé ñ ñîáëþäåíèåì ðÿäà óñëîâèé. Îäíèì èç ýòèõ óñëîâèé ÿâëÿåòñÿ òàê
íàçûâàåìûé �êëàññè÷åñêèé ïðåäåë�, êîòîðûé ïîçâîëÿåò âîññòàíîâèòü èñõîäíóþ êîììóòà-
òèâíóþ àëãåáðó èç êâàíòîâîé ïðè ñòåðìëåíèè ïàðàìåòðà êâàíòîâàíèÿ ê íóëþ. �Óïðàâ-
ëÿåò� ïðîöåäóðîé êâàíòîâàíèÿ ïóàññîíîâà ñòðóêòóðà (èëè ñêîáêà Ïóàññîíà) íà êîììó-
òàòèâíîé àëãåáðå.

Òèïè÷íûì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ êâàíòîâàíèå ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû è ïåðåõîä îò êëàñ-
ñè÷åñêîé ìåõàíèêè ê êâàíòîâîé. Çäåñü èñõîäíîé êîììóòàòèâíîé àëãåáðîé ÿâëÿåòñÿ àë-
ãåáðà âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå � íàáëþäàåìûõ ìåõàíè-
÷åñêîé ñèñòåìû. Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî, â ñâîþ î÷åðåäü, ÷àñòî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîêà-
ñàòåëüíîå ðàññëîåíèå íà êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå ìîäåëè.

Îäíèì èç ïðîñòåéøèõ ïðèìåðîâ ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà N ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê â åâêëèäî-
âîì ïðîñòðàíñòâå R3. Êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî R3N ñíàáæàåòñÿ êîîðäèíàòàìè qi,
ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî M îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ R3N × R3N , êîîðäèíàòû â ñëîå � êîìïîíåí-
òû èìïóëüñà pi. Íàáëþäàåìûå ñèñòåìû � (ãëàäêèå) âåùåñòâåííîçíà÷íûå ôóíêöèè îò 6N
ïåðåìåííûõ f(q, p). Ìíîæåñòâî íàáëþäàåìûõ îáðàçóþò êîììóòàòèâíóþ àëãåáðó F(M)
îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ è ïîòî÷å÷íîãî óìíîæåíèÿ ôóíêöèé.

Äèíàìèêà ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ îñîáîé íàáëþäàåìîé � ãàìèëüòîíèàíîìH(q, p), ïðåä-
ñòàâëÿþùèì ýíåðãèþ ñèñòåìû. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èìåþò âèä:

dqi

dt
=

∂H

∂pi
,

dpi
dt

= −∂H

∂qi
.

Òåïåðü äèíàìè÷åñêàÿ ýâîëþöèÿ ëþáîé íàáëþäàåìîé f(q, p) çàäàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì
óðàâíåíèåì:

df

dt
=

3N∑
i=1

(
∂f

∂qi
dqi

dt
+

∂f

∂pi

dpi
dt

)
=

3N∑
i=1

(
∂f

∂qi
∂H

∂pi
− ∂f

∂pi

∂H

∂qi

)
:= {f,H}.

Çäåñü ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèåì áèëèíåéíîé àíòèñèììåòðè÷åñêîé îïå-
ðàöèè íà àëãåáðå íàáëþäàåìûõ, òàê íàçûâàåìîé ñêîáêè Ïóàññîíà { , } : F(M)×F(M) →
F(M).

Îáùåå îïðåäåëåíèå ñêîáêè Ïóàññîíà èëè ïóàññîíîâîé ñòðóêòóðû íà êîììóòàòèâíîé
àëãåáðå ñëåäóþùåå.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü F � àññîöèàòèâíàÿ êîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà íàä ïîëåì K. Ïóàñ-
ñîíîâà ñòðóêòóðà íà àëãåáðå F ýòî îòîáðàæåíèå { , } : F × F → F (ñêîáêà Ïóàññîíà),
óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì (íèæå f, g, h ∈ F � ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû
àëãåáðû F , α, β ∈ K � ýëåìåíòû ïîëÿ K):
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(i) {f, g} = −{g, f} � àíòèñèììåòðè÷íîñòü.

(ii) {αf+βg, h} = α{f, h}+β{g, h} � ëèíåéíîñòü ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó, à ñëåäîâàòåëü-
íî, â ñèëó (i), è ëèíåéíîñòü ïî âòîðîìó àðãóìåíòó.

(iii) {f, {g, h}}+ {h, {f, g}}+ {g, {h, f}} ≡ 0 � òîæäåñòâî ßêîáè.

(iv) {f, gh} = {f, g}h+ g {f, h} � ïðàâèëî Ëåéáíèöà.

Çàìåòèì, ÷òî ïåðâûå òðè àêñèîìû (i)�(iii) ïðåâðàùàþò F â àëãåáðó Ëè.
Ðàññìîòðèì âàæíûé ñëó÷àé, êîãäà êîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà F ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àë-

ãåáðó ãëàäêèõ ôóíêöèé íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè M , dimM = n. Â ýòîì ñëó÷àå îáùèé
âèä ïóàññîíîâîé ñòðóêòóðû ìîæåò áûòü îïèñàí ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìîãî ïóàññîíîâà
òåíçîðà. Ïóñòü â íåêîòîðîé îáëàñòè U ⊂ M ââåäåíû ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû zi, 1 ≤ i ≤ n.
Òîãäà, ïîëüçóÿñü ïðàâèëîì Ëåéáíèöà (iv) ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ
ëþáàÿ ïóàññîíîâà ñòðóêòóðà èìååò âèä:

{f, g} =
n∑

i,j=1

∂f

∂zi
ωij(z)

∂g

∂zj
.

Ãëàäêèå ôóíêöèè ωij(z) = {zi, zj} ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè ïóàññîíîâà òåíçîðà. Ïðÿìûì
âû÷èñëåíèåì ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå. Àíòèñèììåòðè÷íîñòü ñêîáêè Ïóàññîíà è òîæäåñòâî ßêîáè ïðèâîäèò ê
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì íà êîìïîíåíòû ïóàññîíîâà òåíçîðà:

(à) ωij(z) = −ωji(z);

(á) ωia(z)∂aω
jk(z) + ωka(z)∂aω

ij(z) + ωja(z)∂aω
ki(z) = 0.

Â óðàâíåíèè ïóíêòà (á) ïðèìåíåíî ñîêðàùåííîå îáîçíà÷åíèå äëÿ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé
∂a = ∂/∂za è ïî ïîâòîðÿþùåìóñÿ èíäåêñó ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî âñåì åãî
âîçìîæíûì çíà÷åíèÿì:

ωia∂aω
jk :=

n∑
a=1

ωia ∂ω
jk

∂za
.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ω = ‖ωij‖ � ïîñòîÿííàÿ àíòèñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà, òî ñâîéñòâî
(á) óäîâëåòâîðÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè è ïîýòîìó ëþáàÿ ïîñòîÿííàÿ àíòèñèììåòðè÷åñêàÿ
ìàòðèöà çàäàåò íåêîòîðóþ ïóàññîíîâó ñòðóêòóðó. Ðàññìîòðåííûé âûøå ïðèìåð ìåõàíèêè
÷àñòèö â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå êàê ðàç èç ýòîé ñåðèè: ïðèâåäåííàÿ ñêîáêà Ïóàññîíà
çàäàåòñÿ ïîñòîÿííûì òåíçîðîì âèäà

ω =

(
Om×m Im×m

−Im×m Om×m,

)
, m = 3N,

ãäå O è I ÿâëÿþòñÿ íóëåâîé è åäèíè÷íîé ìàòðèöàìè ñîîòâòåòñòâåííî. Ïåðåìåííûå (q, p)
íàçûâàþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè.

Îïðåäåëåíèå. Ïóàññîíîâà ñòðóêòóðà íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé, åñëè det ‖ωij(z)‖ 6= 0.
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Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîé àíòèñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû ω ðàçìåðîì n × n ñïðàâåäëèâî
ñîîòíîøåíèå

detω = detωT = det(−ω) = (−1)n detω,

òî detω = 0 ïðè íå÷åòíîì n � ïóàññîíîâà ñòðóêòóðà íà ìíîãîîáðàçèè íå÷åòíîé ðàçìåð-
íîñòè îáÿçàòåëüíî âûðîæäåíà.

Îïðåäåëåíèå. Ïóàññîíîâ öåíòð çàäàííîé ïóàññîíîâîé ñòðóêòóðû íà àëãåáðå F � ìíî-
æåñòâî ýëåìåíòîâ F , èìåþùèõ íóëåâóþ ñêîáêó Ïóàññîíà ñ ëþáûì ýëåìåíòîì àëãåáðû F .

Â ñèëó áèëèíåéíîñòè ñêîáêè Ïóàññîíà è òîæäåñòâà Ëåéáíèöà ïóàññîíîâ öåíòð îáðà-
çóåò ïîäàëãåáðó â àññîöèàòèâíîé àëãåáðå F . Äëÿ íåâûðîæäåííîé ïóàññîíîâîé ñòðóêòóðû
ïóàññîíîâ öåíòð ñîñòîèò òîëüêî èç êîíñòàíò.

Ìû ðàññìîòðèì ïðèìåð ñêîáêè Ïóàññîíà-Ëè, îïðåäåëåííîé íà ôóíêöèÿõ íà ëèíåé-
íîì ïðîñòðàíñòâå, äâîéñòâåííîì ê íåêîòîðîé àëãåáðå Ëè. Ïóàññîíîâ òåíçîð òàêîé ñêîáêè
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé êîîðäèíàò è îïðåäåëÿåòñÿ ñòðóêòðóðíûìè êîíñòàíòàìè àë-
ãåáðû Ëè, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò åãî àíòèñèììåòðè÷íîñòü è òîæäåñòâî ßêîáè.

Îáùàÿ êîíñòðóêöèÿ ñêîáêè Ïóàññîíà-Ëè ñëåäóþùàÿ. Ïóñòü g (êîíå÷íîìåðíàÿ) àë-
ãåáðà Ëè íàä ïîëåì K, g∗ ñîîòâåòñòâóþùåå äâîéñòâåííîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî (ïðî-
ñòðàíñòâî ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà g) è 〈 , 〉 : g × g∗ → K íåâûðîæäåííîå ñïàðèâàíèå
äâîéñòâåííûõ ïðîñòðàíñòâ. Íà àëãåáðå ãëàäêèõ ôóíêöèé F = Fun(g∗) ñêîáêà Ïóàññîíà-
Ëè çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì1:

{f, g}(η) = 〈[dfη, dgη], η〉, η ∈ g∗, f, g ∈ F . (1)

Çäåñü ñèìâîë dηf îçíà÷àåò äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè f , âçÿòûé â òî÷êå η. Ýòà ôîðìóëà
òðåáóåò ïîÿñíåíèé. Ñêîáêà Ïóàññîíà äâóõ ôóíêöèé íà ïðîñòðàíñòâå g∗ äîëæíà áûòü ñíî-
âà ôóíêöèåé íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå. Â ëåâîé ÷àñòè ôîðìóëû (1) ôóíêöèÿ {f, g} áåðåòñÿ
â íåêîòîðîé ïðîèçâîëüíîé òî÷êå η ïðîñòðàíñòâà g∗, à â ïðàâîé ÷àñòè ïðèâåäåíî ÿâíîå
âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè {f, g} â âûáðàííîé òî÷êå. Âû÷èñëåíèå îñíîâàíî íà îòîæ-
äåñòâëåíèè äèôôåðåíöèàëîâ ôóíêöèé dfη è dgη â òî÷êå η, ñ ýëåìåíòàìè ïðîñòðàíñòâà g.
Äåëî â òîì, ÷òî äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè íà íåêîòîðîì ìíîãîîáðàçèè M , âçÿòûé â çà-
äàííîé òî÷êå p ∈ M ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé íà ïðîñòðàíñòâå
TpM , êàñàòåëüíîì ê ìíîãîîáðàçèþ â òî÷êå p. Â íàøåì ñëó÷àå ìíîãîîáðàçèå M � ýòî
ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî g∗ è êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî Tηg

∗ â ëþáîé òî÷êå η ∈ g∗ îòîæ-
äåñòâëÿåòñÿ ñ ñàìèì g∗. Ïîýòîìó äèôôåðåíöèàëû dfη è dgη ìîæíî ñ÷èòàòü ýëåìåíòàìè
ïðîñòðàíñòâà (g∗)∗, êàíîíè÷åñêè èçîìîðôíîãî ïðîñòðàíñòâó g. Òàêèì îáðàçîì, dηf è dηg
îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ íåêîòîðûìè ýëåìåíòàìè àëãåáðû Ëè g, çàòåì âû÷èñëÿåòñÿ èõ ñêîáêà
Ëè [dηf, dηg] è, íàêîíåö, ïîëó÷åííûé ýëåìåíò àëãåáðû Ëè ïîñðåäñòâîì ñïàðèâàíèÿ ñ ýëå-
ìåíòîì η äâîéñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà îòïðàâëÿåòñÿ â ÷èñëîâîå ïîëå. Ñîîòâåòñòâóþùåå
÷èñëî è áóäåò çíà÷åíèåì ôóíêöèè {f, g} â òî÷êå η.

Ââåäåì òåïåðü êîîðäèíàòû íà ïðîñòðàíñòâàõ g è g∗ è çàïèøåì ñêîáêó Ïóàññîíà-Ëè
â ÿâíîì âèäå ÷åðåç êîîðäèíàòû. Çàîäíî ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ ïóàññîíîâà òåíçîðà.
Ïóñòü dim g = n è {ei}1≤i≤n � íåêîòîðûé ôèêñèðîâàííûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå g. Òîãäà
ñòðóêòóðà àëãåáðû Ëè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñêîáêàìè áàçèñíûõ âåêòîðîâ è ñîîòâåò-
ñòâóþùèìè ñòðóêòóðíûìè êîíñòàíòàìè C k

ij :

[ei, ej] = C k
ij ek,

1Ýòà ñêîáêà íàçûâàåòñÿ òàêæå ïóàññîíîâîé ñòðóêòóðîé Êèðèëëîâà-Êîñòàíòà-Ñóðüå.
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ãäå ïî ïîâòîðÿþùåìóñÿ èíäåêñó k ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå. Ñòðóêòóðíûå êîíñòàí-
òû C k

ij àíòèñèììåòðè÷íû ïî èíäåêcàì i è j è, â ñèëó òîæäåñòâà ßêîáè, óäîâëåòâîðÿþò
òîæäåñòâó

C a
ij C

r
ak + C a

ki C
r

aj + C a
jkC

r
ai = 0,

äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî íàáîðà çíà÷åíèé èíäåêñîâ i, j, k è r.
Ââåäåì â ïðîñòðàíñòâå g∗ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà g áàçèñ {ϵi}1≤i≤n, äâîéñòâåííûé

ê âûáðàííîìó áàçèñó {ei} â g:
〈ei, ϵj〉 = δji .

Òåïåðü ëþáîé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë η ∈ g∗ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé áà-
çèñíûõ ôóíêöèîíàëîâ: η = ziϵ

i. ×èñëà zi = 〈ei, η〉 áóäóò êîîðäèíàòàìè η â ïðîñòðàí-
ñòâå g∗ è ëþáàÿ ôóíêöèÿ f ∈ Fun(g∗) áóäåò ãëàäêîé ôóíêöèåé n ïåðåìåííûõ zi: f(η) =
f(z1, . . . , zn). Îòîæäåñòâëåíèå dfη ñ ýëåìåíòîì àëãåáðû Ëè g â âûáðàííûõ áàçèñàõ çàäà-
åòñÿ ïðàâèëîì:

dfη =
∂f(z)

∂zi
dzi 7→ ∂f(z)

∂zi
ei ∈ g.

Òàêèì îáðàçîì, ñêîáêà Ïóàññîíà-Ëè (1) è åå ïóàññîíîâ òåíçîð â âûáðàííûõ êîîðäèíàòàõ
ïðèíèìàþò âèä:

{zi, zj} = C k
ij zk, {f, g}(z) = ∂if(z)C k

ij zk ∂
jg(z), ∀ f, g ∈ Fun(g∗).

Ñòðóêòóðà Ïóàññîíà-Ëè, ñâÿçàííàÿ ñ àëãåáðîé Ëè glN .

Ïðèìåíèì âñå ýòè êîíñòðóêöèè ê ìàòðè÷íîé àëãåáðå Ëè g = glN(C). Êàê ëèíåéíîå
ïðîñòðàíñòâî glN(C) ñîâïàäàåò ïðîñòðàíñòâîìMatN(C) êîìïëåêñíûõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö
ðàçìåðîì N × N . Çàôèêñèðóåì â ýòîì ïðîñòðàíñòâå áàçèñ èç ñòàíäàðòíûõ ìàòðè÷íûõ
åäèíèö Ej

i , òîãäà ñêîáêà Ëè àëãåáðû glN(C) äëÿ áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ çàïèøåòñÿ â âèäå:

[Ej1
i1
, Ej2

i2
] = δj1i2E

j2
i1
− δj2i1E

j1
i2
.

Äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâMat∗N(C) ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ëè-
íåéíûì ïðîñòðàíñòâîì N ×N ìàòðèö, ââåäÿ â Mat∗N(C) áàçèñ E

j
i , äâîéñòâåííûé ê áàçèñó

ìàòðè÷íûõ åäèíèö:
〈E j

i , A〉 = aji , ∀A = ‖aji‖ ∈ MatN(C).

Îáîçíà÷èâ êîîðäèíàòû ýëåìåíòîâ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâàMat∗N(C) îòíîñèòåëüíî ýòî-
ãî áàçèñà ñèìâîëàìè tji , ïîëó÷àåì ïóàññîíîâ òåíçîð ñêîáêè Ïóàññîíà-Ëè íà àëãåáðå ôóíê-
öèé FN = Fun(Mat∗N(C)):

{tj1i1 , t
j2
i2
}PL = δj1i2 t

j2
i1
− δj2i1 t

j1
i2
,

èëè, ââîäÿ ìàòðèöó êîîðäèíàò T = ‖tji‖:

{T2, T1}PL = P12T1 − T1P12, (2)

ãäå P ab
ij = δbi δ

a
j � ìàòðèöà òðàíñïîçèöèè.

Â ýòîé ôîðìóëå ìû âîñïîëüçîâàëèñü êîìïàêòíûìè ìàòðè÷íûìè îáîçíà÷åíèÿìè è ñî-
ãëàøåíèåì î ìàòðè÷íîì óìíîæåíèè: åñëè â íåêîòîðîì ìîíîìå ñîäåðæàòñÿ ìàòðè÷íûå
ìíîæèòåëè ñ îäèíàêîâûìè íîìåðàìè ìàòðè÷íûõ ïðîñòðàíñòâ, òî â ñîîòâåòñòâóþùèõ
ïðîñòðàíñòâàõ ïîäðàçóìåâàåòñÿ ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå. Åñëè íîìåðà ïðîñòðàíñòâ ðàç-
íûå, òî â êàæäîì èç íèõ åñòü ïàðà ñâîáîäíûõ ìàòðè÷íûõ èíäåêñîâ (ñòðîêà è ñòîëáåö).
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Íàïðèìåð, ïóñòü A, B è C � íåêîðîðûå N ×N ìàòðèöû: A = ‖aji‖N1 è ò.ä. Èç íèõ ìîæíî
ñòðîèòü ìàòðèöû áîëüøåãî ðàçìåðà, òåíçîðíî óìíîæàÿ íà åäèíè÷íóþ ìàòðèöó, äðóã íà
äðóãà è òàê äàëåå. Íàïðèìåð, ìàòðèöó A ìîæíî îòîáðàçèòü â ìàòðèöû N3×N3 ìíîãèìè
ñïîñîáàìè, ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè îáîçíà÷åíèÿìè

A1 = A⊗ I ⊗ I, A2 = I ⊗ A⊗ I, A3 = I ⊗ I ⊗ A.

Òå æå ïðàâèëà äåéñòâóþò äëÿ âëîæåíèÿ A â òåíçîðíûå ñòåïåíè ëþáîé ðàçìåðíîñòè. Ïðè
ýòîì A1B2C3 � ìàòðèöà ðàçìåðîì N3 ×N3 ñ ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè âèäà

(A1B2C3)
j1j2j3
i1i2i3

= aj1i1 b
j2
i2
cj3i3 .

À âîò îáúåêò A1B2C1 � ìàòðèöà ðàçìåðîì N2 ×N2 ñ òàêèìè ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè

(A1B2C1)
j1j2
i1i2

=
N∑

k1=1

ak1i1 b
j2
i2
cj1k1 .

Åñëè ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû aji è ò.ä. ëåæàò â êîììóòàòèâíîì êîëüöå (àëãåáðå), òî, î÷å-
âèäíî, A1B2C1 = A1C1B2. Íî â îáùåì ñëó÷àå, ïåðåñòàâëÿòü ýòè ìíîæèòåëè íåëüçÿ.

Êðîìå òîãî, ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ïîëåçíûì ñâîéñòâîì ìàòðèöû òðàíñïîçèöèè P :

P12X1 = X2P12, P12X2 = X1P12, P12X3 = X3P12,

ñ î÷åâèäíûì îáîáùåíèåì íà ëþáûå èíäåêñû ìàòðè÷íûõ ïðîñòàíñòâ PabXa = XbPab è òàê
äàëåå. Â ÷àñòíîñòè, X21 = P12X12P12. Çäåñü ïðèíÿòî âî âíèìàíèå ñâîéñòâî P 2

12 = I12.
È åùå ïîëåçíî ïîìíèòü çíà÷åíèÿ ÷àñòè÷íûõ ñëåäîâ îò ìàòðèöû ïåðåñòàíîâêè:

Tr(1)P12 = I2, Tr(2)P12 = I1, (Tr(1)P12)
j
i :=

N∑
a=1

P a j
a i .

Â ïðèâåäåííûé ìàòðè÷íûõ îáîçíà÷åíèÿõ îòíîñèòåëüíî ïðîñòî ïðîâîäèòü äîñòàòî÷íî
ñëîæíûå âû÷èñëåíèÿ, êîòîðûå â èíäåêñàõ âûãëÿäÿò âåñüìà ãðîìîçäêî. Íàïðèìåð, ïðî-
âåðèì ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ñâîéñòâî àíòèñèììåòðèè ñêîáêè (2):

{T1, T2}PL = P12{T2, T1}PLP12 = P12(P12T1 − T1P12)P12 = T1P12 − P12T1 = −{T2, T1}PL.

Íåìíîãèì ñëîæíåå ÿâíàÿ ïðîâåðêà òîæäåñòâà ßêîáè {T1, {T2, T3}PL}PL+cycle(1, 2, 3) = 0.
×èòàòåëþ íàñòîÿòåëüíî ðåêîìåíäóåòñÿ ïðîäåëàòü ýòó ïðîâåðêó â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

Ñêîáêà (2) âûðîæäåíà è ó íåå èìååòñÿ íåòðèâèàëüíûé ïóàññîíîâ öåíòð â àëãåáðå
ôóíêöèé FN .

Óòâåðæäåíèå. Îäíîðîäíûå ïîëèíîìû îò ïåðåìåííûõ tji âèäà p(k)(t) = Tr(T k), ãäå T k �
k-ÿ ìàòðè÷íàÿ ñòåïåíü ìàòðèöû T = ‖tji‖, ïðèíàäëåæàò ïóàññîíîâó öåíòðó ñêîáêè (2).

Ìû íå áóäåì äîêàçûâàòü ýòî óòâåðæäåíèå âî âñåé ïîëíîòå, îñòàâèâ åãî ïðîâåðêó â êà-
÷åñòâå ïîëåçíîãî óïðàæíåíèÿ äëÿ ÷èòàòåëÿ. Ïðîèëëþñòðèðóåì òîëüêî ñõåìó äîêàçàòåëü-
ñòâà íà ïðîñòåéøåì ñëó÷àå p(1)(t) = Tr(T ). Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ñêîáêà Ïóàññîíà
(2) ïîëèíîìà p(1)(t) ñ ëþáîé êîîðäèíàòíîé ôóíêöèåé tji ðàâíà íóëþ

2. Èòàê, ìû äîëæíû
äîêàçàòü, ÷òî

{p(1)(t), tji}PL = 0 ⇔ {p(1), T1}PL = 0.

2Â äàëüíåéøåì ìû îãðàíè÷èìñÿ àëãåáðîé ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé íà gl∗N , äëÿ òàêèõ ôóíêöèé

ñäåëàííîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.
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Âû÷èñëèì ÷àñòè÷íûé ñëåä ïî 2-ìó ïðîñòðàíñòâó îò îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà (2) è âîñ-
ïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâàìè ÷àñòè÷íûõ ñëåäîâ îò ìàòðèöû P12:

{Tr(T ), T1}PL = Tr(2) (P12T1 − T1P12) = T1 − T1 = 0

Àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü ïóàññîí-öåíòðàëüíîñòü ñëåäîâ ìàòðèöû T ëþáîé ñòåïåíè,
åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðàâèëîì Ëåéáíèöà äëÿ {T2, T

k
1 }PL.

Çàêîí÷èì ðàññìîòðåíèå ñòðóêòóðû Ïóàññîíà-Ëè íà àëãåáðå FN çàìå÷àíèåì î GL(N)-
èíâàðèàíòíîñòè ñòðóêòóðû Ïóàññîíà-Ëè. Íà àëãåáðå FN ìîæíî ðàçíûìè ñïîñîáàìè çà-
äàòü äåéñòâèå ìàòðè÷íîé ãðóïïû GL(N). Ìû ðàññìîòðèì äåéñòâèå, èíäóöèðîâàííîå êî-
ïðèñîåäèíåííûì äåéñòâèåì GL(N) íà ïðîñòðàíñòâå Mat∗N(C). À èìåííî, äëÿ ëþáîé ìàò-
ðèöû S ∈ GL(N) çàäàäèì ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ íà ìàòðèöå êîîðäèíàò

T 7→ T̃ = STS−1.

Î÷åâèäíî, ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ïîðîæäàåò äåéñòâèå ýëåìåíòà ãðóïïû S íà ëþáóþ ãëàäêóþ
ôóíêöèþ îò tji . Îòìåòèì âàæíîå ñâîéñòâî òàêîãî äåéñòâèÿ.

Óòâåðæäåíèå. Ñêîáêà Ïóàññîíà-Ëè (2) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî êîïðèñîåäèíåííîãî
äåéñòâèÿ ãðóïïû GL(N), òî åñòü, ñêîáêà (2) äëÿ êîîðäèíàò t̃ji èìååò òàêîå æå âûðàæåíèå
(â òåðìèíàõ t̃), ÷òî è ñêîáêà èñõîäíûõ êîîðäèíàò tji .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî óäîáíî ïðîâåñòè â ìàòðè÷íûõ îáîçíà÷åíèÿõ. Âîñïîëü-
çóåìñÿ òåì, ÷òî ìàòðèöà S ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé è åå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ìîæíî âûíåñòè
èç ñêîáêè Ïóàññîíà-Ëè. Òîãäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå:

{T̃2, T̃1}PL = S1S2{T2, T1}PLS
−1
1 S−1

2 = S1S2(P12T1 − T1P12)S
−1
1 S−1

2 =

= P12S2S1T1S
−1
1 S−1

2 − S1S2T1S
−1
2 S−1

1 P12 = P12T̃1 − T̃1P12.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ìû ïîëüçîâàëèñü êîììóòàòèâíîñòüþ S1 è S2 äðóã ñ äðóãîì è êîììó-
òàòèâíîñòüþ S2 è T1.

Îòìåòèì, ÷òî ïîëèíîìû p(k)(t) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé èíâàðèàíòíûå ôóíêöèè îòíîñè-
òåëüíî êîïðèñîåäèíåííîãî äåéñòâèÿ GL(N), ïîñêîëüêó ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ íå ìåíÿ-
åò ñëåä ìàòðèöû: Tr(T k) = Tr(T̃ k). Îêàçûâàåòñÿ, ñâîéñòâî èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî
êîïðèñîåäèíåííîãî äåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ñâîéñòâîì ïóàññîíîâà öåíòðà
ñêîáêè Ïóàññîíà-Ëè: ïóàññîíîâ öåíòð îáðàçîâàí âñåìè GL(N)-èíâàðèàíòíûìè ýëåìåí-
òàìè è òîëüêî èìè. Ïåðâûå N ïîëèíîìîâ p(k)(t), 0 ≤ k ≤ N , ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè
ãåíåðàòîðàìè ïóàññîíîâà öåíòðà. Ïîëèíîìû p(k)(t) áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà k > N ôóíê-
öèîíàëüíî çàâèñèìû îò ïåðâûõ N ïîëèíîìîâ â ñèëó ìàòðè÷íîãî òîæäåñòâà Ãàìèëüòîíà-
Êýëè íà ìàòðèöó T .

Ðàññìîòðèì òåïåðü äðóãèå ïóàññîíîâû ñòðóêòóðû íà àëãåáðå FN , êîòîðûå ñâÿçàíû ñ
òàê íàçûâàåìûìè êëàññè÷åñêèìè r-ìàòðèöàìè.

Ñêîáêà Ñêëÿíèíà.

Ââåäåì íà àëãåáðå FN áèëèíåéíóþ îïåðàöèþ ñëåäóþùåãî âèäà:

{tj1i1 , t
j2
i2
}Sk = ta1i1 ta2i2 rj1j2a1a2

− ra1a2i1i2
tj1a1 t

j2
a2

⇔ {T1, T2}Sk = T1T2 r12 − r12 T1T2, (3)

ãäå r ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷èñëîâóþ N2 × N2 ìàòðèöó. Ðàñïðîñòðàíèì ýòó îïåðàöèþ íà
ïðîèçâîëüíûå ïîëèíîìû îò ïåðåìåííûõ tji ïîñðåäñòâîì ïðàâèëà Ëåéáíèöà. Ïðè êàêèõ
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óñëîâèÿõ íà ÷èñëîâóþ ìàòðèöó r ïðèâåäåííàÿ îïåðàöèÿ áóäåò ñêîáêîé Ïóàññîíà? Áèëè-
íåéíîñòü è ïðàâèëî Ëåéáíèöà ìû îáåñïå÷èëè ïî îïðåäåëåíèþ, îñòàëèñü ñâîéñòâà àíòè-
ñèììåòðè÷íîñòè è òîæäåñòâî ßêîáè.

Ïîòðåáóåì àíòèñèììåòðè÷íîñòè íàøåé îïåðàöèè: {T1, T2}Sk + {T2, T1}Sk = 0. Ïîä-
ñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (3) è ó÷èòûâàÿ êîììóòàòèâíîñòü êîîðäèíàò T1T2 = T2T1, ïîëó÷àåì
ñëåäóþùåå:

0 = T1T2 r12 − r12 T1T2 + T2T1 r21 − r21 T2T1 = [T1T2, r12 + r21] = 0. (4)

Èòàê, íàøà ñêîáî÷íàÿ îïåðàöèÿ àíòèñèììåòðè÷íà, åñëè r12+r21 êîììóòèðóåò ñ ìàòðèöåé
T1T2.

Óñëîâèÿ íà r, êîòîðûå ñëåäóþò èç òîæäåñòâà ßêîáè íà ñêîáêó (3), òàêæå ïîëó÷àþòñÿ
ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì, êîòîðîå ìû îñòàâëÿåì äëÿ óïðàæíåíèÿ ÷èòàòåëþ. Îòâåò ñëåäóþ-
ùèé:

{T1, {T2, T3}Sk}Sk + cycle(1, 2, 3) =
[
T1T2T3, [r12, r13] + [r12, r23] + [r13, r23]

]
.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ òîæäåñòâà ßêîáè äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ìàòðèöà r
óäîâëåòâîðÿëà êëàññè÷åñêîìó óðàâíåíèþ ßíãà-Áàêñòåðà:

[r12, r13] + [r12, r23] + [r13, r23] = 0. (5)

Åñëè óñëîâèÿ (4) è (5) âûïîëíåíû, òî ñêîáêà (3) íàçûâàåòñÿ ñêîáêîé Ñêëÿíèíà, à ðåøåíèå
r êëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà íàçûâàåòñÿ êëàññè÷åñêîé r-ìàòðèöåé. Åñòü
ëè ïðèìåðû òàêèõ ìàòðèö? Èõ ìîæíî èçâëåêàòü èç ñïåöèàëüíûõ ðàçëîæåíèé ðåøåíèé
ñîîòíîøåíèÿ êîñ èëè ñâÿçàííîãî ñ íèì êâàíòîâîãî óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà.

Ìû ïðèâåäåì ïðèìåð êëàññè÷åñêîé r-ìàòðèöû, îòâå÷àþùåé R-ìàòðèöå Äðèíôåëüäà-
Äæèìáî. Óìíîæèì ýòó R-ìàòðèöó íà ìàòðèöó ïåðåñòàíîâêè P è ïåðåéäåì ê R = PR,
êîòîðàÿ èìååò ñëåäóþùèé âèä â áàçèñå ìàòðè÷íûõ åäèíèö Ej

i :

R = q
N∑
i=1

Ei
i ⊗ Ei

i +
N∑
i ̸=j

Ej
j ⊗ Ei

i + (q − q−1)
N∑
i>j

Ej
i ⊗ Ei

j.

Ýòà ìàòðèöà óäîâëåòâîðÿåò êâàíòîâîìó óðàâíåíèþ ßíãà-Áàêñòåðà:

R12R13R23 = R23R13R12. (6)

Ââåäåì ïàðàìåòð h = log q è ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå ìàòðèöû R ïðè h → 0. Â ïåðâîì
ïîðÿäêå ïî h (êîãäà q±1 = 1± h+ o(h)) äëÿ ìàòðèöû R ïîëó÷àåì

R = I + h r + o(h), r =
N∑
i=1

Ei
i ⊗ Ei

i + 2
N∑
i>j

Ej
i ⊗ Ei

j.

Âåëè÷èíà r ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé r-ìàòðèöåé. Òî, ÷òî îíà óäîâëåòâîðÿåò êëàññè÷åñêî-
ìó óðàâíåíèþ ßíãà-Áàêñòåðà, ëåãêî ïðîâåðèòü èç ðàçëîæåíèÿ ïðîèçâåäåíèé R-ìàòðèö
â êâàíòîâîì óðàâíåíèè ßíãà-Áàêñòåðà (6): ëèíåéíàÿ ïî h ÷àñòü óäîâëåòâîðÿåòñÿ òîæäå-
ñòâåííî, à êâàäðàòè÷íàÿ êàê ðàç ïðèâîäèò ê êëàññè÷åñêîìó óðàâíåíèþ ßíãà-Áàêñòåðà
(5).
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Ïîëüçóÿñü ÿâíûì âèäîì êëàññè÷åñêîé r-ìàòðèöû, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå:

r12 + r21 = 2
N∑

i,j=1

Ej
i ⊗ Ei

j = 2P12,

òàê ÷òî [T1T2, r12 + r21] = 0 è óñëîâèå àíòèñèììåòðè÷íîñòè ñêîáêè Ñêëÿíèíà òîæå óäî-
âëåòâîðÿåòñÿ.

Çàìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííîå âûøå ñâîéñòâî �ñèììåòðè÷åñêîé ÷àñòè� êëàññè÷åñêîé r-
ìàòðèöû r12 + r21 = 2P12 âûïîëíåíî äëÿ âñåõ êëàññè÷åñêèõ r-ìàòðèö, ïîëó÷åííûõ â
ïåðâîì ïîðÿäêå ïî h èç Ãåêêåâñêèõ R-ìàòðèö. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè R � Ãåêêåâñêàÿ R
ìàòðèöà, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ R-ìàòðèöà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

(P12R12)
2 = I + (q − q−1)P12R12.

Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèå R = I + h r + o(h), ïîëó÷àåì â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî h:

r12 + P12r12P12 = 2P12 ⇔ r12 + r21 = 2P12.

Åñëè îïðåäåëèòü ñèììåòðè÷åñêóþ è àíòèñèììåòðè÷åñêóþ ÷àñòè r-ìàòðèöû ôîðìóëàìè

r±12 =
r12 ± r21

2
⇒ r+12 = r+21, r−12 = −r−21,

òî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ Ãåêêåâñêîãî ñëó÷àÿ r+12 = P12, ìû âèäèì, ÷òî ñêîáêà Ñêëÿíèíà
çàâèñèò òîëüêî îò àíòèñèììåòðè÷åñêîé ÷àñòè r−, òàê êàê

T1T2P12 − P12T1T2 = 0

â ñèëó êîììóòàòèâíîñòè êîîðäèíàò T1T2 = T2T1.
Ñêîáêà Ñêëÿíèíà òîæå ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííîé, íî åå ïóàññîíîâ öåíòð ñóùåñòâåííî

ìåíüøå, ÷åì ó ñêîáêè Ïóàññîíà-Ëè. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïóàññîíîâ öåíòð ñêîáêè Ñêëÿ-
íèíà ãåíåðèðóåòñÿ åäèíñòâåííûì ïîëèíîìîì � äåòåðìèíàíòîì ìàòðèöû T .

Ñêîáêà Ñåìåíîâà Òÿíü-Øàíñêîãî.

Ïîñëåäíÿÿ ïóàññîíîâà ñòðóêòóðà íà àëãåáðå FN ôóíêöèé íà Mat∗N(C), êîòîðóþ ìû
äîëæíû îáñóäèòü, çàäàåòñÿ òàê íàçûâàåìîé ñêîáêîé Ñåìåíîâà Òÿíü-Øàíñêîãî. Åå ïóàñ-
ñîíîâ òåíçîð èìååò ñëåäóþùèé âèä

{T1, T2}STS = r21 T1T2 − T1T2 r12 + T2r12T1 − T1r21T2, (7)

ãäå r12 � êëàññè÷åñêàÿ r-ìàòðèöà. Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî r ïðîèñõîäèò èç Ãåêêåâñêîé
R-ìàòðèöû. Êàê ìû óæå âûÿñíèëè, äëÿ òàêèõ r-ìàòðèö âûïîëíåíî ñâîéñòâî r+ = P è
ýòî, êàê è â ñëó÷àå ñêîáêè Ñêëÿíèíà, ãàðàíòèðóåò àíòèñèììåòðè÷íîñòü ñêîáêè (7)

{T1, T2}STS = −{T2, T1}STS

Îäíàêî, â îòëè÷èå îò ñêîáêè Ñêëÿíèíà, äëÿ ñêîáêè Ñåìåíîâà Òÿíü-Øàíñêîãî ñóùåñòâåí-
íû êàê àíòèñèììåòðè÷åñêàÿ ÷àñòü r− êëàññè÷åñêîé r-ìàòðèöû, òàê è åå ñèììåòðè÷åñêàÿ
÷àñòü r+.

Ñêîáêà Ñåìåíîâà Òÿíü-Øàíñêîãî âûðîæäåíà è åå ïóàññîíîâ öåíòð ñîäåðæèò â ñåáå
ïóàññîíîâ öåíòð ñêîáêè Ïóàññîíà-Ëè (2).
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Óòâåðæäåíèå. Ïîëèíîìû p(k) = Tr(T k) ïðèíàäëåæàò ïóàññîíîâîìó öåíòðó ñêîáêè Ñå-
ìåíîâà Òÿíü-Øàíñêîãî:

{p(k)(t), tji}STS = 0.

Çàìå÷àíèå. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âåñü ïóàññîíîâ öåíòð ñêîáêè Ïóàññîíà-Ëè ãåíåðè-
ðóåòñÿ ïîëèíîìàìè p(k)(t) (îíè èíîãäà íàçûâàþòñÿ èíâàðèàíòàìè Ãåëüôàíäà). Ñòðîãîå
äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ ñêîáêè Ñåìåíîâà Òÿíü-Øàíñêîãî àâòîðó
íåèçâåñòíî (õîòÿ äëÿ êëàññè÷åñêîé r-ìàòðèöû Äðèíôåëüäà-Äæèìáî ýòî âåñüìà âåðîÿòíî
èç äåôîðìàöèîííûõ àðãóìåíòîâ).

Ãåîìåòðè÷åñêîå çàìå÷àíèå. Â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå Mat∗N(C) îïðåäåëåíî êîïðèñî-
åäèíåííîå äåéñòâèå ìàòðè÷íîé ãðóïïû Ëè GL(N):Mat∗N(C) 3 M 7→ SMS−1, S ∈ GL(N).
Îðáèòû òàêîãî äåéñòâèÿ ñîñòîÿò èç ìàòðèö ñ îäèíàêîâûìè ýëåìåíòàðíûìè äåëèòåëÿìè
(òî åñòü, îáëàäàþùèìè îäèíàêîâûì ñïåêòðîì è æîðäàíîâîé ñòðóêòóðîé). Åñëè ìû îãðà-
íè÷èìñÿ ïîëóïðîñòûìè ìàòðèöàìè, òî èõ îðáèòû îäíîçíà÷íî ôèêñèðóþòñÿ çàäàíèåì
çíà÷åíèé N ñëåäîâ Tr(Mk), 1 ≤ k ≤ N . Àëãåáðà ôóíêöèé FN îãðàíè÷èâàåòñÿ íà ýòè
îðáèòû: àëãåáðà ôóíêöèé íà îðáèòå, ñîäåðæàùåé ìàòðèöó M , áóäåò ôàêòîð-àëãåáðîé
àëãåáðû FN ïî èäåàëó, ïîðîæäåííîìó ñîîòíîøåíèÿìè Tr(T k) = Tr(Mk). Îäíàêî ïóàññî-
íîâà ñòðóêòóðà íà ýòè îðáèòû îãðàíè÷èâàåòñÿ òîëüêî äëÿ ñêîáêè Ïóàññîíà-Ëè è ñêîáêè
Ñåìåíîâà Òÿíü-Øàíñêîãî, äëÿ êîòîðîûõ ïîëèíîìû Tr(T k) ïðèíàäëåæàò ïóàññîíîâó öåí-
òðó. Ïîýòîìó òîëüêî ýòè ïóàññîíîâû ñòðóêòóðû ïðèãîäíû äëÿ êâàíòîâàíèÿ ôóíêöèé íà
îðáèòàõ êîïðèñîåäèíåííîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû GL(N). Ñêîáêà Ñêëÿíèíà íà îðáèòû íå
îãðàíè÷èâàåòñÿ. Åå ìîæíî îãðàíè÷èòü òîëüêî íà ãðóïïó (íàïðèìåð, íà ãðóïïó SL(N)
� ìàòðèöû ñ åäèíè÷íûì äåòåðìèíàíòîì). Êâàíòîâàíèå ýòîé ñêîáêè ïðèâîäèò ê àëãåáðå
êâàíòîâàííûõ ôóíêöèé íà ãðóïïå, òàê íàçûâàåìîé RTT àëãåáðå, èñòîðè÷åñêè îäíîìó èç
ïåðâûõ ïðèìåðîâ êâàíòîâûõ ãðóïï.

Åñòü åùå îäíî âàæíîå ñâîéñòâî, ñâÿçûâàþùåå ñêîáêè Ñåìåíîâà Òÿíü-Øàíñêîãî è
Ïóàññîíà-Ëè: îíè îáðàçóþ ñîãëàñîâàííûé ïó÷îê ñêîáîê Ïóàññîíà. Ïî îïðåäåëåíèþ, ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ëþáàÿ èõ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ

{ , }α,β = α{ , }PL + β{ , }STS, α, β ∈ C

îáðàçóåò ñêîáêó Ïóàññîíà. Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü â äîêàçàòåëüñòâå ýòîãî ôàêòà çàêëþ÷à-
åòñÿ, î÷åâèäíî, â ïðîâåðêå òîæäåñòâà ßêîáè äëÿ ñêîáêè { , }α,β. Ýòî ñâîéñòâî ïðèâîäèò ê
ñâÿçè íåêîììóòàòèâíûõ àëãåáð, ïîëó÷åííûõ êâàíòîâàíèåì àëãåáðû FN c ïóàññîíîâûìè
ñòðóêòóðàìè (2) è (7).

Äåôîðìàöèîííîå êâàíòîâàíèå àëãåáðû ñ ïóàññîíîâîé ñòðóêòóðîé

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîöåäóðó êâàíòîâàíèÿ êîììóòàòèâíîé àëãåáðû ñî ñêîáêîé Ïóàñ-
ñîíà. Ïðàêòè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò ïåðåõîä îò êîììóòàòèâíîé àëãåáðû F ê íåêîììóòàòèâ-
íîé Fh, çàâèñÿùåé îò �ïàðàìåòðà êâàíòîâàíèÿ� h ñ âûïîëíåíèåì ðÿäà óñëîâèé. Ïðè ýòîì
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî àëãåáðà Fh ïîëó÷àåòñÿ ââåäåíèåì íà F íîâîé îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ⋆.
Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî ýòà ïðöåäóðà íåîäíîçíà÷íà, ñóùåñòâóåò ìíîãî ýêâèâàëåíòíûõ êâàí-
òîâàíèé îäíîé êîììóòàòèâíîé àëãåáðû, îòëè÷àþùèõñÿ êîíêðåòíûì óñòðîéñòâîì íåêîì-
ìóòàòèâíîãî óìíîæåíèÿ ⋆. Òåðìèí �ýêâèâàëåíòíîå êâàíòîâàíèå� îçíà÷àåò, ÷òî ñîîòâåò-
ñòâóþùèå êâàíòîâûå àëãåáðû ñâÿçàíû èçîìîðôèçìîì ñïåöèàëüíîãî âèäà. Äàäèì òåïåðü
ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå.
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Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü F � êîììóòàòèâíàÿ àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà íàä ïîëåì êîìïëåêñ-
íûõ ÷èñåë C, ñíàáæåííàÿ ñêîáêîé Ïóàññîíà { , } : F ×F → F . Íåêîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà
F̂h íàä êîëüöîì ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ C[[h]] îò ïàðàìåòðà h (ïàðàìåòð êâàíòîâà-
íèÿ) íàçûâàåòñÿ êâàíòîâàíèåì àëãåáðû F åñëè ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì αh C[[h]]-ìîäóëåé
F̂h è F [[h]]:

αh : F [[h]] → F̂h,

êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(à) Ôàêòîð-àëãåáðà F̂0 := F̂h/(hF̂h) èçîìîðôíà F êàê C-àëãåáðà.

Çàìå÷àíèå. Ïîÿñíèì ñìûñë ïóíêòà (à) íà ïðèìåðå äåéñòâèÿ èçîìîðôèçìà αh íà ïðîèç-

âîëüíûé ýëåìåíò3 a ∈ F ⊂ F [[h]]:

αh(a) = â0 + hâ1 + h2â2 + · · · ∈ F̂h, ∀ a ∈ F .

Ñîãëàñíî ïóíêòó (à), åñëè â êîììóòàòèâíîé àëãåáðå F âûïîëíåíî ñâîéñòâî a · b = c òî

â êâàíòîâîé àëãåáðå F̂h äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî ĉ0 ≡ â0 ∗ b̂0 (mod h), ãäå çíàê ∗
îçíà÷àåò óìíîæåíèå â íåêîììóòàòèâíîé àëãåáðå F̂h.

(á) Ïîëüçóÿñü èçîìîðôèçìîì αh, çàäàäèì íà êîììóòàòèâíîé àëãåáðåF [[h]] íîâîå (íåêîì-
ìóòàòèâíîå) óìíîæåíèå ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ f, g ∈ F ïî ôîðìóëå:

f ⋆h g = α−1
h (αh(f) ∗ αh(g)) = f · g + h c1(f, g) + h2 c2(f, g) + . . . , (8)

ãäå f · g � êîììóòàòèâíîå ïðîèçâåäåíèå â F , ck(f, g) � ýëåìåíòû àëãåáðû F . Òàêîå
îïðåäåëåíèå ïðîäîëæàåò èçîìîðôèçì αh äî èçîìîðôèçìà íåêîììóòàòèâíûõ àëãåáð
F [[h]] ' F̂h:

αh(f ⋆h g) = αh(f) ∗ αh(g).

Çàìå÷àíèå. Î÷åíü ñóùåñòâåííîå îãðàíè÷åíèå íà âèä èçîìîðôèçìà αh íàêëàäûâàåò òðå-

áîâàíèå àññîöèàòèâíîñòè ïðîèçâåäåíèÿ ⋆:

(a ⋆ b) ⋆ c = a ⋆ (b ⋆ c).

Ôàêòè÷åñêè, îáåñïå÷åíèå àññîöèàòèâíîñòè íîâîãî ïðîèçâåäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ãëàâíîé òðóäíî-

ñòüþ ïðè ïîñòðîåíèè êâàíòîâàíèÿ êîììóòàòèâíîé àëãåáðû.

(â) Äîëæåí èìåòü ìåñòî �êëàññè÷åñêèé ïðåäåë�:

f ⋆h g − g ⋆h f

h
≡ (c1(f, g)− c1(g, f))(mod h) ≡ {f, g}(mod h)

Ðàññìîòðèì òåïåðü êâàíòîâàíèÿ êîììóòàòèâíîé àëãåáðû ôóíêöèé FN ñ òðåìÿ ðàç-
ëè÷íûìè ïóàññîíîâûìè ñòðóêòóðàìè, îïèñàííûìè âûøå.

Êâàíòîâàíèå ñòðóêòóðû Ïóàññîíà-Ëè íà FN = Fun(Mat∗N(C))

Â äàííîì ïðèìåðå äëÿ ïîñòðîåíèÿ êâàíòîâîé àëãåáðû áóäåò äîñòàòî÷íî êîëüöà ïî-
ëèíîìîâ îò h: C[h] ⊂ C[[h]]. Êâàíòîâîé àëãåáðîé áóäåò óíèâåðñàëüíàÿ îáåðòûâàþùàÿ
U(glh(N)).

3Â ñèëó C[[h]]-ëèíåéíîñòè èçîìîðôèçìà αh ýòî ïîÿñíåíèå ëåãêî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ëþáîé ýëåìåíò

àëãåáðû F [[h]].
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Ðàññìîòðèì N2-ìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî V íàä C è çàôèêñèðóåì â íåì áàçèñ,
ýëåìåíòû êîòîðîãî îáîçíà÷èì eji , 1 ≤ i, j ≤ N . Äàëåå ïîñòðîèì C[h]-ìîäóëü Vh = V ⊗CC[h]
è ðàññìîòðèì åãî ñâîáîäíóþ òåíçîðíóþ àëãåáðó T(Vh).

Àëãåáðà U(glh(N)) ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðîì òåíçîðíîé àëãåáðû T(Vh) ïî äâóñòîðîííåìó
èäåàëó, ïîðîæäåííîìó êâàäðàòè÷íî-ëèíåéíûìè ýëåìåíòàìè ñëåäóþùåãî âèäà:

U(glh(N)) = T(Vh)/〈ejiesk − eske
j
i − h(δjke

s
i − δsi e

j
k)〉.

Êàê C[h]-ìîäóëü ïðîñòðàíñòâî U(glh(N)) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó îäíîðîäíûõ
ïî eji ïîäìîäóëåé

U(glh(N)) =
⊕
k≥0

U (k)(e)⊗ C[h].

Çäåñü êîìïëåêñíûå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà U (k)(e) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëèíåéíûå îáî-
ëî÷êè âñåâîçìîæíûõ ìîíîìîâ k-é ñòåïåíè îò áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ eji . Íàì ïîòðåáóåòñÿ
âûäåëèòü áàçèñíûå íàáîðû ìîíîìîâ â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Äëÿ ýòîãî ââåäåì ëèíåéíîå
ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå íà ìíîæåñòâå eji :

ej1i1 < ej2i2 ⇔


i1 < i2
èëè
i1 = i2, j1 < j2.

Åñòåñòâåííî, ýòî îäèí èç ìíîãèõ âàðèàíòîâ óïîðÿäî÷åíèÿ, êîíêðåòíûé âûáîð äëÿ äàëü-
íåéøåãî íå âàæåí. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ïóàíêàðå-Áèðêõîôà-Âèòòà, ëèíåéíûé áàçèñ â ïðî-
ñòðàíñòâå U (k)(e) îáðàçóþò óïîðÿäî÷åííûå ìîíîìû k-ãî ïîðÿäêà, òî åñòü ìîíîìû âèäà

ej1i1 ◦ e
j2
i2
◦ · · · ◦ ejkik , ãäå ej1i1 ≤ ej2i2 ≤ · · · ≤ ejkik .

Íèæå ìû áóäåì îïóñêàòü çíàê ◦ óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ íåêîììóòàòèâíîé (êâàíòîâîé)
àëãåáðû.

Îòìåòèì, òàêæå, äðóãîé âîçìîæíûé âûáîð áàçèñà (íàçîâåì åãî Âåéëåâñêèì áàçèñîì)
� ýòî âñåâîçìîæíûå ïîëíîñòüþ ñèììåòðè÷åñêèå ìîíîìû k-ãî ïîðÿäêà, ïîðîæäåííûå
ïðèâåäåííûìè âûøå óïîðÿäî÷åííûìè ìîíîìàìè

e1e2 . . . ek 7→ 1

k!

∑
σ∈Sk

eσ(1)eσ(2) . . . eσ(k),

ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì ïåðåñòàíîâêàì σ ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû k-ãî ïîðÿäêà
Sk, à ñèìâîë es åñòü ñîêðàùåíèå äëÿ ejsis .

Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ ñëó÷àÿ N = 2. Ââîäÿ äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà-
÷åíèÿ â < b̂ < ĉ < d̂ äëÿ óïîðÿäî÷åííîãî áàçèñà e11 < e21 < e12 < e22, ïîëó÷àåì, ÷òî áàçèñ â
U (k) îáðàçóþò ýëåìåíòû

âk1 b̂k2 ĉk3 d̂k4 , k1 + k2 + k3 + k4 = k, ki ≥ 0.

À âîò ïðèìåð ïåðåõîäà ê Âåéëåâñêèì áàçèñíûì ýëåìåíòàì â U (3):

âb̂ĉ 7→ 1

6
(âb̂ĉ+ âĉb̂+ b̂âĉ+ b̂ĉâ+ ĉâb̂+ ĉb̂â) â2b̂ 7→ 1

3
(â2b̂+ âb̂â+ b̂â2).
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Âåðíåìñÿ òåïåðü ê ïðîáëåìå êâàíòîâàíèÿ àëãåáðû ãëàäêèõ ôóíêöèé FN = Fun(Mat∗N(C))
ñî ñêîáêîé Ïóàññîíà-Ëè (2). Òî÷íåå, ìû îïèøåì êâàíòîâàíèå ïîäàëãåáû ïîëèíîìèàëüíûõ
ôóíêöèé â PN ⊂ FN , ÷òî, âïðî÷åì, âïîëíå äîñòàòî÷íî äëÿ ïðèëîæåíèé.

Óòâåðæäåíèå.

Êâàíòîâàíèåì àëãåáðû PN ñî ñêîáêîé Ïóàññîíà-Ëè ñëóæèò àëãåáðà U(glh(N)).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ìû ÿâíî ïîñòðîèì èçîìîðôèçì êâàíòîâàíèÿ αh è îïèøåì íåêîì-
ìóòàòèâíîå ïðîèçâåäåíèå ⋆h ôóíêöèé îò êîîðäèíàò tji . Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, C[h]-
ëèíåéíîñòü èçîìîðôèçìà αh ïîçâîëÿåò çàäàòü åãî òîëüêî íà áàçèñíûõ ýëåìåíòàõ àëãåáðû
PN . Êàê êîìïëåêñíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ýòà àëãåáðà ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóì-
ìó îäíîðîäíûõ êîìïîíåíò, àíàëîãè÷íûõ êîìïîíåíòàì U (k) â àëãåáðå U(glh(N)):

PN =
⊕
k≥0

P(k),

ïðè÷åì óòâåðæäåíèå î áàçèñå â îäíîðîäíûõ êîìïîíåíòàõ P(k), àíàëîãè÷íîå òåîðåìå Ïó-
àíêàðå-Áèðêõîôà-Âèòòà, â ñëó÷àå êîììóòàòèâíîé àëãåáðû î÷åâèäíî.

Èòàê, ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå αh : PN ⊗ C[h] → U(glh(N)), êîòîðîå íà áàçèñíûõ
ýëåìåíòàõ àëãåáðû PN èìååò âèä:

αh(t
j1
i1
. . . tjkik ) = ej1i1 . . . e

jk
ik
.

Íà âñþ àëãåáðó PN ⊗ C[h] äåéñòâèå îòîáðàæåíèÿ αh ðàñïðîñòðàíèì ïî ëèíåéíîñòè. Ëåã-
êî âèäåòü, ÷òî ïîñòðîåííûé èçîìîðôèçì C[h]-ìîäóëåé è áóäåò èñêîìûì èçîìîðôèçìîì
êâàíòîâàíèÿ.

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ÿâíûõ ôîðìóë äëÿ íîâîãî óìíîæåíèÿ ⋆h â ñëó÷àå N = 2. Ñêîáêà
Ïóàññîíà-Ëè (2) äëÿ êîîðäèíàò a, b, c è d â àëãåáðå P̃2 èìååò âèä

{a, b}PL = b, {a, c}PL = −c, {a, d}PL = 0,

{b, c}PL = a− d, {b, d}PL = b, {c, d}PL = −c,

ñêîáêà Ëè àëãåáðû Ëè glh(2) îòëè÷àåòñÿ îò ýòèõ âûðàæåíèé òîëüêî ìíîæèòåëåì h â
ïðàâîé ÷àñòè. Òî åñòü, ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ãåíåðàòîðàìè U(glh(2)) çà-
ïèñûâàþòñÿ â âèäå

â b̂− b̂ â = hb̂, â ĉ− ĉ â = −hĉ, è òàê äàëåå.

Íà áàçèñíûõ ýëåìåíòàõ èçîìîðôèçì αh äåéñòâóåò òàê:

αh(a
k1 . . . dk4) = âk1 . . . d̂k4 α−1

h (âk1 . . . d̂k4) = ak1 . . . dk4 .

×òîáû ïîëó÷èòü îáðàòíîå îòîáðàæåíèå íà ëþáîì ýëåìåíòå f ∈ U(glh(2)), íóæíî ñíà÷à-
ëà ïðåäñòàâèòü f â âèäå êîìáèíàöèè áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ, à ïîòîì ïðèìåíèòü îáðàòíîå
îòîáðàæåíèå íà áàçèñíûõ ýëåìåíòàõ, âûïèñàííîå âûøå.

Ïîñòðîèì òåïåðü íåêîììóòàòèâíîå óìíîæåíèå ⋆h â àëãåáðå PN⊗C[h] ñîãëàñíî ôîðìóëå
(8). Òîãäà, íàïðèìåð, ïîëó÷àåì:

a ⋆h b = α−1
h (αh(a)αh(b)) = α−1

h (â b̂) = a · b.
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À âîò äëÿ ïåðåñòàâëåííûõ ñîìíîæèòåëåé îòâåò áóäåò äðóãîé:

b ⋆h a = α−1
h (b̂ â) = α−1

h (â b̂− h b̂) = a · b− h b.

Íà ïðîìåæóòî÷íîì ýòàïå íàì ïðèøëîñü ðàçëîæèòü ïðîèçâåäåíèå b̂ â â àëãåáðå U(glh(N))
â ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ áàçèñíûõ âåêòîðîâ. Ïðè ýòîì âûïîëíåíî ñâîéñòâî (á) îïðåäåëå-
íèÿ êâàíòîâàíèÿ (êëàññè÷åñêèé ïðåäåë):

1

h
(a ⋆h b− b ⋆h a) = b = {a, b}PL.

Äðóãîé ïðèìåð: ïîñòðîèì íåêîììóòàòèâíîå ïðîèçâåäåíèå êâàäðàòè÷íûõ ìîíîìîâ èç àë-
ãåáðû ôóíêöèé:

(a · c) ⋆h (b · c) = α−1
h (â ĉ b̂ ĉ) = α−1

h (â (b̂ ĉ− h(â− d̂)) ĉ) = α−1
h (â b̂ ĉ2 − hâ2ĉ+ hâ d̂ ĉ)

= α−1
h (â b̂ ĉ2 − hâ2ĉ+ hâ ĉ d̂+ h2â ĉ).

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå èçîìîðôèçì α−1
h ïðèìåíÿåòñÿ ê ëèíåéíîé êîìáèíàöèè áàçèñíûõ

ìîíîìîâ â U(glh(2)) è ìû ïîëó÷àåì îòâåò:

(a · c) ⋆h (b · c) = a · b · c2 − h a2 · c+ h a · c · d+ h2a · c

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì èìååì äëÿ ïåðåñòàâëåííûõ ñîìíîæèòåëåé

(b · c) ⋆h (a · c) = α−1
h (b̂ ĉ â ĉ) = α−1

h (â b̂ ĉ2) = a · b · c2,

êëàññè÷åñêèé ïðåäåë òàêæå âûïîëíÿåòñÿ:

(a · c) ⋆h (b · c)− (b · c) ⋆h (a · c)
h

≡ (a · c · d− a2 · c) (mod h) ≡ {a · c , b · c}PL(mod h).

Îòìåòèì îäíó îñîáåííîñòü ïîñòðîåííîãî êâàíòîâàíèÿ: èçîìîðôèçì αh íå îòîáðàæàåò,
âîîáùå ãîâîðÿ, ýëåìåíòû ïóàññîíîâà öåíòðà PN â öåíòð àëãåáðû U(glh(N)). Íàïðèìåð,
ïóàññîí-öåíòðàëüíûé ýëåìåíò p(2) = Tr(T 2) = a2 + d2 + 2b · c îòîáðàæàåòñÿ â ýëåìåíò

αh(a
2 + d2 + 2b · c) = â2 + d̂2 + 2b̂ ĉ,

êîòîðûé íå ïðèíàäëåæèò öåíòðó U(glh(2)).
Ýòîò íåäîñòàòîê îòñóòñòâóåò â äðóãîì (ýêâèâàëåíòíîì) êâàíòîâàíèè, îñíîâàííîì íà

èçîìîðôèçìå βh, êîòîðûé áàçèñíûå ìîíîìû àëãåáðû PN îòîáðàæàåò â ñîîòâåòñòâóþùèå
ýëåìåíòû Âåéëåâñêîãî áàçèñà â U(glh(2)). Ïðè ýòîì íåêîììóòàòèâíîå óìíîæåíèå ñòà-
íîâèòñÿ äðóãèì. Íàïðèìåð, äëÿ óæå ðàçîáðàííîãî âûøå ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ a è b
ïîëó÷àåì òàêèå âûðàæåíèÿ:

a ⋆h b = β−1
h (βh(a)βh(b)) = β−1

h (â b̂) = β−1
h

(
1

2
(â b̂+ b̂ â) +

1

2
(â b̂− b̂ â)

)
= a · b+ h

2
b.

Àíàëîãè÷íî èìååì:

b ⋆h a = a · b− h

2
b.
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Íåêîììóòàòèâíîå ïðîèçâåäåíèå èçìåíèëîñü, íî, åñòåñòâåííî, êëàññè÷åñêèé ïðåäåë îñòàë-
ñÿ ïðåæíèì. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîì âàðèàíòå êâàíòîâàíèÿ ýëåìåíòû ïóàññîíîâà
öåíòðà PN óæå îòîáðàæàþòñÿ â öåíòðàëüíûå ýëåìåíòû àëãåáðû U(glh(2)). Íàïðèìåð:

βh(a
2 + d2 + 2b · c) = â2 + d̂2 + b̂ ĉ+ ĉ b̂ ∈ Z(U(glh(2))).

Êâàíòîâàíèå ñêîáîê Ñêëÿíèíà è Ñåìåíîâà Òÿíü-Øàíñêîãî

Â ðåçóëüòàòå êâàíòîâàíèÿ êâàäðàòè÷íûõ ñêîáîê Ñêëÿíèíà è Ñåìåíîâà Òÿíü-Øàíñêîãî
ïîëó÷àþòñÿ ïðèìåðû òàê íàçûâàåìûõ êâàíòîâûõ ìàòðè÷íûõ àëãåáð, ñòðóêòóðà êîòîðûõ
çàäàåòñÿ R-ìàòðèöàìè.

Êâàíòîâàíèå àëãåáðû ôóíêöèé FN ñî ñêîáêîé Ñêëÿíèíà ïðèâîäèò êâàíòîâîé ìàòðè÷-
íîé RTT -àëãåáðå. Ýòî íåôîðìàëüíîå íàçâàíèå ñâÿçàíî ñ ìàòðè÷íîé çàïèñüþ ïåðåñòàíî-
âî÷íûõ ñîîòíîøåíèé â àëãåáðå. Äëÿ R-ìàòðèöû Äðèíôåëüäà-Äæèìáî RTT -àëãåáðà èí-
òåðïðåòèðóåòñÿ êàê êâàíòîâàíèå àëãåáðû ôóíêöèé íà ìàòðè÷íîé ãðóïïå SL(N) (ïîñëå
îãðàíè÷åíèÿ íà ôàêòîð-àëãåáðó, ïîðîæäåííóþ ñîîòíîøåíèåì detT = 1).

Îïðåäåëåíèå. Àëãåáðà T (R) êâàíòîâàííûõ ôóíêöèé íà ãðóïïå GL(N) (èëè RTT -àëãå-
áðà) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àññîöèàòèâíóþ àëãåáðó ñ åäèíèöåé, ïîðîæäåííóþ ýëåìåíòàìè
tji , óäîâëåòâîðÿþùèìè êâàäðàòè÷íûì ïåðåñòàíîâî÷íûì ñîîòíîøåíèÿì âèäà:

R12T1T2 = T1T2R12, T = ‖tji‖N1 ,

ãäå R ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé R-ìàòðèöó Äðèíôåëüäà-Äæèìáî.

Ïðîâåðèì, ÷òî èç ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé â êëàññè÷åñêîì ïðåäåëå ïîëó÷àåòñÿ
ñêîáêà Ñêëÿíèíà íà àëãåáðå ôóíêöèé FN . Äëÿ ýòîãî óìíîæèì ìàòðè÷íîå ðàâåíñòâî äëÿ
ãåíåðàòîðîâ àëãåáðû T (R) íà ìàòðèöó ïåðåñòàíîâêè è ïåðåïèøåì åãî â òåðìèíàõ R-
ìàòðèöû:

R12T1T2 = T2T1R12.

Çäåñü óìíîæåíèå ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðîèçâîäèòñÿ â íåêîììóòàòèâíîé àëãåáðå, â îïðå-
äåëåíèè êâàíòîâàíèÿ îíî îáîçíà÷àëîñü ñèìâîëîì ⋆. Ïîäñòàâèâ ðàçëîæåíèå R12 = I +
h r12 + o(h), êîòîðîå ñëåäóåò èç ðàçëîæåíèÿ ïàðàìåòðà qh = 1+ h+ · · · ∈ C[[h]], ïîëó÷àåì
ñëåäóþùåå

T1 ⋆ T2 + h r12T1 ⋆ T2 − T2 ⋆ T1 − hT2 ⋆ T1r12 + o(h) = 0,

îòêóäà, â ñâîþ î÷åðåäü, ñëåäóåò êëàññè÷åñêèé ïðåäåë

T1 ⋆ T2 − T2 ⋆ T1

h
=

1

h
(T2 ⋆ T1 r12 − r12 T1 ⋆ T2 + o(h))

≡ (T1 · T2 r12 − r12 T1 · T2)(mod h) = {T1, T2}Sk(mod h).

Çäåñü ìû ó÷ëè T1⋆T2 = T1·T2+h(. . . ) è ïðèíÿëè âî âíèìàíèå êîììóòàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ
ôóíêöèé èç FN .

Êâàíòîâàíèå àëãåáðû FN ñî ñêîáêîé Ñåìåíîâà Òÿíü-Øàíñêîãî ïðèâîäèò ê äðóãîé
âàæíîé êâàíòîâîé ìàòðè÷íîé àëãåáðå � àëãåáðå óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé.

Îïðåäåëåíèå. Àëãåáðà óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé GL(N) òèïà ýòî àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà
L(R) ñ åäèíèöåé, ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòàìè lii, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò êâàäðàòè÷íûì
ïåðåñòàíîâî÷íûì ñîîòíîøåíèÿì ñëåäóþùåãî âèäà:

R12L1R12L1 = L1R12L1R12.
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Çäåñü R ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé R-ìàòðèöó Äðèíôåëüäà-Äæèìáî.
Îòìåòèì, ÷òî è â RTT -àëãåáðå, è â àëãåáðå óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé ìîæíî áðàòü ëþáóþ

R-ìàòðèöó, óäîâëåòâîðÿþùóþ ñîîòíîøåíèþ êîñ. Ïîëó÷èâøèåñÿ êâàäðàòè÷íûå àëãåáðû
èìåþò äðóãóþ èíòåðïðåòàöèþ è, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîãóò áûòü íå ñâÿçàíû ñ êâàíòîâàíèåì
àëãåáðû ôóíêöèé FN .

Åñëè îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ íà ãåíåðàòîðû àëãåáðû L(R) äâàæäû óìíîæèòü
ñëåâà íà ìàòðèöó ïåðåñòàíîâêè P12, òî ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïðèìóò âèä, ïðèãîäíûé äëÿ
âû÷èñëåíèÿ êëàññè÷åñêîãî ïðåäåëà:

R21L2R12L1 = L1R21L2R12.

Óáåäèòåñü ñàìè, ÷òî â êëàññè÷åñêîì ïðåäåëå èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ïîëó÷àåòñÿ ñêîáêà
Ñåìåíîâà Òÿíü-Øàíñêîãî.

Ïîìèìî àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðû, ââåäåííûå íàìè êâàíòîâûå ìàòðè÷íûå àëãåáðû
T (R), L(R) è U(glh(N)) îáëàäàþò âàæíûìè êîñòðóêòóðàìè (êîóìíîæåíèåì, êîåäèíè-
öåé è îòîáðàæåíèåì àíòèïîäà), ÷òî ïðåâðàùàåò èõ â òàê íàçûâàåìûå àëãåáðû Õîïôà.
`Ýòîò ôàêò, â ÷àñòíîñòè, ñèëüíî óïðîùàåò ïîñòðîåíèå òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé, ïîñêîëüêó
ïîçâîëÿåò ñòðîèòü òåíçîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ìîäóëåé íàä àëãåáðàìè, îïðåäåëÿòü ñîïðÿ-
æåííûå ïðåäñòàâëåíèÿ â äóàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ è òàê äàëåå. Ñâîéñòâàì êîñòðóêòóð è
èõ êîíêðåòíîìó âèäó íà ðàçëè÷íûõ àëãåáðàõ ïîñâÿùåíà ñëåäóþùàÿ òåìà íàøèõ ëåêöèé.
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