
Ãðóïïà êîñ, êâàíòîâûå ãðóïïû è ïðèëîæåíèÿ

Ëèñòîê 4. Ñêîáêè Ïóàññîíà íà êîììóòàòèâíîé àëãåáðå

Ðåêîìåíäóåìûé ñðîê ñäà÷è: 17 àïðåëÿ 2023

1. Ïóñòü M � ãëàäêîå n-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, {zi}1≤i≤n � ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû â íåêî-

òîðîé îáëàñòè U ⊂ M . Ñêîáêà Ïóàññîíà ëþáûõ äâóõ ôóíêöèé f è g èç àëãåáðû ãëàäêèõ

ôóíêöèé F(M) â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä:

{f, g} =
n∑

i,k=1

∂if(z)ω
ik(z)∂kg(z), ∂if ≡ ∂f

∂zi
,

ãäå ωik(z) = {zi, zk} � ïóàññîíîâ òåíçîð.

à) Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì ïóàññîíîâîé ñòðóêòóðû, âûâåäèòå óñëîâèÿ íà ïóàññîíîâ òåí-

çîð, êîòîðûå íàëàãàþòñÿ íà íåãî ýòèì îïðåäåëåíèåì.

á) Ïóñòü ìàòðèöà ïóàññîíîâà òåíçîðà íå âûðîæäåíà â îáëàñòè U ⊂ M : det ∥ωik(z)∥ ̸= 0.
Îáîçíà÷èì ñèìâîëàìè ωik(z) ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îáðàòíîé ìàòðèöû:

n∑
k=1

ωik(z)ω
kj(z) = δji .

Äîêàæèòå, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíàÿ 2-ôîðìà Ω =
∑

i,k ωikdz
i∧dzk ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé

è íåâûðîæäåííîé â îáëàñòè U (òî åñòü, çàäàåò ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó â îáëàñòè

U).

2. Ïóñòü àëãåáðà ãëàäêèõ ôóíêöèé F(M) íà ìíîãîîáðàçèè M ñíàáæåíà ïóàññîíîâîé ñòðóê-

òðóðîé (ñì. çàäà÷ó 1.). Ïî ëþáîé çàäàííîé ôóíêöèè f ∈ F(M) îïðåäåëèì ãàìèëüòîíîâî

âåêòîðíîå ïîëå Xf èç êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ TM ñëåäóþùèì äåéñòâèåì íà ôóíêöèè:

Xf ◃ g = {f, g}, ∀ g ∈ F(M).

à) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ãàìèëüòîíîâûõ âåêòîðíûõ ïîëåé îáðàçóåò àëãåáðó Ëè îòíî-

ñèòåëüíî îïåðàöèè êîììóòèðîâàíèÿ è ñòàíäàðòíûõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ

íà ýëåìåíòû ÷èñëîâîãî ïîëÿ.

á) Äëÿ íåâûðîæäåííîé ïóàññîíîâîé ñòðóêòðóðû íàéäèòå çíà÷åíèå 2-ôîðìû Ω(Xf , Xg)
(ñì. ïóíêò á) çàäà÷è 1) íà ïàðå ïðîèçâîëüíûõ ãàìèëüòîíîâûõ âåêòîðíûõ ïîëåé Xf è

Xg.

3. Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî gl(N)∗ äâîéñòâåííîå ê àëãåáðå Ëè gl(N). Îáîçíà÷èì
ñèìâîëàìè tji , 1 ≤ i, j ≤ N , êîîðäèíàòû â gl(N)∗ îòíîñòåëüíî áàçèñà, äâîéñòâåííîãî ê áàçèñó

ìàòðè÷íûõ åäèíèö Ej
i â àëãåáðå gl(N). Â àëãåáðå F(gl(N)∗) ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé íà

gl(N)∗ ñêîáêà Ïóàññîíà-Ëè ââîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò àëãåáðû Ëè gl(N):

{tj1i1 , t
j2
i2
}PL = tj2i1 δ

j1
i2

− tj1i2 δ
j2
i1
,

èëè, â ìàòðè÷íûõ îáîçíà÷åíèÿõ:

{T1, T2}PL = P12T1 − T1P12,
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ãäå P12 � ìàòðèöà òðàíñïîçèöèè, à T = ∥tji∥ � N ×N ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç êîîðäèíàò.

Äîêàæèòå, ÷òî îäíîðîäíûå ïîëèíîìû pk(t) = Tr(T k) ïðèíàäëåæàò ïóàññîíîâîìó öåíòðó

ñêîáêè Ïóàñññîíà-Ëè.

4. Ââåäåì â àëãåáðå F(gl(N)∗) áèëèíåéíóþ îïåðàöèþ { , }Sk ïî ôîðìóëå (îáîçíà÷åíèÿ èç

çàäà÷è 3):

{T1, T2}Sk = T1T2r12 − r12T1T2,

è ðàñïðîñòðàíèì åå íà ëþáûå ôóíêöèè ïî ïðàâèëó Ëåéáíèöà {f, gh}Sk = {f, g}Skh +
g{f, h}Sk. Çäåñü r12 = ∥rj1j2i1i2

∥ � N2 × N2 ÷èñëîâàÿ ìàòðèöà ìàòðèöà. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ

íà r12 ââåäåííàÿ îïåðàöèÿ áóäåò ñêîáêîé Ïóàññîíà?

5. Ïóàññîíîâà ñòðóêòóðà { , }Sk íàçûâàåòñÿ ñêîáêîé Ñêëÿíèíà. Äîêàæèòå, ÷òî

à) Ëèíåéíûé ïîëèíîì p1(t) = Tr(T ) íå ëåæèò â ïóàññîíîâîì öåíòðå ñêîáêè Ñêëÿíèíà,

çàäàííîé êëàññè÷åñêîé r-ìàòðèöåé Äðèíôåëüäà-Äæèìáî.

á)∗ Äåòåðìèíàíò ìàòðèöû êîîðäèíàò det(T ) ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ïóàññîíîâà öåíòðà ñêîá-

êè Ñêëÿíèíà.

Óêàçàíèå. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èç ïóíêòà á) ïîëåçíû ñëåäóþùèå ôîðìóëû, âûðàæàþùèå äåòåðìè-
íàíò ìàòðèöû â òåðìèíàõ ïîëíîñòüþ àíòèñèììåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ðàíãà N :∑

i1...iN

εi1i2...iN ti1j1t
i2
j2

. . . tiNjN = det(T ) εj1j2...jN ,

∑
i2...iN

εai2i3...iN εbi2i3...iN = (N − 1)! δba,

det(T ) =
1

N !

∑
{i},{j}

εi1i2...iN ti1j1t
i2
j2

. . . tiNjN εj1j2...jN .

6. Íà àëãåáðå ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé ìîæíî ââåñòè äðóãóþ êâàäðàòè÷íóþ ïóàññîíîâó

ñòðóêòóðó, ñâÿçàííóþ ñ êëàññè÷åñêîé r-ìàòðèöåé (ñêîáêà Ñåìåíîâà Òÿíü-Øàíñêîãî):

{T1, T2}STS = r21T1T2 − T1T2r12 + T2r12T1 − T1r21T2,

ãäå r21 = P12r12P12. Ïîëüçóÿñü êëàññè÷åñêîé r-ìàòðèöåé Äðèíôåëüäà-Äæèìáî, ïîëó÷èòå

ÿâíûé âèä ñêîáêè Ñåìåíîâà Òÿíü-Øàíñêîãî äëÿ ñëó÷àÿ N = 2 è äîêàæèòå, ÷òî ñëåä è

äåòåðìèíàíò ìàòðèöû êîîðäèíàò ëåæàò â ïóàññîíîâîì öåíòðå ýòîé ñêîáêè. Ïðè ðåøåíèè

çàäà÷è ïîëüçóéòåñü ñëåäóþùèì îáîçíà÷åíèåì äëÿ êîîðäèíàò ïðîñòðàíñòâà gl(2)∗:

T =

(
a b
c d

)
.

7. Ïóñòü Ah � êâàíòîâàíèå êîììóòàòèâíîé àëãåáðû A, a⋆b � íîâîå óìíîæåíèå â âåêòîðíîì

ïðîñòðàíñòâå A[[h]], ïîðîæäåííîå èçîìîðôèçìîì êâàíòîâàíèÿ αh:

a ⋆ b = α−1
h (αh(a) ∗ αh(b)) = a · b+ hc1(a, b) + h2c2(a, b) + . . . , ∀ a, b ∈ A.

Ðàññìîòðèì àâòîìîðôèçì íåêîììóòàòèâíîé àññîöèàòèâíîé àëãåáðû ωh : A[[h]] → A[[h]],
òîæäåñòâåííûé íà êîìïîíåíòå ïðîñòðàíñòâàA[[h]] íóëåâîé ñòåïåíè ïî h:A = A[[h]]/(hA[[h]]),
òî åñòü, êàê C[[h]]-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èçîìîðôèçì ωh èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó:

ωh = id + hω1 + h2ω2 + . . . .
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à) Äîêàæèòå, ÷òî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ω1 ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì êîììóòàòèâ-

íîé àëãåáðû A, òî åñòü,

ω1(a · b) = ω1(a) · b+ a · ω1(b), ∀ a, b ∈ A.

á) Äîêàæèòå, ÷òî àíòèñèììåòðè÷åñêàÿ ÷àñòü c1(a, b)− c1(b, a) ëèíåéíîãî ïî h ñëàãàåìîãî

â ïðîèçâåäåíèè a ⋆ b íå èçìåíÿåòñÿ ïðè äåéñòâèè àâòîìîðôèçìà ωh. Òàêèì îáðàçîì,

àëãåáðà ωh(A[[h]]) òàêæå ÿâëÿåòñÿ êâàíòîâàíèåì êîììóòàòèâíîé àëãåáðû A ñ òîé æå

ïóàññîíîâîé ñòðóêòóðîé.
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