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Ñåìèíàð 8

Óñòîé÷èâîñòü îñîáûõ òî÷åê

1. Ïóñòü â îêðåñòíîñòè U íåïîäâèæíîé òî÷êè 0 îòîáðàæåíèÿ F îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ
Ëÿïóíîâà. Äîêàæèòå, ÷òî åñòü îêðåñòíîñòü V 3 0, òàêàÿ ÷òî F (C) ⊂ V .

2. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ ìîæíî â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè îïðå-
äåëèòü ôóíêöèþ ×åòàåâà, òî îñîáàÿ òî÷êà íåóñòîé÷èâà ïî Ëÿïóíîâó (ñì. îïð. 8.1.17
è ëåììó 8.1.18).

3. Íàðèñóéòå ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû ẋ = −gradU(x), ãäå U(x1, x2) = x2
1−x4

1+2x2
2.

Íàðèñóéòå ðàçáèåíèå ïëîñêîñòè íà ìíîæåñòâà óðîâíÿ ôóíêöèè U è ñðàâíèòå äâà
ðèñóíêà. Êàêóþ ôóíêöèþ ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå ôóíêöìì Ëÿïóíîâà/×åòàåâà â
îêðåñòíîñòè êàæäîé îñîáîé òî÷êè?

4. (Çàäà÷à 7, ñ. 449) Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ẍ = −gradU(x), x ∈ R.
a) Ïóñòü ôóíêöèÿ U èìååò â íóëå ñòðîãèé ëîêàëüíûé ìàêñèìóì. Äîêàæèòå, ÷òî 0

� óñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ.
b) Âåðíî ëè îáðàòíîå óòâåðæäåíèå äëÿ íåïîñòîÿííîé U ∈ C∞? Äëÿ íåïîñòîÿííîé

àíàëèòè÷åñêîé U?
Äîïîëíåíèå: ïîñòðîéòå ãëàäêóþ U , äëÿ êîòîðîé 0 ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì ïîëîæå-

íèåì ðàâíîâåñèÿ, íî íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà èëè ìàêñèìóìà äëÿ U .


