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Ñåìèíàð 11

Òåîðåìà Ãðîáìàíà-Õàðòìàíà è òîïîëîãè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü

1. Ïóñòü Fa � ñåìåéñòâî ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé, ãëàäêî çàâèñÿùèõ îò êîíå÷íîìåðíî-
ãî ïàðàìåòðà a. Ïóñòü îòîáðàæåíèå F0 èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó p è åäèíèöà íå
ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì äëÿ F ′0(p). Äîêàæèòå, ÷òî ïðè a, áëèçêèõ ê íóëþ,
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà äëÿ Fa âáëèçè òî÷êè p.

2. Ïðè êàêîì (äîñòàòî÷íîì) óñëîâèè íà ñîáñòâåííûå ÷èñëà ëèíåàðèçàöèè îñîáàÿ òî÷-
êà âåêòîðíîãî ïîëÿ ¾âûæèâàåò¿ ïðè âîçìóùåíèè ýòîãî ïîëÿ â êîíå÷íîïàðàìåòðè÷å-
ñêîì ñåìåéñòâå âåêòîðíûõ ïîëåé?

3. Ïóñòü p � ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà ïåðèîäà m äëÿ C1-îòîáðàæåíèÿ F è (Fm)′(p) íå
èìååò ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ 1. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà äëÿ âñåõ îòîáðàæåíèé G, C1-
áëèçêèõ ê F , ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ïåðèîäà m, áëèçêàÿ ê p. (Óðàâíåíèå íà
ïåðèîäè÷åñêóþ òî÷êó ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå x = (Fm − Id)−1(Fm − Gm)(x). Ñïðàâà
ñòîèò îòîáðàæåíèå, ñæèìàþùåå íåêîòîðûé øàð ñ öåíòðîì â íóëå.)

4. Ñóùåñòâóåò ëè (a) äèôôåîìîðôèçì, (b) ãîìåîìîðôèçì h, ñîïðÿãàþùèé ëèíåéíûå
îòîáðàæåíèÿ ïðÿìîé f : x 7→ 1

2
x è g : x 7→ 1

4
x? Ò.å. òàêîé, ÷òî h◦f = g◦h. (h ïåðåâîäèò

íåïîäâèæíóþ òî÷êó â íåïîäâèæíóþ òî÷êó; ðàññìîòðèòå ïðîèçâîäíûå â íåïîäâèæ-
íûõ òî÷êàõ � êàê îíè ñâÿçàíû äëÿ îòîáðàæåíèé, ñîïðÿæåííûõ äèôôåîìîðôèçìîì?
Ðàññìîòðèòå h(x) = x2. Àëüòåðíàòèâíîå ïðåäëîæåíèå: ðàññìîòðèòå ôóíäàìåíòàëü-
íûå îáëàñòè äëÿ f è g (ïðîìåæóòêè ìåæäó ñîñåäíèìè òî÷êàìè îäíîé îðáèòû) è
ïðîèçâîëüíûé ãîìåîìîðôèçì ìåæäó íèìè.)

5. ßâëÿþòñÿ ëè ëèíåéíûå îïåðàòîðû íà ïëîñêîñòè 1
2
Id è −1

2
Id òîïîëîãè÷åñêè ýê-

âèâàëåíòíûìè â îêðåñòíîñòè íóëÿ? (Èç äîêàçàòåëüñòâà ãëîáàëüíîé âåðñèè òåîðåìû
Ã.-Õ. ñëåäóåò, ÷òî ïðè ìàëîì âîçìóùåíèè ãèïåðáîëè÷åñêîãî ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ â
êëàññå ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ïîëó÷àåòñÿ îòîáðàæåíèå, òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíîå
èñõîäíîìó âáëèçè íóëÿ. Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî åñëè äâà ãèïåðáîëè÷åñêèõ ëèíåéíûõ
îòîáðàæåíèÿ ìîæíî ñîåäèíèòü ïóòåì èç ãèïåðáîëè÷åñêèõ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé,
òî îíè òîï. ýêâèâàëåíòíû â îêðåñòíîñòè íóëÿ.) ßâëÿþòñÿ ëè îíè ãëîáàëüíî òîïîëî-
ãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè?

6. Ïðè êàêîì óñëîâèè äâà ãèïåðáîëè÷åñêèõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðà â Rn òîïîëîãè÷åñêè
ýêâèâàëåíòíû â îêðåñòíîñòè íóëÿ? ãëîáàëüíî?

7. Ïóñòü ó âåêòîðíîãî ïîëÿ â Rn+1 åñòü ãèïåðáîëè÷åñêèé ïðåäåëüíûé öèêë. Äîêàæè-
òå, ÷òî îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå P äëÿ ýòîãî öèêëà ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ. Ïóñòü n = 2,
ó íåïîäâèæíîé òî÷êè îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå îäíîìåðíûå óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå
èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà è ïðîèçâîäíàÿ îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå â îãðàíè÷åíèè
íà íèõ ìåíÿåò îðèåíòàöèþ. Êàê âûãëÿäèò íàñûùåíèå óñòîé÷èâîãî è íåóñòîé÷èâîãî
ìíîãîîáðàçèé íåïîäâèæíîé òî÷êè îòîáðàæåíèÿ P òðàåêòîðèÿìè âåêòîðíîãî ïîëÿ â
îêðåñòíîñòè öèêëà? (Ñì. ðàçäåë 8.3.2 ó÷åáíèêà.)


