
Ãðóïïû êîñ, êâàíòîâûå ãðóïïû è ïðèëîæåíèÿ 2023

Ñòðóêòóðà àëãåáðû Õîïôà: îïðåäåëåíèå è ïðèìåðû

Â êâàíòîâûõ ìàòðè÷íûõ àëãåáðàõ, êîòîðûå ìû ïîëó÷èëè â ðåçóëüòàòå êâàíòîâàíèÿ
îïðåäåëåííûõ ïóàññîíîâûõ ñòðóêòóð â àëãåáðå ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé íà ïðîñòðàí-
ñòâå Mat∗N(C), ìîæíî âââåñòè íîâûå îïåðàöèè � òàê íàçûâàåìîå êîóìíîæåíèå, êîåäèíèöó
è àíòèïîä. Ýòè îïåðàöèè â îïðåäåëåííîì ñìûñëå äóàëüíû óìíîæåíèþ è îïåðàöèè âëîæå-
íèÿ ÷èñëîâîãî ïîëÿ â àëãåáðó, êîòîðûé ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà. Óïî-
ìÿíóòûå (êî)îïåðàöèè ïðåâðàùàþò íàøè àëãåáðû â àëãåáðû Õîïôà (áèàëãåáðû ñ àíòèïî-
äîì). Ñòðóêòóðà àëãåáðû Õîïôà â àëãåáðå A ïîçâîëÿåò ëåãêî ðàçâèâàòü òåîðèþ åå ïðåä-
ñòàâëåíèé, ïîñêîëüêó äàåò âîçìîæíîñòü ïðåâðàùàòü â A-ìîäóëü ëþáûå (êâàçè)òåíçîðíûå
ïðîèçâåäåíèÿ A-ìîäóëåé, à òàêæå îïðåäåëÿòü ñòðóêòóðó A-ìîäóëÿ íà ïðîñòðàíñòâå V ∗,
äâîéñòâåííîì ê ïðîñòðàíñòâó A-ìîäóëÿ V . Â êîíöå äàííûõ çàìåòîê ïðèâåäåíà íåêîòîðàÿ
ëèòåðàòóðà, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïîëåçíà ïðè èçó÷åíèè àëãåáð Õîïôà è êâàíòîâûõ ãðóïï.

1 Îïðåäåëåíèÿ è îñíîâíûå îáúåêòû

Â ýòîì ðàçäåëå íàïîìèíàþòñÿ îïðåäåëåíèÿ äâîéñòâåííîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà, àñ-
ñîöèàòèâíîé àëãåáðû ñ åäèíèöåé, àëãåáðû Ëè è åå óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé. Âñå
ýòè ïîíÿòèÿ óæå âñòðå÷àëèñü íàì ðàíåå è, êîíå÷íî æå, õîðîøî âàì èçâåñòíû èç êóðñîâ
àëãåáðû è ãåîìåòðèè. Ìû îáðàòèìñÿ ê ýòèì îïðåäåëåíèÿì íå òîëüêî äëÿ òîãî, ÷òîáû çà-
ôèêñèðîâàòü ñîãëàøåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ, íî è ÷òîáû ââåñòè óäîáíûé ãðàôè÷åñêèé ÿçûê �
êîììóòàòèâíûå äèàãðàììû îáúåêòîâ è ñâÿçûâàþùèõ èõ îòîáðàæåíèé. Íà ÿçûêå êîììó-
òàòèâíûõ äèàãðàìì ñâÿçü àëãåáðàè÷åñêèõ è êîàëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð îñîáåííî ïðîñòà
è íàãëÿäíà.

Äóàëüíîå (äâîéñòâåííîå) ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî

Ïóñòü çàäàíî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî V íàä ÷èñëîâûì ïîëåì K (ìû îãðàíè÷èìñÿ ïîëÿ-
ìè íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè, ðåàëüíî íàì äîñòàòî÷íî ïîëÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R è ïîëÿ
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C). Äâîéñòâåííûì èëè äóàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâåòñÿ ìíîæåñòâî
ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà V . Ìû äàäèì ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 1.1 Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî V ∗ íàä ïîëåì K íàçûâàåòñÿ (ëåâûì) äóàëü-
íûì ïðîñòðàíñòâîì ê ëèíåéíîìó K-ïðîñòðàíñòâó V , åñëè ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííàÿ
áèëèíåéíàÿ ôîðìà 〈 , 〉 : V ∗ × V → K.

Çàìå÷àíèå. Èíîãäà ââîäèòñÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà 〈 , 〉 : V × V ∗ → K è ñîîòâåòñòâóþùåå
ïðîñòðàíñòâî V ∗ íàçûâàåòñÿ ïðàâûì äâîéñòâåííûì ê V . Ýòà äîâîëüíî òîíêàÿ ðàçíèöà
ïðîÿâëÿåòñÿ â òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé íåêîììóòàòèâíûõ àëãåáð è ïîêà ìû íà íåå âíèìàíèÿ
îáðàùàòü íå áóäåì.

Ñâîéñòâî íåâûðîæäåííîñòè áèëèíåéíîé ôîðìû â îïðåäåëåíèè äóàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà
îçíà÷àåò ñëåäóþùåå:

∀ ξ ∈ V ∗, ξ 6= 0, ∃v ∈ V : 〈ξ,v〉 6= 0,

∀u ∈ V, u 6= 0, ∃η ∈ V ∗ : 〈η,u〉 6= 0.
(1.1)
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Òî åñòü, íèêàêîé íåíóëåâîé âåêòîð èç V ∗ íå îðòîãîíàëåí (îòíîñèòåëüíî ôîðìû 〈 , 〉) ñðàçó
âñåìó ïðîñòðàíñòâó V è íàîáîðîò.

Äëÿ êîíå÷íîìåðíûõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ äâà óòâåðæäåíèÿ â (1.1) ñòàíîâÿòñÿ ýê-
âèâàëåíòíûìè è ìîãóò áûòü çàìåíåíû ëþáûì îäíèì èç íèõ. Ïðÿìûì ñëåäñòâèåì íåâû-
ðîæäåííîñòè áèëèíåéíîé ôîðìû äëÿ êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî
dimV ∗ = dimV . Åñëè ìû çàôèêñèðóåì íåêîòîðûé áàçèñ {ϕi} â ïðîñòðàíñòâå V ∗ è {f i} â
ïðîñòðàíñòâå V , òî áèëèíåéíàÿ ôîðìà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöåé ñâîèõ çíà÷åíèé
íà áàçèñíûõ ýëåìåíòàõ äóàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ:

〈ϕj,f i〉 = ωj
i , 1 ≤ i, j ≤ dimV. (1.2)

Íàëè÷èå òàêîé ôîðìû ïîçâîëÿåò òðàêòîâàòü âåêòîðà ïðîñòðàíñòâà V ∗ êàê ëèíåéíûå ôóíê-
öèîíàëû íà ïðîñòðàíñòâå V . Òî÷íî òàê æå âåêòîðà ïðîñòðàíñòâà V ìîãóò ñ÷èòàòüñÿ ëè-
íåéíûìè ôóíêöèîíàëàìè íà V ∗, ïîñêîëüêó V òîæå äóàëüíîå ïðîñòðàíñòâî (ïðàâîå) äëÿ
V ∗ îòíîñèòåëüíî òîé æå ñàìîé áèëèíåéíîé ôîðìû.

Çíà÷åíèå ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà ξ = ξiϕ
i èç ïðîñòðàíñòâà V ∗ íà íåêî-

òîðîì âåêòîðå v = vifi ïðîñòðàíñòâà V äàåòñÿ ôîðìóëîé:

ξ(v)
def

= 〈ξ,v〉 = ξi ω
i
j v

j,

ãäå ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïðîèçâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå.
Ìàòðèöà ω â (1.2) î÷åâèäíî íåâûðîæäåíà: detω 6= 0, è ïîäõîäÿùåé çàìåíîé áàçèñîâ

ìîæåò áûòü ñäåëàíà åäèíè÷íîé. Ñîîòâåòñòâóþùèå áàçèñû {ϵi} è {ei} â ïðîñòðàíñòâàõ V ∗

è V íàçûâàþòñÿ äâîéñòâåííûìè äðóã äðóãó 〈ϵi, ej〉 = δij.
Ïîíÿòèå äóàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ëåãêî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ è íà òåíçîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ

ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ. Íàïðèìåð, åñëè ïðîñòðàíñòâà V ∗ è U∗ äóàëüíû ñîîòâåòñòâåííî ê
V è U , òî äóàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì ê òåíçîðíîìó ïðîèçâåäåíèþ V ⊗U áóäåò ïðîñòðàíñòâî
U∗ ⊗ V ∗, ïðè÷åì ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôîðìà çàäàåòñÿ ïî ïðàâèëó

〈ξ ⊗ ζ,v ⊗ u〉V⊗U
def

= 〈ζ,v〉V 〈ξ,u〉U , ζ ∈ V ∗, ξ ∈ U∗. (1.3)

Ðàññìîòðèì òåïåðü ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Âñåâîçìîæíûå ëè-
íåéíûå îòîáðàæåíèÿ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V â ïðîñòðàíñòâî U îáðàçóþò ëèíåéíîå ïðî-
ñòðàíñòâî Hom(V, U). Åñëè æå V = U , òî ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé Hom(V, V )
ïðîñòðàíñòâà V â ñåáÿ ïðåâðàùàåòñÿ â àññîöèàòèâíóþ àëãåáðó ñ åäèíèöåé, â êîòîðîé ïðî-
èçâåäåíèåì îïåðàòîðîâ ñ÷èòàåòñÿ èõ ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå. Ýòà àëãåáðà íàçûâà-
åòñÿ àëãåáðîé ýíäîìîðôèçìîâ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V è îáîçíà÷àåòñÿ End(V ).

Çàôèêñèðîâàâ â ïðîñòðàíñòâå V íåêîòîðûé íàáîð áàçèñíûõ âåêòîðîâ {ei}, 1 ≤ i ≤
dimV , ìû óñòàíàâëèâàåì èçîìîðôèçì àëãåáðû ýíäîìîðôèçìîâ End(V ) è àëãåáðû êâàä-
ðàòíûõ ìàòðèö íàä ïîëåì K ðàçìåðîì dimV × dimV . Ýòîò èçîìîðôèçì îïðåäåëÿåòñÿ
äåéñòâèåì ëþáîãî îïåðàòîðà T̂ ∈ End(V ) íà âåêòîðà âûáðàííîãî áàçèñà:

T̂ ◃ ei = ejT
j
i, ⇒ T̂ 7→ T = ‖T j

i ‖ ∈ Mat(K)dimV .

Çäåñü çíà÷îê ◃ îáîçíà÷àåò �äåéñòâèå íà îáúåêò� è ìû áóäåì ïîñòîÿííî èì ïîëüçîâàòüñÿ â
äàëüíåéøåì. Íàïîìèíàåì, ÷òî ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâà-
íèå ïî âñåìó äèàïàçîíó äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé.

Âàæíûì ñâîéñòâîì äóàëüíûõ êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçì

End(V ) ∼= V ⊗ V ∗.
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Òî åñòü, ëþáîìó ëèíåéíîìó îïåðàòîðó èç End(V ) ìîæíî ñîïîñòàâèòü âåêòîð òåíçîðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ V ⊗V ∗, è íàîáîðîò, ëþáîìó âåêòîðó ïðîñòðàíñòâà V ⊗V ∗ îòâå÷àåò ëèíåéíûé
îïåðàòîð íà V .

Âûáåðåì â ïðîñòðàíñòâå V ⊗V ∗ íåêîòîðûé âåêòîð âèäà v⊗ξ. Ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç
V ⊗V ∗ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìèáèíàöèåé êîíå÷íîãî ÷èñëà âåêòîðîâ òàêîãî òèïà. Ïî-
ñòðîèì ïî äàííîìó âåêòîðó ëèíåéíûé îïåðàòîð íà ïðîñòðàíñòâå V . Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì
åãî äåéñòâèå íà ïðîèçâîëüíûé âåêòîð u ∈ V ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

∀u ∈ V : (v ⊗ ξ) ◃ u
def

= v · 〈ξ,u〉. (1.4)

Â ñèëó ñâîéñòâ áèëèíåéíîé ôîðìû 〈 , 〉 òàêîå äåéñòâèå çàäàåò ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èç V
â V è çíà÷èò îïðåäåëÿåò íåêîòîðûé ëèíåéíûé îïåðàòîð Ω̂.

Åñëè çàôèêñèðîâàòü â V è V ∗ äâîéñòâåííûå íàáîðû áàçèñíûõ âåêòîðîâ {ei} è {ϵi}, òî
îïåðàòîð Ω̂ áóäåò çàäàâàòüñÿ ìàòðèöåé ñëåäóþùåãî âèäà:

v ⊗ ξ ←→ Ω = ‖viξj‖,

ãäå vi è ξj � êîîðäèíàòû âåêòîðîâ v è ξ îòíîñèòåëüíî äàííûõ äâîéñòâåííûõ áàçèñîâ.
Äåéñòâèòåëüíî, ó÷èòûâàÿ (1.4) è îïðåäåëåíèå ìàòðèöû îïåðàòîðà, èìååì:

(v ⊗ ξ) ◃ ei = v · ξi = ej · (vjξi) = ejΩ
j
i = Ω̂ ◃ ei.

Åäèíè÷íîìó (òîæäåñòâåííîìó) îïåðàòîðó íà ïðîñòðàíñòâå V ñîîòâåòñâóåò êîìáèíàöèÿ
idV = ei ⊗ ϵi.

Îáðàòíîå ñîîòâåòñòâèå ñòðîèòñÿ ñòîëü æå ïðîñòî. Ïî äàííîìó îïåðàòîðó T̂ ∈ End(V )
ìû íàõîäèì åãî ìàòðèöó T = ‖T i

j‖ â áàçèñå {ei}, à çàòåì îïðåäåëÿåì ñîîòâåòñòâóþùèé
âåêòîð â V ⊗ V ∗ ñëåäóþùèì îáðàçîì

T̂ ←→ ei ⊗ T i
j · ϵj ∈ V ⊗ V ∗, (1.5)

ãäå {ϵi} áàçèñ â V ∗, äóàëüíûé áàçèñó {ei} â V .

Àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà ñ åäèíèöåé

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì îïðåäåëåíèå îäíîãî èç îñíîâíûõ îáúåêòîâ íàøèõ
ëåêöèé � àññîöèàòèâíîé àëãåáðû ñ åäèíèöåé, è ïåðåôîðìóëèðóåì åãî íà ÿçûêå êîììóòà-
òèâíûõ äèàãðàìì.

Îïðåäåëåíèå. Àññîöèàòèâíîé àëãåáðîé ñ åäèíèöåé íàä ïîëåì K íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîå
K-ïðîñòðàíñòâî A, â êîòîðîì çàäàíà áèíàðíàÿ îïåðàöèèÿ óìíîæåíèÿ m : A × A → A,
îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. ∀ a, b, c ∈ A, ∀z ∈ K : m(z · a, b) = m(a, z · b) = z ·m(a, b)

m(a+ b, c) = m(a, c) +m(b, c),

m(a, b+ c) = m(a, b) +m(a, c);

2. ∀ a, b, c ∈ A : m(a,m(b, c)) = m(m(a, b), c);

3. ∃ eA ∈ A, ∀a ∈ A : m(eA, a) = m(a, eA) = a.

Çäåñü z ·a îáîçíà÷àåò óìíîæåíèå ýëåìåíòà z èç ÷èñëîâîãî ïîëÿ K íà âåêòîð a ëèíåéíîãî K-
ïðîñòðàíñòâà A. Åñëè ∀a, b ∈ A : m(a, b) = m(b, a), òî àëãåáðà íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíîé.
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Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü ýòî îïðåäåëåíèå â äðóãîé, ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå, èñïîëüçóþùåé
ÿçûê òåîðèè ìíîæåñòâ è îòîáðàæåíèé ìåæäó íèìè. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óïîìÿíóòîé ïåðåôîð-
ìóëèðîâêè ïðîàíàëèçèðóåì ñìûñë êàæäîãî èç ïóíêòîâ íàøåãî îïðåäåëåíèÿ.

Ïåðâûé ïóíêò îïðåäåëåíèÿ òðåáóåò, ÷òîáû îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ áûëà áèëèíåéíà ïî
ñâîèì àðãóìåíòàì. Òî åñòü, îòîáðàæåíèå m îïðåäåëÿåòñÿ íå ïðîñòî íà äåêàðòîâîì ïðîèç-
âåäåíèè A × A, à íà òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè A ⊗ A, è ïðè ýòîì îòîáðàæåíèè ëèíåéíàÿ
ñòðóêòóðà òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ êàê âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ïåðåõîäèò â ëèíåéíóþ
ñòðóêòóðó ïðîñòðàíñòâà A. Òî åñòü, îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ m åñòü ãîìîìîðôèçì âåêòîðíûõ
ïðîñòðàíñòâ A⊗A m−→ A:

(a+ b)⊗ c = a⊗ c+ b⊗ c m−→ m(a+ b, c) = m(a, c) +m(b, c) ∈ A,

(z · a)⊗ b = a⊗ (z · b) = z · (a⊗ b) m−→ m(z · a, b) = m(a, z · b) = z ·m(a, b) ∈ A.

Âòîðîé ïóíêò îïðåäåëåíèÿ åñòü óñëîâèå àññîöèàòèâíîñòè. Íà ÿçûêå òåîðèè ìíîæåñòâ
îíî ôîðìóëèðóåòñÿ òàê. Âîçüìåì ëþáîé ýëåìåíò èç ìíîæåñòâà A⊗A⊗A (òî åñòü ëþáóþ
óïîðÿäî÷åííóþ òðîéêó ýëåìåíòîâ a, b, c èç A èëè ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ òàêèõ òðîåê) è
ñíà÷àëà ïåðåìíîæèì äâå ïîñëåäíèå êîìïîíåíòû ñ ïîìîùüþ ãîìîìîðôèçìà m : A⊗A →
A. Ïðè ýòîì ïåðâàÿ êîìïîíåíòà òðîéêè îñòàåòñÿ áåç èçìåíåíèÿ, ÷òî èíòåðïðåòèðóåòñÿ
êàê ïðèìåíåíèå ê íåé òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ id. Â ðåçóëüòàòå òàêèõ äåéñòâèé ìû
ïîëó÷èì íåêîòîðûé ýëåìåíò èç A⊗A. Çàòåì ê ýòîìó ýëåìåíòó îïÿòü ïðèìåíÿåì îïåðàöèþ
óìíîæåíèÿ è ïðèõîäèì ê ðåçóëüòàòó � ýëåìåíòó èç A. Ìû áóäåì èçîáðàæàòü äàííóþ
öåïî÷êó îïåðàöèé ñëåäóþùåé ñõåìîé:

A⊗A⊗A id⊗m−→ A⊗A m−→ A.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû ìîæåì íà÷àòü ñ ïåðåìíîæåíèÿ ïåðâûõ äâóõ êîìïîíåíò âûáðàííî-
ãî ýëåìåíòà èç A ⊗ A ⊗ A, îñòàâëÿÿ áåç èçìåíåíèÿ òðåòüþ êîìïîíåíòó. Ïðè ýòîì îïÿòü
ïîëó÷èòñÿ íåêèé ýëåìåíò èç A ⊗ A, êîòîðûé óìíîæåíèåì îòîáðàæàåòñÿ â A. Ýòà ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü îïåðàöèé èçîáðàçèòñÿ äðóãîé ñõåìîé:

A⊗A⊗A m⊗id−→ A⊗A m−→ A.

Óñëîâèå àññîöèàòèâíîñòè îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîé òðîéêè ýëåìåíòîâ èç íàøåé àëãåáðû
ýòè äâà ñïîñîáà óìíîæåíèÿ äàþò îäèíàêîâûé ðåçóëüòàò, òî åñòü äâå ïðèâåäåííûå âûøå
ñõåìû ýêâèâàëåíòíû. Ìàòåìàòè÷åñêè ýòî ôîðìóëèðóåòñÿ êàê óñëîâèå êîììóòàòèâíîñòè
ñëåäóþùåé äèàãðàììû:

A⊗A⊗A
���������

HHHHHHHHj
A⊗A A⊗A

id⊗m m⊗ id

- �Am m

Äèàãðàììà íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíîé, åñëè ðåçóëüòàò åå îáõîäà1 íå çàâèñèò îò âû-
áðàííîãî ïóòè.

1Ïîä îáõîäîì äèàãðàììû ïîíèìàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîå âûïîëíåíèå òåõ îïåðàöèé, êîòîðûå âñòðå÷à-

þòñÿ íà âûáðàííîì ïóòè äâèæåíèÿ ïî äèàãðàììå.
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È, íàêîíåö, ïîñëåäíèé ïóíêò îïðåäåëåíèÿ ïîñòóëèðóåò ñóùåñòâîâàíèå åäèíè÷íîãî ýëå-
ìåíòà eA è çàäàåò åãî ñâîéñòâà. Íàëè÷èå â àëãåáðå åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà ýêâèâàëåíòíî
ñóùåñòâîâàíèþ âëîæåíèÿ η : K→ A ÷èñëîâîãî ïîëÿ K â àëãåáðó A:

∀z1, z2 ∈ K : η(z1 + z2) = η(z1) + η(z2), η(z1z2) = m(η(z1), η(z2)), (1.6)

êîòîðîå îáëàäàåò äîïîëíèòåëüíûì ñâîéñòâîì:

∀a ∈ A, ∀z ∈ K : m(a, η(z)) = m(η(z), a) = z · a. (1.7)

Ýêâèâàëåíòíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà è íàëè÷èÿ âëîæåíèÿ ïîëÿ â àëã-
áåðó äîêàçûâàåòñÿ íåñëîæíî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè â àëãåáðå ñóùåñòâóåò åäèíè÷íûé ýëå-
ìåíò eA, òî âëîæåíèå η : K→ A îïðåäåëÿåòñÿ òàê

∀z ∈ K : η(z) = z · eA ∈ A.

Ñâîéñòâà âëîæåíèÿ îáåñïå÷èâàþòñÿ àêñèîìàìè ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà.
È îáðàòíî, åñëè åñòü âëîæåíèå η : K→ A ñî ñâîéñòâîì (1.7), òî åãî çíà÷åíèå â åäèíèöå

÷èñëîâîãî ïîëÿ äàåò ýëåìåíò η(1K) ∈ A, êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèÿì òðåòüåãî
ïóíêòà íàøåãî îïðåäåëåíèÿ, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì eA:

η(1K) ∈ A : ∀a ∈ A, m(η(1K), a) = m(a, η(1K)) = 1K · a = a ⇒ η(1K)
def

= eA.

Çàìåòèì, ÷òî êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé m ◦ (η⊗ id) (ñîîòâåòñòâåííî m ◦ (id⊗ η)), êîòîðàÿ
ïåðåâîäèò K ⊗ A â A (ñîîòâåòñòâåííî A ⊗ K â A), ðåàëèçóåò åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì
K⊗A ∼= A (A⊗ K ∼= A), çàäàííûé ñîîòíîøåíèåì

∀a ∈ A, ∀z ∈ K, z ⊗ a = 1K ⊗ z · a −→ z · a.

Äåéñòâèòåëüíî, â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.7) ìû ïîëó÷àåì äëÿ ∀a ∈ A, ∀z ∈ K:

z ⊗ a η⊗id−→ η(z)⊗ a m−→ m(η(z), a) = z · a.

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü îïðåäåëåíèå àññîöèàòèâíîé K-àëãåáðû â íîâûõ òåðìèíàõ.

Îïðåäåëåíèå 1.2 Àññîöèàòèâíîé àëãåáðîé íàä ÷èñëîâûì ïîëåì K íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîå
K-ïðîñòðàíñòâî A, äëÿ êîòîðîãî îïðåäåëåí ãîìîìîðôèçì m ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ:

m : A⊗A −→ A

íàçûâàåìûé óìíîæåíèåì, òàêîé, ÷òî ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà êîììóòàòèâíà:

A⊗A⊗A
���������

HHHHHHHHj
A⊗A A⊗A

id⊗m m⊗ id

- �Am m

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ àññîöèàòèâíîé àëãåáðû ñ åäèíèöåé ïîñòóëèðóåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå åùå îä-
íîãî îòîáðàæåíèÿ � âëîæåíèÿ ïîëÿ â àëãåáðó.
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Îïðåäåëåíèå 1.3 Àññîöèàòèâíîé àëãåáðîé ñ åäèíèöåé íàä ÷èñëîâûì ïîëåì K íàçûâà-
åòñÿ àññîöèàòèâíàÿ K-àëãåáðà A, â êîòîðîé äîïîëíèòåëüíî ê îïåðàöèè óìíîæåíèÿ îïðå-
äåëåíî âëîæåíèå η : K→ A (åäèíèöà), òàêîå, ÷òî ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà êîììóòàòèâíà

A⊗ K ∼= A ∼= K⊗A
���������

HHHHHHHHj
A⊗A A⊗A

id⊗ η η ⊗ id

- �A mm

id

Óñëîâèå êîììóòàòèâíîñòè àëãåáðû � m(a, b) = m(b, a) äëÿ ëþáîé ïàðû ýëåìåíòîâ a è b
� òîæå ïåðåïèñûâàåòñÿ íà ÿçûêå îòîáðàæåíèé. Äëÿ ýòîãî çàäàåòñÿ îòîáðàæåíèå ïåðåñòà-
íîâêè P

P : A⊗A → A⊗A, P (a⊗ b) = b⊗ a.
Òåïåðü óñëîâèå êîììóòàòèâíîñòè àëãåáðû A çàïèñûâàåòñÿ êàê óñëîâèå ðàâåíñòâà îòîáðà-
æåíèÿ m è åãî êîìïîçèöèè ñ ïåðåñòàíîâêîé:

m = m ◦ P ⇔ m(a, b) = m(b, a) ∀ a, b ∈ A.

Àëãåáðà Ëè è åå óíèâåðñàëüíàÿ îáåðòûâàþùàÿ àëãåáðà

Àëãåáðû Ëè è èõ óíèâåðñàëüíûå îáåðòûâàþùèå àëãåáðû èãðàþò áîëüøóþ ðîëü â ôè-
çè÷åñêèõ òåîðèÿõ (êëàññè÷åñêîé è êâàíòîâîé ìåõàíèêå, êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ è ò.ï.).
Ðàçíîîáðàçíûå ñèììåòðèè ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì (ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå è âíóòðåííèå)
îïèñûâàþòñÿ ýëåìåíòàìè ãðóïï Ëè, à ãåíåðàòîðû áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ýòèì ñèììåòðèÿì, ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè àëãåáð Ëè. Ìàòåìàòè÷åñêè àëãåáðà
Ëè îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå 1.4 Àëãåáðîé Ëè íàä ïîëåì K íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîå K-ïðîñòðàíñòâî L, íà
êîòîðîì äîïîëíèòåëüíî çàäàíà áèëèíåéíàÿ àíòèñèììåòðè÷íàÿ îïåðàöèÿ � ñêîáêà Ëè [ , ] :
L ⊗ L → L óäîâëåòâîðÿþùàÿ òîæäåñòâó ßêîáè

∀ a, b, c ∈ L : [a, [b, c]] + [b, [c, a]] + [c, [a, b]] = 0.

Íà ïðàêòèêå (äëÿ íóæä ôèçè÷åñêîé òåîðèè) âàæíû íå ñàìè àëãåáðû Ëè, à èõ ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ. Íàïîìíèì ñîîòâåòñòâóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå. Ïðåäñòàâëåíèåì àëãåáðû Ëè L â ëèíåéíîì K-ïðîñòðàíñòâå V íàçûâàåòñÿ
îòîáðàæåíèå T̂ , ïåðåâîäÿùåå L â àëãåáðó ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ End(V ), ñî ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè:

1. ∀ a1, a2 ∈ L, ∀z1, z2 ∈ K : T̂ (z1 · a1 + z2 · a2) = z1T̂ (a1) + z2T̂ (a2)

2. ∀ a, b ∈ L : T̂ ([a, b]) = T̂ (a)T̂ (b)− T̂ (b)T̂ (a).

Êàê óæå ãîâîðèëîñü âûøå, àëãåáðà ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ End(V ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àñ-

ñîöèàòèâíóþ àëãåáðó ñ åäèíèöåé (òîæäåñòâåííûì îïåðàòîðîì). Ëþáóþ àññîöèàòèâíóþ
àëãåáðó A ìîæíî ïðåâðàòèòü â àëãåáðó Ëè, åñëè îïðåäåëèòü ñêîáêó Ëè äâóõ ïðîèçâîëü-
íûõ ýëåìåíòîâ èç A êàê èõ êîììóòàòîð. Âòîðîé ïóíêò îïðåäåëåíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ êàê
ðàç òðåáóåò, ÷òîáû ñêîáêà Ëè äâóõ ýëåìåíòîâ îòîáðàæàëàñü â êîììóòàòîð èõ îáðàçîâ. Àë-
ãåáðà Ëè, ïîëó÷åííàÿ èç àññîöèàòèâíîé àëãåáðû End(V ) çàäàíèåì ñêîáêè Ëè ëèíåéíûõ
îïåðàòîðîâ â âèäå èç êîììóòàòîðà, îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ gl(V ). Êàê âèäíî èç îïðåäåëåíèÿ,
îòîáðàæåíèå T̂ îïðåäåëÿåò ãîìîìîðôèçì àëãåáð Ëè L è gl(V ). Ïîýòîìó ýêâèâàëåíòíîå
îïðåäåëåíèå ëèíåéíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Îïðåäåëåíèå 1.5 Ïðåäñòàâëåíèåì àëãåáðû Ëè L â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå V íàçûâà-
åòñÿ ãîìîìîðôèçì T̂ àëãåáð Ëè T̂ : L → gl(V ).

Ïðîñòðàíñòâî V ñ çàäàííûì íà íåì ïðåäñòàâëåíèåì àëãåáðû Ëè L íàçûâàåòñÿ L-ìîäóëåì.
Òîò ôàêò, ÷òî ñêîáêà Ëè âñåãäà ïðåäñòàâëÿåòñÿ êîììóòàòîðîì ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ

íå ñëó÷àåí. Îí ÿâëÿåòñÿ îòðàæåíèåì âàæíîé ñâÿçè àëãåáð Ëè è àññîöèàòèâíûõ àëãåáð ñ
åäèíèöåé. Ñ ïðîèçâîëüíîé àëãåáðû Ëè L âñåãäà ñâÿçàíà íåêîòîðàÿ àññîöèàòèâíàÿ áåñêî-
íå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà U(L), êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðîé
äàííîé àëãåáðû Ëè L. Îñíîâíîå ñâîéñòâî óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé çàêëþ÷àåòñÿ â
òîì, ÷òî ëþáîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè L ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç íåêîòîðîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ U(L). Ïîýòîìó, åñëè òðåáóåòñÿ ðàáîòàòü òîëüêî ñ ïðåäñòàâëåíèÿìè àëãåáðû Ëè
(â áîëüøèíñòâå ôèçè÷åñêèõ çàäà÷ ýòî òàê), òî ìîæíî ïåðåéòè ê åå óíèâåðñàëüíîé îáåð-
òûâàþùåé àëãåáðå è ïîëüçîâàòüñÿ åå ïðåäñòàâëåíèÿìè.

Óíèâåðñàëüíàÿ îáåðòûâàþùàÿ ëþáîé àëãåáðû Ëè îáëàäàåò åùå îäíèì âàæíåéøèì äëÿ
ôèçèêè ñâîéñòâîì � îíà ïðèíàäëåæèò ê êëàññó àëãåáð Õîïôà. Ñòðóêòóðà àëãåáðû Õîïôà
ïîçâîëÿåò ñòðîèòü òåíçîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðû U(L) (à çíà÷èò è L),
÷òî äàåò âîçìîæíîñòü îïèñûâàòü ñëîæíóþ ôèçè÷åñêóþ ñèñòåìó êàê ñîâîêóïíîñòü åå áî-
ëåå ïðîñòûõ ÷àñòåé. Îäèí èç ñàìûõ èçâåñòíûõ ïðèìåðîâ � ïðàâèëî ñëîæåíèÿ óãëîâûõ
ìîìåíòîâ â êâàíòîâîé òåîðèè (ñëîæåíèå ñïèíîâ íåñêîëüêèõ ÷àñòèö, èëè ñïèí-îðáèòàëüíîå
âçàèìîäåéñòâèå â àòîìå è òàê äàëåå).

Äàäèì òåïåðü ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû [Í].

Îïðåäåëåíèå 1.6 Óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðîé àëãåáðû Ëè L íàçûâàåòñÿ àñ-
ñîöèàòèâíàÿ àëãåáðà ñ åäèíèöåé U(L), äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíû ñëåäóþùèå òðåáîâàíèÿ:

1. Ñóùåñòâóåò ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ρ : L → U(L).

2. ∀ a, b ∈ L : ρ([a, b]) = ρ(a)ρ(b)− ρ(b)ρ(a).

3. Àëãåáðà U(L) ïîðîæäàåòñÿ ñâîèì åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì eU è ïîäìíîæåñòâîì ρ(L).

4. Åñëè çàäàí íåêîòîðûé ãîìîìîðôèçì ϕ, îòîáðàæàþùèé L â ïðîèçâîëüíóþ àññîöèà-
òèâíóþ àëãåáðó A ñ åäèíèöåé è óäîâëåòâîðÿþùèé òðåáîâàíèþ ïóíêòà 2, òî åñòü

L ϕ−→ A : ϕ([a, b]) = ϕ(a)ϕ(b)− ϕ(b)ϕ(a),

òî âñåãäà ìîæíî ïîñòðîèòü ãîìîìîðôèçì àññîöèàòèâíûõ àëãåáð ñ åäèíèöåé ψ :
U(L) → A, äëÿ êîòîðîãî êîììóòàòèâíà ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà:

L - A
ϕ

U(L)
HHHj ���*ρ ψ

òî åñòü, ãîìîìîðôèçì ϕ ïðåäñòàâèì â âèäå êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèé

ϕ = ψ ◦ ρ.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äàííûì îïðåäåëåíèåì óíèâåðñàëüíàÿ îáåðòûâàþùàÿ àëãåáðà îïðå-
äåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà.
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Äàâàéòå òåïåðü ïîäðîáíî îñòàíîâèìñÿ íà ïóíêòàõ ýòîãî îïðåäåëåíèÿ è óÿñíèì ñåáå èõ
ñìûñë.

Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ρ, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî òðåáóåò ïåðâûé ïóíêò îïðåäåëåíèÿ,
ïåðåâîäèò àëãåáðó Ëè L â íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ρ(L) ⊂ U(L) óíèâåðñàëüíîé îáåð-
òûâàþùåé àëãåáðû. Â ñèëó óñëîâèÿ èç âòîðîãî ïóíêòà è ëèíåéíîñòè ρ ýòî ïîäìíîæåñòâî
ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé Ëè2 â U(L) � ãîìîìîðôíûì îáðàçîì èñõîäíîé àëãåáðû Ëè L. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî ïåðâûå äâà ïóíêòà îïðåäåëåíèÿ óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû âûïîë-
íåíû äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû L (ñ çàìåíîé U(L) íà àññîöèàòèâíóþ
àëãåáðó End(V )).

Òðåòèé ïóíêò îçíà÷àåò, ÷òî ñîñòàâëÿÿ âñåâîçìîæíûå êîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåí-
òîâ èç ρ(L) è áåðÿ êîíå÷íûå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ýòèõ ïðîèçâåäåíèé ñ äîïîëíèòåëüíûì
åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì eU , ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ëþáîé ýëåìåíò óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâà-
þùåé. È ïîñêîëüêó ñàìà L ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé ïðîèçâîëüíûõ ôèêñèðîâàííûõ
áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ ei, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî âñÿ óíèâåðñàëüíàÿ îáåðòûâàþùàÿ àëãåáðà ïî-
ðîæäàåòñÿ íàáîðîì ýëåìåíòîâ ρ(ei) � îáðàçàìè áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ àëãåáðû Ëè ei îòíî-
ñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ ρ è äîïîëíèòåëüíûì åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì eU , êîòîðûé íåçàâèñèì
îò ρ(ei).

È, íàêîíåö, ÷åòâåðòûé ïóíêò îïðåäåëåíèÿ, íàèáîëåå ñóùåñòâåííûé ñ ïðàêòè÷åñêîé
òî÷êè çðåíèÿ, ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ëþáîå ïðåäñòàâëåíèå L ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç íåêî-
òîðîãî ïðåäñòàâëåíèÿ U(L). Äåéñòâèòåëüíî, â ÷åòâåðòîì ïóíêòå ãîâîðèòñÿ î ãîìîìîðôèç-
ìàõ àëãåáðû Ëè L â ïðîèçâîëüíóþ àññîöèàòèâíóþ àëãåáðó A. Â ÷àñòíîñòè, â êà÷åñòâå
òàêîé àëãåáðû ìîæåò áûòü âçÿòà End(V ) � àëãåáðà ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â íåêîòîðîì
âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V . Íî òîãäà ãîìîìîðôèçì ϕ, î êîòîðîì èäåò ðå÷ü â îïðåäåëåíèè,
áóäåò ðåàëèçîâûâàòü ïðåäñòàâëåíèå L â V . Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ìû ìîæåì ïåðåéòè îò
L ê U(L) ñ ïîìîùüþ ãîìîìîðôèçìà ρ, à çàòåì îáÿçàòåëüíî íàéäåòñÿ òàêîå ïðåäñòàâëåíèå
ψ óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû â òîì æå ñàìîì ïðîñòðàíñòâå V , êîòîðîå áóäåò
ñîâïàäàòü ñ ïðåäñòàâëåíèåì ϕ íà ýëåìåíòàõ àëãåáðû L.

Ïðèâåäåííîå âûøå çàìå÷àíèå î ìíîæåòñòâå {ρ(ei)} îáðàçîâ áàçèñíûõ âåêòîðîâ, ïîðîæ-
äàþùåì óíèâåðñàëüíóþ îáåðòûâàþùóþ àëãåáðó, äàåò ïðàêòè÷åñêèé ñïîñîá åå ïîñòðîåíèÿ.
Èìåííî ýòî ïîñòðîåíèå ìû èñïîëüçîâàëè â ïðåäûäóùèõ ëåêöèÿõ, êîãäà ðàññìàòðèâàëè
êâàíòîâàíèå ñêîáêè Ïóàññîíà-Ëè íà ìàòðè÷íîé àëãåáðå.

Èòàê, ôèêñèðóåì â äàííîé àëãåáðå Ëè L áàçèñíûé íàáîð âåêòîðîâ3 {ei}, 1 ≤ i ≤ dimL,
L = SpanK({ei}) (äëÿ ïðîñòîòû ôîðìóëèðîâîê ìû ðàññìàòðèâàåì êîíå÷íîìåðíûé ñëó÷àé)
è íàõîäèì ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû îòíîñèòåëüíî ýòîãî áàçèñà:

[ei, ej] = C k
ij ek.

Çàòåì ìû ñòðîèì ñâîáîäíóþ òåíçîðíóþ àëãåáðó T(L) ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà L è áåðåì
ôàêòîð ýòîé àññîöèàòèâíîé àëãåáðû ïî äâóñòîðîííåìó èäåàëó 〈J〉, ïîðîæäåííîìó ïîäìíî-
æåñòâîì J ⊂ T(L) ýëåìåíòîâ òåíçîðíîé àëãåáðû:

J = {ei ⊗ ej − ej ⊗ ei − C k
ij ek | 1 ≤ i < j ≤ dimL}.

2Ñòðîãî ãîâîðÿ, óíèâåðñàëüíàÿ îáåðòûâàþùàÿ U(L) èçíà÷àëüíî íå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Ëè è ïîýòîìó íå
ìîæåò èìåòü ïîäàëãåáð Ëè. Îäíàêî, êàê óæå îáúÿñíÿëîñü âûøå, â U(L), êàê è âî âñÿêîé àññîöèàòèâíîé

àëãåáðå, ìîæåò áûòü ââåäåíà ñòðóêòóðà àëãåáðû Ëè ÷åðåç êîììóòàòîð åå ýëåìåíòîâ.
3Íàøà êîíñòðóêöèÿ, òàêèì îáðàçîì, áóäåò çàâèñåòü îò âûáîðà áàçèñà â àëãåáðå Ëè, íî ïîñêîëüêó

ðàçëè÷íûå áàçèñû ñâÿçàíû îáðàòèìûìè ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè, òî äðóãîé âûáîð èñõîäíîãî áàçèñà

ïðèâåäåò ê èçîìîðôíîé êîíñòðóêöèè óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû.
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Ïî îïðåäåëåíèþ, èäåàë 〈J〉 ñîñòîèò èç âñåõ ýëåìåíòîâ uij ∈ T(L), èìåþùèõ ñëåäóþùèé
îáùèé âèä:

uij = X ⊗ (ei ⊗ ej − ej ⊗ ei − C k
ij ek)⊗ Y, ∀X,Y ∈ T(L), 1 ≤ i, j ≤ N.

Óïîìÿíóòûé ôàêòîð òåíçîðíîé àëãåáû T(L) ïî èäåàëó 〈J〉 è áóäåò óíèâåðñàëüíîé îáåð-
òûâûþùåé àëãåáðîé àëãåáðû Ëè L:

U(L) = T(L)/〈J〉.

2 Áèàëãåáðû è àëãåáðû Õîïôà

Àëãåáðû Õîïôà (ñì., íàïðèìåð, [Áà, A]) ÿâëÿþòñÿ ïðåäñòàâèòåëÿìè áîëåå øèðîêîãî êëàñ-
ñà áèàëãåáð. Áèàëãåáðà � ýòî àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà ñ åäèíèöåé, â êîòîðîé ïîìèìî óìíî-
æåíèÿ è åäèíèöû îïðåäåëåíû äâå äîïîëíèòåëüíûå îïåðàöèè � êîóìíîæåíèå è êîåäèíèöà.
Áèàëãåáðà ñòàíîâèòñÿ àëãåáðîé Õîïôà, åñëè â íåé âîçìîæíî îïðåäåëèòü òðåòüþ äîïîëíè-
òåëüíóþ îïåðàöèþ � òàê íàçûâàåìûé àíòèïîä. Â äàííîì ðàçäåëå ìû ïîäðîáíî ðàçáåðåì
îïðåëåëåíèå ýòèõ îïåðàöèé, à òàêæå ðàññìîòðèì íàèáîëåå âàæíûå äëÿ íàñ ïðèìåðû àëãåáð
Õîïôà.

Êîóìíîæåíèå è êîåäèíèöà

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ëó÷øå ïîíÿòü ñìûñë è ôóíêöèè óïîìÿíóòûõ â ïîäçàãîëîâêå îïåðàöèé,
ðàññìîòðèì âîïðîñ î òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè ìîäóëåé íàä àññîöèàòèâíîé àëãåáðîé (òî
åñòü, ïðîñòðàíñòâ ñ çàäàííûì ïðåäñòàâëåíèåì ýòîé àëãåáðû).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíà àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà A ñ åäèíèöåé è åñòü äâà åå ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ â êîíå÷íîìåðíûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ V1 è V2. Îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùèå
îòîáðàæåíèÿ àëãåáðû A â End(V1) è End(V2) ñèìâîëàìè T̂1 è T̂2 ñîîòâåòñòâåííî:

T̂i : ∀a ∈ A, T̂i(a) ∈ End(Vi).

Ðàññìîòðèì òåïåðü òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå W = V1 ⊗ V2 è çàäàäèìñÿ âîïðîñîì, ìîæ-
íî ëè ïîñòðîèòü ïðåäñòàâëåíèå A â ïðîñòðàíñòâå W è êàê îíî áóäåò ñâÿçíî ñ T̂1 è T̂2?
Âîîáùå ãîâîðÿ, äëÿ ïðîèçâîëüíîé àëãåáðû A îòâåò íåèçâåñòåí è íàõîæäåíèå ñòðóêòóðû
A-ìîäóëÿ íà òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè äâóõ A-ìîäóëåé î÷åíü íåòðèâèàëüíàÿ çàäà÷à. Îò-
ìåòèì, îäíàêî, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå W îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòàðíî ñòðîèòñÿ ïðåäñòàâëåíèå
òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ êîïèé àëãåáðû A. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, òåíçîðíîå ïðîèç-
âåäåíèå àññîöèàòèâíûõ àëãåáð ñ åäèíèöåé A⊗B åñòü àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà, êîòîðàÿ êàê
âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñîâïàäàåò ñ òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ A
è B, îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (a1 ⊗ b1) ∗ (a2 ⊗ b2) = (a1 · a2)⊗ (b1 · b2),
è åäèíè÷íûé ýëåìåíò äàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì åäèíè÷íûõ ýëåìåíòîâ àëãåáð-ñîìíîæèòåëåé:
eA ⊗ eB. Ó÷èòûâàÿ ýòî îïðåäåëåíèå, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå Q̂ èç òåíçîðíîãî
êâàäðàòà àëãåáðû A â End(W )

Q̂(a⊗ b) = T̂1(a)⊗ T̂2(b), ∀a⊗ b ∈ A⊗A : . (2.1)

çàäàåò ïðåäñòàâëåíèå A⊗A â W = V1 ⊗ V2.
Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì, ÷òî çäåñü ìû ðàññìàòðèâàåì ïðîñòåéøèé ñëó÷àé àññîöèàòèâíîé
àëãåáðû, âïðî÷åì, äîñòàòî÷íî îáùèé. Íî, âîîáùå ãîâîðÿ, ñòðóêòóðà àññîöèàòèâíîé àëãåá-
ðû íà òåíçîðíîì êâàäðàòå íå âñåãäà ìîæåò áûòü ââåäåíà ïðîñòûì ñïîñîáîì, îïèñàííûì

9



âûøå: (a1 ⊗ b1) ∗ (a2 ⊗ b2) = (a1 · a2)⊗ (b1 · b2). Òîíêèé ìîìåíò çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.
Ôàêòè÷åñêè, ïðèâåäåííîå óìíîæåíèå åñòü îòîáðàæåíèé èç ÷åòâåðòîé òåíçîðíîé ñòåïåíè
àëãåáðû A â òåíçîðíûé êâàäðàò, êîòîðîå ñîñòîèò èç êîìïîçèöèè ñëåäóþùèõ îïåðàöèé:

a1 ⊗ b1 ⊗ a2 ⊗ b2
P23−→ a1 ⊗ a2 ⊗ b1 ⊗ b2

m⊗m−→ m(a1, a2)⊗m(b1, b2),

ãäå ñèìâîë m : A⊗A → A îáîçíà÷àåò óìíîæåíèå â A (âûøå îáîçíà÷àâøååñÿ òî÷êîé äëÿ
ïðîñòîòû). Çäåñü P23 � îáû÷íàÿ ïåðåñòàíîâêà P23 ◃ a2 ⊗ b1 = b1 ⊗ a2. Òî åñòü, ýëåìåíòû a2
è b1 èç ðàçíûõ êîìïîíåíò òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ A ïåðåñòàâëÿþòñÿ, �íå çàìå÷àÿ� äðóã
äðóãà, à ïîòîì ïåðåìíîæàþòñÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ýëåìåíòàìè íàøåé êîíñòðóêöèè.

Îäíàêî, ñóùåñòâóþò, íàïðèìåð, òàê íàçûâàåìûå ñóïåðàëãåáðû (àññîöèàòèâíûå àëãåá-
ðû ñ Z2-ãðàäóèðîâêîé), ýëåìåíòû êîòîðûõ ïåðåñòàâëÿþòñÿ ïî ïðàâèëó

Psuper ◃ a⊗ b = (−1)āb̄b⊗ a, (2.2)

ãäå ā îáîçíà÷àåò ãðàäóèðîâêó ýëåìåíòà a (ãðàäóèðîâêà ā ðàâíà 0̄ èëè 1̄ èç êîëüöà âû÷åòîâ
ïî ìîäóëþ 2). Äëÿ òåíçîðíîãî êâàäðàòà ñóïåðàëãåáðû ïåðåñòàíîâêà P23 èç ïðèâåäåííîé
âûøå öåïî÷êè îòîáðàæåíèé äîëæíà áûòü çàìåíåíà íà ñóïåðïåðåñòàíîâêó (2.2). Ïîýòîìó
àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íà òåíçîðíîì êâàäðàòå ñóïåðàëãåáðû óñëîæíÿåòñÿ:

(a1 ⊗ b1) ∗ (a2 ⊗ b2) = (−1)b̄1ā2(a1 · a2)⊗ (b1 · b2).

Ýòà æå òîíêîñòü ïåðåíîñèòñÿ íà òåîðèþ ïðåäñòàâëåíèé ñóïåðàëãåáðû â ñóïåðïðîñòðàí-
ñòâàõ, ãäå íàäî ó÷èòûâàòü íå òîëüêî ãðàäóèðîâêó ýëåìåíòîâ àëãåáðû, íî è ãðàäóèðîâêó
âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâëåíèÿ.

Â ñëó÷àå àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé (àëãåáðà, ïîëó÷åííàÿ êâàíòîâàíèåì ñêîáêè
Ñåìåíîâà Òÿíü-Øàíñêîãî) ñèòóàöèÿ åùå áîëåå ñëîæíàÿ: ïðè îïåäåëåíèè óìíîæåíèÿ ýëå-
ìåíòîâ òåíçîðíîãî êâàäðàòà àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé ïåðåñòàíîâêó P23 íåîáõîäèìî
çàìåíÿòü íà áîëåå ñëîæíûå îòîáðàæåíèÿ.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ó íàñ èìååòñÿ íåêîòîðîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ∆ àëãåáðû
A â ïðîèçâåäåíèå A⊗A

∀a ∈ A : ∆(a) =
∑
i

a′i ⊗ a′′i ≡ a(1) ⊗ a(2), a′i, a
′′
i ∈ A. (2.3)

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ìû ââåëè íîâûå, î÷åíü óäîáíûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñóììû ýëåìåí-
òîâ òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Äàííûå îáîçíà÷åíèÿ øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ â òåîðèè àëãåáð
Õîïôà è êâàíòîâûõ ãðóïï (òàê íàçûâàåìûå îáîçíà÷åíèÿ Ñâèäëåðà � Sweedler's notation).

Åñëè âçÿòü êîìïîçèöèþ îòîáðàæåíèé Q̂◦∆, òî êàæäîìó ýëåìåíòó àëãåáðû A ìû ïîñòà-
âèì â ñîîòâåòñòâèå ëèíåéíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè V1 ⊗ V2:

∀a ∈ A : (Q̂ ◦∆)(a) = Q̂(a(1) ⊗ a(2)) = T̂1(a(1))⊗ T̂2(a(2)).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû òàêàÿ êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé çàäàâàëà ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû A, îòîá-
ðàæåíèå ∆ ïîìèìî ëèíåéíîñòè äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü åùå íåñêîëüêèì ñâîéñòâàì. Â ÷àñò-
íîñòè, ëþáîå ïðåäñòàâëåíèå åñòü ãîìîìîðôèçì àëãåáð, ñëåäîâàòåëüíî îòîáðàæåíèå ∆ òàê-
æå äîëæíî áûòü ãîìîìîðôèçìîì àëãåáðû A â àëãåáðó A⊗A:

∀a, b ∈ A : ∆(ab) = ∆(a)∆(b). (2.4)
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Êðîìå òîãî, åäèíè÷íûé ýëåìåíò àëãåáðû äîëæåí ïðåäñòàâëÿòüñÿ òîæäåñòâåííûì îïåðà-
òîðîì â ïðîñòðàíñòâå ïðåäñòàâëåíèÿ, ñëåäîâàòåëüíî

∆(eA) = eA ⊗ eA.

Ðàññìîòðèì äàëåå òðè ïðåäñòàâëåíèÿ íàøåé àëãåáðû â ïðîñòðàíñòâàõ V1, V2 è V3. Â òåí-
çîðíîì ïðîèçâåäåíèè ýòèõ òðåõ ïðîñòðàíñòâ ìû òîæå ìîæåì ïîñòðîèòü ïðåäñòàâëåíèå
àëãåáðû A. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî îòîáðàçèòü àëãåáðó A â ïðîèçâåäåíèå òðåõ åå êîïèé
A ⊗ A ⊗ A. Ïîëüçóÿñü ãîìîìîðôèçìîì ∆ ýòîé öåëè ìîæíî äîñòè÷ü äâóìÿ ïóòÿìè. Ñíà-
÷àëà ïðèìåíåíèåì ∆ ïåðåõîäèì îò A ê A ⊗ A, à çàòåì åùå ðàç ïðèìåíÿåì ∆ ê ïåðâîìó
ñîìíîæèòåëþ â ïðîèçâåäåíèè A⊗A è íå òðîãàåì âòîðîé (îïåðàöèÿ ∆⊗ id). Èëè ïðèìåíÿ-
åì ∆ êî âòîðîìó ñîìíîæèòåëþ, íå ìåíÿÿ ïåðâûé (îïåðàöèÿ id ⊗∆). Íà ïåðâîì ïóòè ìû
ñíà÷àëà ñòðîèì ïðåäñòàâëåíèå â ïðîèçâåäåíèè V1 ⊗ V2, à ïîòîì ðåçóëüòàò ïåðåìíîæàåì ñ
ïðåäñòàâëåíèåì â V3. Âòîðîé ïóòü ïîäðàçóìåâàåò ïîñòðîåíèå ïðåäñòàâëåíèÿ â V2⊗V3, à çà-
òåì óìíîæåíèå íà ïðåäñòàâëåíèå â ïðîñòðàíñòâå V1. Íî ïîñêîëüêó òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå
âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ àññîöèàòèâíî

(V1 ⊗ V2)⊗ V3 ∼= V1 ⊗ (V2 ⊗ V3),

òî åñòåñòâåííî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû îïèñàííûå âûøå ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ
â òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè òðåõ ïðîñòðàíñòâ äàâàëè áû îäèí è òîò æå ðåçóëüòàò. Ýòî
ïðèâîäèò ê òðåáîâàíèþ êîàññîöèàòèâíîñòè ãîìîìîðôèçìà ∆

(∆⊗ id) ◦∆ = (id⊗∆) ◦∆. (2.5)

Îòîáðàæåíèå ∆ â òåîðèè áèàëãåáð íàçûâàåòñÿ êîóìíîæåíèåì. Òàêîå íàçâàíèå îñíîâàíî
íà òîì, ÷òî êîóìíîæåíèå ∆ äåéñòâóåò â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè ïî ñðàâíåíèþ ñ îïåðàöè-
åé óìíîæåíèÿ m: óìíîæåíèå îòîáðàæàåò A ⊗ A â A, à êîóìíîæåíèå âûïîëíÿåò ïðÿìî
ïðîòèâîïîëîæíîå äåéñòâèå. Òðåáîâàíèå êîàññîöèàòèâíîñòè ∆ íà ÿçûêå êîììóòàòèâíûõ
äèàãðàìì ïîëó÷àåòñÿ èç äèàãðàììû, âûðàæàþùåé àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ m, çàìå-
íîé âñåõ ñòðåëîê íà ïðîòèâîïîëîæíûå è ïîäñòàíîâêîé îïåðàöèè êîóìíîæåíèÿ ∆ âìåñòî
óìíîæåíèÿ m.

Äðóãîé ýëåìåíò áèàëãåáðû � êîåäèíèöà ε � ïîÿâëÿåòñÿ èç íåîáõîäèìîñòè ñòðîèòü îä-
íîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå êîåäèíèöà � ýòî ãîìîìîìîðôèçì èç A â ÷èñëîâîå
ïîëå K (ïðîòèâîïîëîæíî âëîæåíèþ, îñóùåñòâëÿåìîìó åäèíèöåé η):

∀ a, b ∈ A : ε(a) ∈ K, ε(ab) = ε(a)ε(b). (2.6)

Âçàèìîñâÿçü êîåäèíèöû è êîóìíîæåíèÿ âûðàæàþòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

(ε⊗ id) ◦∆ = (id⊗ ε) ◦∆ = id. (2.7)

Ó÷àñòâóþùèå â ýòîé ôîðìóëå êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèé ïåðåâîäÿò A â K⊗A èëè â A⊗K,
÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, èçîìîðôíî A. Ñîîòíîøåíèå (2.7) òðåáóåò, ÷òîáû äàííûå êîìïîçèöèè
áûëè ïðîñòî òîæäåñòâåííûìè îòîáðàæåíèÿìè ñ ó÷åòîì ýòîãî èçîìîðôèçìà, òî åñòü ïðîèç-
âîëüíûé ýëåìåíò a ∈ A äîëæåí îòîáðàæàòüñÿ â 1K⊗a (èëè â a⊗1K), ÷òî îòîæäåñòâëÿåòñÿ
ñ a.

Ïîÿñíèì ñìûñë òàêîãî òðåáîâàíèÿ íà ïðèìåðå ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðû A. Ïóñòü çàäàíî
ïðåäñòàâëåíèå T̂ àëãåáðû A â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå V :

∀a ∈ A : T̂ (a) ∈ End(V ).
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×òî ïîëó÷èòñÿ, åñëè ìû ïðèìåíèì ê ïðîèçâîëüíîìó ýëåìåíòó a èç íàøåé àëãåáðû êîìïî-
çèöèþ îòîáðàæåíèé (ε⊗ id) ◦∆? Ìû ïîëó÷àåì

(ε⊗ id) ◦∆ : a 7→ a(1) ⊗ a(2) 7→ ε(a(1))⊗ a(2) = 1K ⊗ ε(a(1)) · a(2) ∈ 1K ⊗A.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî íà òîì îñíîâàíèè, ÷òî ε(a(1)) åñòü ÷èñëî èç ïîëÿ K, à
â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ ∀z ∈ K :
(z · a)⊗ b = a⊗ (z · b) äëÿ ëþáûõ a è b.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáîìó ýëåìåíòó a èç àëãåáðû A ìû ìîæåì ñîïîñòàâèòü òðè ëèíåé-
íûõ îïåðàòîðà â ïðîñòðàíñòâå ïðåäñòàâëåíèÿ V � ýòî îïåðàòîðû T̂ (a), T̂ (ε(a(1)) · a(2)) è
T̂ (ε(a(2)) · a(1)). Ïîñêîëüêó êîåäèíèöà ε åñòü ïî îïðåäåëåíèþ ãîìîìîðôèçì, òî êàæäûé èç
ýòèõ îïåðàòîðîâ îïðåäåëÿåò ïðåäñòàâëåíèå A â ïðîñòðàíñòâå V . Ñîãëàñíî ôîðìóëå (2.7)

a = ε(a(1)) · a(2) = ε(a(2)) · a(1),

è ñëåäîâàòåëüíî âñå òðè âûøåóïîìÿíóòûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðà ïðîñòî ñîâïàäàþò (çàäàþò
îäíî è òî æå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû A).

Àáñòðàãèðóÿñü îò ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðû A è îáúåäèíÿÿ ñîîòíîøåíèÿ (2.4) � (2.7),
ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 2.1 Áèàëãåáðîé íàä ÷èñëîâûì ïîëåì K íàçûâàåòñÿ àññîöèàòèâíàÿ K-àë-
ãåáðà A, â êîòîðîé ïîìèìî îïåðàöèè óìíîæåíèÿ è åäèíèöû äîïîëíèòåëüíî çàäàíû äâà
îòîáðàæåíèÿ � êîóìíîæåíèå ∆

A ∆−→ A⊗A : ∆(a) =
∑
i

a′i ⊗ a′′i ≡ a(1) ⊗ a(2)

è êîåäèíèöà ε : A → K, êîòîðûå îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. Êîóìíîæåíèå è êîåäèíèöà ÿâëÿþòñÿ ãîìîìîðôèçìàìè àëãåáð ñ åäèíèöåé, òî åñòü

∀a, b ∈ A : ∆(ab) = ∆(a)∆(a), ε(ab) = ε(a)ε(b),

∆(eA) = eA ⊗ eA, ε(eA) = 1K.

2. Êîóìíîæåíèå êîàññîöèàòèâíî (2.5), ÷òî ýêâèâàëåíòíî êîììóòàòèâíîñòè ñëåäóþùåé
äèàãðàììû:

A⊗A⊗A

��������*

HHHHHHHHY

A⊗A A⊗A

id⊗∆ ∆⊗ id

� -A∆ ∆

3. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà a ∈ A âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

∆(a) = a(1) ⊗ a(2) ⇒ ε(a(1)) · a(2) = ε(a(2)) · a(1) = a, (2.8)

÷òî ýêâèâàëåíòíî êîììóòàòèâíîñòè ñëåäóþùåé äèàãðàììû:
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A⊗ K ∼= A ∼= K⊗A

�������*

HHHHHHHY

A⊗A A⊗A

id⊗ ε ε⊗ id

� -A ∆∆

id

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â òðåòüåì ïóíêòå îïðåäåëåíèÿ ñèìâîëû a(1) è a(2) íå îáÿçàòåëüíî îáîçíà-
÷àþò èìåííî äâà ýëåìåíòà àëãåáðû A, çà êîìïàêòíûìè îáîçíà÷åíèÿìè Ñâèäëåðà ñêðûòî,
âîîáùå ãîâîðÿ, ñóììèðîâàíèå ïî ýëåìåíòàì àëãåáðû, òî åñòü

ε(a(1)) · a(2) = a ⇔
∑
i

ε(a′i) · a′′i = a.

Íó è åùå îäèí ðàç îòìåòèì, ÷òî äèàãðàììû, îïðåäåëÿþùèå ñâîéñòâà êîóìíîæåíèÿ è êî-
åäèíèöû, òîëüêî íàïðàâëåíèåì ñòðåëîê îòëè÷àþòñÿ îò äèàãðàìì, îïðåäåëÿþùèõ ñâîéñòâà
óìíîæåíèÿ è åäèíèöû â àññîöèàòèâíîé àëãåáðå (ñì. îïðåäåëåíèÿ 1.2 è 1.3).

Àíòèïîä

Àëãåáðà Õîïôà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áèàëãåáðó, â êîòîðîé äîïîëíèòåëüíî îïðåäåëåíî
åùå îäíî îòîáðàæåíèå � òàê íàçûâàåìûé àíòèïîä. Äëÿ èëëþñòðàöèè ñìûñëà ýòîãî îòîá-
ðàæåíèÿ äàâàéòå îïÿòü ðàññìîòðèì íàø ïðèìåð î ïîñòðîåíèè ïðåäñòàâëåíèé àññîöèàòèâ-
íîé àëãåáðû.

Ïóñòü íàì çàäàíî ïðåäñòàâëåíèå íåêîòîðîé àññîöèàòèâíîé àëãåáðû T̂ : A → End(V ).
Ìîæåì ëè ìû ïî ýòîìó ïðåäñòàâëåíèþ ïîñòðîèòü ïðåäñòàâëåíèå T̂ ∗ â äóàëüíîì ïðîñòðàí-
ñòâå V ∗? Îêàçûâàåòñÿ, äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî èìåòü íåêîòîðîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå àë-
ãåáðû A â ñåáÿ, îáëàäàþùåå ñâîéñòâîì àíòèãîìîìîðôíîñòè:

A S−→ A : S(ab) = S(b)S(a) ∀ a, b ∈ A. (2.9)

Çäåñü äëÿ êðàòêîñòè ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ àëãåáðû çàïèñàíî â âèäå ab âìåñòî m(a, b).
Òî åñòü îòîáðàæåíèå S ìåíÿåò ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ ñîìíîæèòåëåé. Ïðèìåð òàêîãî àíòè-
ãîìîìîðôíîãî ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ � ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå (èëè òðàíñïîíèðîâàíèå)
ìàòðèö.

Åñëè òàêîå îòîáðàæåíèå èìååòñÿ, òî ïî çàäàííîìó ïðåäñòàâëåíèþ T̂ : A → End(V )
ïðåäñòàâëåíèå T̂ ∗ â äóàëüíîì ïðîñòðàíñòâå V ∗ ñòðîèòñÿ òàê:

∀ a ∈ A, ∀ ξ ∈ V ∗ : T̂ ∗(a) ◃ ξ = ξ′, 〈ξ′, v〉 def

= 〈ξ, T̂ (S(a)) ◃ v〉, ∀ v ∈ V

Òî åñòü, îïåðàòîð T̂ ∗(a) äåéñòâóÿ íà ïðîèçâîëüíûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë ξ (âåêòîð ïðî-
ñòðàíñòâà V ∗) ïåðåâîäèò åãî â äðóãîé ôóíêöèîíàë ξ′, çíà÷åíèå êîòîðîãî íà ïðîèçâîëüíîì
âåêòîðå v ∈ V äàíî â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå.

Çàïèøåì ýòî îïðåäåëåíèå â áîëåå ñèììåòðè÷íîé ôîðìå:

〈T̂ ∗(a) ◃ ξ, v〉 = 〈ξ, T̂ (S(a)) ◃ v〉. (2.10)

Îòîáðàæåíèå S â ïðàâîé ÷àñòè ãàðàíòèðóåò ñâîéñòâî ãîìîìîðôíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ T̂ ∗,
òî åñòü îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà

T̂ ∗(ab) = T̂ ∗(a)T̂ ∗(b) ∀ a, b ∈ A.
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Äîêàçàòåëüñòâî íåñëîæíî:

〈T̂ ∗(a)T̂ ∗(b) ◃ ξ, v〉 = 〈T̂ ∗(b) ◃ ξ, T̂ (S(a)) ◃ v〉 = 〈ξ, T̂ (S(b))T̂ (S(a)) ◃ v〉 =

〈ξ, T̂ (S(b)S(a)) ◃ v〉 (2.9)= 〈ξ, T̂ (S(ab)) ◃ v〉 def

= 〈T̂ ∗(ab) ◃ ξ, v〉

Åñëè A ÿâëÿåòñÿ áèàëãåáðîé ñ îòîáðàæåíèåì àíòèïîäà S (òî åñòü, àëãåáðîé Õîïôà),
òî åå ïðåäñòàâëåíèÿ îáëàäàþò ñëåäóþùèì âàæíûì ñâîéñòâîì: ëþáîå ïðåäñòàâëåíèå T̂ â
ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå V ïîðîæäàåò ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû A â ïðîñòðàíñòâå End(V ).
Ýòîò ôàêò õîðîøî èçâåñòåí â òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï è àëãåáð Ëè. Äåéñòâèòåëüíî,
ïóñòü G ïðîèçâîëüíàÿ ãðóïïà (íå îáÿçàòåëüíî ãðóïïà Ëè), à L íåêîòîðàÿ àëãåáðà Ëè. Åñëè
D̂ : G→ End(V ) è T̂ : L → End(V ) åñòü èõ ïðåäñòàâëåíèÿ â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå V , òî
îòîáðàæåíèÿ âèäà

F̂ 7→ D̂(g)F̂ D̂−1(g) è F̂ 7→ [T̂ (a), F̂ ], g ∈ G, a ∈ L, F̂ ∈ End(V ) (2.11)

ÿâëÿþòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿìè G è L â ïðîñòðàíñòâå End(V ). Ãðóïïîâàÿ àëãåáðà, îòâå÷àþùàÿ
ãðóïïå G (ëþáîå ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ è ïðåäñòàâëåíèåì åå ãðóïïîâîé
àëãåáðû), à òàêæå óíèâåðñàëüíàÿ îáåðòûâàþùàÿ àëãåáðà àëãåáðû Ëè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
ïðèìåðû àëãåáð Õîïôà, ïîýòîìó ïðèâåäåííûå âûøå ïðåäñòàâëåíèÿ åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé
îáùåé ôîðìóëû, êîòîðóþ ìû ñåé÷àñ ïîëó÷èì.

Èòàê, ïóñòü åñòü ïðåäñòàâëåíèå T̂ àëãåáðû Õîïôà A â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå V . Âîñ-
ïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî End(V ) èçîìîðôíî òåíçîðíîìó ïðîèçâåäåíèþ V ⊗ V ∗. Âñëåäñòâèå
ýòîãî èçîìîðôèçìà ìû ìîæåì ñâåñòè çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû A íà
ïðîñòðàíñòâå ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ End(V ) ê ïîñòðîåíèþ ïðåäñòàâëåíèÿ A íà ïðîñòðàí-
ñòâå V ⊗V ∗. À ýòà ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à ëåãêî ðåøàåòñÿ, òàê êàê ó íàñ åñòü ïðåäñòàâëåíèÿ T̂ è
T̂ ∗ â V è V ∗ ñîîòâåòñòâåííî, è åñòü îïåðàöèÿ êîóìíîæåíèÿ ∆, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ñòðîèòü
òåíçîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ïðåäñòàâëåíòèé.

Òàêèì îáðàçîì, ðåöåïò ñëåäóþùèé. Èìåÿ ïðåäñòàâëåíèå T̂ : A → End(V ), ñòðîèì ïðåä-
ñòàâëåíèå T̂ ∗ : A → End(V ∗), à çàòåì ñ ïîìîùüþ êîóìíîæåíèÿ ∆ ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå
A â ïðîñòðàíñòâå V ⊗ V ∗:

∀ a ∈ A : a
∆−→ a(1) ⊗ a(2) −→ T̂ (a(1))⊗ T̂ ∗(a(2)) ∈ End(V ⊗ V ∗).

Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (1.5), äàþùåé ÿâíûé âèä èçîìîðôèçìà ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ íà V
è âåêòîðîâ èç V ⊗ V ∗, à òàêæå îïðåäåëåíèåì (2.10), ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ÿâíûé âèä
ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû Õîïôà A íà ïðîñòðàíñòâå End(V ) (îáîçíà÷èì ýòî ïðåäñòàâëåíèå
Q):

∀ a ∈ A, F̂ ∈ End(V ) : Q(a) ◃ F̂ = T̂ (a(1))F̂ T̂ (S(a(2))). (2.12)

Ëèíåéíîñòü îïåðàòîðà Q(a) î÷åâèäíà èç îïðåäåëåíèÿ, à îñíîâíûå ñâîéñòâà ïðåäñòàâëåíèÿ

Q(z · a+ z′ · a′) = z · Q(a) + z′ · Q(a′), Q(ab) = Q(a)Q(b) (2.13)

ïðÿìî ñëåäóþò èç ñâîéñòâ∆, ε è S. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì êîíêðåòíûå ïðè-
ìåðû àëãåáð Õîïôà è ïîêàæåì, êàê ïðåäñòàâëåíèÿ (2.11) ïîëó÷àþòñÿ èç îáùåé ôîðìóëû
(2.12).

Äî ñèõ ïîð îò îòîáðàæåíèÿ àíòèïîäà S ìû òðåáîâàëè òîëüêî àíòèãîìîìîðôíîñòè (2.9).
Îäíàêî íà S íàëàãàåòñÿ åùå îäíî îãðàíè÷åíèå, êîòîðîå îïðåäåëÿåò åãî ñâÿçè ñ êîóìíîæå-
íèåì ∆ è êîåäèíèöåé ε. Ñìûñë ýòîãî îãðàíè÷åíèÿ (ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ òåîðèè ïðåäñòàâ-
ëåíèé) ìîæíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü íà ïðèìåðå ôîðìóëû (2.12).
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Ðàññìîòðèì òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð Î â ïðîñòðàíñòâå V è ïîðîæäàåìîå èì îäíîìåð-
íîå ïîäïðîñòðàíñòâî â End(V ). Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ôîðìóëà (2.12) ïðèíèìàåò âèä

Q(a) ◃ Î = T̂ (a(1))T̂ (S(a(2))) = T̂ (a(1)S(a(2))).

Åñòåñòâåííî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå òîæäåñòâåí-
íûì îïåðàòîðîì â End(V ), áûëî èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî ïðåäñòàâëåíèÿ Q (êàê ýòî
è ïðîèñõîäèò â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ, ïðåäñòàâëåííûõ â (2.11)). Tî åñòü ìû òðåáóåì, ÷òîáû
äåéñòâèå Q(a) íà Î ïðèâîäèëî áû ëèøü ê ïîÿâëåíèþ ÷èñëîâîãî ìíîæèòåëÿ, çàâèñÿùåãî îò
êîíêðåòíîãî a ∈ A:

Q(a) ◃ Î = λ(a)Î,

èëè, ó÷èòûâàÿ ïðåäûäóùóþ ôîðìóëó è òîò ôàêò, ÷òî òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ
ïðåäñòàâëåíèåì åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà àëãåáðû, ïîëó÷àåì

T̂ (a(1)S(a(2))) = λ(a)T̂ (eA).

Ïðè ýòîì î÷åâèäíî, ÷òî â ñèëó (2.13) ôóíêöèÿ λ : A → K ðåàëèçóåò îäíîìåðíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå àëãåáðû A. Òàêàÿ ôóíêöèÿ ó íàñ óæå åñòü � ýòî îòîáðàæåíèå êîåäèíèöû ε.
Ïîýòîìó äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå, íàëàãàåìîå íà îòîáðàæåíèå àíòèïîäà, íà óðîâíå
àëãåáðû âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì

a(1)S(a(2)) = ε(a)eA.

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, ïðîâåäåííûå äëÿ ñëó÷àÿ ïðàâûõ äóàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ, ïðè-
âîäÿò ê ñîîòíîøåíèþ

S(a(1))a(2) = ε(a)eA.

Íà ÿçûêå îòîáðàæåíèé ýòè äâà ñîîòíîøåíèÿ ïåðåïèñûâàþòñÿ â âèäå ðàâåíñòâà ñëåäóþùèõ
êîìïîçèöèé

m ◦ (id⊗ S) ◦∆ = η ◦ ε = m ◦ (S ⊗ id) ◦∆. (2.14)

Íàïîìíèì, ÷òî m è η îáîçíà÷àþò óìíîæåíèå è åäèíèöó àëãåáðû A.
È, íàêîíåö, îòìåòèì, ÷òî ñâîéñòâî àíòèãîìîìîðôíîñòè îòîáðàæåíèÿ àíòèïîäà ïðèâî-

äèò ê ñëåäóþùèì ðàâåíñòâàì, êîòîðûå ïîêàçûâàþò, êàê ñâÿçàíû êîóìíîæåíèå è êîåäè-
íèöà îò ýëåìåíòà S(a) ñ ýòèìè æå îïåðàöèÿìè îò ñàìîãî ýëåìåíòà a:

∆ ◦ S = P12 ◦ (S ⊗ S) ◦∆, ε ◦ S = ε.

Äàäèì òåïåðü ïîëíîå îïðåäåëåíèå àëãåáðû Õîïôà.

Îïðåäåëåíèå 2.2 Àëãåáðîé Õîïôà íàä ïîëåì K íàçûâàåòñÿ áèàëãåáðà A íàä K, â êîòîðîé
â äîïîëíåíèå ê îïåðàöèÿì óìíîæåíèÿ m, êîóìíîæåíèÿ ∆, ãîìîìîðôèçìîâ åäèíèöû η
è êîåäèíèöû ε çàäàí àíòèãîìîðôèçì S : A → A, íàçûâàåìûé àíòèïîäîì, òàêîé, ÷òî
âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (2.14), òî åñòü ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé

A� -∆ ∆A⊗A A⊗A

?
A⊗A

?
A⊗A- �m m

id⊗ S S ⊗ id
?
K

?

ε

η

A
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Äóàëüíûå àëãåáðû Õîïôà

Â çàêëþ÷åíèå äàííîãî ðàçäåëà ðàññìîòðèì åùå îäèí îáúåêò � òàê íàçûâàåìóþ äóàëü-
íóþ àëãåáðó Õîïôà. Êàæäàÿ àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðàA ÿâëÿåòñÿ ïî îïðåäåëåíèþ ëèíåéíûì
ïðîñòðàíñòâîì, ñíàáæåííûì äîïîëíèòåëüíîé îïåðàöèåé ïåðåìíîæåíèÿ âåêòîðîâ. Åñëè ìû
ðàññìîòðèì äóàëüíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî A∗, òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé àëãåáðû A â ýòîì
äóàëüíîì ïðîñòðàíñòâå âîîáùå ãîâîðÿ íåëüçÿ ââåñòè îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ âåêòîðîâ (ëè-
íåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà A), êîòîðàÿ ïðåâðàòèëà áû ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî A∗ â àññîöè-
àòèâíóþ àëãåáðó. Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü ñîñòîèò â îáåñïå÷åíèè ëèíåéíîñòè ôóíêöèîíàëà-
ïðîèçâåäåíèÿ, òàê êàê îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ àëãåáðû äîëæíà äàâàòü ýëåìåíò
òîãî æå ïðîñòðàíñòâà, ê êîòîðîìó ïðèíàäëåæàò ñîìíîæèòåëè.

Åñëè æå èñõîäíàÿ àëãåáðà A ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Õîïôà, òî äóàëüíîå ê íåé ïðîñòðàíñòâî
òîæå ïðåâðàùàåòñÿ â àëãåáðó Õîïôà. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî çàäàòü îïåðàöèè óìíîæåíèÿ
è êîóìíîæåíèÿ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ, óêàçàòü ôóíêöèîíàëû åäèíèöû è êîåäèíèöû, à
òàêæå äóàëüíûé àíòèïîä. Ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþùåå êîíñòðóêòèâíîå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 2.3 Àëãåáðîé Õîïôà, äóàëüíîé ê K-àëãåáðå Õîïôà A ñ îïåðàöèÿìè m, η,
∆, ε è S, íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîå K-ïðîñòðàíñòâî A∗ ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. A∗ åñòü äóàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê A, òî åñòü çàäàíà íåâûðîæäåííàÿ áèëèíåéíàÿ ôîð-
ìà 〈 , 〉 : A∗ ⊗ A→ K.

2. Â ïðîñòðàíñòâå A∗ îïðåäåëåíû îïåðàöèè óìíîæåíèÿ m∗ è êîóìíîæåíèÿ ∆∗ â ñîîò-
âåñòñòâèè ñ ôîðìóëàìè

∀ ξ, ζ ∈ A∗, ∀ a ∈ A : 〈m∗(ξ, ζ), a〉 = 〈ξ ⊗ ζ,∆(a)〉, (2.15)

∀ ξ ∈ A∗, ∀ a, b ∈ A : 〈∆∗(ξ), a⊗ b〉 = 〈ξ,m(a, b)〉. (2.16)

3. Â ïðîñòðàíñòâå A∗ îïðåäåëåíû åäèíèöà e∗A è êîåäèíèöà ε∗ â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìó-
ëàìè

∀ a ∈ A : 〈e∗A, a〉 = ε(a), e∗A = η∗(1K), (2.17)

∀ ξ ∈ A∗ : ε∗(ξ) = 〈ξ, eA〉, eA = η(1K). (2.18)

4. Â ïðîñòðàíñòâå A∗ çàäàíî îòîáðàæåíèå àíòèïîäà S∗ â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé

∀ ξ ∈ A∗, ∀ a ∈ A : 〈S∗(ξ), a〉 = 〈ξ, S(a)〉. (2.19)

Ïðèâåäåííîå âûøå êîíñòðóêòèâíîå îïðåäåëåíèå íóæäàåòñÿ â ïðîâåðêå êîððåêòíîñòè, ïî-
ñêîëüêó âñå ââåäåííûå îïåðàöèè ñâÿçàíû ðàçëè÷íûìè äîïîëíèòåëüíûìè ñîîòíîøåíèÿìè,
íàïðèìåð, òàêèìè êàê (2.5), (2.7) è (2.14) äëÿ êîàëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð. Ìû íå áóäåì
ïðîâîäèòü ýòó ïðîâåðêó â ïîëíîì îáúåìå, íî ÷èòàòåëþ íàñòîÿòåëüíî ðåêîìåíäóåòñÿ ýòî
ñäåëàòü, ÷òîáû îñâîèòñÿ ñ îïðåäåëåíèÿìè îïåðàöèé àëãåáðû Õîïôà è ïîëó÷èòü íåêîòî-
ðûé îïûò â ðàáîòå ñ íèìè. Ìû æå äëÿ ïðèìåðà îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì îïåðàöèè
óìíîæåíèÿ m∗ è åäèíèöû e∗A.

Ïðåæäå âñåãî íåîáõîäèìî óáåäèòüñÿ, ÷òî îïåðàöèÿ, îïðåäåëåííàÿ â (2.15), îñóùåñòâëÿ-
åò îòîáðàæåíèå èç A∗×A∗ â A∗, òî åñòü ëþáîé ïàðå ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ èç A∗ îòîáðà-
æåíèåm∗ ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íàA. Çàòåì íóæíî ïðî-
âåðèòü, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ äèñòðèáóòèâíûå çàêîíû óìíîæåíèÿ (òî åñòü,m∗ : A∗⊗A∗ → A∗)
è, íàêîíåö, íóæíî ïðîâåðèòü àññîöèàòèâíîñòü îïåðàöèè óìíîæåíèÿ m∗.
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Âûáåðåì äâà ïðîèçâîëüíûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëà ξ1 è ξ2 èçA∗ è ðàññìîòðèì ôóíêöè-
îíàë m∗(ξ1, ξ2), äåéñòâèå êîòîðîãî íà âåêòîðû àëãåáðû A îïðåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (2.15).
Ëèíåéíîñòü äàííîãî ôóíêöèîíàëà íåìåäëåííî ñëåäóåò èç ëèíåéíîñòè ãîìîìîðôèçìà êî-
óìíîæåíèÿ ∆. Äåéñòâèòåëüíî, ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïàðû ÷èñåë
z1, z2 ∈ K è ëþáîé ïàðû âåêòîðîâ a1, a2 ∈ A âûïîëíåíî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

m∗(ξ1, ξ2)(z1 · a1 + z2 · a2) = z1m
∗(ξ1, ξ2)(a1) + z2m

∗(ξ1, ξ2)(a2).

Îäíàêî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ (2.15) ýòî ñâîäèòñÿ ê ñâîéñòâó ëèíåéíîñòè êîóìíîæåíèÿ

∆(z1 · a1 + z2 · a2) = z1 ·∆(a1) + z2 ·∆(a2),

êîòîðîå âûïîëíåíî ïî îïðåäåëåíèþ ∆. Äèñòðèáóòèâíîñòü çàêîíà óìíîæåíèÿ ëèíåéíûõ
ôóíêöèîíàëîâ

m∗(ξ1, ξ2 + ξ3) = m∗(ξ1, ξ2) +m∗(ξ1, ξ3)

åñòü ñëåäñòâèå áèëèíåéíîñòè ôîðìû 〈 , 〉, çàäàííîé íà òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè äóàëüíûõ
ïðîñòðàíñòâ A è A∗.

Ñâîéñòâî àññîöèàòèâíîñòè ïðîèçâåäåíèÿ m∗ îáåñïå÷èâàåòñÿ êîàññîöèàòèâíîñòüþ îïå-
ðàöèè ∆ (ñì. (2.5))

(id⊗∆) ◦∆ = (∆⊗ id) ◦∆.
×òîáû íå çàãðîìîæäàòü âûêëàäêè, ïðèìåì âðåìåííî ñîêðàùåííîå îáîçíà÷åíèå äëÿ óìíî-
æåíèÿ ôóíêöèîíàëîâ

m∗(ξ, ζ) ≡ ξ ⋆ ζ.

Àññîöèàòèâíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ ïî îïðåäåëåíèþ îçíà÷àåò ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

ξ1 ⋆ (ξ2 ⋆ ξ3) = (ξ1 ⋆ ξ2) ⋆ ξ3.

Ðàññìîòðèì çíà÷åíèå ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòåé ýòîãî ïðåäïîëàãàåìîãî ðàâåíñòâà íà ïðîèç-
âîëüíîì âåêòîðå a àëãåáðû A. Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèÿìè (2.15) è (2.3), ïîëó÷àåì ñëåäóþ-
ùóþ öåïî÷êó òîæäåñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé

〈ξ1 ⋆ (ξ2 ⋆ ξ3), a〉 = 〈ξ1 ⊗ (ξ2 ⋆ ξ3),∆(a)〉 = 〈ξ1, a(1)〉〈ξ2 ⋆ ξ3, a(2)〉 =

〈ξ1, a(1)〉〈ξ2 ⊗ ξ3,∆(a(2))〉 = 〈ξ1 ⊗ ξ2 ⊗ ξ3, (id⊗∆) ◦∆(a)〉.

Äëÿ âòîðîãî âàðèàíòà ïåðåìíîæåíèÿ ôóíêöèîíàëîâ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì

〈(ξ1 ⋆ ξ2) ⋆ ξ3, a〉 = 〈ξ1 ⊗ ξ2 ⊗ ξ3, (∆⊗ id) ◦∆(a)〉.

Òåïåðü î÷åâèäíî, ÷òî òðåáóåìîå ñâîéñòâî àññîöèàòèâíîñòè óìíîæåíèÿ (2.15) åñòü ïðÿìîå
ñëåäñòâèå êîàññîöèàòèâíîñòè ∆.

Â êà÷åñòâå âòîðîãî ïðèìåðà ïðîâåðèì, ÷òî ôóíêöèîíàë e∗A, çàäàííûé ñîîòíîøåíèåì
(2.17) äåéñòâèòåëüíî çàäàåò åäèíèöó â àëãåáðå A∗ îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ m∗. Äëÿ ýòîãî
íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà ξ èç A∗ âûïîëíåíî ñâîéñòâî

m∗(e∗A, ξ) = m∗(ξ, e∗A) = ξ.

Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð a ∈ A è, ïîëüçóÿñü ïðèâåäåííûìè âûøå îïðåäåëåíèÿìè
è ñâîéñòâàìè êîñòðóêòóð, ïîëó÷àåì

〈m∗(e∗A, ξ), a〉
(2.15)
= 〈e∗A, a(1)〉〈ξ, a(2)〉

(2.17)
= ε(a(1)) 〈ξ, a(2)〉 = 〈ξ, ε(a(1)) · a(2)〉

(2.8)
= 〈ξ, a〉
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Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèîíàëûm∗(e∗A, ξ) è ξ ïðèíèìàþò ðàâíûå çíà÷åíèÿ íà ëþáîì âåêòîðå
àëãåáðû A, à ýòî è îçíà÷àåò èõ ðàâåíñòâî. Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ ñâîéñòâîm∗(ξ, e∗A) = ξ,
÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî åäèíè÷íîñòè ôóíêöèîíàëà e∗A (2.17) îòíîñèòåëüíî óìíîæå-
íèÿ m∗.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî âñå íåîáõîäèìûå ñâîéñòâà äóàëüíûõ îïåðàöèé ÿâëÿþòñÿ
ñëåäñòâèåì ñâîéñòâ ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîïåðàöèé. Ìû óæå óáåäèëèñü, ÷òî àñîîöèàòèâ-
íîñòü m∗ åñòü ñëåäñòâèå êîàññîöèàòèâíîñòè ∆. Òî÷íî òàê æå, êîàññîöèàòèâíîñòü äóàëüíî-
ãî êîóìíîæåíèÿ ∆∗ áóäåò ñëåäîâàòü èç àññîöèàòèâíîñòè óìíîæåíèÿ m â èñõîäíîé àëãåáðå
Õîïôà, è òàê äàëåå. Âñÿ ýòà êàðòèíêà ñîâåðøåííî ñèììåòðè÷íà â îáå ñòîðîíû, ïîýòîìó
àëãåáðû Õîïôà A è A∗ íàçûâàþò åùå âçàèìíî äóàëüíûìè.

3 Ïðèìåðû êîñòðóêòóð è àëãåáð Õîïôà

Â ýòîì ðàçäåëå ïðèâåäåíû íåêîòîðûå ïðèìåðû íàèáîëåå èçâåñòíûõ àëãåáð Õîïôà. Ìû
ïîäðîáíî ðàññìîòðèì óíèâåðñàëüíóþ îáåðòûâàþùóþ àëãåáðó êîíå÷íîìåðíîé êîìïëåêñ-
íîé ïîëóïðîñòîé àëãåáðû Ëè, àëãåáðó ôóíêöèé íà ãðóïïå è òàê íàçûâàåìóþ ãðóïïîâóþ
àëãåáðó, ïîðîæäåííóþ íåêîòîðîé êîíå÷íîé (äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ) ãðóïïîé. Êðîìå
òîãî, ìû ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå êîóìíîæåíèÿ è êîåäèíèöû íà àëãåáðå ðåãóëÿðíûõ ôóíê-
öèé íà íåêîììóòàòèâíîé ìàòðè÷íîé àëãåáðå MatN(K), êîòîðîå èíäóöèðîâàíî ìàòðè÷íûì
óìíîæåíèåì â MatN(K).

Óíèâåðñàëüíàÿ îáåðòûâàþùàÿ àëãåáðà êîíå÷íîìåðíîé ïîëóïðîñòîé àëãåáðû Ëè

Âûáåðåì íåêîòîðóþ êîíå÷íîìåðíóþ ïîëóïðîñòóþ àëãåáðó Ëè L, ïîðîæäåííóþ ãåíå-
ðàòîðàìè {ei} ñ ïåðåñòàíîâî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè

[ei, ej] = C k
ij ek, (3.1)

è ïåðåéäåì ê åå óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðå U(L). Äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷å-
íèé ãåíåðàòîðû óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé áóäåì îáîçíà÷àòü òåìè æå áóêâàìè ei, à åå
åäèíèöó � ñèìâîëîì 1U . Ñòðóêòóðà àëãåáðû Õîïôà íà àëãåáðå U(L) çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì.

Óòâåðæäåíèå 3.1 Êîóìíîæåíèå ∆, êîåäèíèöà ε è àíòèïîä S íà ãåíåðàòîðàõ óíèâåð-
ñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû äåéñòâóþò ñëåäóþùèì îáðàçîì

∆(ei) = ei ⊗ 1U + 1U ⊗ ei, ∆(1U) = 1U ⊗ 1U , (3.2)

ε(ei) = 0, ε(1U) = 1K, (3.3)

S(ei) = −ei, S(1U) = 1U . (3.4)

Íà ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû àëãåáðû U(L) äåéñòâèå ýòèõ îïåðàöèé ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïî
ñâîéñòâó (àíòè)ãîìîìîðôíîñòè.

Ñìûñë ïîñëåäíåé ôðàçû ýòîãî Óòâåðæäåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ñâîéñòâî ãî-
ìîìîðôíîñòè îòîáðàæåíèÿ ∆ ïî îïðåäåëåíèþ îçíà÷àåò, ÷òî

∀ a, b ∈ U(L) : ∆(a+ b) = ∆(a) + ∆(b), ∆(ab) = ∆(a)∆(b). (3.5)

Íî ëþáîé ýëåìåíò óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû ïîðîæäàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì êî-
íå÷íîãî ÷èñëà åå ãåíåðàòîðîâ (èëè êîíå÷íîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé òàêèõ ïðîèçâåäåíèé),
ïîýòîìó ýëåìåíòû Õîïôîâîé ñòðóêòóðû äîñòàòî÷íî çàäàòü íà ãåíåðàòîðàõ U(L).
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Íóëåâûå çíà÷åíèÿ êîåäèíèöû (3.3) íà ãåíåðàòîðàõ àëãåáðû Ëè ïðàêòè÷åñêè î÷åâèäíû,
ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå êîåäèíèöû ðåàëèçóåò îäíîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå, à ó ïîëóïðîñòîé
àëãåáðû Ëè íåòðèâèàëüíûå îäíîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ îòñóòñòâóþò.

Îòìåòèì åùå ñèììåòðè÷íîñòü ïðàâîé ÷àñòè (3.2). Ýòà ñèììåòðè÷íîñòü îçíà÷àåò, ÷òî
óíèâåðñàëüíàÿ îáåðòûâàþùàÿ àëãåáðà ÿâëÿåòñÿ êîêîììóòàòèâíîé àëãåáðîé Õîïôà, òî
åñòü ∆ = P ◦∆.

Äëÿ ïðîâåðêè ñïðàâåäëèâîñòè Óòâåðæäåíèÿ 3.1 íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæå-
íèÿ ∆, ε è S äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿþòñÿ ãîìîìîðôèçìàìè óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé
àëãåáðû. Äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû óïîìÿíóòûå îòîáðàæåíèÿ ñîõðàíÿëè ïåðåñòàíîâî÷-
íûå ñîîòíîøåíèÿ àëãåáðû Ëè (3.1). Ïðîâåðèì ýòî íà ïðèìåðå êîóìíîæåíèÿ ∆. Ïîëüçóÿñü
îïðåäåëåíèåì (3.2) ïîëó÷àåì

∆(ei)∆(ej) = eiej ⊗ 1U + 1U ⊗ eiej + ei ⊗ ej + ej ⊗ ei.

Âû÷èòàÿ èç ýòîãî âûðàæåíèÿ ïðîèçâåäåíèå ∆(ej)∆(ei) ñ îáðàòíûì ïîðÿäêîì ãåíåðàòîðîâ,
ïðèõîäèì ê ðåçóëüòàòó

∆(ei)∆(ej)−∆(ej)∆(ei) =

(eiej − ejei)⊗ 1U + 1U ⊗ (eiej − ejei) = C k
ij (ek ⊗ 1U + 1U ⊗ ek) = C k

ij∆(ek).

Òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå (3.2) ñîõðàíÿåò ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæ-
äó ãåíåðàòîðàìè. Ïîñëå ýòîãî íà îñíîâå (3.5) îíî î÷åâèäíûì îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ äî
ãîìîìîðôèçìà âñåé óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû ∆ : U(L) → U(L) ⊗ U(L).
Àíàëîãè÷íàÿ ïðîâåðêà ëåãêî âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ îòîáðàæåíèé ε è S, îïðåäåëåííûõ ïî-
ñðåäñòâîì (3.3) è (3.4).

Òåïåðü ïðîâåðèì, âûïîëíÿþòñÿ ëè ðàçëè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êîóìíîæåíèåì, êî-
åäèíèöåé è àíòèïîäîì, òðåáóåìûå îïðåäåëåíèåì àëãåáðû Õîïôà (ñì. îïðåäåëåíèå 2.2 â
ðàçäåëå 2).

Ñâîéñòâî êîàññîöèàòèâíîñòè îòîáðàæåíèÿ (3.2) íà óðîâíå ãåíåðàòîðîâ óíèâåðñàëüíîé
îáåðòûâàþùåé àëãåáðû âûïîëíÿåòñÿ, ïîñêîëüêó

(id⊗∆) ◦∆(ei) = ei ⊗ 1U ⊗ 1U + 1U ⊗ ei ⊗ 1U + 1U ⊗ 1U ⊗ ei = (∆⊗ id) ◦∆(ei)

è
(id⊗∆) ◦∆(1U) = 1U ⊗ 1U ⊗ 1U = (∆⊗ id) ◦∆(1U).

Óáåäèìñÿ òåïåðü â ñïðàâåäëèâîñòè ôîðìóëû (2.14)

m ◦ (id⊗ S) ◦∆ = η ◦ ε = m ◦ (S ⊗ id) ◦∆.

Êàê è ïðåæäå, åå äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü íà ãåíåðàòîðàõ îáåðòûâàþùåé àëãåáðû. Äëÿ ãå-
íåðàòîðîâ ei ïîëó÷àåì

m ◦ (id⊗ S) ◦∆(ei) = m ◦ (ei ⊗ S(1U) + 1U ⊗ S(ei)) =
m(ei, 1U)−m(1U , ei) = 0 = η ◦ ε(ei),

à äëÿ åäèíèöû àëãåáðû

m ◦ (id⊗ S) ◦∆(1U) = m ◦ (1U ⊗ S(1U)) = 1U = η ◦ ε(1U).
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Äëÿ âòîðîé ÷àñòè ôîðìóëû âñå ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê äðóãîìó ñîîòíîøåíèþ â àëãåáðå Õîïôà (ñì. (2.7))

(id⊗ ε) ◦∆ = (ε⊗ id) ◦∆ = id.

Íà óðîâíå ãåíåðàòîðîâ U(L) èìååì

(id⊗ ε) ◦∆(ei) = ei ⊗ ε(1U) + 1U ⊗ ε(ei) = ei ⊗ 1K = ei = id(ei)

(id⊗ ε) ◦∆(1U) = 1U ⊗ ε(1U) = 1U = id(1U).

Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèÿ (3.2) � (3.4) óäîâëåòâîðÿþò âñåì òðåáîâàíèÿì îïðåäåëåíèÿ
ñòðóêòóð àëãåáðû Õîïôà.

Ïîëó÷èì òåïåðü äëÿ àëãåáðû U(L) ÿâíûé âèä îáùåé ôîðìóëû (2.12), ïîçâîëÿþùåé
ïî çàäàííîìó ïðåäñòàâëåíèþ àëãåáðû Õîïôà â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå V ïîëó÷èòü åå
ïðåäñòàâëåíèå â ïðîñòðàíñòâå End(V ) ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â V .

Èòàê, ïóñòü åñòü íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå T̂ àëãåáðû U(L) (à ñëåäîâàòåëüíî è àëãåáðû
Ëè L) â ïðîñòðàíñòâå V :

a 7→ T̂ (a) ∈ End(V ), ∀ a ∈ U(L).

Ïîñòðîèì ïðåäñòàâëåíèå Q àëãåáðû U(L) â ïðîñòðàíñòâå End(V ). Âíîâü îãðàíè÷èìñÿ ãåíå-
ðàòîðàìè óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû. Ñîãëàñíî îáùåé ôîðìóëå (2.12) äåéñòâèå
îïåðàòîðà Q(ei) íà ïðîèçâîëüíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð F̂ ∈ End(V ) ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó

Q(ei) ◃ F̂ = T̂ (ei(1))F̂ T̂ (S(ei(2))) =

T̂ (ei)F̂ T̂ (S(1U)) + T̂ (1U)F̂ T̂ (S(ei)) = T̂ (ei)F̂ ÎV + ÎV F̂ T̂ (−ei) =
T̂ (ei)F̂ − F̂ T̂ (ei) = [T̂ (ei), F̂ ],

ãäå ÎV = T̂ (1U) � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð íà ïðîñòðàíñòâå V . Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü
ÿâíûì âûðàæåíèåì ýëåìåíòîâ ei(1) è ei(2), âõîäÿùèõ â êîìïàêòíûå îáîçíà÷åíèÿ Ñâèäëåðà
äëÿ êîóìíîæåíèÿ:

∆(ei) = ei(1) ⊗ ei(2) = ei ⊗ 1U + 1U ⊗ ei.

Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîðû Q ðåàëèçóþò ïðèñîåäèíåííîå äåéñòâèå ïðåäñòàâëåíèÿ T̂ â ïðî-
ñòðàíñòâå End(V ) (ñì. ôîðìóëó (2.11)).

Àëãåáðà ôóíêöèé íà ãðóïïå è ãðóïïîâàÿ àëãåáðà

Ðàññìîòðèì òåïåðü îäèí èç ïðîñòåéøèõ ïðèìåðîâ âçàèìíî äóàëüíûõ àëãåáð Õîïôà.
Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, òî åñòü ãðóïïà ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ (íàïðèìåð,
ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê m îáúåêòîâ). Ãðóïïà âûáðàíà êîíå÷íîé òîëüêî äëÿ òîãî, ÷òîáû èç-
áåæàòü ñëîæíîñòåé òåõíè÷åñêîãî õàðàêòåðà, êîòîðûå âîçíèêàþò ïðè ðàáîòå ñ áåñêîíå÷íî-
ìåðíûìè ïðîñòðàíñòâàìè.

Íàøà áëèæàéøàÿ öåëü áóäåò ñîñòîÿòü â ïîñòðîåíèè òàê íàçûâàåìîé ãðóïïîâîé àëãåáðû
K[G] è àëãåáðû ëèíåéíûõ ôóíêöèé Fun(G) íà K[G]. Íà ýòèõ àëãåáðàõ çàäàåòñÿ ñòðóêòóðà
àëãåáðû Õîïôà è îíè îêàçûâàþòñÿ äóàëüíûìè äðóã äðóãó.

Èòàê, ïóñòü ãðóïïà G ñîäåðæèò n ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ |G| = n, êîòîðûå ìû îáîçíà÷èì
gi, 1 ≤ i ≤ n, åäèíè÷íûé ýëåìåíò ïóñòü áóäåò ïåðâûì â ýòîé íóìåðàöèè eG = g1. Îáðàçóåì
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n-ìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî K[G], áàçèñîì êîòîðîãî áóäåì ñ÷èòàòü ýòè ãðóïïîâûå ýëå-
ìåíòû. Òî åñòü, âåêòîðà ïðîñòðàíñòâà K[G] ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âñåâîçìîæíûå ëèíåéíûå
êîìáèíàöèé áàçèñíûõ âåêòîðîâ gi ñ ÷èñëîâûìè êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ K:

K[G] = {v | v =
n∑

i=1

vigi, v
i ∈ K}.

Ýòî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ëåãêî ïðåâðàùàåòñÿ â àññîöèàòèâíóþ K-àëãåáðó ñ åäèíèöåé,
ïîñêîëüêó íà áàçèñíûõ âåêòîðàõ èìååòñÿ ãðóïïîâîå óìíîæåíèå

∀ i, j : gi · gj = gk ∈ {g1, . . . , gn}.

Tàêèì îáðàçîì, èìååì î÷åâèäíîå ïðàâèëî óìíîæåíèÿ ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðîâ u, v ∈ K[G]

u · v =
∑
i,j

uivj gi · gj ∈ K[G].

Àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà ñ åäèíèöåé K[G] íàçûâàåòñÿ ãðóïïîâîé àëãåáðîé ãðóïïû G. Àë-
ãåáðà K[G] êîììóòàòèâíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðóïïà G àáåëåâà.

Çàìåòèì, ÷òî òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ëþáîé ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ ôàêòè÷åñêè òåîðèåé
ïðåäñòàâëåíèé åå ãðóïïîâîé àëãåáðû K[G]. Äåéñòâèòåëüíî, ñîïîñòàâëÿÿ ýëåìåíòàì ãðóï-
ïû ëèíåéíûå îïåðàòîðû â ïðîñòðàíñòâå ïðåäñòàâëåíèÿ V , ìû àâòîìàòè÷åñêè ïîëó÷àåì
âîçìîæíîñòü íå òîëüêî ïåðåìíîæàòü ýòè îïåðàòîðû â ñîîòâåòñòâèè ñ ãðóïïîâûì çàêî-
íîì, íî è ñêëàäûâàòü èõ è óìíîæàòü íà ýëåìåíòû ÷èñëîâîãî ïîëÿ ïî ïðàâèëàì àëãåáðû
End(V ) (äàííûå îïåðàöèè â ñàìîé ãðóïïå îòñóòñòâóþò). Òàêèì îáðàçîì, ëþáîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå ãðóïïû ìîæåò áûòü ðàñøèðåíî äî ïðåäñòàâëåíèÿ åå ãðóïïîâîé àëãåáðû è íàîáîðîò,
åñëè åñòü ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïîâîé àëãåáðû, òî îãðàíè÷èâàÿ åãî íà áàçèñíûå âåêòîðà (ýëå-
ìåíòû ãðóïïû), ìû ïîëó÷èì íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå ñàìîé ãðóïïû.

Ñòðóêòóðà àëãåáðû Õîïôà íà K[G] ââîäèòñÿ òàê.

Óòâåðæäåíèå 3.2 Êîóìíîæåíèå ∆G, êîåäèíèöà εG è àíòèïîä SG äåéñòâóþò íà áàçèñíûå
âåêòîðû gi àëãåáðû K[G] ñëåäóþùèì îáðàçîì

∆G[gi] = gi ⊗ gi (3.6)

εG[gi] = 1K (3.7)

SG[gi] = g−1
i (3.8)

Íà ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû àëãåáðû K[G] äåéñòâèå ýòèõ îïåðàöèé ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïî
ñâîéñòâó ëèíåéíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ îñòàâèì ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå ïðîñòîãî óïðàæíåíèÿ.
Ïðèìåðîì äðóãîé âàæíîé àëãåáðû, ñâÿçàííîé ñ ãðóïïîé, ÿâëÿåòñÿ àëãåáðà ôóíêöèé íà

íåé. Ïî îïðåäåëåíèþ, K-çíà÷íîé ôóíêöèåé íà ãðóïïå íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå f : G→ K.
Â ñèëó êîíå÷íîñòè ãðóïïû |G| = n, ëþáàÿ ôóíêöèÿ íà íåé ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåêîòîðûì
âåêòîðîì ïðîñòðàíñòâà Kn. Ìíîæåñòâî ôóíêöèé íà ãðóïïå åñòåñòâåííûì îáðàçîì íàäåëÿ-
åòñÿ ñòðóêòóðîé êîììóòàòèâíîé àëãåáðû íàä ïîëåì K, â êîòîðîé â êà÷åñòâå ïðîèçâåäåíèÿ
è ñëîæåíèÿ ôóíêöèé âûáèðàåòñÿ ïîòî÷å÷íîå óìíîæåíèå è ñëîæåíèå èõ çíà÷åíèé:

(f1 · f2)(g) = f1(g)f2(g), (f1 + f2)(g) = f1(g) + f2(g), (3.9)
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à óìíîæåíèå ôóíêöèé íà ÷èñëà èç ïîëÿ K äàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì ïðàâèëîì ïðîñòðàíñòâà
Kn: (αf)(gi) := α · f(gi). Åäèíèöåé àëãåáðû FunK(G) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ 1F , òîæäåñòâåííî
ðàâíàÿ 1K íà ëþáîì ýëåìåíòå ãðóïïû G:

∀ g ∈ G, 1F (g) = 1K ⇒ 1F · f = f ∀ f ∈ FunK(G).

Òàêîå çàäàíèå àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèé ïîçâîëÿåò ðàñøèðèòü àëãåáðó FunK(G) äî àëãåá-
ðû ëèíåéíûõ ôóíêöèé íà ãðóïïîâîé àëãåáðå K[G]. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü ïî
îïðåäåëåíèþ:

f(v) =
n∑

i=1

vif(gi), ∀ f ∈ FunK(G), ∀ v ∈ K[G].

Ïîìèìî îïèñàííîé âûøå àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðû ìíîæåñòâî FunK(G) îáëàäàåò è
êîàëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, ïðåâðàùàþùåé åå â àëãåáðó Õîïôà.

Óòâåðæäåíèå 3.3 Â àëãåáðå ôóíêöèé FunK(G) ìîæíî çàäàòü îòîáðàæåíèÿ êîóìíîæåíèÿ
∆F , êîåäèíèöû εF è àíòèïîäà SF ñëåäóþùèì äåéñòâèåì íà ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò f ∈
Fun(G):

∆F [f ](g1, g2) = f(g1 · g2) ∀ g1, g2 ∈ G, (3.10)

εF [f ] = f(eG) ∈ K (3.11)

SF [f ](g) = f(g−1) ∀ g ∈ G. (3.12)

Â ýòèõ ôîðìóëàõ eG îáîçíà÷àåò åäèíè÷íûé ýëåìåíò ãðóïïû G, à g1 · g2 � ãðóïïîâîå ïðî-
èçâåäåíèå g1 è g2.

Êîíå÷íî, íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèé àëãåáðû Õîïôà íà
K[G] è FunK(G), ïðèâåäåííûõ â Óòâåðæäåíèÿõ 3.2 è 3.3, äîêàçàâ, ÷òî äëÿ íèõ âûïîëíå-
íû âñå íåîáõîäèìûå àêñèîìû èç îïåäåëåíèÿ àëãåáðû Õîïôà. Ýòî íåñëîæíîå óïðàæíåíèå
îñòàâëÿåì äëÿ ÷èòàòåëÿ.

È ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå â ñâÿçè ñ ïðèìåðàìè ýòèõ àëåáð Õîïôà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëå-
äóþùåì.

Óòâåðæäåíèå 3.4 Àëãåáðû Õîïôà G = K[G] è F = FunK(G) ñî ñòðóêòóðàìè ∆G, εG è
SG èç Óòâåðæäåíèÿ 3.2 è ∆F , εF è SF èç Óòâåðæäåíèÿ 3.3 ñîîòâåòñòâåííî îáðàçóþò ïàðó
âçàèìíî äóàëüíûõ àëãåáð Õîïôà îòíîñèòåëüíî áèëèíåéíîé ôîðìû

〈 , 〉 : F ⊗ G → K : 〈f, v〉 := f(v), ∀ f ∈ F , ∀ v ∈ G.

Àëãåáðà ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé íà MatN(K)

Ðàññìîòðèì íåêîììóòàòèâíóþ àëãåáðó MatN(K), ñîñòîÿùóþ èç âñåõ N×N ìàòðèö íàä
÷èñëîâûì ïîëåì K. Ýòî êîíå÷íîìåðíàÿ àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà, îäíèì èç âîçìîæíûõ áà-
çèñîâ êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ áàçèñ ìàòðè÷íûõ åäèíèö Ej

i , 1 ≤ i, j ≤ N . Íàïîìíèì, ÷òî ìàòðèöà
Ej

i èìååò åäèíñòâåííûé íåíóëåâîé ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ðàâíûé 1K, êîòîðûé ðàñïîëîæåí
íà ïåðåñå÷åíèè i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà. Îòñþäà ëåêãî ñëåäóåò ïðàâèëî óìíîæåíèÿ ìàò-
ðè÷íûõ åäèíèö:

Ej
iE

s
k = δjk E

s
i .
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Ðàññìîòðèì äóàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà ýòèõ ìàòðèöàõ, êîòîðîå
ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ïðîñòðàíñòâîì N ×N ìàòðèö: çíà÷åíèå ëþáîãî ôóíêöèîíàëà Q ∈
Mat∗N(K) íà ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöå A ∈ MatN(K) îïðåäåëÿåòñÿ áèëèíåéíîé ôîðìîé

〈Q,A〉 = Tr(QA). (3.13)

Îïðåäåëÿÿ ïîòî÷å÷íîå óìíîæåíèå ëèíåéíûõ ôóíêöèé (Q · R)(A) = Q(A)R(A) ìû ïî-
ñòðîèì áåñêîíå÷íîìåðíóþ êîììóòàòèâíóþ àññîöèàòèâíóþ àëãåáðó PN ïîëèíîìèàëüíûõ
ôóíêöèé íà ìàòðè÷íîé àëãåáðå MatN(K). Îêàçûâàåòñÿ, ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå â àëãåáðå
MatN(K) èíäóöèðóåò ÷åðåç äâîéñòâåííîñòü (3.13) ñòðóêòóðó áèàëãåáðû íà PN .

Ââåäåì ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ ∆ : Mat∗N(K)→ Mat∗N(K)⊗Mat∗N(K) è ε : Mat∗N(K)→ K
ñëåäóþùèìè ïðàâèëàìè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ôóíêöèîíàëà Q ∈ Mat∗N(K) è ïðîèçâîëüíûõ
ìàòðèö A,B ∈ MatN(K):

〈∆[Q] , A⊗B〉(2) = 〈Q , A ·B〉, ε[Q] = Q(IN), (3.14)

ãäå A · B îáîçíà÷àåò ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå, IN � åäèíè÷íàÿ N × N ìàòðèöà, à áèëè-
íåéíàÿ ôîðìà (3.13) ïðîäîëæàåòñÿ íà òåíçîðíûå êâàäðàòû ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâ
ñëåäóþùèì åñòåñòâåííûì ñïîñîáîì:

〈Q⊗R,A⊗B〉(2) := 〈Q,A〉〈R,B〉.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 3.5 Ðàñøèðèì äåéñòâèå ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé ∆ è ε, çàäàííûõ ôîð-
ìóëàìè (3.14) íà ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëàõ, íà âñþ àëãåáðó PN ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé
ïîòðåáîâàâ îò ðàñøèðåííûõ îïåðàöèé ñâîéñòâà ãîìîìîðôíîñòè, òî åñòü, ïîëîæèì ïî îïðå-
äåëåíèþ

∆[Q1Q2] = ∆[Q1]∆[Q2], ε[Q1Q2] = ε[Q1]ε[Q2], ∀Q1, Q2 ∈ PN .

Òîãäà îïåðàöèè ∆ è ε áóäóò êîóìíîæåíèåì è êîåäèíèöåé â êîììóòàòèâíîé àëãåáðå PN .

Äîêàçàòåëüñòâî îñòàâëÿåì â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ ÷èòàòåëþ. Â êà÷åñòâå ïîëåçíîãî óêàçà-
íèÿ îòìåòèì ñëåäóþùåå. Ââåäåì â ïðîñòðàíñòâåMat∗N(K) áàçèñ {L

j
i}, äâîéñòâåííûé áàçèñó

ìàòðè÷íûõ åäèíèö îòíîñèòåëüíî ôîðìû (3.13):

〈Lj
i , E

s
k〉 = δsi δ

j
k.

Îïðåäåëèòå ÿâíûå ôîðìóëû äåéñòâèÿ êîóìíîæåíèÿ ∆ è êîåäèíèöû ε íà áàçèñíûå ýëåìåí-
òû Lj

i è ïðîâåðüòå âñå àêñèîìû êîñòðóêòóð íà ýòèõ ýëåìåíòàõ. Â ñèëó ñâîéñòâà ãîìîìîð-
ôèçìà äëÿ∆ è ε ýòîé ïðîâåðêè áóäåò äîñòàòî÷íî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáùåãî óòâåðæäåíèÿ.
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