
Ãðóïïà êîñ, êâàíòîâûå ãðóïïû è ïðèëîæåíèÿ

Ëèñòîê 5. Ñòðóêòóðà àëãåáðû Õîïôà

Ðåêîìåíäóåìûé ñðîê ñäà÷è: 27 àïðåëÿ 2023

Âñÿ èíôîðìàöèÿ, íåîáõîäèìàÿ äëÿ ðåøåíèÿ ïðèâåäåííûõ íèæå çàäà÷, ñîäåðæèòñÿ â êîíñïåêòå ëåêöèè

�Ñòðóêòóðà àëãåáðû Õîïôà�, êîòîðûé ðàçìåùåí íà Èíòåðíåò-ñòðàíèöå êóðñà.

1. Äîêàæèòå êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ ñòðóêòóð àëãåáðû Õîïôà äëÿ ãðóïïîâîé àëãåáðû K[G]
êîíå÷íîé ãðóïïû G è àëãåáðû FunK(G) ëèíåéíûõ ôóíêöèé íà ýòîé ãðóïïîâîé àëãåáðå. Äîêàæèòå
òàêæå, ÷òî ýòè àëãåáðû Õîïôà äóàëüíû äðóã äðóãó îòíîñèòåëüíî áèëèíåéíîé ôîðìû

⟨f, v⟩ = f(v), f ∈ FunK(G), v ∈ K[G].

Óêàçàíèå. Âñå íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ äàíû â êîíñïåêòå ëåêöèé â ôîðìóëèðîâêàõ Óòâåðæäåíèé 3.2,

3.3 è 3.4.

À èìåííî, ïðîâåðüòå ÿâíûì âû÷èñëåíèåì ñëåäóþùåå:

à) Îòîáðàæåíèÿ ∆G, εG è ∆F , εF ÿâëÿþòñÿ ãîìîìîðôèçìàìè, à îòîáðàæåíèÿ SG è SF �

àíòèãîìîìîðôèçìàìè.

á) Äëÿ âñåõ îïåðàöèé â àëãåáðàõ Õîïôà K[G] è FunK(G) âûïîëíåíû àêñèîìû îïðåäåëåíèÿ

àëãåáðû Õîïôà.

â) Îïåðàöèè â àëãåáðå Õîïôà K[G] ñâÿçàíû ñ îïåðàöèÿìè â àëãåáðå Õîïôà FunK(G) ïîñðåä-
ñòâîì áèëèíåéíîé ôîðìû â ñîîòâåòñòâèè ñ Îïðåäåëåíèåì 2.3 (ñì. êîíñïåêò ëåêöèè, ñòð.

16.)

2. Íà ïðèìåðå ñòðóêòóð àëãåáðû Õîïôà â óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû Ëè íàéäèòå

ñâÿçü ñëåäóþùèõ êîìïîçèöèé îòîáðàæåíèé

(S ⊗ S) ◦∆ è ∆ ◦ S,

à òàêæå âû÷èñëèòå çíà÷åíèå êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèé ε ◦ S íà ïðîèçâîëüíîì ýëåìåíòå óíèâåð-

ñàëüíîé îáåðòûâàþùåé. Çäåñü ∆, ε è S ÿâëÿþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, îòîáðàæåíèÿìè êîóìíîæåíèÿ,

êîåäèíèöû è àíòèïîäà.

Ïðîâåðüòå âûïîëíåíèå íàéäåííûõ ôîðìóë äëÿ äâóõ äðóãèõ ïðèìåðîâ àëãåáð Õîïôà: äëÿ ãðóï-

ïîâîé àëãåáðû K[G] êîíå÷íîé ãðóïïû G è äëÿ àëãåáðû FunK(G) ëèíåéíûõ ôóíêöèé íà ãðóïïîâîé
àëãåáðå ãðóïïû G.

3. Ïóñòü T̂ : G → End(V ) ïðåäñòàâëåíèå êîíå÷íîé ãðóïïû G â êîíå÷íîìåðíîì ëèíåéíîì K-
ïðîñòðàíñòâå V . Ïîëüçóÿñü ñòðóêòóðîé àëãåáðû Õîïôà íà ãðóïïîâîâé àëãåáðå K[G], ïîñòðîéòå
ïðåäñòàâëåíèå G â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå End(V ) ≃ V ⊗ V ∗.

4. Ìàòðèöû q-àíòèñèììåòðèçàòîðîâ A
(k)
12...k è q-ñèììåòðèçàòîðîâ S

(k)
12...k (îáðàçû â R-ìàòðè÷íîì

ïðåäñòàâëåíèè ïðèìèòèâíûõ èäåìïîòåíòîâ àëãåáðû Ãåêêå, îòâå÷àþùèõ ñîîòâåòñòâåííî îäíî-

ñòîëáöîâûì è îäíîñòðî÷íûì äèàãðàììàì Þíãà) çàäàþòñÿ ñëåäóþùèìè ðåêóððåíòíûìè ôîð-

ìóëàìè:
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Íàïîìíèì, ÷òîRi = Ri i+1, ãäåR ÿâëÿåòñÿR-ìàòðèöåéGL(N) òèïà. Íàéäèòå ÿâíûå âûðàæåíèÿ (â
òåðìèíàõ q-àíòèñèììåòðèçàòîðîâ è q-ñèììåòðèçàòîðîâ) äëÿ ÷àñòè÷íûõ R-ñëåäîâ TrR(r+1...k)A

(k)

è TrR(r+1...k)S
(k), ãäå 0 ≤ r ≤ k − 1.


