
Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, ñëó÷àéíûå ìàòðèöû è èíòåãðèðóåìûå ìîäåëè .

Ëèñòîê 2.

Çàäà÷à 1. Èíâàðèàíòíûå àíñàìáëè vs ìàòðèöû Âèãíåðà

Ìàòðèöàìè Âèãíåðà íàçûâàþòñÿ ýðìèòîâû ìàòðèöû, ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû êîòîðûõ
íà è âûøå ãëàâíîé äèàãîíàëè ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè.
Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèö Âèãíåðà
äèôôåðåíöèðóåìû, ïîêàæèòå, ÷òî åäèíñòâåííûé ïðèìåð, êîãäà ìåðà íà âåùåñòâåí-
íûõ (êîìïëåêñíûõ, êâàòåðíèîííî-âåùåñòâåííûõ) ìàòðèöàõ Âèãíåðà èíâàðèàíòíà îò-
íîñèòåëüíî ïðèñîåäèíåííîãî äåéñòâèÿ îðòîãîíàëüíîé (óíèòàðíîé, óíèòàðíîé ñèì-
ïëåêòè÷åñêîé) ãðóïïû, äàåòñÿ ìåðîé âèäà

P (dA) = Z−1 exp
(
−aTrA2 + bTrA

)
dA

Óêàçàíèå:
1) Çàìåòüòå, ÷òî ìàòðèöû ïåðåñòàíîâêè - ÷àñòíûé ñëó÷àé óíèòàðíûõ ìàòðèö.

Ïîêàæèòå, ÷òî ýëåìåíòû íà ãëàâíîé äèàãîíàëè îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû. Òî æå ñàìîå
ñïðàâåäëèâî äëÿ ýëåìåíòîâ âíå ãëàâíîé äèàãîíàëè. Òàêèì îáðàçîì ìåðà çàäàåòñÿ â
òåðìèíàõ äâóõ íåèçâåñòíûõ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé.

2) ×òîáû âûÿñíèòü âèä ýòèõ ôóíêöèé, ïîïðîáóéòå ïîòðåáîâàòü èíâàðèàíòíîñòè
ïî îòíîøåíèþ ê êîíêðåòíîìó áåñêîíå÷íî ìàëîìó óíèòàðíîìó ïðåîáðàçîâàíèþòèïà
ìàëîãî âðàùåíèÿ â ïëîñêîñòè íàòÿíóòîé íà äâà áàçèñíûõ âåêòîðà. Ðåøèòå ïîëó-
÷åííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, è âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî èíâàðèàíòíîñòü
ïëîòíîñòè òðåáóåò, ÷òîáû îíà áûëà ôóíêöèåé ñëåäîâ ñòåïåíåé ìàòðèöû A.

Çàäà÷à 2. Ñâîéñòâî ìàêñèìàëüíîé ñëó÷àéíîñòè ãàóññîâûõ àíñàì-

áëåé

Ïîêàæèòå, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå P (H) = Z−1 exp [−Tr(H2)/2] ìàêñèìèçèðóåò ôóíê-
öèîíàë ¾ýíòðîïèè¿

S(P ) = −
�
p(H) logP (H)dnH

ïðè óñëîâèè E(Tr(H2)) = n, ãäå n = N + βN(N − 1)/2 � ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû, à
dH - ìåðà ëåáåãà â Rn íà n íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Çàäà÷à 3. Ìèíèìàëüíûé ïðèìåð ãàóññîâûõ àíñàìáëåé

Íàéäèòå ïðÿìîé äèàãîíàëèçàöèåé ðàñïðåäåëåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèö
ðàçìåðà 2×2 èç ãàóññîâûõ îðòîãîíàëüíîãî, óíèòàðíîãî è ñèìïëåêòè÷åñêîãî àíñàìáëÿ.

a) Ðàññìîðèòå âåùåñòâåííóþ ñèììåòðè÷íóþ ìàòðèöó A ∈ R2×2, ñ íåçàâèñèìû-
ìè ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè, a11, a22 ∼ N (0, 1), a12 = a21 ∼ N (0, 1/

√
2). Ïîñòðîéòå

îðòîãîíàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, äèàãîíàëèçóþùèå ýòè ìàòðèöû. Îò ðàñïðåäåëåíèÿ
ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ïåðåéäèòå ê íîâûì ïåðåìåííûì � ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì è
óãëó ïîâîðîòà, êîòîðûé çàäàåò îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå. Ïðîèíòåãðèðóéòå ïî
óãëó è íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

b)* Ïîïðîáóéòå ïðîäåëàòü òî æå ñàìîå äëÿ ýðìèòîâûõ è êâàòåðíèîííî-
âåùåñòâåííûõ ýðìèòîâûõ ìàòðèö 2 × 2 ñ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûìè ìàòðè÷íûìè
ýëåìåíòàìè, ïðèìåíèâ äëÿ äèàãîíàëèçàöèè óíèòàðíûå è ñèìïëåêòè÷åñêèå ìàòðèöû
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ñîîòâåòñòâåííî. Â êâàòåðíèîííîì ñëó÷àå ìîæíî äóìàòü î êâàòåðíèîíàõ êàê î ìàòðè-
öàõ êàê î ìàòðèöàõ 2× 2, ïîñòðîåííûõ èç ìàòðèö Ïàóëè, e0 = I2, ek = iσk, k = 1, 2, 3.
Âåùåñòâåííûé êâàòåðíèîí â òàêîì ïðåäñòàâëåíèè èìååò âèä(

z w
−w∗ z∗

)
,

ãäå z è w - êîìïëåêñíûå ÷èñëà.

Çàäà÷à 4. Îáðàùåíèå âðåìåíè è âûðîæäåíèå Êðàìåðà

1. Óáåäèòåñü, ÷òî âåùåñòâåííî-êâàòåðíèîííàÿ ýðìèòîâà ìàòðèöà X = X+ ∈
HN×N êîììóòðóåò ñ îïåðàòîðîì îáðàùåíèÿ âðåìåíè T = Z2NC, ãäå Z2N := e2 ⊗ IN ,
à C � êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå, äåéñòâóþùåå íà êâàòåðíèîíû ñëåäóþùèì îáðàçîì
CekC = (−1)k ek, k = 0, . . . , 3. (Áóêâàëüíî êîìïëåêñíûì ñîïðÿæåíèåì îïåðàòîð C
áóäåò, åñëè ðåàëèçîâàòü êâàòåðíèîíû â òåðìèíàõ ìàòðèö Ïàóëè, e0 = I2, ek = iσk, k =
1, 2, 3, à êâàòåðíèííî âåùåñòâåííûå ìàòðèöû X êàê êîìïëåêñíûå áëî÷íûå ìàòðèöû
èç C2N×2N , ïîñòðîåííûå èç áëîêîâ 2x2).

2. Ïîêàæèòå, ÷òî ìàòðèöû, êîììóòðóþùèå ñ îïåðàòîðîì îáðàùåíèÿ âðåìåíè,
èìåþò äâîÿêî âûðîæäåííûé ñïåêòð.

1) Ïðåäïîëîæèì ϕ ñîáñòâåííûé âåêòîð X ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ. Ïîêàæèòå,
÷òî Tϕ � òîæå ñîáòâåííûé âåêòîð ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ.

2) Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî T 2 = −IN , ïîêàæèòå ÷òî ýòè âåêòîðà îðòîãîíàëüíû.

Çàäà÷à 5. Êðóãîâûå Àíñàìáëè

Âûâåäèòå ðàñïðåäåëåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíûõ ìàòðèö â îðòîãîíàëü-
íîì, óíèòàðíîì è ñèìïëåêòè÷åñêîì êðóãîâûõ àíñàìáëÿõ.

Çàäà÷à 6. Àíñàìáëü Âèøåðòà

Ìåðà Âèøåðòà � ìíîãîìåðíîå îáîáùåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ χ2. Ïóñòü X ∈ RN×p� âå-
ùåñòâåííàÿ, β = 1, êîìïëåêñíàÿ, β = 2 èëè êâàòåðíèîííî-âåùåñòâåííàÿ, β = 4, ìàò-
ðèöà ñ íåçàâèñèìûìè íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûìè ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè, íåçà-
âèñèìûå âåùåñòâåííûå êîìïîíåíòû êîòîðûõ èìåþò äèñïåðñèþ 1/β, è N < p.

1) Ïîêàæèòå, ÷òî ýðìèòîâà ìàðèöà A = X+X ðàñïðåäåëåíà ïî çàêîíó

P (dA) = C−1e−
β
2
Tr(A) (detA)βa/2

∏
i≤j

dAij, (1)

ãäå a = p−N + 1− 2/β.
Óêàçàíèå: Îäèí èç ñïîñîáîâ - èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ðàñïðåäåëåíèÿ-

ìè è ïðîèçâîäÿùèìè ôóíêöèÿìè ìîìåíòîâ (èëè õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè).
Âû÷èñëèòå ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ âèäà

MA(Θ) := E exp

(∑
i

ΘiiAii + 2
∑
i<j

ΘijAij

)
= E expTr

(
Θ+A

)
,

äâóìÿ ñïîñîáàìè: ïðÿìûì èíòåãðèðîâàíèåì ïî ìåðå íà ìàòðèöàõ X è èíòåãðèðî-
âàíåèì ïî ìåðå (1). Çäåñü Θ � ïîñòîÿííàÿ ýðìèòîâà âåùåñòâåííàÿ (êîìïëåêñíàÿ,
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êâàòåðíèîííî-âåùåñòâåííàÿ) ìàòðèöà. Ïðè ýòîì âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî ìàòðèöà
Θ ïðèâîäèòñÿ ê äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå D ñîîòâåòñòâóþùèì óíèòàðíûì ïðåîáðàçî-
âàíèåì Θ = UDU+, à òàê æå òåì ôàêòîì, ÷òî ìåðû Ëåáåãà íà ìàòðèöàõ X è A
èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé X → UX è A→ UAU+ ñîîòâåòñòâåííî.

2) Ïîêàæèòå, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A èìååò âèä

f(λ1, . . . , λN) = Z−1e−
β
2

∑N
i=1 λi

N∏
i=1

λ
βa/2
i

∏
i<j

|λi − λj|β.

Çàäà÷à 7.Âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ïàñòóðà-

Ìàð÷åíêî.

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé âûáîðî÷íîé êîâàðèàöèîííîé
ìàòðèöû N ×N èìååò âèä

f(λ1, . . . , λN) = Z−1e−
β
2

∑N
i=1 λ1

N∏
i=1

λ
βa/2
i

∏
i<j

|λi − λj|β, (2)

ãäå β = 1, 2, 4 è a = αN . Ïðåäïîëîæèì. ÷òî ïðè N → ∞ ñëó÷àéíàÿ ýìïèðè÷åñêàÿ
ñïåêòðàëüíàÿ ìåðà

LN =
1

N

N∑
i=1

δλi/N ,

ñòðåìèòñÿ ê íåêîòîðîé äåòåðìèíèñòè÷ñêîé ìåðå L∞ ñ êîíå÷íûì íîñèòåëåì, â òîì
ñìûñëå, ÷òî äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f(x) ïðåäåë ñðåäíåãî

âèäà N−1E
(∑N

i=1 f(λi/N)
)
âû÷èñëÿåòñÿ êàê

lim
N→∞

N−1E

(
N∑
i=1

f(λi/N)

)
=

�
f(x)dL∞(x).

a) Ñòàðòóÿ ñ ïëîòíîñòè (2) ñôîðìóëèðóéòå âàðèàöèîííóþ çàäà÷ó î íàõîæäåíèè ïðå-
äåëüíîé ýìïèðè÷åñêîé ìåðû.
á) Çàïèøèòå ðåøåíèå âàðèàöèîííîé çàäà÷è â âèäå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ è, ïðî-
äèôôåðåíöèîðâàâ åãî, ñ ïîìîùüþ ôîðìóë Ñîõîöêîãî-Ïëåìåëÿ çàïèøèòå çàäà÷ó
Ðèìàíà-Ãèëüáåðòà äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ñòèëüòüåñà îò L∞.
â) Ðåøèòå ïîëó÷åííóþ çàäà÷ó è, îáðàòèâ ïðåîáðàçîâàíèå Ñòèëüòüåñà, âûâåäèòå ðàñ-
ïðåäåëåíèå Ïàñòóðà-Ìàð÷åíêî.

Çàäà÷à 8.Ôîðìóëà Ãåéíå äëÿ óíèòàðíûõ îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëå-

íîâ.

Ïóñòü
Pn(n) = xn + . . . , n = 0, 1, 2, . . .

ñèñòåìà óíèòàðíûõ ìíîãî÷ëåíîâ, îðòîãîíàëüíûõ îòíîñèòåëüíî ìåðû α(x),

�
Pn(x)Pm(x)dα(x) = hnδn,m.
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Äîêàæèòå, ÷òî Pn(x) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Pn(x) =
1

n!Dn−1

E

[
n∏

i=1

(x− xi)

]
,

ãäå ìàòîæèäàíèå âû÷èñëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî ìåðû

µ(dx1 × . . .× dxn) =
∏

1≤i<j≤n

(xi − xj)
2dα(x1) . . . dα(xn),

è Dn = det
[�
xi+jdα(x)

]
0≤i,j≤n

.

Çàäà÷à 9. Ëåììà Êðèñòîôåëÿ-Äàðáó

Ðàññìîòðèòå ñèñòåìó óíèòàðíûõ ìíîãî÷ëåíîâ

pn(x) = xn + . . . ,

îðòîãîíàëüíûõ îòíîñèòåëüíî âåñà w(x) ñ íîðìèðîâêîé

⟨pk, pm⟩ :=
�
pk(x)pm(x)w(x)dx = δk,mhm, k,m = 0, 1, . . . ,

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò òð¼õ÷ëåííûì ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì

pk+1(x) + (Ak − x)pk(x) +Bkpk−1(x) = 0,

ãäå

Ak =
⟨xpk, pk⟩

hk
è Bk =

hk
hk−1

.

Ïóñòü

ψn(x) := pn(x)

√
w(x)

hn

ñîîòâåòñòâóþùèé áàçèñ Ôóðüå, à

KN(x, y) :=
N−1∑
n=0

ψn(x)ψn(y)

ïðîåêòîð ðàíãà N. Äîêæèòå ôîðìóëû Êðèñòîôåëÿ-Äàðáó

KN(x, y) = γN
ψN−1(x)ψN(y)− ψN(x)ψN−1(y)

y − x

è
KN(x, x) = γN(ψ

′
N(x)ψN−1(x)− ψN(x)ψ

′
N−1(x)),

ãäå γk =
√
hk/hk−1.

Çàäà÷à 10. Ìàòðèöà ßêîáè
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Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è áåñêîíå÷íàÿ ìàòðèöà âèäà

Q =


A0 γ1 0 0 .
γ1 A1 γ2 0 .
0 γ2 A2 γ3 .
0 0 γ3 . .
. . . . .

 ,

íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ßêîáè. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ôîðìóëû äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ îð-
òîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ è ÿäðà

pN(x) = det
N×N

(x−Q), KN(x, y) =

√
w(x)w(y)

hN−1

det
(N−1)×(N−1)

[(x−Q)(y −Q)] ,

ãäå îïðåäåëèòåëè ïîíèìàþòñÿ êàê ãëàâíûå ìèíîðû ïîðÿäêà N .

Çàäà÷à 11. Àíñàìáëü Ëàãåððà-Âèøåðòà

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé êîâàðèàöèîííûõ âûáîðî÷íûõ
ìàòðèö èç àíñàìáëÿ Ëàãåððà-Âèøåðòà èìååò âèä

f(λ1, . . . , λN) = Z−1e−
β
2

∑N
i=1 λ1

N∏
i=1

λ
βa/2
i

∏
i<j

|λi − λj|β,

ãäå λi ∈ [0,∞) (ñì. Ëèñòîê 1.).

Èñïîëüçóÿ ìíîãî÷ëåíû Ëàãåððà, L
(a)
n (x) (íåîáõîäèìûå ñïðàâî÷íûå ñâåäåíèÿ ïðè-

âåäåíû â êîíöå çàäà÷è), ïîñòðîéòå êîððåëÿöèîííîå ÿäðî KN(x, y), äëÿ ñëó÷àÿ β = 2
è a ≥ 0. Ïðîâåäèòå åãî àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç â ðàçëè÷íûõ ïðåäåëàõ:

1. Âûâåäèòå óðàâíåíèå íà ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ ìíîãî÷ëåíîâ Ëàãåððà èç òð¼õ-
÷ëåííûõ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé è, ðåøèâ åãî, ïîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâîäÿùàÿ
ôóíêöèÿ èìååò âèä

G(a)(x, t) :=
∞∑
k=0

L
(a)
k (x)tk =

exp
(
− tx

1−t

)
(1− t)a+1 .

Çàïèøèòå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ìíîãî÷ëåíîâ Ëàãåððà.

2. Èññëåäóéòå ïîâåäåíèå ïîëó÷åííîãî èíòåãðàëà â ïðåäåëå N → ∞, ñ÷èòàÿ ÷òî
0 ≤ a ≤ ∞ îñòàåòñÿ êîíå÷íîé âåëè÷èíîé, è âûâåäèòå ïðåäåëüíûå ôîðìóëû äëÿ
êîððåëÿöèîííîãî ÿäðà â ðàçëè÷íûõ ñêåéëèíãîâûõ ïðåäåëàõ:

(a) Ïîêàæèòå, ÷òî ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü

ρ(x) = lim
N→∞

KN(Nx,Nx)

äàåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ðàñïðåäåëåíèÿ Ïàñòóðà-Ìàð÷åíêî. Åãî ìîæíî ïå-
ðåïèñàòü êàê êàê ÷åòâåðòüêðóãîâîé çàêîí � ïîëîâèíó ïîëóêðóãëîãî çàêîíà
Âèãíåðà. Îáúÿñíèòå ýòó ñâÿçü.
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(b) Ïîêàæèòå, ÷òî âî âíóòðåííåé ÷àñòè ñïåêòðà, 0 < w < 4, ïðåäåëüíîå êîð-
ðåëÿöèîííîå ÿäðî

Kbulk
∞ (x, y) = lim

N→∞

1

ρ(w)
KN

(
Nw +

x

ρ(w)
, Nw +

y

ρ(w)

)
íå çàâèñèò îò ðåôåðåíòíîé òî÷êè w è ñòðåìèòñÿ ê ñèíóñ-ÿäðó.

(c) Ïîêàæèòå ÷òî ïðè íåêîòîðîì âûáîðå êîíñòàíòû σ êîððåëÿöèîííîå ÿäðî â
îêðåñòíîñòè ïðàâîãî êðàÿ ñïåêòðà (ðåæèì ìÿãêîãî êðàÿ, soft edge)) ñõî-
äèòñÿ ê ÿäðó Àéðè

Ksoft edge
∞ (x, y) := lim

N→∞
N1/3σKN

(
4N + σN1/3x, 4N + σN1/3y

)
=

Ai(x)Ai′(y)− Ai(y)Ai′(x)

x− y

Ksoft edge
∞ (x, y) = KAiry(x, y).

(d) Ïîêàæèòå, ÷òî íà ëåâîé ãðàíèöå ñïåêòðà (â ðåæèìå æåñòêîãî êðàÿ, hard
edge scaling limit) êîððåëÿöèîííîå ÿäðî ñõîäèòñÿ ê ÿäðó Áåññåëÿ

Khard edge
∞ (x, y) ≑ lim

N→∞

1

4N
KN

( x

4N
,
y

4N

)
=

Ja(
√
x)
√
yJ ′

a(
√
y)− Ja(

√
y)
√
xJ ′

a(
√
x)

2(x− y)
.

(e) Óáåäèòåñü , ÷òî ïðè a = ±1/2 ìû âîçâðàùàåìñÿ ê ÷åòíîé è íå÷åòíîé ÷àñòè
ñèíóñ ÿäðà, à â ïðåäåëå a→ ∞, êîãäà ëåâûé êðàé îòîäâèãàåòñÿ îò òâåðäîé
ñòåíêè, ê ÿäðó Ýéðè.

Èñïîëüçóéòå ñëåäóþùèå ñïðàâî÷íûå ôîðìóëû:
Ìíîãî÷ëåíû Ëàãåððà L

(a)
k (x) îðòîãîíàëüíû â L2([0,∞), w(x)dx) ñ âåñîì w(x) =

xae−x. Äëÿ ðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî çíàòü êîýôôèöèåíò ïðè ñòàðøåì ÷ëåíå

L(a)
n (x) = xn

(−1)n

n!
+ ÷ëåíû áîëåå íèçêèõ ïîðÿäêîâ

íîðìó1 〈
L(a)
n , L(a)

m

〉
=

Γ(n+ a+ 1)

n!
δn,m,

à òàê æå êîýôôèöèåòíòû òðåõ÷ëåííûõ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé

=(n+ 1)L
(α)
n+1(x) + (2n+ α + 1− x)L(α)

n (x)=(n+ α)L
(α)
n=1(x) = 0.

Ôóíêöèè Ýéðè è Áåññåëÿ ìîæíî ïîíèìàòü â ñìûñëå èõ èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé,
íàïðèìåð

Ai(z) =
1

2π

� ∞

−∞
ei(zt+t3/3)dt

Ja(z) =

(
1
2
z
)a

2πi

� (0+)

−∞
exp

(
t− z2

4t

)
dt

ta+1
,

1Çàìåòüòå, ÷òî ïðè òàêîì òðàäèöèîííîì îïðåäåëåíèè, ìíîãî÷ëåíû Ëàãåððà íå ÿâëÿþòñÿ íè óíè-

òàðíûìè íè íîðìèðîâàííûìè íà åäèíèöó.
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èëè ëþáûõ äðóãèõ. Â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ íà÷èíàåòñÿ â
−∞ − i0, çàêàí÷èâàåòñÿ â −∞ + i0 è îáõîäèò ðàçðåç ôóíêöèè ta+1, ïðîâåäåííûé
âäîëü îòðèöàòåëüíîé ÷àñòè äåéñòâèòåëüíîé îñè.

Çàäà÷à 12. ×èñëî ÷àñòèö â äåòåðìèíàíòíîì òî÷å÷íîì ïðöåññå

Ïóñòü (X,Conf(X),P) � äåòåðìèíàíòíûé òî÷å÷íûé ïðîöåññ, çàäàâàåìûé êîððå-
ëÿöèîííûì ÿäðîì Kn : X × X → C, êîòîðîå îïðåäåëÿåò ëèíåéíûé îïðåàòîð
K̂n : L2(X, µ) → L2(X, µ),

K̂nf(x) =

�
X

Kn(x, y)f(y)dµ(y), f(x) ∈ L2(X, µ),

ÿâëÿþùèéñÿ ïðîåêòîðîì, K̂2
n = K̂n, íà ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n, ò.å.

dimImK̂n = n. Äîêàæèòå, ÷òî îáùåå ÷èñëî ÷àñòèö â ýòîì ïðîöåññå ïî÷òè íàâåðíîå
ðàâíî n,

P(ν(X) = n) = 1.

Çàäà÷à 13. ×èñëî ÷àñòèö â èíòåðâàëå â ãàóññîâîì óíèòàðíîì àíñàìáëå

è ïóàññîíîâñêîì ïðîöåññå.

Ðàññìîòðèòå ãàóññîâ óíèòàðíûé àíñàìáëü ìàòðèö n× n, ãäå ïëîòíîñòü ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé èìååò âèä

fG,β
Λn

(x1, . . . , xn) =
1

ZGUE
n

e−
1
2

∑n
i=1 x

2
i

∏
1≤i<j≤n

|xi − xj|2.

Ïóñòü En(L) := ν ([−L/
√
n, L/

√
n]) � ÷èñëî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé â îòðåçêå

[−L/
√
n, L/

√
n] è E(L) := limn→∞En(L) â ñìûñëå ìîìåíòîâ. Âû÷èñëèòå äèñïåðñèþ

D(E(L)) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû E(L) è äîêàæèòå, ÷òî èìååò ìåñòî ïðåäåë

lim
L→∞

DE(L)
lnL

=
1

π2
.

Ïðîäåëàéòå òî æå ñàìîå äëÿ ïóàññîíîâñêîãî òî÷å÷ãîãî ïðîöåññà ñ èíòåíñèâíîñòüþ
ρ â Rdäëÿ êóáà [−L,L]d, à òàêæå âû÷èñëèòå âåðîÿòíîñòü îòñóòñòâèÿ ÷àñòèö â ýòîì
êóáå
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