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Äîìàøíåå çàäàíèå � 6

Ñðîê ñäà÷è çàäàíèÿ: äî êîíöà äíÿ 29.04.23

1. Äâèæåíèå çàðÿæåííîé ÷àñòèöû ìàññû m è çàðÿäà e â ïðîñòðàíñòâå R3 â ïîëå ðàñïî-
ëîæåííîãî â íà÷àëå êîîðäèíàò ýëåêòðè÷åñêîãî äèïîëÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ ëàãðàíæèàíîì

L =
m~̇r 2

2
− e(~d, ~r )

r3
,

ãäå ~r � ðàäèóñ-âåêòîð ÷àñòèöû, r = |~r|, ~d � ïîñòîÿííûé âåêòîð, íàçûâàåìûé äèïîëüíûì
ìîìåíòîì.

à) Îïðåäåëèòå, êàêèå èç ïðåîáðàçîâàíèé ãðóïïû Ãàëèëåÿ ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðèÿìè ýòîé
ñèñòåìû è ïîñòðîéòå ñîîòâåòñòâóþùèå í¼òåðîâñêèå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ.

á) Äîêàæèòå, ÷òî îäíîïàðàìåðè÷åñêàÿ ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé

∆α : ~̃r = eα~r, t̃ = e2αt, α ∈ R ,

ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðèåé äåéñòâèÿ ñèñòåìû. Ïîñòðîéòå îòâå÷àþùèé ýòîé ãðóïïå í¼òå-
ðîâ èíòåãðàë äâèæåíèÿ.

2. Äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìàññû m âäîëü îñè O~x â îäíîðîäíîì ñèëîâîì ïîëå
îïðåäåëÿåòñÿ ëàãðàíæèàíîì

L =
mẋ2

2
+mgx.

Äîêàæèòå, ÷òî îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé

∆ε : t̃ = t, x̃ = x+ ε

ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðèåé äåéñòâèÿ ñèñòåìû è âûïèøèòå ñîîòâåòñòâóþùèé í¼òåðîâ èíòåãðàë
äâèæåíèÿ.

3. Ëàãðàíæèàí îäíîìåðíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà èìååò âèä:

L =
mẋ2

2
− mω2x2

2
.

à) Íàéäèòå îáîáùåííûé èìïóëüñ è ïîñòðîéòå ãàìèëüòîíèàí H ýòîé ñèñòåìû.

á) Çàìåíèì ïàðó âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ x è p íà îäíó êîìïëåñíóþ a:

a :=

√
mω

2

(
x+ i

p

mω

)
.

Âûðàçèòå ãàìèëüòîíèàí â òåðìèíàõ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ a è ā.

â) Âû÷èñëèòå ñêîáêè Ïóàññîíà {a, ā} è {a,H}.



ã) Âûïèøèòå óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà äëÿ a è íàéäèòå åãî îáùåå ðåøåíèå.

4. Ëàãðàíæèàí òî÷å÷íîãî çàðÿäà q ìàññû m, äâèæóùåãîñÿ â ïðîñòðàíñòâå R3 â ïîñòî-
ÿííîì îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå ~B ïàðàëëåëüíîì îñè O~z, â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ
èìååò âèä:

L =
m

2

(
ẋ2 + ẏ2 + ż2

)
+ ξ (xẏ − yẋ) .

Çäåñü êîíñòàíòà ξ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû çàäà÷è: ξ = qB
2c
, ãäå B = | ~B|,

c � ñêîðîñòü ñâåòà â âàêóóìå.

à) Íàéäèòå îáîáùåííûå èìïóëüñû è ïîñòðîéòå ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû.

á) Íàéäèòå ðåøåíèå óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà, îòâå÷àþùåå íà÷àëüíûì äàííûì

x(0) = y(0) = z(0) = 0, px(0) = p, py(0) = 0, pz(0) = P,

è îïèøèòå ôîðìó ñîîòâåòñòâóþùåé òðàåêòîðèè. (Ñîâåò: ïðè ðåøåíèè óäîáíî âîñïîëü-

çîâàòüñÿ êîìïëåêñíûìè ïåðåìåííûìè Q = x+ iy, PQ = px + ipy.)

â) Âû÷èñëèòå ñêîáêè Ïóàññîíà {vi, vj}1≤i,j≤3 ìåæäó êîìïîíåíòàìè âåêòîðà ñêîðîñòè
çàðÿäà ~v = (v1, v2, v3) ≡ (ẋ, ẏ, ż).

5. Ðàññìîòðèì ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî òðåõìåðíîé ÷àñòèöû, ñíàáæåííîå êàíîíè÷åñêîé
ñêîáêîé Ïóàññîíà {xi, pj} = δij, ãäå ~r = (x1, x2, x3) è ~p = (p1, p2, p3) � ðàäèóñ-âåêòîð
è èìïóëüñ ÷àñòèöû, ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü ~F : R3 × R3 → R3 � ïðîèçâîëüíàÿ ãëàäêàÿ âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ:

~F = f1 ~r + f2 ~p+ f3 [~r × ~p ],

ãäå fα (α=1,2,3) � ôóíêöèè îò ñêàëÿðíûõ àðãóìåíòîâ ~r 2, ~p 2 è (~r, ~p) . Âû÷èñëèòå ñëåäóþùèå
ñêîáêè Ïóàññîíà:

à) {~F , ( ~M,~n)}, ãäå ~M := [~r× ~p ] � âåêòîð óãëîâîãî ìîìåíòà ÷àñòèöû, ~n � ïîñòîÿííûé
âåêòîð, çàäàþùèé íàïðàâëåíèå â ïðîñòðàíñòâå (êîìïîíåíòû ~n íå çàâèñÿò îò ~r è ~p).

á) {~F , ~M2}.

6. Ëàãðàíæèàí äâóìåðíîãî èçîòðîïíîãî îñöèëëÿòîðà â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ ïðî-
ñòðàíñòâà R2 èìååò âèä:

L =
m

2

(
ẋ2 + ẏ2

)
− mω2

2

(
x2 + y2

)
.

à) Íàéäèòå îáîáùåííûå èìïóëüñû è ïîñòðîéòå ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû.

á) Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèè

J1 =
1

2m

(
p2x − p2y

)
+
mω2

2

(
x2 − y2

)
, J2 =

1

m
pxpy +mω2xy, J3 = ω (xpy − ypx)

ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ.

â) Äîêàæèòå, ÷òî ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ôóíêöèé Ji L := Span(J1, J2, J3) èíâàðèàíòíà
îòíîñèòåëüíî ñêîáêè Ïóàññîíà, ò.å., ñêîáêà Ïóàññîíà ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ èç L
ïðèíàäëåæèò L.


