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1. Ïóàññîíîâà ñòðóêòóðà íà R3 â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ (x, y, z) çàäàåòñÿ ôîðìóëàìè

{x, y} = −2z, {y, z} = −2x, {z, x} = 2y.

à) Óáåäèòåñü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x, y, z) = x2 − y2 + z2 ïðèíàäëåæèò ïóàññîíîâó öåíòðó
ýòîé ñòðóêòóðû, òî åñòü èìååò íóëåâóþ ñêîáêó Ïóàññîíà ñ ëþáîé ôóíêöèåé.

á) Äëÿ ñåìåéñòâà ïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ ýòîé ôóíêöèè � äâóõïîëîñòíûõ ãèïåðáîëîèäîâ
âðàùåíèÿ

y2 = x2 + z2 +R2, R ∈ R\{0},

ïîñòðîéòå íàáîðû êîîðäèíàò Äàðáó.

â) Ðàññìîòðèì òðè Ãàìèëüòîíîâûõ âåêòîðíûõ ïîëÿ Xx, Xy è Xz, ïîðîæäåííûõ äåêàð-
òîâûìè êîîðäèíàòàìè (íàïîìíèì, ÷òî Xx = {∗, x} è ò.ä.). Íà ïîâåðõíîñòè ãèïåðáî-
ëîèäà, çàäàííîãî â ïóíêòå á), âûðàçèòå ýòè ïîëÿ ÷åðåç äâà áàçèñíûõ êàñàòåëüíûõ
âåêòîðíûõ ïîëÿ ê ãèïåðáîëîèäó è íàéäèòå ôóíêöèîíàëüíîå òîæäåñòâî, îòðàæàþ-
ùåå çàâèñèìîñòü òðåõ ïîëåé Xx, Xy è Xz íà ïîâåðõíîñòè ãèïåðáîëîèäà.

2. Äëÿ êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (q, p) 7→ (Q,P ) èçâåñòíî âûðàæåíèå íîâîãî èìïó-
óëüñà P â òåðìèíàõ ñòàðûõ êîîðäèíàò q è p:

P =
p

f ′(q)
, ãäå f(q) ∈ C1(R), f ′(q) = df

dq
.

à) Íàéäèòå ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ 1-ãî ðîäà ýòîãî êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ,
âîñïîëüçîâàâøèñü àíçàöåì F1(q,Q) = e−QA(q), A(q) ∈ C1(R).
Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íî, äîñòàòî÷íî íàéòè îäíó.

á) Ïîëó÷èòå âûðàæåíèå äëÿ íîâîé êîîðäèíàòû Q â òåðìèíàõ q è p.

3. Áóñèíêà ìàññû m ïåðåìåùàåòñÿ âäîëü ïðîâîëîêè, ëåæàùåé íà ñòîëå (ò.å., â ãîðèçîí-
òàëüíîé ïëîñêîñòè). Òðåíèå ìåæäó áóñèíêîé è ïðîâîëîêîé îòñóòñòâóåò, âíåøíèå ñèëû íà
ñèñòåìó íå äåéñòâóþò. Ôîðìà ïðîâîëîêè â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ íà ïëîñêîñòè çàäà-
åòñÿ ñîîòíîøåíèåì y(x) = cosh x.

à) Çàïèøèòå ëàãðàíæèàí è ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà ïîñòðîéòå ãàìèëü-
òîíèàí ýòîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû.

á) Ïîäáåðèòå êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå (x, p) 7→ (X,P ) òàêîå, ÷òî â íîâûõ ïåðå-
ìåííûõ ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû áóäåò çàâèñåòü òîëüêî îò èìïóëüñà: H̃(P ).
Âîñïîëüçóéòåñü ðåçóëüòàòàìè çàäà÷è 2.

â) Íàéäèòå îáùåå âûðàæåíèå äëÿ òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ áóñèíêè x(t).
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4. Îäíîìåðíûé ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð çàäàåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì

H(q, p) =
p2

2m
+

mω2q2

2
.

à) Ñ÷èòàÿ íà÷àëüíûå äàííûå q0 è p0 êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûìè ïåðåìåííûìè ñî ñêîá-
êîé Ïóàññîíà {q0, p0} = 1, äîêàæèòå, ÷òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ q(t) è p(t)
â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè òîæå îáðàçóþò ïàðó êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûõ âåëè÷èí:

{q(t), p(t)}(q0,p0) = 1.

á) Íàéäèòå ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ ïåðâîãî ðîäà F1(q0, q(t), t), îòâå÷àþùóþ êàíîíè-
÷åñêîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ýâîëþöèè âî âðåìåíè

(q0, p0) 7→ (q(t), p(t)).

â) Íàéäèòå ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ âòîðîãî ðîäà F2(q0, p(t), t), îòâå÷àþùóþ êàíîíè-
÷åñêîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ýâîëþöèè.
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