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Ïðåäèñëîâèå

�Âñå òå÷åò, âñå èçìåíÿåòñÿ�. Òå÷åò âðåìÿ è ïîâñåìåñòíî ïðîèñõîäÿò ýèîëþöèîííûå
ïðîöåññû â îêðóæàþùåì íàñ ìèðå. Ìíîãèå èç íèõ (à â íà÷àëå XIX âåêà áûëî ìíåíèå,
÷òî âñå îíè) îïèñûâàþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè. Ëàïëàñ ïèñàë:

�Ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü íàñòîÿùåå ñîñòîÿíèå Âñåëåííîé êàê ñëåäñòâèå åãî ïðî-
øëîãî è ïðè÷èíó åãî áóäóùåãî. Óì, êîòîðîìó áûëè áû èçâåñòíû äëÿ êàêîãî-ëèáî
äàííîãî ìîìåíòà âñå ñèëû, îäóøåâëÿþùèå ïðèðîäó, è îòíîñèòåëüíîå ðàñïîëîæåíèå
åå ñîñòàâíûõ ÷àñòåé, åñëè áû âäîáàâîê îí îêàçàëñÿ äîñòàòî÷íî îáøèðíûì, ÷òîáû
ïîä÷èíèòü ýòè äàííûå àíàëèçó, îáíÿë áû â îäíîé ôîðìóëå äâèæåíèå âåëè÷àéøèõ
òåë Âñåëåííîé íàðàâíå ñ äâèæåíèÿìè ìåëü÷àéøèõ àòîìîâ: íå îñòàëîñü áû íè÷åãî,
÷òî áûëî áû äëÿ íåãî íåäîñòîâåðíî, íî áóäóùåå, òàêæå êàê è ïðîøåäøåå, ïðåäñòà-
ëî áû ïåðåä åãî âçîðîì� (Essai philosophique sur les probabilites � Îïûò ôèëîñîôèè
òåîðèè âåðîÿòíîñòè, 1814)

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ îñíîâà ýòîãî ïðåäñêàçàíèÿ � òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâå-
íîñòè ðåøåíèé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ â òî âðåìÿ
áûëà íà ïåðåäíåì êðàå íàóêè. Ñåé÷àñ ýòà òåîðåìà � îäèí èç öåíòðàëüíûõ ðåçóëü-
òàòîâ ñòóäåí÷åñêîãî êóðñà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Îòêðûòèÿ ÕÕ âåêà ïîêàçàëè, ÷òî íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ñâîèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, áûâàåò
íåâîçìîæíî íà îñíîâå ýòîãî äåëàòü òî÷íûå ïðåäñêàçàíèÿ. Ñóùåñòâóþò äèôôåðåíöè-
àëüíûå óðàâíåíèÿ, �÷óâñòâèòåëüíûå ê èçìåíåíèþ íà÷àëüíûõ óñëîâèé�. Íè÷òîæíîå,
íåóëîâèìîå íèêàêèìè ïðèáîðàìè, èçìåíåíèå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ìîæåò ïðèâåñòè ê
òîìó, ÷òî çà êîðîòêîå âðåìÿ ðåøåíèå èçìåíèòñÿ äî íåóçíàâàåìîñòè. Ýòîò ýôôåêò
îòíîñèòñÿ ê òåîðèè �äåòåðìèíèðîâàííîãî õàîñà�, áóðíî ðàçâèâàþùåéñÿ, íà÷èíàÿ ñ
ñåðåäèíû ÕÕ âåêà. Îäíà èç îñíîâíûõ êîíñòðóêöèé ýòîé òåîðèè � ïîäêîâà Ñìåéëà
� èçëîæåíà â ïîñëåäíåé ãëàâå íàñòîÿùåé êíèãè.

Íàø ó÷åáíèê ñëåäóåò òðàäèöèè, çàëîæåííîé â êíèãàõ Àðíîëüäà [?] è Õèðøà �
Ñìåéëà � Äåâàíå [?]. ×àñòü ìàòåðèàëà ïî÷åðïíóòà òàêæå èç çàìå÷àòåëüíîãî ó÷åáíè-
êà È.Ã.Ïåòðîâñêîãî [?]. Ìû ïðèäåðæèâàåìñÿ áåñêîîðäèíàòíîãî èçëîæåíèÿ è îïèñû-
âàåì ÿâëåíèÿ â èíâàðèàíòíûõ òåðìèíàõ. Öåíòðàëüíûì îáúåêòîì ëèíåéíîé òåîðèè
ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíòà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ äîêàçûâàåòñÿ ñ
ïîìîùüþ ïðèíöèïà ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé.

Â òî æå âðåìÿ â ýòîé êíèãå åñòü ðÿä íîâøåñòâ ïî ñðàâíåíèþ ñ ýòèìè êëàññè÷å-
ñêèìè ó÷åáíèêàìè. Ïîäðîáíî îïèñàí õîä ëó÷åé íà ïëîñêîñòè ñ ïåðåìåííûì ïîêàçà-
òåëåì ïðåëîìëåíèÿ, äàííûé â ó÷åáíèêå Àðíîëüäà ëèøü íàìåêîì. Äîêàçàòåëüñòâî
ïåðâîãî çàêîíà Êåïëåðà èçëîæåíî ýëåìåíòàðíî ñ ïîìîùüþ ïðèåìà, ïðåäëîæåííîãî
Ôåéíìàíîì. Â ãëàâå î ñèììåòðèÿõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðèâåäåíà òåîðìà
Íåòåð î ïåðâûõ èíòåãðàëàõ. Ìåòîä Ôóðüå äëÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè
èçëàãàåòñÿ êàê ïðèëîæåíèå òåîðèè ëèíåéíûõ àâòîíîìíûõ ñèñòåì. Ýòî åñòåñòâåííî
ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì Áåññåëÿ, îïèñàííûì â ãëàâå 6. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è
åäèíñòâåííîñòè äîêàçàíà ìíîãèìè ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Â òåîðèè óñòîé÷èâîñòè
èññëåäóþòñÿ ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íå òîëüêî äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
íî è äëÿ îòîáðàæåíèé. Íåñìîòðÿ íà äîáàâëåíèå ìàòåðèàëà, ýòî óïðîùàåò èçëîæå-
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íèå. Íàðÿäó ñ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì óñòîé÷èâîñòè â òåîðåìå Ëÿïóíîâà äîêàçàíî
(ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè ×åòàåâà) äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íåóñòîé÷èâîñòè. Äàíà ïîëíàÿ
òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ äëÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è îòîáðàæåíèé; â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíà òåîðåìà Ãðîáìà-
íà � Õàðòìàíà. Èçëîæåíû îñíîâû òåîðèè Ôðîáåíèóñà. Ïîäêîâà Ñìåéëà îïèñàíà
íà ÿçûêå, äîñòóïíîì äëÿ ñòàðøåêëàññíèêîâ. Êíèãà ñíàáæåíà íàáîðîì çàäà÷, áîëåå
îáèëüíûì, ÷åì â òðàäèöèîííûõ ó÷åáíèêàõ.
Íåñêîëüêî ñëîâ îá èñòîðèè íàïèñàíèÿ ýòîé êíèãè. Â íåé ïîäèòîæåí 50-ëåòíèé

îïûò òðåòüåãî àâòîðà, êîòîðûé ñ 1968 ãîäà âåë óïðàæíåíèÿ, à ñ 1993 ãîäà ÷èòàë
êóðñ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà ìåõìàòå ÌÃÓ. Ñ 1997 ïî 2016
ãîä Þ.Ñ. Èëüÿøåíêî ðàáîòàë ïîëãîäà â ãîäó ïðîôåññîðîì Êîðíåëüñêîãî óíèâåðñè-
òåòà, ÑØÀ, è ïðåïîäàâàë íà ìåõìàòå òîëüêî â âåñåííåì ñåìåñòðå. Ïîýòîìó îí äåëèë
ãîäîâîé êóðñ ñ ëåêòîðàìè íàïàðíèêàìè: À.Ñ.Ãîðîäåöêèì, Â.À.Êîíäðàòüåâûì, È.Â.
Àñòàøîâîé, À.È.Áóôåòîâûì, êîòîðûå ÷èòàëè ïåðâóþ ïîëîâèíó êóðñà â îñåííåì ñå-
ìåñòðå. Ýòîò æå êóðñ, â íåñêîëüêî ñîêðàùåííîì âèäå, ÷èòàëè â ðàçíûå ãîäû Þ. Ñ.
Èëüÿøåíêî è Í.Á.Ãîí÷àðóê â Êîðíåëüñêîì óíèâåðñèòåòå; Þ.Ñ. Èëüÿøåíêî ÷èòàë
åãî òàêæå â Íåçàâèñèìîì óíèâåðñèòåòå, Ìîñêâà.
Èìåííî Àñòàøîâîé è Áóôåòîâó ïðèíàäëåæèò èäåÿ íàïèñàíèÿ ýòîé êíèãè. Áóôå-

òîâó òàêæå ïðèíàäëåæèò åùå îäíà èäåÿ: ïîïðîñèòü Í.Á.Ãîí÷àðóê, òîãäà ñòóäåíòêó,
íàïèñàòü ýòó êíèãó íà îñíîâå (ïðåêðàñíûõ!) êîíñïåêòîâ, çàïèñàííûõ ñëóøàòåëÿìè
êóðñà. Ïåðâûå ÷åòûðå ãëàâû áûëè íàïèñàíû Ãîí÷àðóê, êîãäà îíà ó÷èëàñü â óíè-
âåðñèòåòå (Ëîìîíîñîâñêîì è Íåçàâèñèìîì). Ïðè ýòîì áûë âûðàáîòàí ñòèëü, ñîõðà-
íèâøèéñÿ âî âñåé êíèãå. Òàê ÷òî ýòà êíèãà â ñâîåì ðîäå óíèêàëüíà: ýòî ó÷åáíèê,
íàïèñàííûé ñòóäåíòîì äëÿ ñòóäåíòîâ. Âïðî÷åì, âñå òðè àâòîðà íàïèñàëè ðÿä ðàç-
äåëîâ ñâåðõ òîãî, ÷òî áûëî ïðî÷òåíî Áóôåòîâûì è Èëüÿøåíêî.
Ìû áëàãîäàðèì íàøèõ êîëëåã, îêàçàâøèõ íåîöåíèìóþ ïîìîùü íà ðàçíûõ ýòàïàõ

ðàáîòû íàä êíèãîé: È.Â.Àñòàøîâó, À.Ñ.Ãîðîäåöêîãî, Â.À.Êîíäðàòüåâà, Â.À.Êëåïöûíà,
À.Â.Êëèìåíêî, Ñ.È. Ìèíêîâà, À. Ýñòåðîâà. Îòäåëíàÿ áëàãîäàðíîñòü èçäàòåëüñòâó
Àìåíèêàíñêîãî Ìàòåìàòè÷åñêîãî Îáùåñòâà, êîòîðîå ëþáåçíî ðàçðåøèëî ïóáëèêà-
öèþ (ñ ìèíèìàëüíûìè èçìåíåíèÿìè) ðàçäåëîâ ïðî òåîðèþ Ôðîáåíèóñà è ïîäêîâó
Ñìåéëà, çàèìñòâîâàííûõ èç êíèãè [?]. Ìû áëàãîäàðíû ñòóäåíòàì, ïåðåäàâøèì íàì
ñâîè êîíñïåêòû, è âñåì ñëóøàòåëÿì íàøèõ ëåêöèé, ÷åé èíòåðåñ áûë äëÿ íàñ âäîõ-
íîâëÿþùåé ïîääåðæêîé.
Àâòîðû
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1 Ââåäåíèå

1.1 Ââåäåíèå

1.1.1 Ïåðâûå ïðèìåðû

Â ýòîì ðàçäåëå ìû, íå äàâàÿ ïîêà ñòðîãèõ îïðåäåëåíèé, ðåøèì íåñêîëüêî äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
Íàïîìíèì, ÷òî ïîëîæåíèå òåëà â ïðîñòðàíñòâå çàäàåòñÿ åãî êîîðäèíàòàìè x =

(x1, x2, x3). Åñëè â ìîìåíò âðåìåíè t òåëî íàõîäèòñÿ â òî÷êå x(t), òî ñêîðîñòü òåëà

ðàâíà dx
dt , à óñêîðåíèå � d2x

dt2
. Ìû òàêæå áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ ẋ = dx

dt ,

ẍ = d2x
dt2

; òî÷êîé ìû îáîçíà÷àåì ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè.

Ïàäåíèå òåëà ñ ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì

Ïóñòü òåëî âåðòèêàëüíî ïàäàåò íà ïîâåðõíîñòü Çåìëè ñ íåáîëüøîé âûñîòû è â ìî-
ìåíò âðåìåíè t íàõîäèòñÿ íà âûñîòå x(t); ìû áóäåì ïðåíåáðåãàòü ñîïðîòèâëåíèåì
âîçäóõà. Êàê èçâåñòíî, íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ íàïðàâ-
ëåíî ê öåíòðó Çåìëè è ðàâíî g ≈ 9.8 ì/c2. Ïîýòîìó

ẍ = −g.

Ýòî ðàâåíñòâî � äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íà ôóíêöèþ x.
Ïðîèíòåãðèðóåì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà, ÷òîáû íàéòè ñêîðîñòü òåëà:

v(t) = ẋ = −gt+ v0.

Çäåñü v(0) = v0 � íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü òåëà. Òåïåðü ñíîâà ïðîèíòåãðèðóåì ýòî ðà-
âåíñòâî, ÷òîáû íàéòè x(t):

x(t) = −gt
2

2
+ v0t+ x0, (1.1)

ãäå x0 = x(0) � íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå òåëà.
Èòàê, ìû ðåøèëè äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå è âûÿñíèëè, êàê äâèæåòñÿ òå-

ëî, åñëè íàì èçâåñòíî åãî íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå x0 è íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü v0. Ýòè
çíà÷åíèÿ íàçûâàþòñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.
Ôîðìóëà (1.1) ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè óðîíèòü òåëî ñ íóëåâîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ

v0 = 0, òî ðàññòîÿíèå, ïðîéäåííîå ïàäàþùèì òåëîì, âîçðàñòàåò êàê êâàäðàò âðåìå-
íè. Ýòîò çàêîí âïåðâûå ñôîðìóëèðîâàë Ãàëèëåé1 â 1609 ã. â êíèãå 2; îí îáúÿñíèë
åãî ïîñòîÿííûì äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè è ýêñïåðèìåíòàëüíî ïðîâåðèë äëÿ äâèæå-
íèÿ òåë ïî íàêëîííûì ïëîñêîñòÿì. Óòâåæäåíèå î ðàâíîìåðíîì óâåëè÷åíèè ñêîðîñòè
ïàäàþùåãî òåëà ðàíåå âñòðå÷àåòñÿ ó Äîìèíãî äå Ñîòî, 1545.

1Ãàëèëåî Ãàëèëåé (1564 � 1642) � ôèçèê, ìåõàíèê, àñòðîíîì, ôèëîñîô, ìàòåìàòèê. Îñíîâàòåëü
ýêñïåðèìåíòàëüíîé ôèçèêè. Øèðîêî èçâåñòíû àñòðîíîìè÷åñêèå îòêðûòèÿ Ãàëèëåÿ � â ÷àñòíî-
ñòè, îòêðûòèå ÷åòûðåõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà.

2Ãàëèëåî Ãàëèëåé. Ìàòåìàòè÷åñêèå äîêàçàòåëüñòâà, êàñàþùèåñÿ äâóõ íîâûõ îòðàñëåé íàóêè, îò-
íîñÿùèõñÿ ê ìåõàíèêå è ìåñòíîìó äâèæåíèþ. DISCORSI DIMOSTRAZIONI MATEMATIÑÍE,
intorno a due pioce �ienåtte Attenenti alia Mecanica i Movimenti Logah, del Signor GALILEO
GALILEI LINÑEO, Filosofoe Matematico primario del Sereni�mo Grand Ducadi Toscana.
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1.1.1. Ïåðâûå ïðèìåðû

Çàäà÷à äå Áîíà

Â 1637 ãîäó Äåêàðò îïóáëèêîâàë ñâîé òðóä �Ãåîìåòðèÿ�, ïîëîæèâøèé íà÷àëî àíà-
ëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Îí ñîäåðæàë, â ÷àñòíîñòè, ìåòîä ïðîâåäåíèÿ êàñàòåëüíûõ
ê àëãåáðàè÷åñêèì êðèâûì. Ïîñëåäîâàòåëü è ó÷åíèê Äåêàðòà, þðèñò è ìàòåìàòèê
Ôëîðèìîíä äå Áîí â ïèñüìå ê Äåêàðòó (1638) ïðåäëîæèë îáðàòíóþ çàäà÷ó: âîññòà-
íîâèòü êðèâóþ ïî îïðåäåëåííîìó ñâîéñòâó å¼ êàñàòåëüíîé. Äåêàðò ñâåë ýòó çàäà÷ó
ê çàäà÷å î íàõîæäåíèè êðèâîé, ñóáòàíãåíñ êîòîðîé ïîñòîÿíåí, è äàë ñïîñîá ïðèáëè-
æåííîãî ïîñòðîåíèÿ òàêîé êðèâîé â 1639 ã. Ñóáòàíãåíñ � ýòî äëèíà ïðîåêöèè íà
îñü àáñöèññ îòðåçêà êàñàòåëüíîé, çàêëþ÷åííîãî ìåæäó êðèâîé è îñüþ àáñöèññ (ñì.
ðèñ. 1.1 ñëåâà).
Ïóñòü èñêîìàÿ êðèâàÿ � ãðàôèê ôóíêöèè x : R → R. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ, ñóá-

òàíãåíñ ðàâåí îòíîøåíèþ x/x′. Ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå x/x′ = const, èëè

x′ = kx. (1.2)

Ñàìà çàäà÷à äå Áîíà è å¼ ñâåäåíèå ê çàäà÷å î êðèâîé ñ ïîñòîÿííûì ñóáòàíãåíñîì
ïðèâåäåíû â óïðàæíåíèè 4 â êîíöå ýòîãî ðàçäåëà. Çäåñü ìû ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà
óðàâíåíèè (1.2).
Èòàê, ìû äîëæíû íàéòè ôóíêöèþ x(t), ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîé ïðîïîðöèîíàëüíà

ñàìîé ýòîé ôóíêöèè. Å¼ íåñëîæíî óãàäàòü: ýòî ýêñïîíåíòà, òî÷íåå, x(t) = cekt äëÿ
ëþáîãî c. Ðåøåíèå çàäà÷è î êðèâîé ñ ïîñòîÿííûì ñóáòàíãåíñîì áûëî íàéäåíî Ëåéá-
íèöåì3 â 1676 ãîäó â ôîðìå t = 1

k ln(x/c).
Ìû îòëîæèì äî ðàçäåëà 2.4.2 âîïðîñ, ïî÷åìó ó óðàâíåíèÿ x′ = kx íå ìîæåò áûòü

äðóãèõ ðåøåíèé.
Íà ðèñ. 1.1 ñïðàâà èçîáðàæåíû ãðàôèêè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ x′ = kx, k = 1. Ãðà-

ôèêè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íàçûâàþòñÿ èíòåãðàëüíûìè êðèâû-
ìè.

Óïðàæíåíèå 1. Äîêàæèòå, ÷òî êðèâûå x = cekt ïðè ðàçíûõ (íåíóëåâûõ) çíà÷å-
íèÿõ c îòëè÷àþòñÿ òîëüêî ñäâèãîì èëè ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî îñè Ot.

Ýòî óïðàæíåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ó çàäà÷è äå Áîíà
òîëüêî îäíî ðåøåíèå.

Óïðàæíåíèå 2. Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìû, ðåøàÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå,
ïðîñòî ïðîèíòåãðèðîâàëè îáå åãî ÷àñòè äâàæäû. ×òî áóäåò, åñëè ïðîèíòåãðèðî-
âàòü îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ x′ = kx? Ïðèâîäèò ëè ýòîò ïóòü ê ðåøåíèþ?

Óðàâíåíèå âèäà ẋ = kx âîçíèêàåò âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ. Îíî îçíà÷à-
åò, ÷òî ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ íåêîòîðîé âåëè÷èíû ïðîïîðöèîíàëüíà ýòîé âåëè÷èíå.
Òàê, ñêîðîñòü ðàñïàäà ðàäèîàêòèâíîãî âåùåñòâà ïðîïîðöèîíàëüíà åãî êîëè÷åñòâó,
ïîýòîìó ïðè k < 0 óðàâíåíèå ẋ = kx íàçûâàþò óðàâíåíèåì ðàäèîàêòèâíîãî ðàñïà-
äà. Åñëè ðàçìíîæåíèå æèâîòíûõ íè÷åì íå îãðàíè÷åíî, òî ñêîðîñòü ðàçìíîæåíèÿ

3Ãîòôðèä Âèëüãåëüì Ëåéáíèö (1646�1716) � ôèëîñîô, ìàòåìàòèê, íàòóðôèëîñîô. Íåçàâèñèìî
îò Íüþòîíà çàëîæèë îñíîâû ñîâðåìåííîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà; èçâåñòåí ñâîèì âêëàäîì
â ìàòåìàòè÷åñêóþ ëîãèêó.
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Ðèñ. 1.1: Ñëåâà: êðèâàÿ ñ ïîñòîÿííûì ñóáòàíãåíñîì; äëèíû îòðåçêîâ, îòìå÷åííûõ
æèðíûì, ðàâíû ñóáòàíãåíñó. Ñïðàâà: èíòåãðàëüíûå êðèâûå óðàâíåíèÿ x′ =
x.

ïðîïîðöèîíàëüíà êîëè÷åñòâó æèâîòíûõ. Ïîýòîìó äëÿ k > 0 óðàâíåíèå ẋ = kx íà-
çûâàåòñÿ óðàâíåíèåì íîðìàëüíîãî (èëè: ñâîáîäíîãî) ðàçìíîæåíèÿ4. Ìû óæå çíàåì,
÷òî ðåøåíèÿ òàêîãî óðàâíåíèÿ èìåþò âèä x(t) = cekt, òî åñòü ïîïóëÿöèÿ ðàñòåò
ýêñïîíåíöèàëüíî. Êîíñòàíòà c ðàâíà íà÷àëüíîìó ðàçìåðó ïîïóëÿöèè: c = x(0).

Óïðàæíåíèå 3. Ðàçìåð íåáîëüøîé êîëîíèè áàêòåðèé óäâàèâàåòñÿ êàæäûé ÷àñ.
×åìó ðàâíà êîíñòàíòà k äëÿ ýòîé êîëîíèè?

Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à � íåáîëüøîå èññëåäîâàíèå, ïîñâÿùåííîå ðåøåíèþ çàäà÷è äå
Áîíà. ×èòàòåëü, èíòåðåñóþùèéñÿ èñòîðèåé ìàòåìàòèêè, ìîæåò îáðàòèòüñÿ ê ñòà-
òüÿì 5 6 èëè ê ïèñüìàì Äåêàðòà, Ëåéáíèöà è Íüþòîíà, ññûëêè íà êîòîðûå ìîæíî
íàéòè â ýòèõ ñòàòüÿõ.

Óïðàæíåíèå 4. Çàäà÷à, ïðåäëîæåííàÿ äå Áîíîì, èìåëà ñëåäóþùèé âèä.

Ïðîâåäåì ãîðèçîíòàëüíóþ ïðÿìóþ l1 è ïðÿìóþ l2 ïî óãëîì 45◦ ê íåé. Òðåáóåò-
ñÿ ïîñòðîèòü êðèâóþ, îáëàäàþùóþ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì. Â ëþáîé òî÷êå X íà
êðèâîé ïðîâåäåì îòðåçîê êàñàòåëüíîé ê êðèâîé XZ äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ l1, à òàêæå
îòðåçîê âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé XY äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ l1. Ïóñòü XY è l2 ïåðåñåêàþò-
ñÿ â òî÷êå I. Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îòíîøåíèå XY/ZY áûëî îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî
XI.

4Óðàâíåíèå ẋ = kx òàêæå íàçûâàþò çàêîíîì Ìàëüòóñà. Ýòó ìîäåëü ðîñòà ïîïóëÿöèè ïðåäëîæèë â
êíèãå �An Essay on the Principle of Population� Òîìàñ Ðîáåðò Ìàëüòóñ (1766�1834) � ñâÿùåííèê
è ó÷åíûé, èçâåñòíûé ñâîèìè òðóäàìè â îáëàñòè ïîëèòè÷åñêîé ýêîíîìèè è äåìîãðàôèè

5T.Lenoir, �Descartes and the geometrization of thought: the methodological background of Descartes'
Geometrie�, Historia Mathematics 6 (1979), 355-379.

6Christoph J. Scriba , �The inverse method of tangents: A dialogue between Leibniz and Newton
(1675�1677)�, Archive for History of Exact Sciences volume 2, pages 113�137 (1963).
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1.1.1. Ïåðâûå ïðèìåðû

O l1

l2

Z

X

I

Y

Ðèñ. 1.2: Çàäà÷à äå Áîíà: ïóíêòèðîì îòìå÷åíà èñêîìàÿ êðèâàÿ, çàäàííàÿ óñëîâèåì
XY/ZY = c/XI.

Äåêàðò ïðåäëîæèë ãåîìåòðè÷åñêèé ñïîñîá ñâåñòè ýòó çàäà÷ó ê çàäà÷å î ïîñòî-
ÿííîì ñóáòàíãåíñå, ýêâèâàëåíòíîé óðàâíåíèþ x′ = kx. Ìû ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëþ
ñäåëàòü ýòî àíàëèòè÷åñêè.

(a) Ââåäèòå íà ïëîêîñòè êîîðäèíàòû (u, v) òàê, ÷òî îñü u íàïðàâëåíà ïî ãîðè-
çîíòàëè, à îñü v � ïî âåðòèêàëè. Íà÷àëî êîîðäèíàò ïîìåñòèòå â òî÷êó O ïåðå-
ñå÷åíèÿ ïðÿìûõ l1 è l2. Ïóñòü èñêîìàÿ êðèâàÿ � ãðàôèê ôóíêöèè v(u). Ïîêàæèòå,
÷òî çàäà÷à äå Áîíà ïðèâîäèò ê äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ dv

du = c
v−u .

(b) Òåïåðü ðàññìîòðèòå òó æå êðèâóþ êàê ãðàôèê ôóíêöèè u(v). Ìîæíî ïðåä-
ñòàâëÿòü ñåáå, ÷òî v èãðàåò ðîëü îñè àáñöèññ, à u � îñè îðäèíàò. Ïîêàæèòå, ÷òî
ôóíêöèÿ u(v) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ du

dv = v−u
c .

(ñ) Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè íà÷àëî êîîðäèíàò ñìåñòèòü â òî÷êó O′ = (−c, 0), à
â êà÷åñòâå êîîðäèíàòíûõ âåêòîðîâ âûáðàòü (1, 0) è (1, 1), òî êîîðäèíàòû òî÷êè
(u, v) â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò áóäóò èìåòü âèä (t, x) = (v, u− v + c).

(d) Ïåðåéäÿ â íîâóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò t = v, x = u − v + c, ñâåäèòå óðàâíåíèå
du
dv = v−u

c ê óðàâíåíèþ x′ = −x
c .

Óêàçàíèå: åñëè du
dv = v−u

c , òî ÷åìó ðàâíà ïðîèçâîäíàÿ ïî v âûðàæåíèÿ x = (v −
u− c)?

(e) Ðåøèòå çàäà÷ó äå Áîíà � íàéäèòå çàâèñèìîñòü u(v). Ïðîâåðüòå, ÷òî èñêî-
ìàÿ êðèâàÿ èìååò àñèìïòîòó v = u+ c.

Îòìåòèì, ÷òî íîâîå íà÷àëî êîîðäèíàò O′ = (−c, 0) Äåêàðò íàøåë èç ãåîìåòðè-
÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé: îí äîêàçàë, ÷òî èñêîìàÿ êðèâàÿ äîëæíà èìåòü àñèìïòîòó, è
ðàñïîëîæèë íà÷àëî êîîðäèíàò â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ àñèìïòîòû ñ ïðÿìîé l1.

Ìàÿòíèêè

Ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê

Ðàññìîòðèì ãðóçèê, ïîäâåøåííûé íà äëèííîé íèòêå èëè ñòåðæíå, è áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî îí ðàñêà÷èâàåòñÿ â îäíîé ïëîñêîñòè (ñì.ðèñ. 1.3 ñëåâà). Òàêàÿ ñèñòåìà íàçû-
âàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì ìàÿòíèêîì. Ìîæíî, íàïðèìåð, ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êà÷åëè,
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1 Ââåäåíèå

êîòîðûå ìîãóò äâèãàòüñÿ òîëüêî â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïåðåêëàäèíå êà÷å-
ëåé.

Êàê ìû ïîêàæåì â ðàçäåëå 1.1.2, óãîë îòêëîíåíèÿ íèòêè îò âåðòèêàëè ïîä÷èíÿåòñÿ
óðàâíåíèþ

ẍ = −g
l
sinx, (1.3)

ãäå l � äëèíà íèòè, g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ. Ïðè x ≈ 0, òî åñòü êîãäà
íèòêà ïî÷òè âåðòèêàëüíà, ìû ìîæåì íàïèñàòü sinx ≈ x è çàìåíèòü óðàâíåíèå íà

ẍ = −g
l
x. (1.4)

Àêêóðàòíîå îáúÿñíåíèå òîãî, ïî÷åìó òàêàÿ çàìåíà âîçìîæíà, ñîâñåì íå ïðîñòî; ìû
ïðèâåäåì åãî â ðàçäåëå 4.3.7.

Ïðåæäå ÷åì ïîäáèðàòü ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ, ïðèâåäåì åùå îäíó ìåõàíè÷å-
ñêóþ çàäà÷ó, êîòîðàÿ ê íåìó ïðèâîäèò.

Ïðóæèííûé ìàÿòíèê

Ðàññìîòðèì ãðóçèê, ïîäâåøåííûé íà ïðóæèíêå � ïðóæèííûé ìàÿòíèê (ñì. ðèñ. 1.3
ñïðàâà). Ââåäåì ñèñòåìó êîîðäèíàò òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îñü Ox áûëà íàïðàâëåíà
âåðòèêàëüíî è íà÷àëî êîîðäèíàò ñîâïàäàëî ñ ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ ãðóçèêà. Åñëè
ðàñòÿíóòü ïðóæèíêó è îòïóñòèòü å¼, ãðóçèê íà÷íåò êîëåáàòüñÿ.

Â ðàçäåëå 1.1.2 ìû ïîêàæåì, ÷òî ìàëûå êîëåáàíèÿ ãðóçèêà ïîä÷èíÿþòñÿ çàêîíó

ẍ = − k

m
x

ãäå m � ìàññà ãðóçèêà, à êîíñòàíòà k çàâèñèò îò ïðóæèíêè è íàçûâàåòñÿ êîýôôè-
öèåíòîì æåñòêîñòè ïðóæèíêè.

Èòàê, äëÿ îáîèõ ìàÿòíèêîâ óðàâíåíèå ìàëûõ êîëåáàíèé èìåþò âèä ẍ = −αx,
α > 0. Òåïåðü ïîäáåðåì ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ. Íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ α = 1.

x

0

x

x

Ðèñ. 1.3: Ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê (ñëåâà) è ïðóæèííûé ìàÿòíèê ñ ðàñòÿíóòîé ïðó-
æèíîé (ñïðàâà).
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1.1.1. Ïåðâûå ïðèìåðû

Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ẍ = −x
Íàì íóæíî ïîäîáðàòü ôóíêöèþ, âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîé ðàâíà ýòîé ôóíêöèè

ñ îáðàòíûì çíàêîì. Ëåãêî óãàäàòü äâå òàêèõ ôóíêöèè: x(t) = cos t è x(t) = sin t. Íî
ýòèõ ðåøåíèé íàì íåäîñòàòî÷íî. Âåäü íàì íóæíî âûÿñíèòü, êàê áóäåò äâèãàòüñÿ
ìàÿòíèê èç ëþáîãî íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ è ïðè ëþáîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòè, òî åñòü
íàéòè ðåøåíèÿ ñî âñåâîçìîæíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x(0) = x0, ẋ(0) = v0.

Íà ïîìîùü ïðèõîäèò ñëåäóþùåå ñîîáðàæåíèå: ëþáàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ôóíê-
öèé cos t è sin t ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè òîæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì.

Óïðàæíåíèå 5. à) Ïðîâåðüòå, ÷òî x(t) = a cos t + b sin t � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
ẍ = −x äëÿ ëþáûõ êîíñòàíò a, b.

á) Ïðîâåðüòå, ÷òî åñëè ôóíêöèè φ(t) è ψ(t) � ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ẍ = −x, òî
ëþáàÿ èõ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ � òîæå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ.

Ñâîéñòâî èç ïóíêòà (á) íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîñòüþ óðàâíåíèÿ. Â ýòîé êíèãå ëèíåé-
íûì óðàâíåíèÿì ïîñâÿùåíà öåëàÿ ãëàâà.

Îñòàëîñü ñîñòàâèòü èç ñèíóñà è êîñèíóñà ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ, óäîâëåòâîðÿþ-
ùóþ íà÷àëüíîìó óñëîâèþ x(0) = x0, ẋ(0) = v0:

x(t) = x0 cos t+ v0 sin t. (1.5)

Çàìå÷àíèå 1.1.1. Íà ñàìîì äåëå, ó íàøåãî óðàâíåíèÿ íåò äðóãèõ ðåøåíèé. Ýòî
ñëåäóåò èç òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ñì.
ðàçäåë 2.4.

Íà ðèñ. 1.4 ñëåâà ïðèâåäåí ãðàôèê îäíîãî èç ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ẍ = −x, à òàêæå
ãðàôèê ñêîðîñòè v(t). Âèäíî, ÷òî ïðóæèííûé ìàÿòíèê êîëåáëåòñÿ ïåðèîäè÷åñêè ñ
ïåðèîäîì 2π.

Óïðàæíåíèå 6. Ïî ïðèâåäåííûì ãðàôèêàì îïðåäåëèòå, â êàêîé òî÷êå íàõîäèòñÿ
ãðóçèê, êîëåáëþùèéñÿ íà ïðóæèíêå, êîãäà åãî ñêîðîñòü ìàêñèìàëüíà. Äîêàæèòå
ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò, ïîëüçóÿñü òîëüêî óðàâíåíèåì ẍ = −x.

Óêàçàíèå: â òî÷êå ìàêñèìóìà ïðîèçâîäíàÿ ñêîðîñòè íóëåâàÿ.

Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé äëÿ êîñèíóñà ðàçíîñòè, ðåøåíèå (1.5) ìîæíî çàïèñàòü òàê:

x(t) = A cos(t− φ),

ãäå x0 = A cosφ, v0 = A sinφ.

Ïîýòîìó ëþáîå ðåøåíèå îòëè÷àåòñÿ îò ðåøåíèÿ x(t) = cos t òîëüêî óìíîæåíèåì
íà ïîñòîÿííóþ A è ñäâèãîì ïî âðåìåíè íà φ. Âåëè÷èíà A íàçûâàåòñÿ àìïëèòóäîé
êîëåáàíèé, à φ � ñäâèãîì ïî ôàçå.

Óïðàæíåíèå 7. Âû÷èñëèòå àìïëèòóäó êîëåáàíèé ìàÿòíèêà, çàäàííûõ óðàâíåíè-
åì ẍ = −x, åñëè èçâåñòíî íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå è íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ìàÿòíèêà.
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0

x

10 t

0

v

10 t

0

v

1 x

Ðèñ. 1.4: Ãðàôèê ïîëîæåíèÿ è ñêîðîñòè äëÿ ìàëûõ êîëåáàíèé ìàÿòíèêà, çàäàííî-
ãî óðàâíåíèåì ẍ = −x (ñëåâà) è ôàçîâûé ïîðòðåò äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ
(ñïðàâà).

Äâèæåíèå ìàÿòíèêà, êàê è ðåøåíèÿ ìíîãèõ äðóãèõ óðàâíåíèé âèäà ẍ = . . . , óäîá-
íî ðèñîâàòü íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè � ïëîñêîñòè Oxv. ×òîáû ïîëó÷èòü òàêîé ðèñóíîê,
âûïèøåì óðàâíåíèÿ äëÿ ïîëîæåíèÿ è ñêîðîñòè ìàÿòíèêà:

x(t) = A cos(t− φ), v(t) = −A sin(t− φ). (1.6)

è íàðèñóåì ôàçîâóþ êðèâóþ � êðèâóþ (x(t), v(t)) â ïëîñêîñòè Oxv. Ýòà êðèâàÿ �
îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì (0, 0) è ðàäèóñîì A, ñì. ðèñ. 1.4 ñïðàâà. Ñòðåëêàìè ïîêàçà-
íû íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ âäîëü ôàçîâûõ êðèâûõ. Ñòðåëêè íà âñåõ îêðóæíîñòÿõ
íàïðàâëåíû ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Ýòî ìîæíî îáúÿñíèòü áåç èñïîëüçîâàíèÿ ôîðìóë
(1.6): âåäü êîãäà ñêîðîñòü ãðóçèêà ïîëîæèòåëüíà (òî åñòü òî÷êà (x(t), v(t)) íàõîäèòñÿ
â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè), ãðóçèê äâèæåòñÿ ââåðõ è x(t) ðàñòåò.
Ôàçîâàÿ êðèâàÿ x(t) ≡ 0, v(t) ≡ 0, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òî÷êó (0, 0), èã-

ðàåò îñîáóþ ðîëü: îíà ñîîòâåòñòâóåò ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ ãðóçèêà. Ïî ðèñóíêó
âèäíî, ÷òî ðåøåíèÿ óðàâåíèÿ � ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè, òàê êàê ôàçîâûå êðèâûå
çàìêíóòû.
Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî α. Ïåðèîä êîëåáàíèé.
Â îáùåì ñëó÷àå óðàâíåíèå èìååò âèä ẍ = −αx. Åãî ðåøåíèÿ èìåþò âèä x(t) =

a cosβt+b sinβt äëÿ ïðàâèëüíî âûáðàííîãî β. Ïîäñòàâèâ x(t) â óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì
β =

√
α.

Óïðàæíåíèå 8. Ïðîäåëàéòå ýòó âûêëàäêó.

Óïðàæíåíèå 9. Íàðèñóéòå ôàçîâûå êðèâûå (x(t), v(t)) íà ïëîñêîñòè Oxv äëÿ óðàâ-
íåíèÿ ẍ = −4x.

Óïðàæíåíèå 10. Âû÷èñëèòå àìïëèòóäó êîëåáàíèé ìàÿòíèêà ïî åãî íà÷àëüíîìó
ïîëîæåíèþ è ñêîðîñòè äëÿ α = 4.
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1.1.1. Ïåðâûå ïðèìåðû

Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ẍ = −αx èìåþò âèä

x(t) = a cos
√
αt+ b sin

√
αt

Çíà÷èò, ìàëûå êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêà èìåþò ïåðèîä T = 2π√
α
. Äëÿ ïðóæèííîãî ìàÿòíè-

êà ïîëó÷àåì T = 2π
√

m
k , à äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà � T = 2π

√
l
g . Íàïîìíèì,

÷òî l � äëèíà íèòè.

Âïåðâûå çàâèñèìîñòü ïåðèîäà êîëåáàíèé ìàÿòíèêà îò äëèíû íèòè ýêñïåðèìåí-
òàëüíî óñòàíîâèë Ãàëèëåé. Îñîáåííî âàæíûì áûëî òî, ÷òî ïåðèîä ìàëûõ êîëåáàíèé
ìàÿòíèêà íå çàâèñèò îò àìïëèòóäû. Ýòî ïîçâîëèëî ó÷åíîìó è èçîáðåòàòåëþ Ãþé-
ãåíñó7 â 1656 ãîäó ñîçäàòü ìàÿòíèêîâûå ÷àñû (ìåõàíèçì ÷àñîâ èçãîòîâèë ÷àñîâîé

ìàñòåð Ñàëîìîí Êîñòåð). Ïîçæå Ãþéãåíñ îáîñíîâàë ôîðìóëó T = 2π
√

l
g äëÿ ïåðè-

îäà ìàëûõ êîëåáàíèé ìàÿòíèêà.

Ó ðàííèõ ìàÿòíèêîâûõ ÷àñîâ êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêà áûëè äîâîëüíî âåëèêè, ïîýòîìó
ïåðåõîä îò óðàâíåíèÿ (1.3) ê óðàâíåíèþ (1.4) âíîñèë çàìåòíóþ ïîãðåøíîñòü; ïåðèîä
êîëåáàíèé ìàÿòíèêà â òàêèõ ÷àñàõ ñèëüíî çàâèñåë îò àìïëèòóäû, ÷òî óìåíüøàëî
òî÷íîñòü õîäà. Â 1673 ãîäó Ãþéãåíñ äîêàçàë8, ÷òî åñëè ãðóçèê ìàÿòíèêà äâèæåò-
ñÿ ïî öèêëîèäå, à íå ïî äóãå îêðóæíîñòè (ýòîãî ìîæíî äîáèòüñÿ, åñëè äîáàâèòü â
êîíñòðóêöèþ ñïåöèàëüíûå îãðàíè÷èòåëè), ïåðèîä êîëåáàíèé ìàÿòíèêà íå áóäåò çà-
âèñåòü îò àìïëèòóäû. Åãî êîëåáàíèÿ áóäóò óïðàâëÿòüñÿ óðàâíåíèåì (1.4) íå òîëüêî
äëÿ ìàëûõ, íî è äëÿ ëþáûõ êîëåáàíèé. Òàêîé ìàÿòíèê ñ îãðàíè÷èòåëÿìè íàçûâàëñÿ
öèêëîèäàëüíûì.

Äðóãîé ñïîñîá ñîçäàíèÿ òî÷íûõ ÷àñîâ � óìåíüøèòü àìïëèòóäó êîëåáàíèé ìàÿò-
íèêà, ÷òîáû óðàâíåíèå (1.3) áûëî áëèæå ê óðàâíåíèþ (1.4). Îêîëî 1657 ãîäà Ãóê9

èçîáðåë àíêåðíóþ âèëêó, êîòîðàÿ ïîçâîëèëà óìåíüøèòü àìïëèòóäó êîëåáàíèé ìàÿò-
íèêà äî íåñêîëüêèõ ãðàäóñîâ. Àíêåðíàÿ âèëêà èñïîëüçîâàëàñü â ìàÿòíèêîâûõ ÷àñàõ
äî êîíöà XIX âåêà.

Ìàÿòíèê ñ òðåíèåì

Â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ìàÿòíèê áóäåò äâèãàòüñÿ ïåðèîäè÷åñêè
è íèêîãäà íå îñòàíîâèòñÿ. Èç-çà òðåíèÿ òàêîå äâèæåíèå ìàÿòíèêà íåâîçìîæíî. Äî-
áàâèì â óðàâíåíèå ñëàãàåìîå (−µẋ), êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò òðåíèþ:

ẍ = −αx− µẋ.

7Õðèñòèàí Ãþéãåíñ (1629 � 1695) � ôèçèê, ìàòåìàòèê è àñòðîíîì, îäèí èç îñíîâàòåëåé òåîðåòè-
÷åñêîé ôèçèêè. Ïåðâûì îïèñàë êîëüöà Ñàòóðíà è îòêðûë ñïóòíèê Ñàòóðíà � Òèòàí. Â òåîðèè
âåðîÿòíîñòåé ïðåäëîæèë èñïîëüçîâàòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå.

8Huygens, Horologium oscillatorium, 1673.
9Ðîáåðò Ãóê (1635 � 1703) � àíãëèéñêèé ôèçèê, èçîáðåòàòåëü è àðõèòåêòîð, îäèí èç ðîäîíà-
÷àëüíèêîâ ôèçèêè. Â òîì ÷èñëå, îí ïåðâûì ñôîðìóëîâàë çàêîí âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ è çàêîí
Ãóêà, êîòîðûé ìû ñôîðìóëèðóåì íèæå. Ê Ãóêó âîñõîäèò è âàæíåéøåå îòêðûòèí â áèîëîãèè �
îòêðûòèå æèâîé êëåòêè.
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0
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10 t

0

v

1 x

Ðèñ. 1.5: Ãðàôèê ðåøåíèÿ x(t) è ñêîðîñòè v(t), à òàêæå ôàçîâûé ïîðòðåò äëÿ ìàÿò-
íèêà ñ òðåíèåì

Â ðàçäåëå 1.1.2 ìû îáúÿñíèì, îòêóäà áåðåòñÿ ýòî óðàâíåíèå. Çàäà÷ó î äâèæåíèè ìà-
ÿòíèêà ñ òðåíèåì ðàññìàòðèâàë Íüþòîí â íåêîòîðîì áîëåå ñëîæíîì ñëó÷àå10, íî íå
ðåøàë óðàâíåíèå, à òîëüêî îïðåäåëÿë, çàâèñèò ëè ïåðèîä êîëåáàíèé îò àìïëèòóäû.
Ýòà çàäà÷à èìåëà áîëüøîé ïðàêòè÷åñêèé ñìûñë: ñëåäîâàëî âûÿñíèòü, íà÷èíàåò ëè
çàâèñåòü ïåðèîä êîëåáàíèé ìàÿòíèêà îò àìïëèòóäû, åñëè ó÷åñòü òðåíèå î âîçäóõ, à
çíà÷èò � âëèÿåò ëè òðåíèå íà òî÷íîñòü õîäà ÷àñîâ.

Äëÿ ïðîñòîòû âñå êîíñòàíòû ïðèìåì ðàâíûìè åäèíèöå:

ẍ = −x− ẋ.

×èòàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíî ïîäîáðàòü ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Óïðàæíåíèå 11. Ïîäáåðèòå ôóíêöèè âèäà eat cos bt, eat sin bt, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ
ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ ẍ = −x− ẋ.

Òåïåðü, êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, äîñòàòî÷íî âûïèñàòü ëèíåéíóþ êîìáèíà-
öèþ ýòèõ ôóíêöèé, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíîìó óñëîâèþ.

Íà ðèñ. 1.5 ñëåâà ïîêàçàí ãðàôèê ôóíêöèè eat cos bt è å¼ ïðîèçâîäíîé. Çàìåòèì,
÷òî çíà÷åíèå a â ðåøåíèè óïðàæíåíèÿ 11 áóäåò îòðèöàòåëüíûì. Ïîýòîìó îáà ýòèõ
ðåøåíèÿ (è âñå èõ ëèíåéíûå êîìáèíàöèè) ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ � ãðóçèê ïðèáëèæàåòñÿ
ê ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ x = 0. Ïðè ýòîì çíàê x âñå âðåìÿ ìåíÿåòñÿ, òî åñòü ãðóçèê
êîëåáëåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ãîâîðÿò, ÷òî êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêà
çàòóõàþò.

Äëÿ íàãëÿäíîñòè ìû è äëÿ ýòîé çàäà÷è íàðèñóåì ôàçîâûå êðèâûå � êðèâûå
(x(t), v(t)) â ïëîñêîñòè Oxv, ñì. ðèñ. 1.5 ñïðàâà. Îíè îêàçûâàþòñÿ ñïèðàëÿìè.

10Äëÿ öèêëîèäàëüíîãî ìàÿòíèêà, ñì. Èñààê Íüþòîí, Ìàòåìàòè÷åñêèå íà÷àëà íàòóðàëüíîé ôèëî-
ñîôèè, 1687, Îòäåë VI.
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Óïðàæíåíèå 12. Ñêîëüêî îáîðîòîâ âîêðóã íóëÿ äåëàåò êàæäàÿ ôàçîâàÿ êðèâàÿ?
Çà êàêîå âðåìÿ îíà äåëàåò îäèí îáîðîò? Çà êàêîå âðåìÿ îíà ïðèõîäèò â ïîëîæåíèå
ðàâíîâåñèÿ (0, 0)?

Ñôîðìóëèðóéòå îòâåòû íà ïðåäûäóùèå âîïðîñû â òåðìèíàõ äâèæåíèÿ ìàÿò-
íèêà ñ òðåíèåì.

1.1.2 Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ìåõàíèêå

Íàïîìíèì òðè îñíîâíûõ çàêîíà ìåõàíèêè � çàêîíû Íüþòîíà11:

1. Ñóùåñòâóþò èíåðöèàëüíûå ñèñòåìû îòñ÷¼òà, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ ëþáàÿ ìà-
òåðèàëüíàÿ òî÷êà, íà êîòîðóþ íå äåéñòâóþò íèêàêèå ñèëû (èëè ìàòåðèàëüíàÿ
òî÷êà, ðàâíîäåéñòâóþùàÿ âñåõ ñèë äëÿ êîòîðîé ðàâíà íóëþ), íàõîäèòñÿ â ñî-
ñòîÿíèè ïîêîÿ èëè ðàâíîìåðíîãî ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ.

2. Â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà óñêîðåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ñ ïîñòîÿííîé
ìàññîé ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíî ðàâíîäåéñòâóþùåé âñåõ ïðèëîæåííûõ ê íåé
ñèë è îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî å¼ ìàññå: a = f

m .

3. Ñèëû âîçíèêàþò èç âçàèìîäåéñòâèÿ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê; ñèëû, êîòîðûå ïî-
ðîæäåíû âçàèìîäåéñòâèåì, íàïðàâëåíû âäîëü ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé ýòè òî÷-
êè, ðàâíû ïî ìîäóëþ è ïðîòèâîïîëîæíû ïî íàïðàâëåíèþ.

Çàìå÷àíèå 1.1.2. Òðè çàêîíà ìåõàíèêè ñôîðìóëèðîâàíû â òðóäå Íüþòîíà12.

Ïåðâûé çàêîí � çàêîí èíåðöèè � âîñõîäèò ê Ãàëèëåþ. Íüþòîí ôîðìóëèðóåò
ïåðâûé çàêîí ïî-äðóãîìó, ïîñêîëüêó îí ðàáîòàåò â îäíîé âûäåëåííîé ñèñòåìå îò-
ñ÷åòà (àáñîëþòíîå ïðîñòðàíñòâî) è ñ÷èòàåò å¼ èíåðöèàëüíîé.

Ãàëèëåé, èññëåäóÿ ñâîáîäíîå ïàäåíèå òåëà, îïèðàëñÿ íà âòîðîé çàêîí â ÷àñò-
íîì ñëó÷àå, êîãäà ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà òåëî, ïîñòîÿííà. Ôîðìóëèðîâêà âòîðîãî
çàêîíà ó Íüþòîíà îòëè÷àåòñÿ îò ñîâðåìåííîé: Èçìåíåíèå êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ
ïðîïîðöèîíàëüíî ïðèëîæåííîé äâèæóùåé ñèëå è ïðîèñõîäèò ïî íàïðàâëåíèþ òîé
ïðÿìîé, ïî êîòîðîé ýòà ñèëà äåéñòâóåò. Çäåñü êîëè÷åñòâî äâèæåíèÿ � ýòî âåëè÷è-
íà mv. Íüþòîí ïðèìåíÿë ýòîò çàêîí êàê äëÿ ïðèðàùåíèÿ êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ
çà áåñêîíå÷íî ìàëîå âðåìÿ, òàê è äëÿ èçìåíåíèÿ ìîìåíòà mv ïðè ñòîëêíîâåíèÿõ
òåë. Ñîâðåìåííóþ ôîðìóëèðîâêó çàêîíà äàë Ýéëåð.

Òðåòèé çàêîí ïðåäëîæåí Íüþòîíîì.

Äîïóñòèì, íàì èçâåñòíà çàâèñèìîñòü ñèëû îò âðåìåíè, ïîëîæåíèÿ è ñêîðîñòè ìà-
òåðèàëüíîé òî÷êè: f = f(t, x, v), è ýòà çàâèñèìîñòü íåïðåðûâíà. Òîãäà âòîðîé çàêîí

11Èñààê Íüþòîí (1642 � 1727) � ôèçèê, ìàòåìàòèê è àñòðîíîì. Åãî òðóä ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå íà-
÷àëà íàòóðàëüíîé ôèëîñîôèè¿, â êîòîðîì èçëîæåíû òðè çàêîíà ìåõàíèêè è çàêîí âñåìèðíîãî
òÿãîòåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè. Îäíîâðåìåííî ñ Ëåéáíèöåì ðàçðàáîòàë
äèôôåðåíöèàëüíîå è èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå. Èçâåñòíû òàêæå ðàáîòû Íüþòîíà ïî îïòèêå è
òåîðèè öâåòà.

12Èñààê Íüþòîí, Ìàòåìàòè÷åñêèå íà÷àëà íàòóðàëüíîé ôèëîñîôèè, 1687.
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Íüþòîíà ïðåâðàùàåòñÿ â óðàâíåíèå âèäà

mẍ = f(t, x, ẋ) (1.7)

íà íåèçâåñòíóþ âåêòîð-ôóíêöèþ t 7→ x(t). Â óðàâíåíèå âõîäèò ñàìà âåêòîð-ôóíêöèÿ
x è e¼ ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà � ñêîðîñòü è óñêîðåíèå.
Óðàâíåíèå (1.7) ÿâëÿåòñÿ îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì. Òàêèì

îáðàçîì, çàêîíû ìåõàíèêè íàïðÿìóþ ïðèâîäÿò ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì.
×òîáû ïîêàçàòü, êàê ïîëó÷àòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ èç çàêîíîâ ìåõà-

íèêè, ìû âûâåäåì óðàâíåíèÿ äëÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ òåë è äâèæåíèÿ ìàÿòíèêîâ,
èñïîëüçóÿ âòîðîé çàêîí Íüþòîíà è ôîðìóëû äëÿ ñèë, èçâåñòíûå èç êóðñà ôèçèêè.

Ïàäåíèå òåëà íà ïîâåðõíîñòü Çåìëè

Ñèëà òÿæåñòè, äåéñòâóþùàÿ íà òåëî ñî ñòîðîíû Çåìëè, ðàâíà F⃗ = mg⃗, ãäå g⃗ �
óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ. Åñëè òåëî ïàäàåò íà ïîâåðõíîñòü Çåìëè ñ íåáîëüøîé
âûñîòû, g⃗ ìîæíî ñ÷èòàòü ïîñòîÿííûì; g⃗ = 9.8ì2/ñ. Âòîðîé çàêîí Íüþòîíà äà¼ò
m¨⃗x = mg⃗. Ñïðîåöèðîâàâ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íà âåðòèêàëüíóþ îñü, ïîëó÷àåì, ÷òî
âûñîòà, íà êîòîðîé íàõîäèòñÿ òåëî, óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ẍ = −g.

Ïðóæèííûé ìàÿòíèê

Íàì ïîíàäîáèòñÿ çàêîí Ãóêà. Â 1660 ãîäó Ðîáåðò Ãóê óñòàíîâèë, ÷òî åñëè ê ïðóæèíå
ïîäâåñèòü ãðóç è äàòü ñèñòåìå ïðèéòè â ðàâíîâåñèå, ðàñòÿæåíèå ïðóæèíû áóäåò
ïðîïîðöèîíàëüíî âåñó ãðóçà. Ñèëà óïðóãîñòè ïðóæèíû ïðè ýòîì ðàâíà âåñó ãðóçà,
òàê êàê îí âèñèò íåïîäâèæíî � çíà÷èò, ñèëà óïðóãîñòè ïðóæèíû ïðîïîðöèîíàëüíà
âåëè÷èíå å¼ ðàñòÿæåíèÿ.
Íà ãðóç, ïîäâåøåííûé íà ïðóæèíå, äåéñòâóåò ñèëà òÿæåñòè è ñèëà óïðóãîñòè

ïðóæèíû. Ïî çàêîíó Ãóêà, âåëè÷èíà ñèëû óïðóãîñòè fóïð ïðîïîðöèîíàëüíà ðàñòÿ-
æåíèþ ïðóæèíû: fóïð = −k(x − a), ãäå a � ïîëîæåíèå íåðàñòÿíóòîé ïðóæèíû (òî
åñòü ïðóæèíû áåç ãðóçà). Èç âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

mẍ = −mg − k(x− a) = −kx+ (ka−mg).

Íî òàê êàê íà÷àëî êîîðäèíàò ìû ïîìåñòèëè â ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ïðóæèíû ñ
ãðóçîì, ïðè x = 0 ñèëû äîëæíû áûòü óðàâíîâåøåíû, òî åñòü ka−mg = 0.
Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì mẍ = −kx.

Ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê

Ðàññìîòðèì ãðóçèê ìàññû m, çàêðåïëåííûé íà êîíöå íåðàñòÿæèìîãî è íåâåñîìîãî
ñòåðæíÿ äëèíû l (ñì. ðèñ. 1.6). Âòîðîé êîíåö ñòåðæíÿ çàêðåïëåí íåïîäâèæíî â òî÷êå
O òàêèì îáðàçîì, ÷òî ãðóçèê ìîæåò äâèãàòüñÿ òîëüêî â îäíîé ïëîñêîñòè.
Â êà÷åñòâå êîîðäèíàòû x âîçüì¼ì óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì ñòåðæíÿ è âåðòèêà-

ëüþ. Íà ãðóçèê äåéñòâóåò ñèëà òÿæåñòèmg⃗ è ñèëà óïðóãîñòè N⃗ ñî ñòîðîíû ñòåðæíÿ;
ïî âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà,

ma⃗ = mg⃗ + N⃗ .
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x

O

T

ma⃗

mg⃗

x
−mlẍ = mg sinx

Ðèñ. 1.6: Ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê

Ñïðîåöèðóåì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íà êàñàòåëüíóþ ê îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì O è ðà-
äèóñîì l. Òîãäà äëèíà ïðîåêöèè ïðàâîé ÷àñòè ðàâíà mg sinx. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
óñêîðåíèå òî÷êè, äâèæóùåéñÿ ïî îêðóæíîñòè, ñîñòîèò èç äâóõ êîìïîíåíò: íàïðàâ-
ëåííîé ê öåíòðó îêðóæíîñòè è íàïðàâëåííîé ïî êàñàòåëüíîé.

Óïðàæíåíèå 13. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ òî÷êè, äâèæóùåéñÿ ïî îêðóæíîñòè, êàñà-
òåëüíàÿ êîìïîíåíòà óñêîðåíèÿ ðàâíà ðàäèóñó îêðóæíîñòè, óìíîæåííîìó íà óã-
ëîâîå óñêîðåíèå.

Èòàê, ïðîåêöèÿ ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà íà êàñàòåëüíóþ � êàñàòåëüíàÿ êîìïîíåíòà
óñêîðåíèÿ � ðàâíà lẍ. Ìû ïîëó÷àåì

mlẍ = −mg sinx.

Ïðóæèííûé ìàÿòíèê ñ òðåíèåì

Ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿ ñëåäóþùåé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû. Ïóñòü ê
ïðóæèííîìó ìàÿòíèêó ïðèêðåïëåí äåìïôåð � ïîðøåíü, ïîãðóæåííûé â ñîñóä, çà-
ïîëíåííûé æèäêîñòüþ, ñì. ðèñ. 1.7. Â ïîðøíå åñòü îòâåðñòèÿ, êîòîðûå ïîçâîëÿþò
æèäêîñòè äâèãàòüñÿ ñêâîçü íåãî. Èìåííî òàêèì îáðàçîì óñòðîåíû íåêîòîðûå àâòî-
ìîáèëüíûå ïîäâåñêè. Òîãäà, êðîìå ñèëû òÿæåñòè è ñèëû óïðóãîñòè ïðóæèíû, íà
ãðóçèê äåéñòâóåò ñèëà æèäêîñòíîãî òðåíèÿ, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ ñêîðîñòè äâèæåíèÿ
ãðóçèêà è íàïðàâëåííàÿ â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó: fòð = −λẋ. Ïîëó÷àåì

mẍ = −kx− λẋ.
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1 Ââåäåíèå

Ìàñëî

Ðèñ. 1.7: Ïðóæèííûé ìàÿòíèê ñ äåìïôåðîì

1.1.3 Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì â íåêîòîðîì ÷àñòíîì ñëó÷àå, ÷òî çàêîí ñîõðàíåíèÿ
ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè ñëåäóåò èç äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîìó
ïîä÷èíÿåòñÿ ñèñòåìà.

Ïóñòü ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà äâèæåòñÿ ïî ïðÿìîé Ox ïîä äåéñòâèåì ñèëû f , çàâè-
ñÿùåé òîëüêî îò ïîëîæåíèÿ òî÷êè íà ïðÿìîé. Ïóñòü x(t) ∈ R � ïîëîæåíèå òî÷êè â
ìîìåíò âðåìåíè t.

Â ñèëó âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà,

mẍ(t) = f(x(t)). (1.8)

Äëÿ êðàòêîñòè ìû áóäåì ïèñàòü x âìåñòî x(t). Äîìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íà
ñêîðîñòü ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ẋ:

mẍẋ = f(x)ẋ (1.9)

Âûðàæåíèå â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (1.9) � ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè îò êèíåòè÷å-

ñêîé ýíåðãèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè mẋ2

2 .

Ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ U(x), äëÿ êî-
òîðîé dU

dx = −f(x). Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ îïðåäåëåíà ýòèì ðàâåíñòâîì ñ òî÷íîñòüþ
äî ïðèáàâëåíèÿ êîíñòàíòû. Ïî ôîðìóëå äëÿ ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé ôóíêöèè,

f(x)ẋ = −dU
dx

dx

dt
= − d

dt
U(x(t)),

òî åñòü ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (1.9) ìû òîæå ïðåäñòàâèëè â âèäå ïðîèçâîäíîé ïî
âðåìåíè. Èòàê,

d

dt

(
mẋ2

2

)
= − d

dt
U(x), èëè

d

dt

(
mẋ2

2
+ U(x)

)
= 0.
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1.1.4. (*) Çàäà÷à î ðàâíîìåðíîì ñïóñêå

Ïîýòîìó ñóììà êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ïîñòîÿííà:

mẋ2

2
+ U(x) = E = const . (1.10)

Âåëè÷èíà E íàçûâàåòñÿ ïîëíîé ýíåðãèåé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, à ïîñëåäíåå ñîîòíî-
øåíèå åñòü íå ÷òî èíîå, êàê çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ òåëà, ïàäàþùåãî íà ïîâåðõíîñòü Çåìëè ñ íåáîëüøèé âûñîòû,
ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà U(x) = mgx, ãäå x � âûñîòà, íà êîòîðîé íàõîäèòñÿ
êàìåíü.

Óïðàæíåíèå 14. Åñëè êàìåíü ïîäáðîñèëè âåðòèêàëüíî ââåðõ ñ íåáîëüøîé íà÷àëü-
íîé ñêîðîñòüþ v, íà êàêóþ ìàêñèìàëüíóþ âûñîòó îí ïîäíèìåòñÿ? Êàêàÿ ó íåãî
áóäåò ñêîðîñòü â òîò ìîìåíò, êîãäà îí óïàäåò îáðàòíî? Ñîïðîòèâëåíèåì âîçäó-
õà ïðåíåáðå÷ü.

Â ýòîé çàäà÷å íå íóæíî íàõîäèòü çàêîí äâèæåíèÿ êàìíÿ, äîñòàòî÷íî çàêîíà ñî-
õðàíåíèÿ ýíåðãèè.

Äëÿ ïðóæèííîãî ìàÿòíèêà èç óðàâíåíèÿ mẍ = −kx ïîëó÷àåì, ÷òî ïîòåíöèàëü-
íàÿ ýíåðãèÿ ïðóæèíû ðàâíà U(x) = mx2

2 . Èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ñëåäóåò,

÷òî mx2

2 + kv2

2 = const. Ýòî óðàâíåíèå çàäà¼ò ýëëèïñû íà ïëîñêîñòè Oxv. Èòàê, ôà-
çîâûå êðèâûå óðàâíåíèÿ � ýëëèïñû. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ m = k ôàçîâûå êðèâûå �
îêðóæíîñòè, ñì. ðèñ. 1.4.

Óðàâíåíèå äëÿ ìàÿòíèêà ñ òðåíèåì íå èìååò âèäà mẍ = f(x): â âûðàæåíèè äëÿ
ñèëû ó÷àñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ x. Ïîëíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ íå áóäåò ïîñòîÿííà.

Óïðàæíåíèå 15. Äîìíîæèâ óðàâíåíèå ẍ = −x − ẋ íà ẋ, ïîêàæèòå, ÷òî ïîë-
íàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ E(x, v) = x2 + v2 äëÿ ïðóæèííîãî ìàÿòíèêà ñ òðåíèåì
óáûâàåò ñ ðîñòîì t.

Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî ôàçîâûå êðèâûå ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ ïðèáëè-
æàþòñÿ ê íóëþ; ñð. ñ ðèñ. 1.5.

Óïðàæíåíèå 16. Ðàññìîòðèì âåðòèêàëüíîå ïàäåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìàñ-
ñû m íà ïîâåðõíîñòü Çåìëè ñ áîëüøîé âûñîòû ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè
|F | = GmM

r2
. Âûïèøèòå óðàâíåíèå äëÿ ïîëîæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè. Íàéäèòå

ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ.

Åñëè, ñòîÿ íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè, êàìåíü çàïóñòèëè âåðòèêàëüíî ââåðõ ñ áîëü-
øîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ v, íà êàêóþ âûñîòó îí ïîäíèìåòñÿ? Êàêàÿ ó íåãî áóäåò
ñêîðîñòü â òîò ìîìåíò, êîãäà îí óïàäåò îáðàòíî? Ñ êàêîé ñêîðîñòüþ íàäî çà-
ïóñòèòü êàìåíü ââåðõ, ÷òîáû îí íèêîãäà íå óïàë îáðàòíî (âòîðàÿ êîñìè÷åñêàÿ
ñêîðîñòü)? Ñîïðîòèâëåíèåì âîçäóõà ïðåíåáðå÷ü.

1.1.4 (*) Çàäà÷à î ðàâíîìåðíîì ñïóñêå

Â 1687 ãîäó Ãîòôðèä Âèëüãåëüì Ëåéáíèö ïîñòàâèë ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.
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1 Ââåäåíèå

(u,v)

a=(ů,0)

y

x

α

0

mg

N

y

0

α

x
mg+N

Ðèñ. 1.8: Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ðàâíîìåðíî ñïóñêàåòñÿ ïî êðèâîé. Íà ðèñóíêå α < 0.

Çàäà÷à. Íàéòè òàêóþ êðèâóþ, ÷òî òÿæåëàÿ òî÷êà ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæå-
ñòè ðàâíîìåðíî îïóñêàåòñÿ ïî ýòîé êðèâîé (âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè
ïîñòîÿííà).

Çàäà÷à Ëåéáíèöà áûëà ðåøåíà ßêîâîì Áåðíóëëè13 â 1690 ã. Ñòàòüÿ Áåðíóëëè14 ñ
ðåøåíèåì çàäà÷è Ëåéáíèöà � èñòîðè÷åñêè ïåðâàÿ ðàáîòà, â êîòîðîé áûëî ðåøåíî
îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå. Îíà çàìå÷àòåëüíà òàêæå òåì, ÷òî â íåé
âïåðâûå ïîÿâèëñÿ òåðìèí �èíòåãðàë� â ñîâðåìåííîì åãî çíà÷åíèè. Â êîíöå ñòàòüè
áûëà ñôîðìóëèðîâàíà çíàìåíèòàÿ çàäà÷à î öåïíîé ëèíèè.

Óñëîâèå çàäà÷è ïðåäïîëàãàåò, ÷òî òî÷êà äâèæåòñÿ ïî êðèâîé, ðàñïîëîæåííîé â
íåêîòîðîé âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè; ââåäåì â ýòîé ïëîñêîñòè ñèñòåìó êîîðäèíàò, â
êîòîðîé îñü àáñöèññ íàïðàâëåíà ãîðèçîíòàëüíî, à îñü îðäèíàò � âåðòèêàëüíî ââåðõ.
Ïóñòü x(t), y(t) � êîîðäèíàòû òî÷êè â ìîìåíò âðåìåíè t, à (u(t), v(t)) = (ẋ(t), ẏ(t)) �
äâóìåðíûé âåêòîð å¼ ñêîðîñòè.

Òî÷êà äîëæíà îïóñêàòüñÿ ðàâíîìåðíî, òî åñòü âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåíòà å¼ ñêîðî-
ñòè äîëæíà áûòü ïîñòîÿííà: v(t) ≡ v. Çíà÷èò, âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåíòà óñêîðåíèÿ
ðàâíà íóëþ: a⃗ = (u̇, v̇) = (u̇, 0).

Íà òî÷êó äåéñòâóåò ñèëà òÿæåñòè mg⃗, íàïðàâëåííàÿ âíèç, è ñèëà íîðìàëüíîé

ðåàêöèè îïîðû
−→
N , íàïðàâëåííàÿ ïî íîðìàëè ê êðèâîé (ñì. ðèñ. 1.8). Çàïèøåì âòî-

ðîé çàêîí Íüþòîíà ma⃗ = mg⃗ +
−→
N äëÿ ãîðèçîíòàëüíîé è âåðòèêàëüíîé êîìïîíåíò

óñêîðåíèÿ: {
mu̇ = −N sinα

0 = N cosα−mg.

Çäåñü N = |
−→
N | � âåëè÷èíà ñèëû íîðìàëüíîé ðåàêöèè îïîðû, à óãîë α, α < 0 �

óãîë íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê êðèâîé: tgα = v
u . Èñêëþ÷èì N :

tgα = −mu̇
mg

13ßêîâ Áåðíóëëè (1655 � 1705) � ìàòåìàòèê, èçâåñòíûé ñâîèì âêëàäîì â òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé,
àíàëèç è âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå.

14Analysis problematis ante hac propositi, de inventione linea descensus a copore gravi percurrendae
uniformiter, sic ut temporibus aequales altitudines emetiatur: alterius cujusdam problematis
propositio, Acta Eruditorum (1690) pp. 217-219.
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1.2 Çàäà÷è ê Ââåäåíèþ

Ñðàâíèâàÿ ýòî ðàâåíñòâî ñ ðàâåíñòâîì tgα = v
u , ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå íà

ôóíêöèþ u(t):

u̇ =
K

u
. (1.11)

Çäåñü K = −gv � ïîñòîÿííûé (ïîëîæèòåëüíûé) êîýôôèöèåíò.

Óìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (1.11) íà u. Ïîëó÷èì uu̇ = K, òî åñòü

d

dt

(
u2

2

)
= K.

Èòàê, ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè u2

2 ïîñòîÿííà, òî åñòü ýòà ôóíêöèÿ ëèíåéíà: u2(t) =
2Kt+ C, ãäå C � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.

Ðåøèì çàäà÷ó Ëåéáíèöà â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî u(0) = 0, òî åñòü â íà÷àëüíîé òî÷êå
êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé âåðòèêàëüíà. Òîãäà u2(t) = 2Kt, è

u(t) =
√
2K

√
t.

Óïðàæíåíèå 17. Êàê âûãëÿäèò ôîðìóëà â îáùåì ñëó÷àå, åñëè íå ïðåäïîëàãàòü,
÷òî u(0) = 0?

Òåïåðü íàéäåì êðèâóþ, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà. Âûáåðåì íà-
÷àëî îòñ÷åòà òàê, ÷òîáû êðèâàÿ íà÷èíàëàñü â íà÷àëå êîîðäèíàò: x(0) = y(0) = 0.
Ôóíêöèþ x(t) ìîæíî íàéòè, ïðîèíòåãðèðîâàâ íàéäåííóþ ôóíêöèþ u(t) = ẋ(t):

x(t) =

∫ t

0
u(τ)dτ = K1t

3
2 ;

çäåñü K1 =
2
3

√
2K.

Òàê êàê òî÷êà îïóñêàåòñÿ ïî êðèâîé ðàâíîìåðíî, òî y(t) = vt; ïîýòîìó óðàâíåíèå
êðèâîé èìååò âèä

x = K2(−y)
3
2 ;

çäåñü K2 =
2
3

√
2K(−v)−

3
2 = −2

3

√
2g
v .

Òàêèì îáðàçîì, òÿæåëàÿ òî÷êà áóäåò îïóñêàòüñÿ ðàâíîìåðíî ïî ïîëóêóáè÷åñêîé
ïàðàáîëå x2 = Cy3, C = −K2

2 < 0.

Óïðàæíåíèå 18. Ïî êàêîé êðèâîé ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà áóäåò ñïóñêàòüñÿ ñ âåð-
òèêàëüíûì óñêîðåíèåì g

2? Ñ óñêîðåíèåì 0.99g? Ñ óñêîðåíèåì g?

1.2 Çàäà÷è ê Ââåäåíèþ

1. Ïîäáåðèòå ðåøåíèÿ ñ çàäàííûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = c äëÿ ñëåäóþùèõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé: ẋ = −x; ẍ = −4x; ẋ = x+ 1; ẋ = 2x+ 1. Êàêèå
èç ýòèõ óðàâíåíèé èìåþò ïîñòîÿííîå ðåøåíèå?
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1 Ââåäåíèå

2. Àëèñà óïàëà â òîííåëü, êîòîðûé èäåò âäîëü äèàìåòðà çåìíîãî øàðà, ñ íóëåâîé
íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ. Â ýòîì òîííåëå íà ðàññòîÿíèè r îò öåíòðà Çåìëè ñèëà
òÿæåñòè ïðîïîðöèîíàëüíà15 r. Âûÿñíèòå, çà êàêîå âðåìÿ Àëèñà ïðîëåòèò âñþ
Çåìëþ íàñêâîçü è êàêîâà áóäåò å¼ ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü. Ðàäèóñ Çåìëè �
6.3× 103 êì. Ñîïðîòèâëåíèåì âîçäóõà ïðåíåáðå÷ü.

3. Âûïèøèòå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò êàæäîìó èç
ñëåäóþùèõ ïðîöåññîâ. Ïîêàæèòå, ÷òî âî âñåõ ñëó÷àÿõ èñêîìàÿ âåëè÷èíà ýêñ-
ïîíåíöèàëüíî óáûâàåò. Ïîëüçóÿñü ýòèì, ðåøèòå çàäà÷è.

a) Êîëè÷åñòâî ðàäèîàêòèâíîãî âåùåñòâà, êîòîðîå ðàñïàäàåòñÿ çà åäèíèöó
âðåìåíè, ïðîïîðöèîíàëüíî èñõîäíîìó êîëè÷åñòâó ýòîãî âåùåñòâà.

Â òå÷åíèå ãîäà èç êàæäîãî ãðàììà ðàäèÿ ðàñïàäàåòñÿ 0,44 ìã. Íàéäèòå
ïåðèîä ïîëóðàñïàäà ðàäèÿ.

Ìîæåò ëè âñå âåùåñòâî ðàñïàñòüñÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ?

b) Êîëè÷åñòâî ñâåòà, ïîãëîùàåìîãî ñëîåì âîäû, ïðîïîðöèîíàëüíî êîëè÷å-
ñòâó ïàäàþùåãî ñâåòà.

Ñëîé âîäû òîëùèíîé 35 ñì ïîãëîùàåò ïîëîâèíó ïàäàþùåãî íà íåãî ñâåòà.
Êàêóþ ÷àñòü ïàäàþùåãî ñâåòà ïîãëîòèò ñëîé òîëùèíû 2 ì?

c) Ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû òåëà ïðîïîðöèîíàëüíà ðàçíîñòè òåìïå-
ðàòóð òåëà è îêðóæàþùåé ñðåäû. Ïóñòü òåìïåðàòóðà îêðóæàþùåé ñðå-
äû ïîñòîÿííà. Ïîêàæèòå, ÷òî òåìïåðàòóðà òåëà ñòðåìèòñÿ ê òåìïåðàòóðå
îêðóæàþùåé ñðåäû ýêñïîíåíöèàëüíî ïî âðåìåíè.

Ñòàêàí ÷àÿ îñòûë îò 100 äî 60 ãðàäóñîâ çà 10 ìèíóò. Òåìïåðàòóðà âîçäóõà
ðàâíà 20 ãðàäóñîâ. Çà êàêîå âðåìÿ ÷àé îñòûíåò äî 25 ãðàäóñîâ?

d) Ëîäêà çàìåäëÿåò ñâîå äâèæåíèå ïîä äåéñòâèåì ñîïðîòèâëåíèÿ âîäû, êîòî-
ðîå ïðîïîðöèîíàëüíî ñêîðîñòè ëîäêè. Ïóñòü ëîäêà çàìåäëèëàñü ñ 4 êì/÷
äî 2 êì/÷ çà 10 ñåêóíä. Êîãäà å¼ ñêîðîñòü áóäåò ðàâíà 1 êì/÷?

Îñòàíîâèòñÿ ëè ëîäêà çà êîíå÷íîå âðåìÿ? Ïðîéäåò ëè îíà êîíå÷íûé ïóòü
äî îñòàíîâêè16?

e) Ãâîçäü òîíåò â âîäå; íà íåãî, êðîìå ñèëû òÿæåñòè, äåéñòâóåò ñèëà ñîïðî-
òèâëåíèÿ âîäû, êîòîðàÿ ïðîïîðöèîíàëüíà ñêîðîñòè ãâîçäÿ (ñèëîé Àðõè-
ìåäà ïðåíåáðå÷ü). Äîêàæèòå, ÷òî ñêîðîñòü ãâîçäÿ ñòðåìèòñÿ ê ïðåäåëü-
íîìó çíà÷åíèþ ýêñïîíåíöèàëüíî ïî âðåìåíè, è íàéäèòå ýòî ïðåäåëüíîå
çíà÷åíèå.

15Êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè âû ìîæåòå ëåãêî âû÷èñëèòü: â íà÷àëå òîííåëÿ ñèëà òÿæåñòè
òàêàÿ æå, êàê è âåçäå íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè.

16Íà ïðèñòàíÿõ âñåãäà ïðèêðåïëÿþò øâàðòîâûå êðàíöû (èëè ïîäâåøèâàþò àâòîìîáèëüíûå øèíû),
î êîòîðûå óäàðÿåòñÿ ïîäîøåäøèé êàòåð. Ïî÷åìó îí íå ìîæåò ïîäîéòè ê ïðèñòàíè ñ íóëåâîé
êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ, êàê ýòî äåëàåò, íàïðèìåð, àâòîáóñ? Îòâåò ñîäåðæèòñÿ â çàäà÷å d): êàòåðó
ïðèøëîñü áû ïîäõîäèòü ê ïðèñòàíè áåñêîíå÷íî äîëãî.
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1.2 Çàäà÷è ê Ââåäåíèþ

f) Ñîãëàñíî çàêîíó Áîéëÿ-Ìàðèîòòà, äàâëåíèå âîçäóõà ïðè ïîñòîÿííîé òåì-
ïåðàòóðå ïðîïîðöèîíàëüíî åãî ïëîòíîñòè. Ïðåíåáðåãàÿ èçìåíåíèåì òåì-
ïåðàòóðû âîçäóõà ñ âûñîòîé, íàéäèòå àòìîñôåðíîå äàâëåíèå íà âûñîòå h
êàê ôóíêöèþ îò h. ×åìó ðàâíî äàâëåíèå íà âûñîòå Ýëüáðóñà (5650 ì)? À
Ýâåðåñòà (8850 ì)?

Ñïðàâêà: Àòìîñôåðíîå äàâëåíèå íà óðîâíå ìîðÿ ðàâíî 10 Í/ñì2: íà êàæ-
äûé êâàäðàòíûé ñàíòèìåòð ïîâåðõíîñòè äàâèò 1 êã âîçäóõà. Äàâëåíèå
íà 1 êâàäðàòíûé ñàíòèìåòð ïîâåðõíîñòè (íà ëþáîé âûñîòå) ðàâíî âåñó
ñòîëáà âîçäóõà, êîòîðûé ðàñïîëîæåí íàä ýòèì ó÷àñòêîì ïîâåðõíîñòè.
Ïëîòíîñòü âîçäóõà ðàâíà 0,0012 ã/ñì3.

Óêàçàíèå: åñëè àòìîñôåðíîå äàâëåíèå íà âûñîòå h ðàâíà p(h), òî ïî çàêî-
íó Áîéëÿ-Ìàðèîòòà ïëîòíîñòü âîçäóõà íà ýòîé âûñîòå ðàâíî ρ(h) = cp(h).
Êîíñòàíòó c ëåãêî íàéòè, çíàÿ ïëîòíîñòü è äàâëåíèå âîçäóõà íà óðîâíå ìîðÿ.
Ðàññìîòðèì ñòîëá âîçäóõà, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öèëèíäð ñ ïëîùàäüþ
îñíîâàíèÿ S. Âûäåëèì åãî áëèçêèå ñå÷åíèÿ � ïëîùàäêè íà âûñîòå h è h + δ.
Ðàçíèöà â äàâëåíèè íà òàêèå ïëîùàäêè (p(h+ δ)− p(h))S ðàâíà âåñó âîçäóõà
ìåæäó ñå÷åíèÿìè, òî åñòü

S(p(h+ δ)− p(h)) = −δSρ(h) + o(δ) = −δScp(h) + o(δ).

Ñëàãàåìîå o(δ) â ïðàâîé ÷àñòè âîçíèêàåò îòòîãî, ÷òî äàâëåíèå âîçäóõà ìåæ-
äó ñå÷åíèÿìè íåïîñòîÿííî è îòëè÷àåòñÿ îò p(h) íà âåëè÷èíó ïîðÿäêà o(1).
Ðàçäåëèâ ýòî ðàâåíñòâî íà S è δ è óñòðåìèâ δ ê íóëþ, ìû ïîëó÷èì äèôôåðåí-
öèàëüíîå óðàâíåíèå íà p(h).

4. (*)

a) Äëÿ îñòàíîâêè ðå÷íûõ ñóäîâ ó ïðèñòàíè ñ íèõ áðîñàþò êàíàò, êîòîðûé
íàìàòûâàþò íà êðóãëûé ñòîëá. Êàíàò ñäåëàë òðè âèòêà âîêðóã ñòîëáà,
ðàáî÷èé òÿíåò çà åãî ñâîáîäíûé êîíåö ñ ñèëîé 100 Í; êîýôôèöèåíò òðåíèÿ
êàíàòà î ñòîëá ðàâåí 1/3, è êàíàò ïðîñêàëüçûâàåò. Êàêàÿ ñèëà òîðìîçèò
ñóäíî17?

b) Òà æå çàäà÷à, åñëè ñòîëá íå êðóãëûé, à ãëàäêèé ñòðîãî âûïóêëûé ïðÿìîé
öèëèíäð.

Óêàçàíèå: íóæíî âûÿñíèòü, êàê ìåíÿåòñÿ íàòÿæåíèå âäîëü êàíàòà. Ðàññìîò-
ðèòå íåáîëüøîé ó÷àñòîê êàíàòà, ïðèëåãàþùèé ê ñòîëáó, è íàðèñóéòå äåéñòâó-
þùèå íà íåãî ñèëû: ñèëû íàòÿæåíèÿ â êîíöàõ êàíàòà, ñèëó òðåíèÿ è ñèëó íîð-
ìàëüíîé ðåàêöèè îïîðû. Ñóììà òàêèõ ÷åòûð¼õ âåêòîðîâ ðàâíà íóëþ. Êîýôôè-
öèåíò òðåíèÿ ñâÿçûâàåò âåëè÷èíó ñèëû òðåíèÿ è âåëè÷èíó ñèëû íîðìàëüíîé
ðåàêöèè îïîðû è ïîçâîëÿåò ïîíÿòü, êàê íàïðàâëåíà ðàâíîäåéñòâóþùàÿ ýòèõ
ñèë. Ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íàéòè ñîîòíîøåíèå ìåæäó ñèëàìè íàòÿæåíèÿ

17Îòâåò ê ýòîé çàäà÷å îáñóæäàåòñÿ â ãë. �Æþëüâåðíîâñêèé ñèëà÷� çàìå÷àòåëüíîé êíèãè
ß.È.Ïåðåëüìàíà �Çàíèìàòåëüíàÿ ôèçèêà�.
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1 Ââåäåíèå

íà êîíöàõ ìàëåíüêîãî ó÷àñòêà êàíàòà. Ïðåâðàòèòå ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå â
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå è ðåøèòå åãî.

Ðåøåíèå (à): âåëè÷èíà íàòÿæåíèÿ êàíàòà â ðàçíûõ åãî òî÷êàõ ðàçëè÷íà. Íà
ñâîáîäíîì êîíöå êàíàòà îíà ðàâíà 100 Í, ïîòîìó ÷òî èìåííî òàêîå óñèëèå
ïðèëàãàåò ðàáî÷èé. Íà äðóãîì êîíöå êàíàòà îíà ðàâíà ñèëå, êîòîðàÿ òîðìîçèò
ñóäíî è êîòîðóþ íàäî íàéòè. Ïîýòîìó ñëåäóåò âûÿñíèòü, êàê ðàñòåò ñèëà íàòÿ-
æåíèÿ âäîëü êóñêà êàíàòà, êîòîðûé íàìîòàí íà ñòîëá. Ïóñòü F (φ)� íàòÿæåíèå
êàíàòà â òî÷êå, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò óãëó φ; áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî φ ∈ [0, 6π],
òàê êàê êàíàò ñäåëàë òðè âèòêà âîêðóã ñòîëáà. Ïîëîæèì f(φ) = |F (φ)|. Ìû
çíàåì, ÷òî f(0) = 100 Í, è õîòèì íàéòè f(6π).

Ðàññìîòðèì íåáîëüøîé ó÷àñòîê êàíàòà (φ,φ+ δ), ïðèëåãàþùèé ê ñòîëáó. Íà-
òÿæåíèÿ êàíàòà íà êîíöàõ ýòîãî ó÷àñòêà ðàâíû ïî ìîäóëþ F (x) è F (x + δ) è
íàïðàâëåíû ïî êàñàòåëüíûì ê ñòîëáó. Ìû äîëæíû ó÷åñòü, ÷òî ñòîëá êðóãëûé,
ïîýòîìó íå ìîæåì ïðåíåáðå÷ü òåì, ÷òî ýòè ñèëû íàïðàâëåíû ïî-ðàçíîìó. Óãîë
ìåæäó íèìè ðàâåí δ.

Ñèëû íàòÿæåíèÿ óðàâíîâåøèâàþòñÿ ñèëîé íîðìàëüíîé ðåàêöèè îïîðû (ñòîë-
áà) è òðåíèåì. Òðåíèå ðàâíî ïî ìîäóëþ Fòð = 1

3 |N |, òàê êàê êîýôôèöèåíò
òðåíèÿ ðàâåí 1

3 . Òàê êàê òðåíèå íàïðàâëåíî ïî êàñàòåëüíîé ê ñòîëáó, à ñèëà
íîðìàëüíîé ðåàêöèè îïîðû � ïî íîðìàëè, ðàâíîäåéñòâóþùàÿ ýòèõ ñèë ðåàê-
öèè â êàæäîé òî÷êå êàíàòà íàïðàâëåíà ïîä óãëîì α, tgα = 3, ê êàñàòåëüíîé.
Íà ìàëîì ó÷àñòêå êàíàòà íàïðàâëåíèå ðàâíîäåéñòâóþùåé ñèë ðåàêöèè ïî÷òè
îäèíàêîâî. Ïðîâåäåì êàñàòåëüíóþ ê ñòîëáó â òî÷êå φ è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ðàâíîäåéñòâóþùàÿ ñèë ðåàêöèè íàïðàâëåíà ïîä óãëîì α, tgα = 3, ê ýòîé êà-
ñàòåëüíîé. (×òî ïîìåíÿåòñÿ â ðàññóæäåíèè, åñëè ìû íå áóäåì äåëàòü òàêîå
ïðåäïîëîæåíèå? Óáåäèòåñü, ÷òî ïðîèçîéäóò èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà o(δ)).

Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî êàíàò ïðîñêàëüçûâàåò ðàâíîìåðíî, òî åñòü ñèëû, óïîìÿíóòûå
âûøå, íàõîäÿòñÿ â ðàâíîâåñèè. Ïîýòîìó òðè âåêòîðà � ñèëû íàòÿæåíèÿ è
ðàâíîäåéñòâóþùàÿ ñèë ðåàêöèè � ñîñòàâëÿþò òðåóãîëüíèê; åãî óãëû ðàâíû δ,
α è 2π−δ−α. Ñòîðîíû ýòîãî òðåóãîëüíèêà, ñîîòâåòñòâóþùèå ñèëàì íàòÿæåíèÿ,
îòíîñÿòñÿ êàê f(φ+δ) : f(φ) ≈ sin(2π−δ−α) : sinα = sin(α+δ) : sinα. Ïîýòîìó

(f(φ+ δ)− f(φ)) : f(φ) ≈ δ sin′(α) : sinα = δ cosα : sinα = δ/ tgα =
1

3
δ.

Ðàâåíñòâî âåðíî ñ òî÷íîñòüþ o(δ). Çíà÷èò, f ′(φ) = 1
3f(φ), òî åñòü f(φ) = Ce

1
3
φ:

íàòÿæåíèå êàíàòà ðàñòåò ýêñïîíåíöèàëüíî. Òàê êàê f(0) = 100 Í, ïîëó÷àåì
f(6π) = e2π · 100 Í ≈ 53400 Í.

Èòàê, óñèëèå ðàáî÷åãî â 100 Í (÷òî ñîîòâåòñòâóåò âñåãî 10 êã) ïðåâðàùàåòñÿ â
53400 Í (÷òî ñîîòâåòñòâóåò 5.3 òîíí).

Ìû íèãäå íå èñïîëüçîâàëè, ÷òî ñòîëá êðóãëûé, ïîýòîìó ðåøåíèå ãîäèòñÿ è äëÿ
ïóíêòà (b).
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2 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

2.1 Íàïîìèíàíèå: êðèâûå è îòîáðàæåíèÿ â Rn

Â ýòîì ðàçäåëå ñîáðàíû íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ è ïîíÿòèÿ èç ìíîãîìåðíîãî ìàòåìà-
òè÷åñêîãî àíàëèçà: äèôôåðåíöèàë, òåîðåìû î ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé ôóíêöèè è îá
îáðàòíîì îòîáðàæåíèè, ãëàäêàÿ êðèâàÿ, êàñàòåëüíûé âåêòîð, à òàêæå îïðåäåëåíû
êëàññû ãëàäêîñòè Cr, C∞, Cω.
Ìû ïîä÷åðêèâàåì ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðèðîäó òàêèõ ïîíÿòèé, êàê äèôôåðåíöèàë

è êàñàòåëüíûé âåêòîð, îäíàêî ïðèâîäèì è èõ êîîðäèíàòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ. Êðî-
ìå òîãî, ìû îáðàùàåì âíèìàíèå íà ðàçëè÷èå ìåæäó ïàðàìåòðèçîâàííîé êðèâîé è
êðèâîé êàê ïîäìíîæåñòâîì â Rn, îáñóæäàåì çàìåíó ïàðàìåòðà íà êðèâîé è çàâèñè-
ìîñòü êàñàòåëüíîãî âåêòîðà îò ïàðàìåòðèçàöèè. Â äîïîëíèòåëüíîì ðàçäåëå �Âåêòî-
ðû è òî÷êè. Àôôèííûå è âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà� îáúÿñíÿåòñÿ îòëè÷èå àôôèííîãî
ïðîñòðàíñòâà îò âåêòîðíîãî; ïîíÿòèå àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà ïîíàäîáèòñÿ íàì â
ðàçäåëå 3.4.
×èòàòåëü, çíàêîìûé ñ ïåðå÷èñëåííûìè ïîíÿòèÿìè è óòâåðæäåíèÿìè, ìîæåò ïðî-

ïóñòèòü ðàçäåë 2.1.

Ïðîñòðàíñòâî Rn

Â êóðñå ëèíåéíîé àëãåáðû äà¼òñÿ îïðåäåëåíèå âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä R. Ýëå-
ìåíòû âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà � âåêòîðû � ìîæíî ñêëàäûâàòü è óìíîæàòü íà
âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Åñòåñòâåííûå îòîáðàæåíèÿ äëÿ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ � ëè-
íåéíûå îïåðàòîðû � ñîõðàíÿþò ýòè äâå îïåðàöèè. Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî Rn �
ýòî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä R ðàçìåðíîñòè n.
Ïðîñòðàíñòâî Rn òàêæå èìååò ñòðóêòóðó àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà. Àôôèííîå

ïðîñòðàíñòâî îòëè÷àåòñÿ îò âåêòîðíîãî òåì, ÷òî â íåì íåò âûäåëåííîãî íóëÿ. Êîãäà
ìû èìååì äåëî ñ àôôèííûì ïðîñòðàíñòâîì Rn, ìû ãîâîðèì î åãî ýëåìåíòàõ êàê î
òî÷êàõ (àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà), à íå êàê î âåêòîðàõ.

Äèôôåðåíöèàë

Ïóñòü |x| =
√∑n

i=1 x
2
i � ñòàíäàðòíàÿ åâêëèäîâà1 íîðìà âåêòîðà x = (x1, . . . , xn) ∈

Rn.
Âåêòîð, ïðèëîæåííûé ê òî÷êå p â Rn � ýòî ïàðà (p, v), ãäå p� òî÷êà ïðîñòðàí-

ñòâà Rn è v ∈ Rn. Îáû÷íî ðèñóþò âåêòîð, ðàâíûé v, íà÷àëî êîòîðîãî ïîìåùàþò â
òî÷êó p.
Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TpΩ ê îòêðûòîìó ìíîæåñòâó Ω ⊂ Rn â òî÷êå p ∈

Ω � ýòî ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, ïðèëîæåííûõ ê òî÷êå p. Êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî
îíî èçîìîðôíî Rn.
Äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ (âåêòîð-ôóíêöèè) f : Ω → Rm â òî÷êå p � ýòî

ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå df |p : TpΩ → Tf(p)Rm, äëÿ êîòîðîãî

f(x) = f(p) + df |p(x− p) + o(|x− p|).
1Ýâêëèä (îêîëî 300 ãîäà äî í. ý.) � äðåâíåãðå÷åñêèé ìàòåìàòèê. Àâòîð �Íà÷àë� � çíàìåíèòîãî
òðóäà ïî ãåîìåòðèè, àðèôìåòèêå è òåîðèè ÷èñåë, îäíîé èç âåðøèí àíòè÷íîé ìàòåìàòèêè.
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2.1 Íàïîìèíàíèå: êðèâûå è îòîáðàæåíèÿ â Rn

Äèôôåðåíöèàë ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èç Rn â Rm, òàê
êàê TpΩ èçîìîðôíî Rn, à Tf(p)Rm èçîìîðôíî Rm. Åñëè îòîáðàæåíèå èìååò äèôôå-
ðåíöèàë â òî÷êå p, îíî íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûì â òî÷êå p. Åñëè äèôôåðåí-
öèàë íåïðåðûâíî çàâèñèò îò òî÷êè p, îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìûì.
Ìàòðèöà ßêîáè2 îòîáðàæåíèÿ f : Rn → Rm â òî÷êå p ∈ Rn � ìàòðèöà ëèíåéíîãî

îïåðàòîðà df |p. Ýòà ìàòðèöà èìååò âèä
∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

. . . ∂f1
∂xn

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

. . . ∂f2
∂xn

. . .
∂fm
∂x1

∂fm
∂x2

. . . ∂fm
∂xn

 ,

ãäå âñå ïðîèçâîäíûå âû÷èñëÿþòñÿ â òî÷êå p. Ìàòðèöà ßêîáè çàâèñèò îò âûáîðà
ñèñòåìû êîîðäèíàò â Rn, Rm.
ßêîáèàí îòîáðàæåíèÿ f : Rn → Rn â òî÷êå p ∈ Rn � îïðåäåëèòåëü (êâàäðàò-

íîé) ìàòðèöû ßêîáè îòîáðàæåíèÿ f â òî÷êå p. Îí íå çàâèñèò îò âûáîðà ñèñòåìû
êîîðäèíàò â Rn.

Òåîðåìà 2.1.1 (Òåîðåìà î ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé ôóíêöèè). Åñëè îòîáðàæåíèå
f : Ω1 → Ω2 äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå p, à îòîáðàæåíèå g : Ω2 → Ω3 äèôôåðåí-
öèðóåìî â òî÷êå f(p), òî èõ êîìïîçèöèÿ g ◦ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå p, è å¼
äèôôåðåíöèàë ðàâåí

d(g ◦ f)|p = dg|f(p) · df |p.

Òåîðåìà 2.1.2 (Òåîðåìà îá îáðàòíîì îòîáðàæåíèè). Åñëè îòîáðàæåíèå f : Ω → Rn
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî â îêðåñòíîñòè òî÷êè p è åãî äèôôåðåíöèàë íåâû-
ðîæäåí â òî÷êå p (ÿêîáèàí íå îáðàùàåòñÿ â íîëü), òî îáðàòíîå îòîáðàæåíèå f−1

îïðåäåëåíî è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî â îêðåñòíîñòè òî÷êè f(p), è åãî äèô-
ôåðåíöèàë ðàâåí

d(f−1)|f(p) = (df |p)−1.

Ïóñòü I, J ⊂ R � èíòåðâàëû, îòðåçêè èëè ëó÷è âåùåñòâåííîé îñè, èëè ñîâïàäàþò
ñ âåùåñòâåííîé îñüþ.
Äèôôåîìîðôèçì (íà ïðÿìîé)� âçàèìíî îäíîçíà÷íîå íåïðåðûâíî äèôôåðåí-

öèðóåìîå îòîáðàæåíèå g : I → J , äëÿ êîòîðîãî îáðàòíîå îòîáðàæåíèå òîæå íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî. Ãîâîðÿò, ÷òî äèôôåîìîðôèçì ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ,
åñëè ôóíêöèÿ g ìîíîòîííî âîçðàñòàåò.
Äèôôåîìîðôèçì (â îáùåì ñëó÷àå) � âçàèìíî îäíîçíà÷íîå íåïðåðûâíî äèô-

ôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå ïîäìíîæåñòâ Rn, äëÿ êîòîðîãî îáðàòíîå îòîáðàæåíèå
òîæå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî.
Ïî òåîðåìå îá îáðàòíîì îòîáðàæåíèè, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå âçàèìíî

îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì, åñëè åãî äèôôåðåíöèàë íå
îáðàùàåòñÿ â íîëü.

2Êàðë Ãóñòàâ ßêîá ßêîáè (1804 � 1851) � ìàòåìàòèê è ìåõàíèê, âí¼ñ áîëüøîé âêëàä â êîìïëåêñ-
íûé àíàëèç, òåîðèþ ÷èñåë, âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå, ëèíåéíóþ àëãåáðó è äèíàìèêó.
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2 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Êëàññû ãëàäêîñòè

Çäåñü è äàëåå îáëàñòü � ýòî ñâÿçíîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rn. Ïóñòü Ω � îáëàñòü
â Rn.
Êëàññ C: Ôóíêöèÿ f : Ω → R ïðèíàäëåæèò êëàññó C(Ω), åñëè îíà íåïðåðûâíà â

Ω.

Êëàññ Cr: Ôóíêöèÿ f : Ω → R íàçûâàåòñÿ r ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé
â îáëàñòè Ω (ïðèíàäëåæèò êëàññó Cr(Ω)), åñëè îíà r ðàç äèôôåðåíöèðóåìà íà Ω è
å¼ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà r íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò òî÷êè.

Êëàññ C∞: Ôóíêöèÿ f : Ω → R áåñêîíå÷íî-äèôôåðåíöèðóåìà (ïðèíàäëåæèò
êëàññó C∞(Ω)), åñëè èìååò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ëþáîãî ïîðÿäêà â ëþáîé òî÷êå Ω.

Êëàññ Cω: Ôóíêöèÿ f : Ω → R àíàëèòè÷åñêàÿ â òî÷êå a ∈ Ω, åñëè å¼ ðÿä Òåéëî-
ðà3 â òî÷êå a ñõîäèòñÿ ê ñàìîé ôóíêöèè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a. Ôóíêöèÿ
àíàëèòè÷åñêàÿ â îáëàñòè Ω (ïðèíàäëåæèò êëàññó Cω(Ω)), åñëè îíà àíàëèòè÷åñêàÿ â
êàæäîé òî÷êå îáëàñòè Ω.

Êðèâûå

Ïóñòü I, J ⊂ R � èíòåðâàëû, îòðåçêè èëè ëó÷è âåùåñòâåííîé îñè, èëè ñîâïàäàþò ñ
âåùåñòâåííîé îñüþ.

Íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ â Rn � ýòî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå φ : I → Rn, s 7→
φ(s) ∈ Rn. Â êîîðäèíàòàõ êðèâóþ çàäà¼ò íàáîð n íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé (φ1(s), . . . , φn(s)) =
φ(s).

Èíîãäà ñàìî ìíîæåñòâî φ(I) ⊂ Rn íàçûâàþò êðèâîé, à îòîáðàæåíèå φ � ïàðà-

ìåòðèçàöèåé ýòîé êðèâîé.

Ãëàäêàÿ (èëè: C1-ãëàäêàÿ) êðèâàÿ â Rn � ýòî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå
îòîáðàæåíèå φ : I → Rn, s 7→ φ(s) ∈ Rn, äèôôåðåíöèàë êîòîðîãî íå îáðàùàåòñÿ â
íîëü. Â êîîðäèíàòàõ ãëàäêóþ êðèâóþ çàäà¼ò íàáîð n íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóå-
ìûõ ôóíêöèé (φ1(s), . . . , φn(s)) = φ(s), ïðîèçâîäíûå êîòîðûõ íå îáðàùàþòñÿ â íîëü
îäíîâðåìåííî. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ Cr-ãëàäêàÿ êðèâàÿ.

Åñëè íå íàêëàäûâàòü òðåáîâàíèå, ÷òî äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ φ íåíóëåâîé,
ñîîòâåòñòâóþùàÿ êðèâàÿ ìîæåò èìåòü èçëîìû. Òàêîâà, íàïðèìåð, ïîëóêóáè÷åñêàÿ
ïàðàáîëà � êðèâàÿ φ(t) = (t2, t3) íà ïëîñêîñòè.

Óïðàæíåíèå 19. Íàðèñóéòå å¼.

Êàñàòåëüíûé âåêòîð ê êðèâîé φ ïðè s = s0 (â òî÷êå φ(s0) ∈ Rn) � ýòî âåêòîð

v = dφ|s0e1, v ∈ Tφ(s0)R
n,

ãäå e1 � åäèíè÷íûé âåêòîð íà ïðÿìîé R, ïðèëîæåííûé â òî÷êå s0. Â êîîðäèíàòàõ
ýòî âåêòîð v = (φ′

1(s0), . . . , φ
′
n(s0)), ïðèëîæåííûé â òî÷êå φ(s0).

3Áðóê Òåéëîð (1685 � 1731) � ìàòåìàòèê, íàèáîëåå èçâåñòíûé áëàãîäàðÿ ôîðìóëå Òåéëîðà. Ââåë
â ðàññìîòðåíèå óðàâíåíèÿ â êîíå÷íûõ ðàçíîñòÿõ, èçó÷àë êîëåáàíèÿ ñòðóíû è çàêîíû ïåðñïåê-
òèâû.
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2.1 Íàïîìèíàíèå: êðèâûå è îòîáðàæåíèÿ â Rn

Òàê êàê êðèâóþ ÷àñòî èíòåðïðåòèðóþò êàê òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ, à ïåðåìåííóþ
íà èíòåðâàëå I � êàê âðåìÿ, òî êàñàòåëüíûé âåêòîð òàêæå íàçûâàþò âåêòîðîì
ñêîðîñòè êðèâîé.
Åñëè êðèâàÿ ñàìîïåðåñåêàþùàÿñÿ, òî â òî÷êå ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ó íå¼ ìîæåò áûòü

äâà ðàçíûõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðà: îíè ñîîòâåòñòâóþò äâóì ðàçíûì çíà÷åíèÿì ïàðà-
ìåòðà, ïðè êîòîðûõ êðèâàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç ýòó òî÷êó.
Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî Tpφ ê êðèâîé φ : I → Rn â òî÷êå p � ýòî îäíîìåðíîå

ïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå êàñàòåëüíûì âåêòîðîì â ýòîé òî÷êå.
Çàìåíèòü ïàðàìåòð íà êðèâîé� äëÿ ôèêñèðîâàííîãî äèôôåîìîðôèçìà g : J →

I (çàìåíû ïàðàìåòðà) çàìåíèòü êðèâóþ φ : I → Rn íà êðèâóþ φ ◦ g : J → Rn. Ïðè
çàìåíå ïàðàìåòðà ìíîæåñòâî òî÷åê â Rn, èç êîòîðûõ ñîñòîèò êðèâàÿ (òî åñòü êðèâàÿ
êàê ïîäìíîæåñòâî Rn), íå ìåíÿåòñÿ: φ(g(J)) = φ(I). Îòîáðàæåíèå φ ◦ g íàçûâàåòñÿ
íîâîé ïàðàìåòðèçàöèåé êðèâîé.

Ëåììà 2.1.3 (Êàñàòåëüíûé âåêòîð ïðè çàìåíå ïàðàìåòðèçàöèè). Ïðè çàìåíå ïà-
ðàìåòðà íà êðèâîé íàïðàâëåíèå êàñàòåëüíîãî âåêòîðà â êàæäîé òî÷êå êðèâîé èëè
íå ìåíÿåòñÿ (åñëè çàìåíà ïàðàìåòðà ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ), èëè ìåíÿåòñÿ íà
ïðîòèâîïîëîæíîå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü êðèâàÿ φ : I → Rn ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó p ∈ Rn, êîãäà
ïàðàìåòð ïðèíèìàåò çíà÷åíèå a: φ(a) = p. Ïóñòü çàìåíà ïàðàìåòðà èìååò âèä g : J →
I, è g−1(a) = b. Òîãäà êðèâàÿ φ◦g ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó p, êîãäà ïàðàìåòð ïðèíèìàåò
çíà÷åíèå b.
Ïî îïðåäåëåíèþ êàñàòåëüíîãî âåêòîðà, êàñàòåëüíûé âåêòîð ê êðèâîé φ◦g : J → Rn

â òî÷êå p ðàâåí d(φ ◦ g)|be1. Ïî òåîðåìå î ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé ôóíêöèè, ïîëó÷àåì

d(φ ◦ g)|be1 = dφ|g(b)g′(b)e1 = g′(b) · dφ|ae1.

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ëèíåéíîñòüþ îòîáðàæåíèÿ dφ|a. Èòàê, êàñàòåëüíûé âåê-
òîð ê êðèâîé φ ◦ g â òî÷êå p ïðîïîðöèîíàëåí êàñàòåëüíîìó âåêòîðó dφ|ae1 ê êðèâîé
φ : I → Rn â òî÷êå p. Åñëè g′(b) > 0, ýòè âåêòîðû íàïðàâëåíû îäèíàêîâî, à åñëè
g′(b) < 0, íàïðàâëåíèÿ ýòèõ âåêòîðîâ ïðîòèâîïîëîæíû.

×àñòíûé ñëó÷àé êðèâîé � ãðàôèê îòîáðàæåíèÿ G : R → Rn−1, òî åñòü ìíîæåñòâî
òî÷åê {(x,G(x))} ⊂ Rn. Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ïîêàçûâàåò, â êàêîì ñëó÷àå êðèâàÿ
ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì.

Ïðåäëîæåíèå 2.1.4. Åñëè êàñàòåëüíûé âåêòîð ê ãëàäêîé êðèâîé â òî÷êå s0 èìååò
íåíóëåâóþ ïðîåêöèþ íà îñü Ox1, φ

′
1(s0) ̸= 0, òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè s0 ýòà êðèâàÿ

ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïî òåîðåìå îá îáðàòíîé ôóíêöèè îòîáðàæåíèå φ1

â îêðåñòíîñòè òî÷êè s0 � äèôôåîìîðôèçì. Çíà÷èò, φ−1
1 çàäà¼ò çàìåíó ïàðàìåòðà

íà ýòîì ó÷àñòêå êðèâîé, è íîâàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ èìååò âèä φ̃(s) = φ ◦ φ−1
1 (s) =

(s, φ̃2(s), . . . , φ̃n(s)), ãäå φ̃j = φj ◦ φ−1
1 . Ïîýòîìó êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì îòîáðà-

æåíèÿ s 7→ (φ̃2(s), . . . , φ̃n(s)).
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2 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

(*)Âåêòîðû è òî÷êè. Àôôèííûå è âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà

Íà ïðîòÿæåíèè âñåé êíèãè ìû áóäåì èíîãäà ãîâîðèòü îá ýëåìåíòàõ Rn êàê î òî÷êàõ,
à èíîãäà � êàê î âåêòîðàõ. Ðàçíèöà â òîì, ÷òî èíîãäà åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü
Rn êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, à èíîãäà � êàê àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî.
Íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî � ýòî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî áåç

âûäåëåííîé òî÷êè 0. Ýëåìåíòû àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà � òî÷êè � íåëüçÿ ñêëà-
äûâàòü, íî ìîæíî ïðèáàâëÿòü ê íèì âåêòîðû èç ñîîòâåòñòâóþùåãî âåêòîðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà.

Îïðåäåëåíèå 2.1.5. Àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî A, àññîöèèðîâàííîå ñ âåêòîðíûì
ïðîñòðàíñòâîì V , � ýòî ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ ïðèáàâëåíèÿ
ëþáîãî ýëåìåíòà âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V . Ïðè ýòîì

� a+ (v + w) = (a+ v) + w, ãäå v, w ∈ V, a ∈ A;

� äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ A íàéäåòñÿ åäèíñòâåííûé ýëåìåíò v ∈ V , äëÿ
êîòîðîãî a+ v = b.

Íàïðèìåð, íà ïðîñòðàíñòâå Rn îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ ïðèáàâëåíèÿ âåêòîðîâ èç Rn,
ïîýòîìó ýòî ïðîñòðàíñòâî èìååò ñòðóêòóðó àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà. Äðóãîé ïðè-
ìåð àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà � ïëîñêîñòü â R3, íå ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç 0: íà íåé
åñòü åñòåñòâåííàÿ îïåðàöèÿ ïðèáàâëåíèÿ âåêòîðîâ èç íåêîòîðîãî äâóìåðíîãî ïîä-
ïðîñòðàíñòâà R3, íî íåò åñòåñòâåííîé îïåðàöèè ñëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ.

Îïðåäåëåíèå 2.1.6. Îòîáðàæåíèå àôôèííûõ ïðîñòðàíñòâ f : (A1, V1) → (A2, V2)
íàçûâàåòñÿ àôôèííûì, åñëè îíî ñîõðàíÿåò ñòðóêòóðó àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà:
f(a+ v) = f(a) + l(v), ãäå l � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå l : V1 → V2.

Â ÷àñòíîñòè, àôôèííûå îòîáðàæåíèÿ Rn � ýòî êîìïîçèöèè ëèíåéíûõ îòîáðàæå-
íèé è ñäâèãîâ.

Óïðàæíåíèå 20. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáóþ òî÷êó àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæíî
àôôèííûì îòîáðàæåíèåì ïåðåâåñòè â ëþáóþ äðóãóþ.

Çàäà÷à 21. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé òðåóãîëüíèê íà ïëîñêîñòè ïåðåâîäèòñÿ àô-
ôèííûì îòîáðàæåíèåì â ëþáîé äðóãîé òðåóãîëüíèê.

Àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî ìîæíî îòîáðàçèòü â ñîîòâåòñòâóþùåå âåêòîðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî. Äëÿ ýòîãî êàêîé-íèáóäü ýëåìåíò a ∈ A íóæíî îòîáðàçèòü â 0, à êàæäûé
ýëåìåíò âèäà a + v îòîáðàçèòü â v. Òàêîå îòîáðàæåíèå áóäåò âçàèìíî îäíîçíà÷-
íûì (äîêàæèòå ýòî!). Èòàê, åñëè êàêîé-íèáóäü ýëåìåíò àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà
�íàçâàòü� íóë¼ì, îíî ïðåâðàòèòñÿ â âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ïîýòîìó ãîâîðÿò, ÷òî
àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî � ýòî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî áåç ôèêñèðîâàííîãî íóëÿ.

1. Êàðóñåëü êðóòèòñÿ ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω. Íà ðàññòîÿíèè r îò öåí-
òðà êàðóñåëè çàêðåïëåíà äåðåâÿííàÿ ëîøàäêà. Íàéäèòå êîîðäèíàòû ëîøàäêè
(â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò) â ìîìåíò âðåìåíè t êàê ôóíêöèþ îò t.
Íàéäèòå óñêîðåíèå ëîøàäêè. Êàê íàïðàâëåí âåêòîð óñêîðåíèÿ?
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2. Ïóñòü òåïåðü êàðóñåëü êðóòèòñÿ ñ ïåðåìåííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω(t). Íàéäè-
òå ïîëîæåíèå ëîøàäêè íà êàðóñåëè â ìîìåíò âðåìåíè t, ñ÷èòàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ
ω(t) è íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå ëîøàäêè âàì èçâåñòíû. Âåðíî ëè, ÷òî âåêòîð óñêî-
ðåíèÿ ëîøàäêè íàïðàâëåí òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåé çàäà÷å? Êàê íàïðàâëåíî
óñêîðåíèå ëîøàäêè â òîò ìîìåíò, êîãäà êàðóñåëü íà÷èíàåò äâèæåíèå?

3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ àíàëèòè÷åñêàÿ â òî÷êå a, òî îíà àíàëèòè÷åñêàÿ
è â ëþáîé áëèçêîé òî÷êå.

4. Äâà ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ äèôôåîìîðôíûìè, åñëè ìåæäó íèìè ìîæíî ïî-
ñòðîèòü äèôôåîìîðôèçì. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ïàðû ìíîæåñòâ äèôôåî-
ìîðôíû: (a) (0, 1) è R; (b) (0, 1) × (0, 1) (åäèíè÷íûé êâàäðàò áåç ãðàíèöû) è
R2; {x2 + y2 < 1} (åäèíè÷íûé êðóã áåç ãðàíèöû) è R2.

Â ÷àñòíîñòè, êâàäðàò áåç ãðàíèöû äèôôåîìîðôåí êðóãó áåç ãðàíèöû.

5. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà îòðåçêå, ðàâíà
íóëþ íà íåêîòîðîì ïîäûíòåðâàëå ýòîãî îòðåçêà, òî îíà òîæäåñòâåííî ðàâíà
íóëþ. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ C∞-ãëàäêîé ôóíêöèè ýòî íå âñåãäà òàê.

2.2 Îäíîìåðíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ;

ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë

2.2.1 Îïðåäåëåíèÿ

Ðàññìîòðèì ïëîñêîñòü R2 ñ êîîðäèíàòàìè t, x. Ïåðåìåííóþ t ìû áóäåì íàçûâàòü
âðåìåíåì, x � ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé. Ïóñòü Ω � îáëàñòü íà ïëîñêîñòè, òî
åñòü îòêðûòîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî. Ïóñòü ôóíêöèÿ f : Ω → R íåïðåðûâíà.

Îïðåäåëåíèå 2.2.1. Îäíîìåðíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (ïîðÿäêà
1)4 � ýòî çàïèñü âèäà

dx

dt
= f(t, x). (2.1)

Âåùåñòâåííî-çíà÷íàÿ ôóíêöèÿ φ, îïðåäåë¼ííàÿ íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå (t1, t2), ñî-
äåðæàùåì t0, íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

x(t0) = x0 (2.2)

(èëè ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè5 (2.1), (2.2)), åñëè φ(t0) = x0 è

φ̇(t) ≡ f(t, φ(t))

4Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïîðÿäêà 1 � ýòî óðàâíåíèÿ, â êîòîðûõ âñòðå÷àþòñÿ òîëüêî ïðî-
èçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà.

5Îãþñòåí Ëóè Êîøè (1789 � 1857) � ìàòåìàòèê è ìåõàíèê, ðàçðàáîòàâøèé ôóíäàìåíò ìàòåìà-
òè÷åñêîãî àíàëèçà. Ñîçäàòåëü êîìïëåêñíîãî àíàëèçà. Èçâåñòåí òàêæå ðàáîòàìè ïî ìåõàíèêå
ñïëîøíûõ ñðåä.
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2 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ïðè âñåõ t ∈ (t1, t2). Ìû äîïóñêàåì ñëó÷àè t1 = −∞ è t2 = +∞; òîãäà îáëàñòü
îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ � ëó÷ èëè ïðÿìàÿ.

Ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ìû áóäåì ñ÷èòàòü îäèíàêîâûìè, åñëè îíè ñîâïàäàþò òàì,
ãäå îíè îáà îïðåäåëåíû.

Ðåøèòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (t0, x0) �
çíà÷èò íàéòè âñå åãî ðåøåíèÿ ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè èç ýòîé îêðåñòíîñòè è äî-
êàçàòü, ÷òî äðóãèõ ðåøåíèé íåò.

Ìàêñèìàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè ìû áóäåì íàçûâàòü ðåøåíèå, îïðåäåëåí-
íîå íà íàèáîëüøåì âîçìîæíîì èíòåðâàëå (êîíå÷íîì èëè áåñêîíå÷íîì). Ãîâîðÿ î
ðåøåíèÿõ áåç óòî÷íåíèÿ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, ìû âñåãäà áóäåì ïîäðàçóìåâàòü ìàê-
ñèìàëüíûå ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Çàìå÷àíèå 2.2.2. Ïðîèçâîäíóþ ïî ïåðåìåííîé t (ïî âðåìåíè) ìû ÷àñòî áóäåì
îáîçíà÷àòü òî÷êîé: dxdt = ẋ.

Çàìå÷àíèå 2.2.3. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1) ìû áóäåì îáî-
çíà÷àòü x(t), à íå φ(t), êàê âûøå. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðè òàêîì îáîçíà÷åíèè ñèìâîë
x èìååò äâà ðàçíûõ ñìûñëà: x � ïåðåìåííàÿ, êîîðäèíàòà íà ïðÿìîé, è t 7→ x(t) �
ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

Óïðàæíåíèå 22. Ïî îïðåäåëåíèþ, ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè îäèíàêîâû, åñëè îíè ñîâ-
ïàäàþò òàì, ãäå îíè îáà îïðåäåëåíû. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ðåøåíèÿ x1 è x2 îäèíà-
êîâû, à òàêæå ðåøåíèÿ x2 è x3 îäèíàêîâû, òî ðåøåíèÿ x1 è x3 îäèíàêîâû.

Ïðèìåð 2.2.4. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè ẋ = −x2, x(0) = 1. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî
ôóíêöèÿ x(t) = 1

t+1 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ẋ = −x2. Íî å¼ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
� äâà ëó÷à (−∞,−1) è (−1,+∞), ïîýòîìó îíà îïðåäåëÿåò äâà ðàçíûõ ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ: x1(t) =

1
t+1 , t < −1 è x2(t) =

1
t+1 , t > −1. Ïðè ýòîì òîëüêî x2 óäîâëåòâîðÿåò

íà÷àëüíîìó óñëîâèþ. Èòàê, ìàêñèìàëüíîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è Êîøè � ôóíêöèÿ
x2(t) =

1
t+1 , t > −1.

Ôóíêöèÿ x3(t) =
1
t+1 ,−0.5 < t < 2, òîæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íàøåé çàäà÷è Êîøè;

îíà íå ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ðåøåíèåì. Ìû ñ÷èòàåì ðåøåíèÿ x2 è x3 îäèíàêîâû-
ìè.

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ x2(t) =
1
t+1 , t > −1 ðåøàåò è äðóãèå çàäà÷è Êîøè äëÿ òîãî

æå óðàâíåíèÿ, íàïðèìåð, ẋ = −x2, x(1) = 1
2 .

2.2.2 Ïîëÿ íàïðàâëåíèé è èõ èíòåãðàëüíûå êðèâûå

Â ýòîì ðàçäåëå ìû îáñóäèì ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ïîíÿòèÿ äèôôåðåíöè-
àëüíîãî óðàâíåíèÿ � ïîëå íàïðàâëåíèé.

Îïðåäåëåíèå 2.2.5. Íàïðàâëåíèå â òî÷êå ïëîñêîñòè (t, x) � ýòî ïðÿìàÿ íà ïëîñ-
êîñòè, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó (t, x). Åñëè â êàæäîé òî÷êå (t, x) îáëàñòè Ω ⊂ R2

çàäàíî íàïðàâëåíèå l(t, x), ãîâîðÿò, ÷òî â îáëàñòè Ω çàäàíî ïîëå íàïðàâëåíèé.
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2.2.2. Ïîëÿ íàïðàâëåíèé è èõ èíòåãðàëüíûå êðèâûå

t

x

Ðèñ. 2.1: Ïîëå íàïðàâëåíèé, ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèþ ẋ = x− t, è åãî èíòåãðàëü-
íûå êðèâûå

Ïîëå íàïðàâëåíèé ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé α(t, x), çíà÷åíèå êîòîðîé
ðàâíî óãëó íàêëîíà ïðÿìîé l(t, x). Âåëè÷èíà α(t, x) îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî ïðè-
áàâëåíèÿ óãëîâ, êðàòíûõ π. Ìû âñåãäà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ α(t, x) íåïðå-
ðûâíà ïî t, x êàê âåëè÷èíà, îïðåäåëåííàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïðèáàâëåíèÿ π (åñëè æå
ðàññìàòðèâàòü å¼ êàê ôóíêöèþ α : Ω → [−π/2, π/2), îíà ìîæåò èìåòü ðàçðûâû �
ñêà÷êè íà π).

Â äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè â îïðåäåëåíèå îáúåêòà âñåãäà âêëþ÷àþò îïèñà-
íèå òîãî, êàê ìåíÿåòñÿ îáúåêò ïðè îòîáðàæåíèÿõ è çàìåíàõ êîîðäèíàò. Äëÿ ïîëåé
íàïðàâëåíèé è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìû ðàññìîòðèì ýòîò âîïðîñ â
ðàçäåëå 4.1.2.
Ïîëå íàïðàâëåíèé ìîæíî èçîáðàçèòü íà ñõåìàòè÷åñêîì ðèñóíêå. Äëÿ ýòîãî ÷åðåç

íåêîòîðûå èç òî÷åê (t, x) íàäî ïðîâåñòè îòðåçêè ïðÿìûõ l(t, x) (ñì., íàïðèìåð, ðèñ.
4.3).
Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû óâèäèì, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ � (ïî÷òè) òî

æå ñàìîå, ÷òî ïîëÿ íàïðàâëåíèé. Ðåøåíèÿì óðàâíåíèé ñîîòâåòñòâóþò èíòåãðàëüíûå
êðèâûå ïîëÿ íàïðàâëåíèé.

Íåôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå. Èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ ïîëÿ íàïðàâëåíèé � ýòî
ëèíèÿ, êîòîðàÿ â êàæäîé ñâîåé òî÷êå êàñàåòñÿ íàïðàâëåíèÿ, çàäàííîãî â ýòîé òî÷êå.

Äàäèì ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå:

Îïðåäåëåíèå 2.2.6. Èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ ïîëÿ íàïðàâëåíèé� ýòî C1-ãëàäêàÿ
êðèâàÿ íà ïëîñêîñòè Otx,

τ 7→ (φ(τ), ψ(τ)), τ ∈ (a, b),

êàñàòåëüíûé âåêòîð ê êîòîðîé (φ′(τ), ψ′(τ)) â êàæäîé å¼ òî÷êå (t, x) := (φ(τ), ψ(τ))
ñîäåðæèòñÿ â ïðÿìîé ïîëÿ íàïðàâëåíèé â ýòîé òî÷êå:

ψ′(τ)

φ′(τ)
= tgα(t, x).
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t

x

t

x

1 t

x

Ðèñ. 2.2: Ïîëÿ íàïðàâëåíèé è èíòåãðàëüíûå êðèâûå óðàâíåíèé ẋ = 0.5, ẋ = 0.5t,
ẋ = −t/x.

Åñëè φ′(τ) = 0 è α(t, x) = ±π/2, ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ.

Çàìåòèì, ÷òî íàïðàâëåíèå êàñàòåëüíîãî âåêòîðà íå ìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíå ïàðàìåò-
ðà íà êðèâîé (ëåììà 2.1.3), ïîýòîìó èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ îñòà¼òñÿ èíòåãðàëüíîé
êðèâîé ïðè ëþáîé ïàðàìåòðèçàöèè.

2.2.3 Ñâÿçü ìåæäó äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè è ïîëÿìè
íàïðàâëåíèé

Óñòàíîâèì ñîîòâåòñòâèå ìåæäó äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè (è èõ ðåøåíèÿ-
ìè) ñ îäíîé ñòîðîíû è ïîëÿìè íàïðàâëåíèé (è èõ èíòåãðàëüíûìè êðèâûìè) ñ äðóãîé
ñòîðîíû.

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (2.1) çàäàåò â îáëàñòè Ω ïîëå íàïðàâëåíèé, óãîë
íàêëîíà êîòîðîãî â òî÷êå (t, x) ðàâåí α(t, x), ãäå

tgα(t, x) = f(t, x). (2.3)

Ïðåäëîæåíèå 2.2.7. Èíòåãðàëüíûå êðèâûå ïîëÿ íàïðàâëåíèé (2.3) � ýòî â òî÷-
íîñòè ãðàôèêè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.1).

Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà Çàìåòèì, ÷òî òàíãåíñ óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê ãðà-
ôèêó ôóíêöèè ðàâåí ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå. Ïîýòîìó åñëè ãðàôèê
ôóíêöèè x(t) êàñàåòñÿ ïîëÿ íàïðàâëåíèé (2.3), òî ïðîèçâîäíàÿ ẋ(t) ðàâíà tgα(t, x) =
f(t, x(t)). Îáðàòíîå òîæå âåðíî.

Òåïåðü äàäèì ôîðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x(t) � ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.1). Êðè-
âàÿ (φ(τ), ψ(τ)) := (τ, x(τ)) íà ïëîñêîñòè Otx ñîâïàäàåò ñ ãðàôèêîì ôóíêöèè x(t) è
ÿâëÿåòñÿ C1-ãëàäêîé. Äåéñòâàòåëüíî, ôóíêöèÿ ψ(τ) = x(τ) íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìà â ñèëó äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, è φ′(τ) ≡ 1, òàê ÷òî ïðîèçâîäíûå
êîìïîíåíò êðèâîé íå îáðàùàþòñÿ â íîëü îäíîâðåìåííî. Çíà÷èò, (τ, x(τ)) � ãëàäêàÿ
êðèâàÿ.
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2.2.3. Ñâÿçü ìåæäó äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè è ïîëÿìè íàïðàâëåíèé

Êàñàòåëüíûé âåêòîð ê êðèâîé (τ, x(τ)) â òî÷êå (τ0, x(τ0)) ðàâåí (1, ẋ(τ0)), ïîýòîìó
åãî íàïðàâëåíèå ñîâïàäàåò ñ ïðÿìîé ïîëÿ íàïðàâëåíèé (2.3) â ýòîé òî÷êå:

ψ′(τ0)

φ′(τ0)
=
ẋ(τ0)

1
= f(τ0, x(τ0)) = tgα(τ0, x(τ0)).

Çíà÷èò, ãðàôèê ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ � èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ ïîëÿ íàïðàâëåíèé.
Íàîáîðîò, ïóñòü

τ 7→ (φ(τ), ψ(τ)) (2.4)

� èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ ïîëÿ íàïðàâëåíèé (2.3). Ìû õîòèì äîêàçàòü, ÷òî êðèâàÿ
(2.4) ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.1). Äëÿ ýòîãî
íàäî ïðåäñòàâèòü å¼ â âèäå ãðàôèêà íåêîòîðîé ôóíêöèè x(t), òî åñòü ïàðàìåòðè-

çîâàòü å¼ ïàðàìåòðîì t. Èç ðàâåíñòâà ψ′(τ)
φ′(τ) = f(φ(τ), ψ(τ)) ñëåäóåò, ÷òî φ′(τ) ̸= 0,

ïîýòîìó òàêàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ñóùåñòâóåò ïî ïðåäëîæåíèþ 2.1.4 â îêðåñòíîñòè êàæ-
äîé òî÷êè τ , à çíà÷èò, è íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé φ(τ), ψ(τ). Èòàê,
ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå x(t), ãðàôèê êîòîðîãî (t, x(t)) îòëè÷àåòñÿ îò êðèâîé (2.4)
òîëüêî çàìåíîé ïàðàìåòðà. Ïðè çàìåíå ïàðàìåòðà íàïðàâëåíèå êàñàòåëüíîãî âåêòî-
ðà êðèâîé íå ìåíÿåòñÿ èëè ìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíîå (ñì. ïðåäëîæåíèå 2.1.3),
ïîýòîìó âåêòîð (1, ẋ(t)), ïðèëîæåííûé â òî÷êå (t, x(t)), òîæå êàñàåòñÿ ïðÿìîé ïîëÿ
íàïðàâëåíèé. Îòñþäà

ẋ(t) = tgα(t, x(t)) = f(t, x(t)).

ïîýòîìó ôóíêöèÿ x ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

Èòàê, êàæäîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ìû ñîïîñòàâèëè ïîëå íàïðàâëå-
íèé ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (2.3). Ëþáîìó íåâåðòèêàëüíîìó ïîëþ íàïðàâëåíèé ñ ïîìî-
ùüþ (2.3) ìîæíî ñîïîñòàâèòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå. Ìû îáîáùèì ïîíÿòèå
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïîëÿìè
íàïðàâëåíèé è äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè áûëî âçàèìíî îäíîçíà÷íûì. À
èìåííî, ìû ââåäåì â ðàññìîòðåíèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ïðàâàÿ ÷àñòü
êîòîðûõ â íåêîòîðûõ òî÷êàõ ðàâíà ∞; ñîîòâåòñòâóþùåå ïîëå íàïðàâëåíèé â ýòèõ
òî÷êàõ áóäåò âåðòèêàëüíî.

Îïðåäåëåíèå 2.2.8. Ãîâîðÿ î äèôôåðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè, ìû, êðîìå óðàâíåíèÿ

dx

dt
= f(t, x), (2.5)

áóäåì òàêæå ðàññìàòðèâàòü îáðàòíîå ê íåìó óðàâíåíèå

dt

dx
= f̃(t, x), (2.6)

ãäå

� â êàæäîé òî÷êå îáëàñòè Ω îïðåäåëåíà õîòÿ áû îäíà èç äâóõ ôóíêöèé f è f̃ ;

� åñëè â òî÷êå (t, x) ∈ Ω îïðåäåëåíû îáå ôóíêöèè, òî f(t, x) = 1
f̃(t,x)

;
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2 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

� ôóíêöèè f è f̃ íåïðåðûâíû ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ.

Äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2.2.8 ñîîòâåòñòâóåò ïîëå
íàïðàâëåíèé, çàäàííîå ôîðìóëîé

tgα(t, x) := f(t, x), (2.7)

åñëè ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà â òî÷êå (t, x), è

ctgα(t, x) := f̃(t, x), (2.8)

åñëè ôóíêöèÿ f̃ îïðåäåëåíà â òî÷êå (t, x). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ôîðìóëû (2.7) è
(2.8) íå ïðîòèâîðå÷àò äðóã äðóãó â òåõ òî÷êàõ, ãäå îïðåäåëåíû îáå ôóíêöèè f è f̃ .

Ïðèìåð 2.2.9. Óðàâíåíèå ẋ = − t
x (ñì. ðèñ. 2.2 ñïðàâà) íå îïðåäåëåíî íà ïðÿìîé

x = 0. Íî åñëè åãî ðàññìàòðèâàòü â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2.2.8, îíî áóäåò îïðåäåëå-
íî âî âñåé ïëîñêîñòè, êðîìå òî÷êè (0, 0). Íà ïðÿìîé x = 0 ñîîòâåòñòâóþùåå ïîëå
íàïðàâëåíèé âåðòèêàëüíî.

Îïðåäåëåíèå 2.2.10. Ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ñìûñëå

îïðåäåëåíèÿ 2.2.8 � ýòî íàáîð ôóíêöèé xl(t), tj(x), ïðè÷¼ì

� Ôóíêöèè xl(t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ẋ = f(t, x) íà ñâîèõ îáëàñòÿõ îïðåäå-
ëåíèÿ, à ôóíêöèè tj(x) � óðàâíåíèþ dt

dx = f̃(t, x) íà ñâîèõ îáëàñòÿõ îïðåäåëå-
íèÿ.

� Ãðàôèêè ôóíêöèé xl(t) è tj(x) íà ïëîñêîñòè Otx âìåñòå ñîñòàâëÿþò îäíó êðè-
âóþ.

Ñòðîãî ãîâîðÿ, ñóùåñòâóåò òàêàÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ γ : J → R2 íà ïëîñêîñòè Otx
è òàêîé íàáîð îòêðûòûõ èíòåðâàëîâ Jk,

⋃
Jk = J , ÷òî êàæäàÿ èç ïåðåêðûâàþ-

ùèõñÿ äóã γ(Jk) ñîâïàäàåò ñ ãðàôèêîì îäíîé èç ôóíêöèé tj èëè xl ñ òî÷íîñòüþ
äî çàìåíû ïàðàìåòðà.

Îáúåäèíåíèå ãðàôèêîâ ôóíêöèé xl(t) è tj(x) íà ïëîñêîñòè Otx ÿâëÿåòñÿ èíòå-
ãðàëüíîé êðèâîé ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîëÿ íàïðàâëåíèé. Äåéñòâèòåëüíî, â îêðåñò-
íîñòè òåõ òî÷åê, ãäå ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà, ýòî ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 2.2.7. Â
îêðåñòíîñòè òåõ òî÷åê, ãäå ôóíêöèÿ f̃ îïðåäåëåíà, ýòî ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 2.2.7,
ïðèìåíåííîãî ê îáðàòíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ dt

dx = f̃(t, x).

Óïðàæíåíèå 23. Äëÿ óðàâíåíèÿ ẋ = − t
x (ñì. ðèñ. 2.2) âûÿñíèòå, â êàêèõ òî÷êàõ

îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ f , à â êàêèõ òî÷êàõ � ôóíêöèÿ f̃ . Äëÿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé,
êîòîðàÿ âûäåëåíà æèðíûì, íàéäèòå ôóíêöèè xl, tj è óêàæèòå èõ îáëàñòè îïðåäå-
ëåíèÿ.

2.3 Ìíîãîìåðíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ;

ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû äàäèì îïðåäåëåíèå ìíîãîìåðíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ è íåêîòîðûõ ïîíÿòèé, ñâÿçàííûõ ñ íèì.

42



2.3.1. Îïðåäåëåíèÿ. Ïîëÿ íàïðàâëåíèé â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå

2.3.1 Îïðåäåëåíèÿ. Ïîëÿ íàïðàâëåíèé â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå

Êàê ìû çíàåì, îäíîìåðíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå � òî æå, ÷òî ïîëå íà-
ïðàâëåíèé íà ïëîñêîñòè Otx, à ãðàôèê ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ �
èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ ýòîãî ïîëÿ íàïðàâëåíèé. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî îïðåäåëèòü ìíî-
ãîìåðíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå êàê ïîëå íàïðàâëåíèé â ìíîãîìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå (t, x1, . . . xn). Îïðåäåëåíèå äîñëîâíî ïåðåíîñèòñÿ èç îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ.
Âåçäå äàëåå Ω ⊂ Rn+1 � îáëàñòü, òî åñòü îòêðûòîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî, â Rn+1.

Îïðåäåëåíèå 2.3.1. Íàïðàâëåíèå â òî÷êå (t, x) ∈ Rn+1 � ýòî ïðÿìàÿ â Rn+1, ïðî-
õîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó (t, x).

Åñëè â êàæäîé òî÷êå (t, x) îáëàñòè Ω ∈ Rn+1 çàäàíî íàïðàâëåíèå l(t, x), ãîâîðÿò,
÷òî â îáëàñòè Ω çàäàíî ïîëå íàïðàâëåíèé. Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íàïðàâëåíèå
íåïðåðûâíî çàâèñèò îò òî÷êè (t, x).

Èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ ïîëÿ íàïðàâëåíèé � ýòî C1-ãëàäêàÿ êðèâàÿ

φ(τ) = (φ0(τ), φ1(τ) . . . φn(τ)),

êàñàòåëüíûé âåêòîð ê êîòîðîé (φ′
0(τ), . . . , φ

′
n(τ)) â êàæäîé å¼ òî÷êå ñîäåðæèòñÿ â

ïðÿìîé ïîëÿ íàïðàâëåíèé l(φ(τ)) â ýòîé òî÷êå.

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå � ýòî è åñòü ïîëå íàïðàâëå-
íèé â íåêîòîðîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà Rn+1. Ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ � ýòî âåêòîð-ôóíêöèÿ x : R → Rn, x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)), ãðàôèê êîòîðîé
(t, x1(t), x2(t) . . . xn(t)) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé ïîëÿ íàïðàâëåíèé.

Äàäèì, êðîìå ýòîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ, åùå è àíàëèòè÷åñêîå.

Îïðåäåëåíèå 2.3.2. Ìíîãîìåðíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (ïåðâîãî ïîðÿä-
êà) â îáëàñòè Ω ⊂ Rn+1 � ýòî óðàâíåíèå âèäà

ẋ = f(t, x), (2.9)

ãäå x ∈ Rn. Ôóíêöèþ f : Ω → Rn ìû âñåãäà áóäåì ñ÷èòàòü íåïðåðûâíîé. Íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå âûãëÿäÿò òàê:

x(t0) = x0, (t0, x0) ∈ Ω. (2.10)

Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.9) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (2.10) (ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè
(2.9), (2.10)) áóäåì íàçûâàòü âåêòîð-ôóíêöèþ x : (t1, t2) 7→ Rn, îïðåäåë¼ííóþ íà
íåêîòîðîì èíòåðâàëå (t1, t2), ñîäåðæàùåì t0, è óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì x(t0) =
x0 è

ẋ(t) ≡ f(t, x(t))

äëÿ âñåõ t ∈ (t1, t2). Êàê è ðàíåå, ìû äîïóñêàåì t1 = −∞, t2 = +∞.

Çàäà÷ó Êîøè (2.9), (2.10) ìîæíî ðàñïèñàòü è ïîêîîðäèíàòíî: åñëè f(t, x) � âåêòîð
ñ êîîðäèíàòàìè fi(t, x), à x0 � âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè xi0, èç îäíîãî óðàâíåíèÿ â Rn
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ìû ïîëó÷àåì ñèñòåìó n äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:
ẋ1 = f1(t, x1, x2, . . . , xn)

ẋ2 = f2(t, x1, x2, . . . , xn)

. . .

ẋn = fn(t, x1, x2, . . . , xn)

(2.11)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

x1(t0) = x10, x2(t0) = x20, . . . , xn(t0) = xn0 . (2.12)

Ðåøåíèå òàêîé çàäà÷è Êîøè � íàáîð èç n ôóíêöèé x1, . . . , xn, îïðåäåëåííûõ íà
íåêîòîðîì èíòåðâàëå (t1, t2), ñîäåðæàùåì t0, óäîâëåòâîðÿþùèõ íà÷àëüíîìó óñëîâèþ
è óðàâíåíèþ 

ẋ1(t) = f1(t, x1(t), x2(t), . . . , xn(t))

ẋ2(t) = f2(t, x1(t), x2(t), . . . , xn(t))

. . .

ẋn(t) = fn(t, x1(t), x2(t), . . . , xn(t))

íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Ïîíÿòíî, ÷òî ôóíêöèÿ t 7→ x(t), x(t) = (x1(t), . . . , xn(t))
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (2.9), (2.10) åñëè è òîëüêî åñëè å¼ êîìïîíåíòû xi(t)
äàþò ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.11), (2.12).
Êàê è ðàíåå, äâà ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ìû ñ÷èòàåì îäèíàêîâûìè, åñëè îíè ñîâ-

ïàäàþò òàì, ãäå îíè îáà îïðåäåëåíû.

Óïðàæíåíèå 24. Êàæäîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ñîîòâåòñòâóåò ïîëå
íàïðàâëåíèé: íàïðàâëåíèå l(t, x) â òî÷êå (t, x) èäåò âäîëü âåêòîðà (1, f1, . . . , fn) ∈
Rn+1. Äîêàæèòå, ÷òî èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ òàêîãî ìíîãîìåðíîãî ïîëÿ íàïðàâëå-
íèé � ýòî â òî÷íîñòè ãðàôèê ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

Óêàçàíèå: äîñòàòî÷íî ïîâòîðèòü ðàññóæäåíèå, êîòîðîå óæå ïðîâåäåíî äëÿ ñëó÷àÿ
n = 1.

Óïðàæíåíèå 25. Ïîïðîáóéòå ïðåäñòàâèòü ñåáå, êàê âûãëÿäèò ïîëå íàïðàâëåíèé
è èíòåãðàëüíûå êðèâûå â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå äëÿ óðàâíåíèé{

ẋ = x

ẏ = 0{
ẋ = x

ẏ = y{
ẋ = y

ẏ = −x{
ẋ = y

ẏ = −x− y

Óêàçàíèå: ïîñëåäíèå äâà óðàâíåíèÿ ñòîèò ñðàâíèòü ñ óðàâíåíèÿìè èç ðàçäåëà
1.1.2.
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2.3.2 Óðàâíåíèÿ âûñøèõ ïîðÿäêîâ

Óðàâíåíèÿ èç ðàçäåëà 1.1.2, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà, íå
óäîâëåòâîðÿþò îïðåäåëåíèþ 2.2.8, òàê êàê â íèõ ïðèñóòñòâóåò âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ
îò íåèçâåñòíîé ôóíêöèè. Ìû äàäèì áîëåå îáùåå îïðåäåëåíèå óðàâíåíèé ïîðÿäêà n,
â êîòîðûõ ïðèñóòñòâóþò ïðîèçâîäíûå íåèçâåñòíîé ôóíêöèè äî n-ãî ïîðÿäêà.

Îïðåäåëåíèå 2.3.3. Äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ïîðÿäêà n íàçûâàåòñÿ óðàâ-
íåíèå âèäà

x(n) = f(t, x, x′, x(2), . . . x(n−1)), (2.13)

ãäå ôóíêöèÿ f : Rn+1 → R íåïðåðûâíà. Ðåøåíèåì òàêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

x(t0) = x10, x
′(t0) = x20, . . . , x

(n−1)(t0) = xn0 (2.14)

(ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (2.13), (2.14)) íàçûâàåòñÿ n ðàç äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíê-
öèÿ x(t), îïðåäåë¼ííàÿ íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå (t1, t2), ñîäåðæàùåì t0, óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (2.14) è óñëîâèþ

x(n)(t) = f(t, x(t), x′(t), x(2)(t), . . . x(n−1)(t)) (2.15)

ïðè âñåõ t ∈ (t1, t2).

Íà ïåðâûé âçãëÿä, óðàâíåíèÿ ïîðÿäêà n > 1 ãîðàçäî ñëîæíåå, ÷åì óðàâíåíèÿ
ïîðÿäêà 1. Íî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî óðàâíåíèå ïîðÿäêà n ìîæíî ñâåñòè ê n-ìåðíîìó
äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ïîðÿäêà 1 ââåäåíèåì íîâûõ ïåðåìåííûõ.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x(t) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.13). Ðàññìîòðèì ôóíêöèè

y1(t) = x(t), y2(t) = x′(t), . . . , yn(t) = x(n−1)(t). Îíè óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåé ñè-
ñòåìå óðàâíåíèé: 

ẏ1 = y2

ẏ2 = y3

. . .

ẏn = f(t, y1, y2, . . . yn−1)

(2.16)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
y1(t0) = x10, . . . , yn(t0) = xn0 . (2.17)

È íàîáîðîò, åñëè ôóíêöèè y1(t) . . . yn(t) óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé (2.16) ñ
íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (2.17), òî ôóíêöèÿ x(t) = y1(t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
(2.13) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (2.14). Èòàê, ìû ïåðåøëè îò óðàâíåíèÿ ïîðÿäêà n
ê óðàâíåíèþ â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Òåïåðü ïîíÿòíî, ïî÷åìó íà÷àëüíûå óñëîâèÿ
äëÿ óðàâíåíèé âûñøèõ ïîðÿäêîâ � ýòî óñëîâèÿ íà âñå ïðîèçâîäíûå, à íå òîëüêî íà
x(t0).
Êðîìå óðàâíåíèé âûñøèõ ïîðÿäêîâ, ðàññìàòðèâàþò è ñèñòåìû óðàâíåíèé âûñ-

øèõ ïîðÿäêîâ: îíè èìåþò âèä (2.13), ãäå ïåðåìåííàÿ x ìíîãîìåðíà. Ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé âûñøèõ ïîðÿäêîâ òîæå ñâîäÿòñÿ ê ñèñòåìàì óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà îïè-
ñàííûì îáðàçîì.
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Óïðàæíåíèå 26. Îò ñèñòåìû óðàâíåíèé{
x(3) = y(2) − x

y(3) = x(2)y + xy(2)

ïåðåéäèòå ê ñèñòåìå óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà.

2.3.3 Àâòîíîìíûå óðàâíåíèÿ è ôàçîâûå ïîðòðåòû

Ïóñòü Ω̃ � îáëàñòü â ïðîñòðàíñòâå Rn.

Îïðåäåëåíèå 2.3.4. Àâòîíîìíûì íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âè-
äà

ẋ = v(x), ãäå x ∈ Ω̃ ⊂ Rn.

Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ íå çàâèñèò îò âðåìåíè t. Âåêòîð-ôóíêöèþ v ìû áóäåì ñ÷è-
òàòü íåïðåðûâíîé â îáëàñòè Ω̃.
Îáëàñòü Ω̃ íàçûâàåòñÿ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì àâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ, à îá-

ëàñòü Ω = R× Ω̃ â ïðîñòðàíñòâå Rn+1 íàçûâàåòñÿ ðàñøèðåííûì ôàçîâûì ïðî-

ñòðàíñòâîì ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Â ðàçäåëå 2.2.2 ìû íàøëè ñâÿçü ìåæäó ðåøåíèÿìè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
è èíòåãðàëüíûìè êðèâûìè ïîëåé íàïðàâëåíèé. Â ýòîì ðàçäåëå ïîÿâèòñÿ åùå îäíà
óäîáíàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ êîíñòðóêöèÿ äëÿ àâòîíîìíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé � ôàçîâûé ïîðòðåò. Ôàçîâûå ïîðòðåòû óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà ìû óæå
ðèñîâàëè â ðàçäåëå 1.1.2.
Aâòîíîìíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â êàæäîé òî÷êå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà

çàäà¼ò âåêòîð v(x) � ñêîðîñòü äâèæåíèÿ â ýòîé òî÷êå.

Îïðåäåëåíèå 2.3.5. Âåêòîðíîå ïîëå â îáëàñòè Ω̃ � ýòî îòîáðàæåíèå v : Ω̃ → Rn,
êîòîðîå â êàæäîé òî÷êå x ∈ Ω̃ çàäà¼ò n-ìåðíûé âåêòîð v(x).

Â äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè îïðåäåëåíèå îáúåêòà ñ÷èòàåòñÿ çàêîí÷åííûì òîëü-
êî òîãäà, êîãäà îïèñàíî, êàê ýòîò îáúåêò ìåíÿåòñÿ ïðè îòîáðàæåíèÿõ è çàìåíàõ êî-
îðäèíàò. Äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ è àâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ ìû èçó÷èì ýòîò âîïðîñ â
ðàçäåëå 4.1.2. Ìû óâèäèì, ÷òî àâòîíîìíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ẋ = v(x) �
òî æå ñàìîå, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå v: îíè çàäàþòñÿ îäíîé è òîé æå ôóíêöèåé v è
îäèíàêîâî ìåíÿþòñÿ ïðè çàìåíàõ êîîðäèíàò. Ïîýòîìó ýòè äâà òåðìèíà ìû áóäåì
ñ÷èòàòü ñèíîíèìàìè.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ôàçî-

âûì êðèâûì, èëè òðàåêòîðèÿì, âåêòîðíîãî ïîëÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.3.6. Ïóñòü γ : (t1, t2) → Ω̃ � ïàðàìåòðèçîâàííàÿ êðèâàÿ â ôàçîâîì
ïðîñòðàíñòâå Ω̃, âåêòîð ñêîðîñòè êîòîðîé â êàæäîé òî÷êå ðàâåí âåêòîðó âåêòîðíîãî
ïîëÿ, ïðèëîæåííîìó â ýòîé òî÷êå:

γ̇(t) = v(γ(t)). (2.18)
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Ðèñ. 2.3: Âåêòîðíîå ïîëå ñêîðîñòåé òå÷åíèÿ è åãî ôàçîâûå êðèâûå � òðàåêòîðèè
êîðàáëèêà

Ìíîæåñòâî γ((t1, t2)) ⊂ Ω̃ íàçûâàåòñÿ ôàçîâîé êðèâîé âåêòîðíîãî ïîëÿ v (è ñî-
îòâåòñòâóþùåãî àâòîíîìíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ẋ = v(x)). Ôàçîâóþ
êðèâóþ âåêòîðíîãî ïîëÿ òàêæå íàçûâàþò åãî òðàåêòîðèåé.
Íàïðàâëåíèå ðîñòà t ìû áóäåì îòìå÷àòü ñòðåëêîé íà ôàçîâîé êðèâîé.
Ôàçîâûé ïîðòðåò äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ẋ = v(x) � ýòî ðàçáèåíèå

îáëàñòè Ω̃ íà ôàçîâûå êðèâûå.

Ðàâåíñòâî (2.18) îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ t 7→ γ(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì àâòîíîìíîãî
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ẋ = v(x). Ïî óìîë÷àíèþ, ìû âñåãäà áóäåì ðàññìàò-
ðèâàòü ôàçîâûå êðèâûå, ñîîòâåòñòâóþùèå ìàêñèìàëüíûì ðåøåíèÿì.
Íèæå (òåîðåìà 2.4.12) ìû óâèäèì, ÷òî â íåêîòîðûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íà ïîëå v

ôàçîâûå êðèâûå çàïîëíÿþò âñþ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ïîëÿ è íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ýòà
òåîðåìà îïðàâäûâàåò ñëîâî �ðàçáèåíèå� â îïðåäåëåíèè ôàçîâîãî ïîðòðåòà.
Ôàçîâûå êðèâûå ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà ïîâåðõíîñòè

ðó÷üÿ â êàæäîé òî÷êå ïðåäñòàâèì ñåáå âåêòîð, ðàâíûé ñêîðîñòè òå÷åíèÿ â ýòîé òî÷-
êå. Ïîëó÷èòñÿ âåêòîðíîå ïîëå ñêîðîñòåé òå÷åíèÿ; ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíî íå ìåíÿåòñÿ
ñî âðåìåíåì. Åñëè ïóñòèòü â ðó÷åé áóìàæíûé êîðàáëèê, òî îí ïîïëûâåò ïî ôàçîâîé
êðèâîé âåêòîðíîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé òå÷åíèÿ (ñì. ðèñ. 2.3), ïîòîìó ÷òî åãî ñêîðîñòü â
êàæäîé òî÷êå òðàåêòîðèè áóäåò ðàâíà ñêîðîñòè òå÷åíèÿ â ýòîé òî÷êå ðó÷üÿ.
Â îòëè÷èå îò èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ, îäíîé è òîé æå ôàçîâîé êðèâîé ñîîòâåòñòâóåò

ìíîãî ðàçíûõ ðåøåíèé àâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 2.3.7. Åñëè ôóíêöèÿ x(t), t ∈ (a, b), ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì àâòîíîì-
íîãî óðàâíåíèÿ, òî ôóíêöèÿ t 7→ x(t + C), t ∈ (a − C, b − C) òîæå ÿâëÿåòñÿ åãî
ðåøåíèåì. Ñîîòâåòñòâóþùèå ôàçîâûå êðèâûå ñîâïàäàþò êàê ïîäìíîæåñòâà Rn è
îòëè÷àþòñÿ òîëüêî ñäâèãîì ïàðàìåòðà íà êðèâîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x(t) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ẋ = v(x), òî ẋ(t) = v(x(t)), ïîýòî-
ìó ẋ(t+C) = v(x(t+C)). Çíà÷èò, ôóíêöèÿ t 7→ x(t+C) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íàøåãî
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óðàâíåíèÿ. Äâå ôóíêöèè x(t), t ∈ (a, b), è t 7→ x(t+C), t ∈ (a−C, b−C), � ýòî äâå
ðàçíûå ïàðàìåòðèçàöèè îäíîé è òîé æå ôàçîâîé êðèâîé. Îíè îòëè÷àþòñÿ òîëüêî
ñäâèãîì t 7→ t+ C.

Ïðèìåð 2.3.8. Óðàâíåíèå ẋ = x èìååò ðåøåíèÿ x1(t) = et è x2(t) = et+1. Îíè
ñîîòâåòñòâóþò ôàçîâîé êðèâîé {x > 0, x ∈ R} � ëó÷ó íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé.

Ïðèìåð 2.3.9. Óðàâíåíèå êîëåáàíèé ïðóæèííîãî ìàÿòíèêà ẍ = −x ñâîäèòñÿ ê
ñèñòåìå àâòîíîìíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ẋ = y, ẏ = −x. Ðàññìîòðèì äâà ðå-
øåíèÿ ñèñòåìû: x1(t) = cos t, y1(t) = − sin t è x2(t) = sin t, y2(t) = cos t. Ýòè ðåøåíèÿ
îòëè÷àþòñÿ ñäâèãîì t 7→ t−π/2. Îíè ñîîòâåòñòâóþò îäíîé è òîé æå ôàçîâîé êðèâîé
� îêðóæíîñòè x2 + y2 = 1.

Ïðè óìíîæåíèè ïðàâîé ÷àñòè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ v(x) ∈ Rn íà ïðîèç-
âîëüíîå ÷èñëî (èëè äàæå íà ôóíêöèþ g(x) ̸= 0, çàâèñÿùóþ îò x) ôàçîâûé ïîðòðåò
íå èçìåíèòñÿ. Ìû äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå ïîçæå (ñì. ñëåäñòâèå 3.3.3), à ïîêà
ïðèâåäåì ïðîñòîé ïðèìåð:

Ïðèìåð 2.3.10. Ó óðàâíåíèé ẋ = x è ẋ = x3, x ∈ R1, îäèíàêîâûå ôàçîâûå êðèâûå,
íî ðàçíûå ðåøåíèÿ.

Óïðàæíåíèå 27. Ïðîâåðüòå ýòî.

Îñîáóþ ðîëü ïðè èññëåäîâàíèè àâòîíîìíûõ óðàâíåíèé èãðàþò òî÷êè, â êîòîðûõ
ïðèëîæåíû íóëåâûå âåêòîðû âåêòîðíîãî ïîëÿ. Îíè ñîîòâåòñòâóþò ïîëîæåíèÿì ðàâ-
íîâåñèÿ ñèñòåìû.

Îïðåäåëåíèå 2.3.11. Òî÷êà, â êîòîðîé âåêòîðíîå ïîëå v îáðàùàåòñÿ â íîëü, íàçû-
âàåòñÿ îñîáîé òî÷êîé âåêòîðíîãî ïîëÿ.

Ïðåäëîæåíèå 2.3.12. Òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ îñîáîé òî÷êîé âåêòîðíîãî ïîëÿ v òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òîæäåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ x(t) ≡ a ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
àâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ ẋ = v(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, òîæäåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ x(t) ≡ a ÿâëÿåòñÿ ðåøå-
íèåì óðàâíåíèÿ ẋ = v(x), åñëè è òîëüêî åñëè ẋ(t) = v(x(t)), òî åñòü 0 = v(a).

Ôàçîâàÿ êðèâàÿ, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò òàêîìó ðåøåíèþ, ñîñòîèò òîëüêî èç òî÷êè
a.

Ïðèìåð 2.3.13. Äëÿ óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ïðóæèííîãî ìàÿòíèêà (ẋ = y, ẏ = −x)
è ïðóæèííîãî ìàÿòíèêà ñ âÿçêèì òðåíèåì (ẋ = y, ẏ = −x+ εv) òî÷êà (0, 0) � îñîáàÿ
òî÷êà âåêòîðíîãî ïîëÿ; îíà ñîîòâåòñòâóåò ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ äëÿ ìàÿòíèêà.

Ôàçîâûé ïîðòðåò ïðóæèííîãî ìàÿòíèêà íàçûâàåòñÿ öåíòðîì, ïðóæèííîãî ìàÿò-
íèêà ñ ìàëûì òðåíèåì � ôîêóñîì. Ìû ðèñîâàëè ýòè ôàçîâûå ïîðòðåòû â ðàçäåëå
1.1.2; íà ðèñ. 2.4 îíè ïðèâåäåíû åùå ðàç.
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2.4 Ôîðìóëèðîâêè îñíîâíûõ òåîðåì

0

y

x 0

y

x

Ðèñ. 2.4: Öåíòð è ôîêóñ

Äëÿ àâòîíîìíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êàê è äëÿ óðàâíåíèé îáùåãî âè-
äà, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïîëÿ íàïðàâëåíèé è èíòåãðàëüíûå êðèâûå. Èíòåãðàëüíàÿ
êðèâàÿ áóäåò ëåæàòü â ðàñøèðåííîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå � â îáëàñòè Ω = R×Ω̃ ⊂
Rn+1.
Èç îïðåäåëåíèé ñðàçó ñëåäóåò òàêîå íàáëþäåíèå:

Ïðåäëîæåíèå 2.3.14. Åñëè èíòåãðàëüíûå êðèâûå óðàâíåíèÿ ẋ = v(x) (êðèâûå â
îáëàñòè R×Ω̃) ñïðîåêòèðîâàòü íà îáëàñòü Ω̃, ïîëó÷àòñÿ ôàçîâûå êðèâûå óðàâíåíèÿ
ẋ = v(x).

Óêàçàíèå: Ïîñëå ýòîãî íàáëþäåíèÿ âåðíèòåñü ê óïðàæíåíèþ 25 è ðåøèòå åãî.

2.4 Ôîðìóëèðîâêè îñíîâíûõ òåîðåì

Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì èç ýòîãî ðàçäåëà èëè ïðèâåäåíû çäåñü, èëè ñîäåðæàòñÿ â
ðàçäåëàõ 7.1 è 7.2.

2.4.1 Ëîêàëüíûå òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè, åäèíñòâåííîñòè,
íåïðåðûâíîñòè, ãëàäêîñòè ðåøåíèé

Ïóñòü t ∈ R, x ∈ Rn. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå â îáëàñòè Ω ⊂ Rn+1:

ẋ = f(t, x) (2.19)

ãäå f � îòîáðàæåíèå f : Ω → Rn.
Ñëåäóþùèå òåîðåìû ïîêàçûâàþò, ÷òî â íåêîòîðûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ çàäà÷à Êîøè

äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ �êîððåêòíà�: èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â ìàëîé îêðåñòíîñòè
íà÷àëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî íåïðåðûâíî-
ñòè îòîáðàæåíèÿ f .

Òåîðåìà 2.4.1 (Òåîðåìà Ïåàíî6: ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ). Ïóñòü îòîáðàæåíèå f
íåïðåðûâíî íà Ω. Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè (t0, x0) ∈ Ω óðàâíåíèå (2.19) ñ íà÷àëüíûì

6Äæóçåïïå Ïåàíî (1858 � 1932) � ìàòåìàòèê, îäèí èç ñîçäàòåëåé ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé
ëîãèêè. Èçâåñòåí òàêæå åãî ïðèìåð íåïðåðûâíîé êðèâîé, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó
êâàäðàòà (êðèâàÿ Ïåàíî).
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2 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

óñëîâèåì x(t0) = x0 èìååò ðåøåíèå, îïðåäåëåííîå â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
t0.

Ýòó òåîðåìó ìû äîêàæåì â ðàçäåëå 7.1.7 òîëüêî â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, n = 1.

Äëÿ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ íóæíî íàëîæèòü áîëåå ñèëüíûå óñëîâèÿ íà îòîáðà-
æåíèå f : ëèïøèöåâîñòü ïî ïåðåìåííîé x.

Îïðåäåëåíèå 2.4.2. Îòîáðàæåíèå f : Rn → Rm íàçûâàåòñÿ ëèïøèöåâûì ñ êîí-
ñòàíòîé Ëèïøèöà7 L (èëè L-ëèïøèöåâûì), åñëè |f(x)− f(y)| ⩽ L|x− y| äëÿ ëþáûõ
x, y èç åãî îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Çäåñü è äàëåå |x| � äëèíà âåêòîðà x.

Òåîðåìà 2.4.3 (Ëîêàëüíàÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè). Ïóñòü îòîá-
ðàæåíèå f íåïðåðûâíî íà Ω. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû L ïðè ëþáîì ôèê-
ñèðîâàííîì çíà÷åíèè t ýòî îòîáðàæåíèå L-ëèïøèöåâî ïî x:

|f(t, x)− f(t, y)| ⩽ L|x− y|.

Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè (t0, x0) ∈ Ω ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü (t0 − δ, t0 + δ) òî÷êè
t0, äëÿ êîòîðîé óðàâíåíèå (2.19) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(t0) = x0 èìååò ðåøåíèå,
îïðåäåëåííîå â îêðåñòíîñòè (t0 − δ, t0 + δ).

Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ẋ = f(t, x), x(t0) = x0 â ýòîé îêðåñòíîñòè åäèíñòâåííî.

Íàïîìíèì, ÷òî ìû ñ÷èòàåì ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè îäèíàêîâûìè, åñëè îíè ñîâïà-
äàþò òàì, ãäå îáà îïðåäåëåíû. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ â òåîðåìå 2.4.3 ìû äîêàæåì
â ðàçäåëå 2.4.2, à äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ îòëîæèì äî ðàçäåëà 7.1.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîêàçûâàåò, ÷òî òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ïðè-
ìåíèìà ê ëþáîìó C1-ãëàäêîìó îòîáðàæåíèþ f â îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè.

Ëåììà 2.4.4. 1. Ëþáàÿ C1-ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ f : B → R íà çàìêíóòîì øàðå B ⊂ Rn
� ëèïøèöåâà.

2. Ëþáîå C1-ãëàäêîå îòîáðàæåíèå F : B → Rm íà çàìêíóòîì øàðå B ⊂ Rn �
ëèïøèöåâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïðèìåíèì òåîðåìó Ëàãðàíæà8 î êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèÿõ ê îãðà-
íè÷åíèþ f |[x,y], òî åñòü ê ôóíêöèè îäíîãî ïåðåìåííîãî t 7→ f((1−t)x+ty) íà îòðåçêå
t ∈ [0, 1]. Ìû ïîëó÷èì

f(y)− f(x)

1− 0
=

d

dt
|t=ξf((1− t)x+ ty) = df |ν(y − x), (2.20)

7Ðóäîëüô Îòòî Ñèãèçìóíä Ëèïøèö (1832 � 1903) � ìàòåìàòèê, çâåñòíûé ñâîèì âêëàäîì â ìàòå-
ìàòè÷ååé àíàëèç, äèôôåðåíöèàëüíóþ ãåîìåòðèþ, òåîðèþ ÷èñåë, àëãåáðó è êëàññè÷åñêóþ ìåõà-
íèêó.

8Æîçåô Ëóè Ëàãðàíæ (1736 � 1813) � ìàòåìàòèê, àñòðîíîì è ìåõàíèê; âíåñ áîëüøîé âêëàä â ìà-
òåìàòè÷åñêèé àíàëèç, òåîðèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ìåõàíèêó, òåîðèþ ÷èñåë, òåîðèþ
âåðîÿòíîñòåé, ÷èñëåííûå ìåòîäû; îäèí èç ñîçäàòåëåé âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ.
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2.4.1. Ëîêàëüíûå òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè, åäèíñòâåííîñòè, íåïðåðûâíîñòè, ãëàäêîñòè ðåøåíèé

ãäå ν ∈ [x, y] ⊂ B. Ýòî � àíàëîã òåîðåìû Ëàãðàíæà äëÿ ôóíêöèè íà ìíîãîìåðíîì
øàðå. Îïåðàòîð df íåïðåðûâíî çàâèñèò îò òî÷êè; ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà
êîìïàêòå îãðàíè÷åíà ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà9, ïîýòîìó âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû
îïåðàòîðà df (ðàçìåðà 1 × n) � ìàòðèöû ßêîáè � îãðàíè÷åíû ñâåðõó íåêîòîðîé
êîíñòàíòîé M íà øàðå B. Èç ðàâåíñòâà (2.20) ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

|f(y)− f(x)| = |df |ν(y − x)| ⩽ |df |ν | · |y − x| ⩽M
√
n|y − x|,

òî åñòü îòîáðàæåíèå f ëèïøèöåâî ñ êîíñòàíòîé Ëèïøèöà L =M
√
n.

2. Ïóñòü F = (f1, . . . , fm), ãäå fi � ôóíêöèè fi : B → R. Â ñèëó ïåðâîãî óòâåðæäå-
íèÿ ëåììû, âñå ýòè ôóíêöèè L-ëèïøèöåâû äëÿ íåêîòîðîãî L. Çíà÷èò, è îòîáðàæåíèå
F ëèïøèöåâî:

|F (x)− F (y)| =

√√√√ m∑
i=1

(fi(x)− fi(y))2 ⩽

√√√√ m∑
i=1

L2|x− y|2 = L
√
m|x− y|.

Óòâåðæäåíèå îñòàåòñÿ âåðíûì (è äîêàçûâàåòñÿ òàê æå), åñëè çàìåíèòü øàð íà
ëþáîå âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî.

Óïðàæíåíèå 28. Îáîáùèòå óòâåðæäåíèå ïðåäûäóùåé ëåììû, çàìåíèâ øàð íà
ëþáîå ìíîæåñòâî K ñî ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: ëþáûå äâå òî÷êè x, y ∈ K ìîæíî
ñîåäèíèòü ëîìàíîé, êîòîðàÿ èäåò âíóòðè ìíîæåñòâà K è äëèíà êîòîðîé ïðåâû-
øàåò ðàññòîÿíèå |x− y| íå áîëåå ÷åì â ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî ðàç.

Íî óòâåðæäåíèå ïðåäûäóùåé ëåììû âåðíî íå íà ëþáîé îáëàñòè, êàê ïîêàçûâàåò
ñëåäóþùåå óïðàæíåíèå.

Óïðàæíåíèå 29. Ïðîâåðüòå, ÷òî ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ
ôîðìóëîé f(r, φ) = (r − 1)φ è îïðåäåëåííàÿ íà êîëüöå ñ âûðåçîì 1 ⩽ r ⩽ 2, φ ∈
[(r − 1)2, 2π − (r − 1)2] (ñì. ðèñ. 2.5), � íå ëèïøèöåâà.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî àíàëîã òåîðåìû Ëàãðàíæà î êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèÿõ íåâåðåí
äëÿ îòîáðàæåíèé F : Rn → Rm, m > 1: âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî, ÷òî F (x) − F (y) =
dF |ξ(x− y). Íàïðèìåð, äëÿ îòîáðàæåíèÿ F (x) = (cosx, sinx, x), ïàðàìåòðèçóþùåãî
âèíòîâóþ ëèíèþ (ñì. ðèñ. 2.5), F (2π) − F (0) = (0, 0, 2π), íî êàñàòåëüíûé âåêòîð ê
âèíòîâîé ëèíèè íèãäå íå ïàðàëëåëåí íàïðàâëåíèþ (0, 0, 1).

Ñëåäóþùèå òåîðåìû ïîçâîëÿþò óñòàíîâèòü, íàñêîëüêî ðåãóëÿðíî çàâèñèò ðåøå-
íèå çàäà÷è Êîøè îò íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ. Ìû íà÷íåì ñ òåîðåìû î íåïðåðûâíîé çà-
âèñèìîñòè ðåøåíèÿ îò íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ, êîòîðàÿ èìååò ñëåäóþùèé ñìûñë.

9Êàðë Òåîäîð Âèëüãåëüì Âåéåðøòðàññ (1815 � 1897) � ìàòåìàòèê, êîòîðûé ïåðâûì äàë ñòðî-
ãîå îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîé ôóíêöèè è ñòðîãî äîêàçàë ìíîãèå òåîðåìû, ëåæàùèå â îñíîâå
ñîâðåìåííîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Èçâåñòåí òàêæå ñâîèìè ðàáîòàìè ïî àíàëèçó è âàðèà-
öèîííîìó èñ÷èñëåíèþ.
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x

y

z

Ðèñ. 2.5: Êîëüöî äëÿ çàäà÷è 29 (ñëåâà) è âèíòîâàÿ ëèíèÿ (cosx, sinx, x) (ñïðàâà).

Äîïóñòèì, íåêîòîðîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå îïèñûâàåò êàêîé-íèáóäü ïðî-
öåññ â ïðèðîäå � íàïðèìåð, èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû âîçäóõà. ×òî åñëè íà÷àëüíîå
óñëîâèå èçâåñòíî íàì íåòî÷íî (ñ òî÷íîñòüþ äî 0.001 ãðàäóñà Öåëüñèÿ)? Íàñêîëüêî
ñèëüíî ìû ìîæåì îøèáèòüñÿ â ïðîãíîçå òåìïåðàòóðû?
×àñòè÷íûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äàåò òåîðåìà î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè îò íà-

÷àëüíûõ óñëîâèé. Îíà óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè äîñòàòî÷íî òî÷íî ïîìåðèòü íà÷àëüíîå
óñëîâèå, òî ìîæíî äîáèòüñÿ ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé òî÷íîñòè ïðîãíîçà10.
Ôèêñèðóåì t0. Äëÿ êàæäîé òî÷êè (t0, x0) ∈ Ω ïóñòü ôóíêöèÿ t 7→ φ(t, x0) ÿâëÿåòñÿ

ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.19) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(t0) = x0. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû
2.4.3 ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî â ìàëîé îêðåñòíîñòè t0, òàê êàê èç òåîðåìû 2.4.3
ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå åäèíñòâåííî.

Òåîðåìà 2.4.5 (Ëîêàëüíàÿ òåîðåìà î íåïðåðûâíîñòè ðåøåíèÿ ïî íà÷àëüíûì óñëî-
âèÿì). Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2.4.3 ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ẋ = f(t, x) íåïðåðûâíî çàâè-
ñèò îò íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ è âðåìåíè.
Áîëåå òî÷íî, äëÿ ëþáîé òî÷êè (t0, x0) ∈ Ω ñóùåñòâóåò å¼ îêðåñòíîñòü U ⊂ Ω,

òàêàÿ ÷òî îòîáðàæåíèå (t, x) 7→ φ(t, x) îïðåäåëåíî íà U è íåïðåðûâíî ïî ñîâîêóï-
íîñòè ïåðåìåííûõ â U .

Â áîëåå ñèëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íà ïðàâóþ ÷àñòü ðåøåíèå ãëàäêî çàâèñèò îò
íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ.

Òåîðåìà 2.4.6 (Òåîðåìà î ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì). Â óñëîâèÿõ
òåîðåìû 2.4.3, åñëè f ∈ Cr(Ω), r ⩾ 2, òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ẋ = f(t, x) Cr−1-ãëàäêî
çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ è âðåìåíè.
Áîëåå òî÷íî, äëÿ ëþáîé òî÷êè (t0, x0) ∈ Ω ñóùåñòâóåò å¼ îêðåñòíîñòü U ⊂ Ω,

òàêàÿ ÷òî îòîáðàæåíèå (t, x) 7→ φ(t, x) ÿâëÿåòñÿ Cr−1-ãëàäêèì íà U .

Â ó÷åáíèêå Â.È.Àðíîëüäà ¾Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ¿ ìîæ-
íî íàéòè äîêàçàòåëüñòâî áîëåå ñèëüíîãî âàðèàíòà òåîðåìû î ãëàäêîñòè.

10Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî íàøå óðàâíåíèå àáñîëþòíî òî÷íî îïèñûâàåò ïðîöåññ, è ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
âû÷èñëÿåòñÿ àáñîëþòíî òî÷íî. Â äåéñòâèòåëüíîñòè òàê, êîíå÷íî, íå áûâàåò.
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Òåîðåìà 2.4.7 (Óñèëåíèå òåîðåìû î ãëàäêîñòè). Â òåîðåìå 2.4.6 ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ ẋ = f(t, x) Cr-ãëàäêî çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ è âðåìåíè.

2.4.2 Íåðàâåíñòâî Ãðîíóîëëà è òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè

Óòâåðæäåíèå î åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ìû äîêàæåì ñ ïîìîùüþ íåðà-
âåíñòâà Ãðîíóîëëà11, êîòîðîå ïîçâîëÿåò îöåíèòü ðîñò ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ è ñêîðîñòü ðàñõîæäåíèÿ ðåøåíèé ñ ðàçíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.

Òåîðåìà 2.4.8 (Íåðàâåíñòâî Ãðîíóîëëà). Ïóñòü x(t) è y(t) � äâà ðåøåíèÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ẋ = f(t, x) è ôóíêöèÿ f ëèïøèöåâà ïî ïåðåìåííîé x,
|f(t, x) − f(t, y)| ⩽ L|x − y|. Òîãäà |x(t) − y(t)| ⩽ eL|t||x(0) − y(0)| âåçäå, ãäå îáå
ôóíêöèè x(t) è y(t) îïðåäåëåíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîêàæåì ñëåäóþùóþ îöåíêó, êîòîðóþ òàêæå èíîãäà íàçûâà-
þò íåðàâåíñòâîì Ãðîíóîëëà.

Ëåììà 2.4.9. Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ x : I → Rn îïðåäåëåíà íà (êîíå÷íîì èëè
áåñêîíå÷íîì) èíòåðâàëå I, äèôôåðåíöèðóåìà è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó |ẋ(t)| ⩽
l|x(t)| äëÿ íåêîòîðîãî l > 0. Òîãäà |x(t)| ⩽ el|t||x(0)|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñíà÷àëà t > 0. Ðàññìîòðèì âåêòîð-ôóíêöèþ y(t) = x(t)e−lt.
Ïîêàæåì, ÷òî |y(t)| óáûâàåò. Äåéñòâèòåëüíî, ẏ = ẋe−lt − ly, ïîýòîìó

1

2

d

dt
(y, y) = (ẏ, y) = (ẋe−lt, y)− l(y, y) ⩽ l|y|2 − l|y|2 = 0.

Çíà÷èò, |y(t)| ⩽ |y(0)|, òî åñòü |x(t)| ⩽ elt|x(0)|. Ìû äîêàçàëè íåðàâåíñòâî Ãðîíóîëëà
äëÿ t > 0.

Òåïåðü äîêàæåì ýòî íåðàâåíñòâî äëÿ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé âðåìåíè, òî åñòü
äîêàæåì, ÷òî |x(−t)| ⩽ elt|x(0)| äëÿ t > 0. Çàìåíîé âðåìåíè ìû ñâåäåì ýòîò ñëó÷àé
ê ïðåäûäóùåìó. À èìåííî, ïîëîæèì z(t) = x(−t). Òîãäà

|ż(t)| = | − ẋ(−t)| ⩽ l|x(−t)| = l|z(t)|.

Ïîýòîìó ê ôóíêöèè z(t) ìû ìîæåì ïðèìåíèòü íåðàâåíñòâî Ãðîíóîëëà äëÿ t > 0 è
ïîëó÷èòü, ÷òî |z(t)| ⩽ elt|z(0)| ïðè t > 0, òî åñòü |x(−t)| ⩽ elt|x(0)|.

Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2.4.8, |ẋ(t) − ẏ(t)| = |f(t, x(t)) − f(t, y(t))| ⩽ L|x(t) − y(t)|,
ïîýòîìó ê ôóíêöèè z(t) = x(t)− y(t) ìîæíî ïðèìåíèòü ëåììó. Èòàê, |x(t)− y(t)| ⩽
eL|t||x(0)− y(0)|, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Èç íåðàâåíñòâà Ãðîíóîëëà ñðàçó ñëåäóåò åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ â óñëîâèÿõ òåî-
ðåìû 2.4.3.

11Òîìàñ Õàêîí Ãðîíóîëë (1877 � 1932) � ìàòåìàòèê, çàíèìàâøèéñÿ àíàëèçîì, àíàëèòè÷åñêîé òåî-
ðèåé ÷èñåë, êîìïëåêñíûì àíàëèçîì, äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèåé, ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêîé,
àòîìíîé ôèçèêîé è ôèçè÷åñêîé õèìèåé.
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Òåîðåìà 2.4.10 (Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè). Ïóñòü îòîáðàæåíèå f íåïðåðûâíî íà
îáëàñòè Ω ⊂ Rn+1. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû L ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì
çíà÷åíèè t ýòî îòîáðàæåíèå L-ëèïøèöåâî ïî x:

|f(t, x)− f(t, y)| ⩽ L|x− y|.

Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè (t0, x0) ∈ Ω ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (t0, x0) åäèí-
ñòâåííî (åñëè îíî ñóùåñòâóåò): ëþáûå äâà ðåøåíèÿ òàêîé çàäà÷è Êîøè ñîâïàäàþò
òàì, ãäå îíè îáà îïðåäåëåíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî t0 = 0. Ïóñòü äâà
ðåøåíèÿ x(t), y(t) èìåþò îäíî è òî æå íà÷àëüíîå óñëîâèå: x(0) = y(0) = x0. Òîãäà
ïî íåðàâåíñòâó Ãðîíóîëëà |x(t) − y(t)| ⩽ |x(0) − y(0)|eL|t| = 0, òî åñòü x(t) = y(t)
âåçäå, ãäå îáà ðåøåíèÿ îïðåäåëåíû.

Ãåîìåòðè÷åñêèå ïåðåôîðìóëèðîâêè òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè è
åäèíñòâåííîñòè

Òåîðåìà 2.4.11. Ïóñòü â îáëàñòè Ω ⊂ Rn+1 óðàâíåíèå ẋ = f(t, x) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè (òåîðåìà 2.4.3). Òîãäà èíòå-
ãðàëüíûå êðèâûå ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðîõîäÿò ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó îáëàñòè Ω è íå
ïåðåñåêàþòñÿ: äâå èíòåãðàëüíûå êðèâûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç îäíó è òó æå òî÷êó,
ÿâëÿþòñÿ äóãàìè îäíîé è òîé æå èíòåãðàëüíîé êðèâîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 2.4.3, äëÿ ëþáîé òî÷êè (t0, x0) ∈ Ω ñóùåñòâóåò
ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(t0) = x0. Åãî ãðàôèê ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé êðè-
âîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (t0, x0). Ïîýòîìó èíòåãðàëüíûå êðèâûå ïðîõîäÿò ÷åðåç
ëþáóþ òî÷êó îáëàñòè Ω.
Ïóñòü äâå èíòåãðàëüíûå êðèâûå � ãðàôèêè ðåøåíèé x1 è x2 � ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷-

êå (t0, x0). Òîãäà îáà ýòèõ ðåøåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò íà÷àëüíîìó óñëîâèþ x(t0) = x0.
Çíà÷èò, ïî òåîðåìå 2.4.10, îíè ñîâïàäàþò òàì, ãäå îáà îïðåäåëåíû. Ïîýòîìó ñîîò-
âåòñòâóþùèå èíòåãðàëüíûå êðèâûå ÿâëÿþòñÿ äóãàìè îäíîé è òîé æå èíòåãðàëüíîé
êðèâîé.

Òåîðåìà 2.4.12. Ïóñòü â îáëàñòè Ω̃ ⊂ Rn àâòîíîìíîå óðàâíåíèå ẋ = v(x) óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè. Òîãäà ôàçîâûå
êðèâûå ïðîõîäÿò ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó îáëàñòè Ω̃ è íå ïåðåñåêàþòñÿ: äâå ôàçîâûå
êðèâûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç îäíó è òó æå òî÷êó, ÿâëÿþòñÿ äóãàìè îäíîé è òîé æå
ôàçîâîé êðèâîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôàçîâûå êðèâûå ÿâëÿþòñÿ ïðîåêöèÿìè èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ â
Ω = R× Ω̃ íà îáëàñòü Ω̃. Ïîýòîìó â ñèëó ïðåäûäóùåé òåîðåìû ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó
îáëàñòè Ω̃ ïðîõîäèò ôàçîâàÿ êðèâàÿ.
Ïóñòü äâå ôàçîâûå êðèâûå, ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿì t 7→ x1(t) è t 7→ x2(t)

ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå x0. Ïóñòü x1(t1) = x2(t2) = x0. Òîãäà ôóíêöèè x1(t+t1) è x2(t+
t2) îòëè÷àþòñÿ îò ðåøåíèé àâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ ñäâèãàìè ïî âðåìåíè, ïîýòîìó
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òîæå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè. Îäíàêî îáå ýòè ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþò íà÷àëüíîìó
óñëîâèþ x(0) = x0. Çíà÷èò, ïî òåîðåìå 2.4.10, ôóíêöèè ñîâïàäàþò òàì, ãäå îáå
îïðåäåëåíû; ïîëîæèì x(t) := x1(t+ t1) = x2(t+ t2).

Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî îòîáðàæåíèÿ t 7→ x1(t) è t 7→ x2(t) ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðèçàöèÿìè
äóã îäíîé è òîé æå ôàçîâîé êðèâîé x(t).

Ïðèìåðû

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ îäíîìåðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ÷òîáû
ïðîèëëþñòðèðîâàòü òåîðåìû, ñôîðìóëèðîâàííûå âûøå.

Ïðèìåð 1: ôîðìóëà Íüþòîíà�Ëåéáíèöà êàê òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è

åäèíñòâåííîñòè. Ïóñòü f � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà èíòåðâàëå, ñîäåðæàùåì òî÷-
êó t0. Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî çàâèñèò
òîëüêî îò âðåìåíè:

ẋ = f(t) (2.21)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(t0) = x0 (íàïðèìåð, ñì. ðèñ. 2.6 ñëåâà).

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.21) � ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè f(t). Ïåðâîîáðàçíóþ, êàê
èçâåñòíî èç êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå Íüþòîíà�
Ëåéáíèöà. Òàêèì îáðàçîì, âåðíû ñëåäóþùèå äâà ïðåäëîæåíèÿ:

Ïðåäëîæåíèå 2.4.13 (Ñóùåñòâîâàíèå ïåðâîîáðàçíîé). Ïóñòü f � íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ íà îòðåçêå [t1, t2], ñîäåðæàùåì t0. Òîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.21) ñ íà-
÷àëüíûì óñëîâèåì x(t0) = x0 ñóùåñòâóåò, îïðåäåëåíî íà îòðåçêå [t1, t2] è äà¼òñÿ
ôîðìóëîé

x(t) = x0 +

∫ t

t0

f(τ)dτ. (2.22)

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû î äèôôåðåíöèðîâàíèè èíòåãðà-
ëà ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì.

Ïðåäëîæåíèå 2.4.14 (Åäèíñòâåííîñòü). Ïóñòü f � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà îò-
ðåçêå [t1, t2], ñîäåðæàùåì t0. Òîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.21) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
x(t0) = x0 åäèíñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò äîêàçàòü, ÷òî ëþáûå äâà ðåøåíèÿ òàêîé çàäà÷è Êîøè
ñîâïàäàþò íà îáùåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü x1 è x2 � äâà ðåøåíèÿ. Òîãäà
ïðîèçâîäíàÿ èõ ðàçíîñòè ðàâíà íóëþ íà ïåðåñå÷åíèè îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ � íà
íåêîòîðîì èíòåðâàëå (τ1, τ2), ñîäåðæàùåì t0. Åñëè ïðîèçâîäíàÿ ãëàäêîé ôóíêöèè
ðàâíà íóëþ, òî ýòà ôóíêöèÿ ïîñòîÿííà (÷òîáû äîêàçàòü ýòî, äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü
òåîðåìó Ëàãðàíæà î êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèÿõ). Çíà÷èò, x1(t)−x2(t) = const íà èíòåð-
âàëå (τ1, τ2). Íî îáà ðåøåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò íà÷àëüíîìó óñëîâèþ: x1(t0)−x2(t0) = 0.
Îòñþäà x1(t) = x2(t) íå ïåðåñå÷åíèè îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ðåøåíèé.
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Ðèñ. 2.6: Èíòåãðàëüíûå êðèâûå óðàâíåíèÿ ẋ = t2 − 1 (ñëåâà) è ẋ = x (ñïðàâà).

Åñëè ðàññìàòðèâàòü ðåøåíèÿ, îïðåäåëåííûå íà îáúåäèíåíèè íåñêîëüêèõ èíòåð-
âàëîâ èëè ëó÷åé, òî ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå áóäåò íåâåðíûì. Íàïðèìåð, ó ôóíêöèè
f(t) = 1 íà ìíîæåñòâå R∖ {0} åñòü äâå ðàçëè÷íûå ïåðâîîáðàçíûå: F1(t) = t è

F2(t) =

{
t, t > 0,

t− 1, t < 0

Ïîýòîìó â ôîðìàëüíîì îïðåäåëåíèè ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ìû
îãðàíè÷èëèñü ôóíêöèÿìè, îïðåäåëåííûìè íà ñâÿçíûõ ìíîæåñòâàõ.
Ïðèìåð 2: óðàâíåíèå ñâîáîäíîãî ðàçìíîæåíèÿ

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ẋ = x, ñì. ðèñ. 2.6 ñïðàâà. Êàê ìû óæå çàìåòèëè â ðàçäåëå
1.1.1, åãî ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ëþáàÿ ôóíêöèÿ âèäà x(t) = cet. Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
ẋ = x ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(t0) = x0 áóäåò ôóíêöèÿ x(t) = cet, ãäå c = x0e

−t0 .
Èòàê, ðåøåíèå ñ ëþáûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì ñóùåñòâóåò.
Ñåé÷àñ ìû äîêàæåì, ÷òî ó óðàâíåíèÿ ẋ = x íåò äðóãèõ ðåøåíèé, êðîìå x = cet.
Ïóñòü x(t) � ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ, îïðåäåëåííîå íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå

(a, b). Ïîëîæèì y(t) = x(t)e−t è äîêàæåì, ÷òî y(t) � êîíñòàíòà. Äåéñòâèòåëüíî,

ẏ(t) = ẋ(t)e−t − x(t)e−t = 0.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ẋ(t) = x(t). Åñëè ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè,
îïðåäåëåííîé íà èíòåðâàëå, ðàâíà íóëþ, òî ôóíêöèÿ ïîñòîÿííà: y(t) = c, ÷òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ïðèìåð 3: óðàâíåíèå áåç åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé

Ïóñòü âåäðî íàïîëíåíî âîäîé, à â åãî äíèùå åñòü íåáîëüøàÿ äûðî÷êà. Îêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè óðàâíåíèå íà êîëè÷åñòâî âîäû â âåäðå x èìååò
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Ðèñ. 2.7: Èíòåãðàëüíûå êðèâûå óðàâíåíèÿ áåç åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé

âèä ẋ = −k
√
x. Äëÿ ïðîñòîòû ïîëîæèì k = 2. Èòàê, ìû ðàññìàòðèâàåì óðàâíåíèå

ẋ = −2
√
x â îáëàñòè x ⩾ 0. Çàìåòèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ íå ëèïøèöåâà.

Èíòåãðàëüíûå êðèâûå óðàâíåíèÿ ïîêàçàíû íà ðèñ. 2.7.
Êàê ëåãêî óáåäèòüñÿ, äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî c ôóíêöèÿ x(t) = (c − t)2 ÿâ-

ëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ïðè t < c. Â ìîìåíò âðåìåíè t = c âîäû â âåäðå íå
îñòà¼òñÿ. Ïîíÿòíî, ÷òî ïîñëå ýòîãî ìîìåíòà x(t) = 0. Îêîí÷àòåëüíî, ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ èìåþò âèä

x(t) =

{
(c− t)2, t < c

0, t ⩾ c
(2.23)

Ïîýòîìó çàäà÷à Êîøè x(0) = 0, ẋ = −2
√
x èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé: êàê

íóëåâîå ðåøåíèå x(t) ≡ 0, òàê è ëþáîå ðåøåíèå âèäà (2.23) ïðè c < 0 óäîâëåòâîðÿåò
íà÷àëüíîìó óñëîâèþ x(0) = 0; åñëè â âåäðå íåò âîäû, òî íåâîçìîæíî óñòàíîâèòü, â
êàêîé ìîìåíò îíà âûòåêëà è áûëà ëè â âåäðå âîîáùå.
Ìîæåò áûòü, äåëî â òîì, ÷òî ïðÿìàÿ x = 0 íàõîäèòñÿ íà ãðàíèöå îáëàñòè îïðåäå-

ëåíèÿ íàøåãî óðàâíåíèÿ? Íåò; åñëè ñèììåòðè÷íî îòðàçèòü ïîëå íàïðàâëåíèé îòíî-
ñèòåëüíî x = 0 (òî åñòü ðàññìîòðåòü óðàâíåíèå

ẋ =

{
− 2

√
x, x ⩾ 0

2
√

|x|, x < 0

ñì. ðèñ. 2.7), ýôôåêò ñîõðàíèòñÿ. Ïðè÷èíà â òîì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ íå
ëèïøèöåâà ïî x âáëèçè íóëÿ.
Â ýòîì ïðèìåðå, åñëè ìû çíàåì íà÷àëüíîå óñëîâèå, òî áóäóùåå ïîâåäåíèå ñèñòåìû

âîññòàíàâëèâàåòñÿ îäíîçíà÷íî; ðàçíûå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè îòëè÷àþòñÿ òîëüêî
ñâîèì ïðîøëûì. Ñëåäóþùåå óïðàæíåíèå äà¼ò ïðèìåð ñèñòåìû, â êîòîðîé ðàçíûå
ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè îòëè÷àþòñÿ â áóäóùåì.

Óïðàæíåíèå 30. Äëÿ óðàâíåíèÿ ẋ = 2
√
x íàðèñóéòå ïîëå íàïðàâëåíèé. Ïîêàæè-

òå, ÷òî çàäà÷à Êîøè ẋ = 2
√
x, x(0) = 0 èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé, ïðè÷åì

îíè îòëè÷àþòñÿ ïðè t > 0.
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Ïðèìåð 4: ðàñïðîñòðàíåíèå ñâåòà

Çàäà÷à î ïðåëîìëåíèè ñâåòà â ñðåäå ñ ïåðåìåííîé îïòè÷åñêîé ïëîòíîñòüþ ñëî¼â,
ðàâíîé ν(y), ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ y′ = ± 1

k

√
ν2(y)− k2 áåç ñâîéñòâà åäèíñòâåííîñòè

ðåøåíèé. Ýòî ïîçâîëÿåò îáúÿñíèòü âîçíèêíîâåíèå ìèðàæåé; ñì. ðàçäåë 3.2.5.

2.4.3 Îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèé è ïðîäîëæèìîñòü ðåøåíèé

Òåîðåìû î ïðîäîëæèìîñòè

Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ íå çàïðåùàåò ñèòó-
àöèþ, ïðè êîòîðîé ðåøåíèå îïðåäåëåíî òîëüêî íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå (a, b), à çà
òî÷êó b íå ïðîäîëæàåòñÿ. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè ãðàôèê ðåøå-
íèÿ íà èíòåðâàëå (a, b) íå óõîäèò íà áåñêîíå÷íîñòü � ñîäåðæèòñÿ âíóòðè êàêîãî-òî
êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà � òî ðåøåíèå îáÿçàíî ïðîäîëæàòüñÿ çà òî÷êè a è b.
Íàïîìíèì, ÷òî ìàêñèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè � ýòî ðåøåíèå, îïðåäåëåííîå

íà ìàêñèìàëüíîì ïî âêëþ÷åíèþ ïîäìíîæåñòâå R.

Òåîðåìà 2.4.15 (Òåîðåìà î âûõîäå èíòåãðàëüíîé êðèâîé íà ãðàíèöó êîìïàêòà). Â
óñëîâèÿõ òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè (òåîðåìà 2.4.3), ïóñòüK ⊂ Ω
� êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî. Ïóñòü (t0, x0) ∈ K. Òîãäà ãðàôèê ìàêñèìàëüíîãî ðåøå-
íèÿ x(t) óðàâíåíèÿ (2.19) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(t0) = x0 (èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ)
âûõîäèò íà ãðàíèöó K: äëÿ íåêîòîðîãî t1 > t0,

(t1, x(t1)) ∈ ∂K.

Ðàçóìååòñÿ, àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âåðíî è äëÿ íåêîòîðîãî t2 < t0; ÷òîáû ñâå-
ñòè ýòî óòâåðæäåíèå ê òåîðåìå 2.4.15, äîñòàòî÷íî çàìåíèòü â óðàâíåíèè t íà (−t).
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ðàáîòàåò äëÿ àâòîíîìíûõ óðàâíåíèé è ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì

ñëåäñòâèåì ïðåäûäóùåé.

Òåîðåìà 2.4.16 (Òåîðåìà î âûõîäå ôàçîâîé êðèâîé íà ãðàíèöó êîìïàêòà). Ïóñòü
àâòîíîìíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ẋ = v(x), x ∈ Ω̃, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâè-
ÿì òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè (òåîðåìà 2.4.3). Ïóñòü K ⊂ Ω̃ �
êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà êàæäàÿ ôàçîâàÿ êðèâàÿ
àâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ ëèáî âûõîäèò íà ãðàíèöó êîìïàêòà K, ëèáî ñîîòâåòñòâó-
þùåå ìàêñèìàëüíîå ðåøåíèå îïðåäåëåíî äëÿ âñåõ t ∈ R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì ïðåäûäóùóþ òåîðåìó äëÿ êîìïàêòà [0, C] ×K, ãäå C
� ïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Ïîëó÷èì, ÷òî ãðàôèê ìàêñèìàëüíîãî ðåøåíèÿ
(t, x(t)) âûõîäèò íà ãðàíèöó ýòîãî êîìïàêòà. Çíà÷èò, ëèáî äëÿ íåêîòîðîãî t âûïîë-
íåíî x(t) ∈ ∂K, ëèáî x(t) îïðåäåëåíî ïðè t = C.
Â ïåðâîì ñëó÷àå ôàçîâàÿ êðèâàÿ âûõîäèò íà ãðàíèöó K. Åñëè äëÿ âñåõ C ðåàëè-

çóåòñÿ âòîðîé ñëó÷àé, òî ðåøåíèå îïðåäåëåíî äëÿ ñêîëü óãîäíî áîëüøîãî t. Çíà÷èò,
îíî îïðåäåëåíî äëÿ âñåõ t > 0.
Òî æå ñàìîå ðàññóæäåíèå ðàáîòàåò è äëÿ t < 0, åñëè â óðàâíåíèè ôîðìàëüíî

çàìåíèòü t íà (−t).
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Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå äà¼ò ïðîñòîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå òîãî, ÷òî ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ îïðåäåëåíî ïðè ëþáîì t.

Ïðåäëîæåíèå 2.4.17. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f : Rn+1 → Rn îïðåäåëåíî ïðè âñåõ
t ∈ R, x ∈ Rn è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó |f(t, x)| ⩽ C(1 + |x|). Òîãäà ëþáîå
ìàêñèìàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ẋ = f(t, x) îïðåäåëåíî ïðè ëþáîì t ∈ R.

Íåðàâåíñòâî |f(t, x)| ⩽ C(1+ |x|) îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ f ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà
ïî t è ðàñòåò ïðè x→ ∞ íå áûñòðåå ëèíåéíîé ôóíêöèè ïî |x|.
Äîêàçàòåëüñòâî ïîõîæå íà äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà Ãðîíóîëëà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî ìàêñèìàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ îïðåäåëåíî äëÿ
ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî t. ×òîáû ñâåñòè ñëó÷àé îòðèöàòåëüíîãî âðåìåíè ê ñëó÷àþ
ïîëîæèòåëüíîãî, äîñòàòî÷íî çàìåíèòü â óðàâíåíèè t íà (−t).
Èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî x ðàñòåò íå áûñòðåå íåêîòîðîé ýêñ-

ïîíåíòû elt. Êàê óãàäàòü, äëÿ êàêîãî l ìû äîëæíû äîêàçûâàòü îöåíêó? Íå áóäåì
ïîêà ôèêñèðîâàòü l, à ïîëîæèì y(t) = x(t) · e−lt, l > 0; òîãäà ôóíêöèÿ y óäîâëåòâî-
ðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

ẏ = ẋ · e−lt − lx · e−lt = f(t, yelt)e−lt − ly. (2.24)

Ïîñìîòðèì, êàê ìåíÿåòñÿ |y|; íàøà öåëü � ïîäîáðàòü l òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû |y|
áûëî îãðàíè÷åííî. Èìååì

1

2

d

dt
(y, y) = (ẏ, y) = (f(t, yelt) · e−lt, y)− l(y, y) ⩽ C(1 + |yelt|)e−lt|y| − l|y|2 ⩽

⩽ C|y|+ C|y|2 − l|y|2.

Âûáåðåì l > C. Òîãäà ýòî âûðàæåíèå îòðèöàòåëüíî ïðè |y| > N äëÿ íåêîòîðîãî
N . Çíà÷èò, |y(t)| óáûâàåò ïðè |y(t)| ⩾ N . Ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà
K, êîòîðûé ñîäåðæèò øàð ðàäèóñà 2N , è äëÿ ëþáîé òî÷êè (t0, y0) ∈ K ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (2.24) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì y(t0) = x0 íå ìîæåò âûéòè íà ãðàíèöó
êîìïàêòà K. Èòàê, y(t) (à çíà÷èò � è x(t)) îïðåäåëåíî ïðè ëþáîì ïîëîæèòåëüíîì
t.

Óõîä íà áåñêîíå÷íîñòü çà êîíå÷íîå âðåìÿ. Ïðèìåð

Ïðåäûäóùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè óðàâíåíèå ẋ = f(t, x) îïðåäåëåíî âî âñåì
ïðîñòðàíñòâå Rn+1, à ìàêñèìàëüíîå ðåøåíèå îïðåäåëåíî ïðè t < C è íå îïðåäåëåíî
ïðè t > C, òî âáëèçè t = C çíà÷åíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ðåøåíèÿ âûõîäÿò íà ãðàíèöó
ëþáîãî êîìïàêòà K ⊂ Rn. ×òîáû äîêàçàòü ýòî, äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü òåîðåìó äëÿ
êîìïàêòîâ âèäà [C − ε, C + ε]×K.
Â ÷àñòíîñòè, ìîæåò áûòü âûïîëíåíî limt→C |x(t)| = ∞. Â òàêîì ñëó÷àå ãîâîðÿò,

÷òî ðåøåíèå óõîäèò íà áåñêîíå÷íîñòü çà êîíå÷íîå âðåìÿ.
Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì àâòîíîìíîå óðàâíåíèå ẋ = x2; çàìåòèì, ÷òî äëÿ íåãî íå

âûïîëíåíà îöåíêà èç ïðåäëîæåíèÿ 2.4.17. Ïîëå íàïðàâëåíèé è èíòåãðàëüíûå êðèâûå
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0

1

x

1

t

Ðèñ. 2.8: Èíòåãðàëüíûå êðèâûå óðàâíåíèÿ ẋ = x2

óðàâíåíèÿ ïîêàçàíû íà ðèñ. 2.8. Êàê ëåãêî óáåäèòüñÿ, ôóíêöèÿ x(t) = 1
c−t óäîâëåòâî-

ðÿåò ýòîìó óðàâíåíèþ äëÿ ëþáîãî c. Ïî îïðåäåëåíèþ, ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ äîëæíî áûòü îïðåäåëåíî íà èíòåðâàëå, ëó÷å èëè ïðÿìîé; ïîýòîìó òàêàÿ
ôîðìóëà çàäà¼ò äâà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ: x1(t) =

1
c−t , t < c è x2(t) =

1
c−t , t > c.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = 1 èìååò âèä x(t) = 1
1−t è îïðåäå-

ëåíî òîëüêî ïðè t < 1. Ïðè t→ 1 ýòî ðåøåíèå ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Ïîýòîìó
åãî ãðàôèê âûõîäèò íà ãðàíèöó ëþáîãî êîìïàêòà K ⊂ R.
Ó óðàâíåíèÿ åñòü è ðåøåíèå x(t) ≡ 0, îïðåäåëåííîå ïðè âñåõ t; ñîîòâåòñòâóþ-

ùàÿ ôàçîâàÿ êðèâàÿ ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè, ïîýòîìó îíà íå âûõîäèò íà ãðàíèöó
êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ R.

2.4.4 Ôàçîâûå ïîòîêè. Ãëîáàëüíûå òåîðåìû î íåïðåðûâíîñòè è
ãëàäêîñòè ôàçîâîãî ïîòîêà

Ôàçîâûé ïîòîê àâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ

Ðàññìîòðèì àâòîíîìíîå óðàâíåíèå ẋ = v(x) è ñîîòâåòñòâóþùåå âåêòîðíîå ïîëå v.
Åñëè íàøå âåêòîðíîå ïîëå � ïîëå ñêîðîñòåé òå÷åíèÿ â ðåêå, òî åñòåñòâåííî çàäàòü
äâà âîïðîñà:

1. Åñëè áðîñèòü â ðåêó (â òî÷êó x0) ùåïêó, ïî êàêîé òðàåêòîðèè îíà

ïîïëûâ¼ò? Íà ýòîò âîïðîñ îòâå÷àåò ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x0.

2. Êóäà çà ìèíóòó óïëûâóò âñå òî÷êè? Íà ýòîò âîïðîñ îòâå÷àåò îòîáðàæå-
íèå ïîòîêà çà âðåìÿ 1.

Îïðåäåëåíèå 2.4.18. Ïóñòü ïîëå v îïðåäåëåíî â îáëàñòè Ω̃ ⊂ Rn. Ïóñòü äëÿ ëþáîãî
íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ x0 ∈ Ω̃ ðåøåíèå àâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ ẋ = v(x) ñ íà÷àëüíûì
óñëîâèåì x(0) = x0 åäèíñòâåííî.
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Ôàçîâûé ïîòîê äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ çà âðåìÿ t � ýòî îòîáðà-
æåíèå gtv : Ω̃ → Ω̃, çàäàííîå ðàâåíñòâîì

gtv(x0) := x(t),

ãäå x(t) � ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = x0,
åñëè òàêîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò è îïðåäåëåíî â òî÷êå t. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû
ñ÷èòàåì, ÷òî gtv(x0) íå îïðåäåëåíî.

Îòîáðàæåíèÿ ïîòîêà gtv ïðè ðàçíûõ t ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû íà ðàçíûõ ïîäìíî-
æåñòâàõ îáëàñòè Ω̃. Îòîáðàæåíèå ïîòîêà çà áîëüøîå âðåìÿ ìîæåò áûòü íèãäå íå
îïðåäåëåíî.

Îïðåäåëåíèå 2.4.19. Íàáîð ïðåîáðàçîâàíèé {gtv}t∈R, îïðåäåëåííûõ â íåêîòîðûõ

ïîäìíîæåñòâàõ îáëàñòè Ω̃, íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì ôàçîâûì ïîòîêîì. Âîçìîæíî,
äëÿ íåêîòîðûõ t îòîáðàæåíèå gtv îïðåäåëåíî íà ïóñòîì ïîäìíîæåñòâå.
Åñëè âñå îòîáðàæåíèÿ gtv îïðåäåëåíû âî âñåé îáëàñòè Ω̃ (òî åñòü ðåøåíèå óðàâíå-

íèÿ ñ ëþáûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì îïðåäåëåíî ïðè ëþáûõ t), ãîâîðÿò î (ãëîáàëü-
íîì) ôàçîâîì ïîòîêå {gtv}t∈R àâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ.

Óïðàæíåíèå 31. Äëÿ êàæäîãî t íàéäèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ëîêàëüíîãî îòîá-
ðàæåíèÿ ïîòîêà çà âðåìÿ t óðàâíåíèÿ ẋ = x2.

Èç îïðåäåëåíèÿ ÿñíî, ÷òî îòîáðàæåíèå ïîòîêà ñîõðàíÿåò îñîáûå òî÷êè óðàâíåíèÿ:
åñëè v(a) = 0, òî gtv(a) = a.

Ïðèìåð 2.4.20. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå{
ẋ = x

ẏ = −y

(ñì. ðèñ. 2.9). Åãî ðåøåíèÿ � x = x0e
t, y = y0e

−t. (Íàïîìíèì, ÷òî ðåøåíèÿ óðàâíå-
íèÿ ẋ = x ìû íàøëè âûøå. Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ẏ = −y ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëîãè÷-
íûì îáðàçîì). Ïîýòîìó ôàçîâûé ïîòîê ýòîãî óðàâíåíèÿ ïåðåâîäèò òî÷êó (x0, y0) â
òî÷êó (x0e

t, y0e
−t):

gtv(x0, y0) = (x0e
t, y0e

−t).

Íàïðèìåð, ôàçîâûé ïîòîê çà âðåìÿ 1 � îòîáðàæåíèå g1v � ïåðåâîäèò êâàäðàò x ∈
[−1, 1], y ∈ [−1, 1] â ïðÿìîóãîëüíèê x ∈ [−e, e], y ∈ [−e−1, e−1].

Íà ðèñóíêå 2.10 èçîáðàæåí îáðàç êâàäðàòà x ∈ [−1, 1], y ∈ [−1, 1] ïîä äåéñòâèåì
ôàçîâîãî ïîòîêà g1v äëÿ ñëåäóþùèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà ïëîñêîñòè:

1. ẋ = x, ẏ = −y;

2. ẋ = x, ẏ = y;

3. ẋ = y, ẏ = −x;
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x

y

Ðèñ. 2.9: Ôàçîâûé ïîðòðåò óðàâíåíèÿ ẋ = x, ẏ = −y

Äëÿ íàãëÿäíîñòè èçîáðàæåí òàêæå îáðàç ìîðäî÷êè êîòà12, íàðèñîâàííîé â ýòîì
êâàäðàòå, ïîä äåéñòâèåì g1v .

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îòîáðàæåíèÿ gtv ïîä÷èíÿþòñÿ ôîðìóëå, íàïîìèíàþùåé ôîðìóëó
äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ýêñïîíåíò et+s = etes:

Ïðåäëîæåíèå 2.4.21. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè
(òåîðåìà 2.4.3) äëÿ ëþáûõ t, s ∈ R âûïîëíåíî gt+sv = gtv ◦ gsv âåçäå, ãäå îáå ÷àñòè
ðàâåíñòâà îïðåäåëåíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåôîðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî çâó÷èò òàê: åñëè òî÷êà äâèæåòñÿ
ñïåðâà s ìèíóò, à ïîòîì t ìèíóò âäîëü ôàçîâîé êðèâîé, òî ýòà òî÷êà îêàæåòñÿ â òîì
æå ìåñòå, êàê åñëè áû îíà äâèãàëàñü èç íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ t+ s ìèíóò. Òåïåðü
äàäèì ôîðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî.

Ïî ëîêàëüíîé òåîðåìå ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè, ëîêàëüíûé ôàçîâûé ïî-
òîê îïðåäåëåí. Ïóñòü y = gsv(x). Òîãäà ôóíêöèÿ τ 7→ x(τ) := gτ+sv (x), τ ∈ [0, t],
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ẋ = v(x) ñ íà÷àëüíûì óñëîâè-
åì x(0) = y. Äåéñòâèòåëüíî, îíà îòëè÷àåòñÿ îò ðåøåíèÿ àâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ
τ 7→ gτv (x) òîëüêî ñäâèãîì ïî âðåìåíè, ïîýòîìó òîæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì àâòîíîì-
íîãî óðàâíåíèÿ. Âèäíî, ÷òî îíà óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíîìó óñëîâèþ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðåøåíèå íàøåãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíûì
óñëîâèåì x(0) = y åäèíñòâåííî ïî òåîðåìå 2.4.3, è ìû îáîçíà÷àëè åãî τ 7→ gτv (y).
Èòàê, gτ+sv (x) = gτv (y) = gτv (g

s
v(x)), è äëÿ τ = t ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ïîêàçûâàåò, íàñêîëüêî ãëàäêèì ÿâëÿåòñÿ ôàçîâûé ïî-
òîê. Íàïîìíèì, ÷òî ãîìåîìîðôèçì � ýòî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, íåïðå-
ðûâíîå âìåñòå ñ îáðàòíûì, à äèôôåîìîðôèçì � ýòî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðà-
æåíèå, C1-ãëàäêîå âìåñòå ñ îáðàòíûì.

12Èäåÿ èëëþñòðèðîâàòü ãåîìåòðèþ äèôôåîìîðôèçìîâ ñ ïîìîùüþ èõ äåéñòâèÿ íà ïîðòðåò êîøêè,
ïî-âèäèìîìó, ïðèíàäëåæèò ñîâåòñêîìó ìàòåìàòèêó Á.Í.Äåëîíå (1890 � 1980).
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Ðèñ. 2.10: Îáðàç êâàäðàòà è ìîðäî÷êè êîòà ïîä äåéñòâèåì ôàçîâîãî ïîòîêà óðàâíå-
íèé (1)�(3).
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Òåîðåìà 2.4.22 (Ãëîáàëüíàÿ òåîðåìà î íåïðåðûâíîñòè (ãëàäêîñòè) ôàçîâîãî ïîòî-
êà). 1. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

ẋ = v(x), x ∈ Ω̃,

óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè (òåîðåìà
2.4.3). Òîãäà äëÿ êàæäîãî t ∈ R â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè ñâîåé îáëàñòè îïðå-
äåëåíèÿ îòîáðàæåíèå x 7→ gtv(x) îïðåäåëåíî, íåïðåðûâíî, è ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèç-
ìîì íà ñâîé îáðàç.
2. Åñëè v ∈ C2(Ω̃), òî îòîáðàæåíèå ïîòîêà çà âðåìÿ t â îêðåñòíîñòè êàæäîé

òî÷êè ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì íà ñâîé îáðàç.
3. Åñëè v ∈ Cr(Ω̃), òî îòîáðàæåíèå ïîòîêà çà âðåìÿ t ÿâëÿåòñÿ Cr−1-ãëàäêèì â

îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ âìåñòå ñ îáðàòíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî x0, T îòîáðàæåíèå gTv îïðåäåëåíî â òî÷êå
x0; çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ x(t) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x0, êîòîðîå
îïðåäåëåíî íà [0, T ].
Ïî òåîðåìå î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé 2.4.5, îòîá-

ðàæåíèå gtv áóäåò îïðåäåëåíî è íåïðåðûâíî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî t â ìàëîé îêðåñò-
íîñòè x0. Äîêàæåì, ÷òî îíî íåïðåðûâíî äëÿ t = T .
Èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðåäñòàâèòü gTv â âèäå êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèé ïîòîêà

çà ìàëûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè, à çàòåì çàêëþ÷èòü, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî
êàê êîìïîçèöèÿ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé.
À èìåííî, ïðèìåíèì òåîðåìó î íåïðåðûâíîñòè ïî íà÷àëüíîìó óñëîâèþ äëÿ êàæ-

äîé òî÷êè (t0, x(t0)), [0, T ]. Â ìàëîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè âñå îòîáðàæåíèÿ ïîòîêà
íåïðåðûâíû; ïóñòü δ âûáðàíî äîñòàòî÷íî ìàëûì, òàê ÷òî ó÷àñòîê ôàçîâîé êðèâîé
x(t), t ∈ (t0 − δ, t0 + δ) ∩ [0, T ] ëåæèò â òàêîé ìàëîé îêðåñòíîñòè. Çàìåòèì, ÷òî δ
çàâèñèò îò t0, δ = δ(t0).
Èç îòêðûòûõ èíòåðâàëîâ (t − δ(t), t + δ(t)) âûáåðåì êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå

⋃
Ik

îòðåçêà [0, T ]; áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îòðåçêè Ik çàíóìåðîâàíû òàê, ÷òî îòðåçêè ñ ñîñåä-
íèìè íîìåðàìè ïåðåêðûâàþòñÿ. Âîçüì¼ì íàáîð òî÷åê τk ∈ Ik ∩ Ik+1, 0 < τ1 < τ2 <
· · · < τj < T . Îòîáðàæåíèå ïîòîêà gTv ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé îòîáðàæåíèé g

τk+1−τk
v â

îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê x(τk). Êàæäîå èç ýòèõ îòîáðàæåíèé íåïðåðûâíî â ñèëó âûáîðà
èíòåðâàëîâ Ik. Ïîýòîìó èõ êîìïîçèöèÿ gTv òîæå íåïðåðûâíà â íåêîòîðîé îêðåñòíî-
ñòè òî÷êè x0.
Èòàê, îòîáðàæåíèå gTv íåïðåðûâíî â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè îáëàñòè îïðåäå-

ëåíèÿ.
Äëÿ ëþáîãî t îòîáðàæåíèÿ gtv è g−tv âçàèìíî îáðàòíû: gtvg

−t
v = g−tv gtv = g0v = id,

ïîýòîìó âñå îòîáðàæåíèÿ gtv íåïðåðûâíû âìåñòå ñ îáðàòíûìè. Çíà÷èò, îíè ÿâëÿþòñÿ
ãîìåîìîðôèçìàìè.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ññûëàÿñü íà òåîðåìó î ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ ïî íà÷àëüíûì

óñëîâèÿì 2.4.6, ìîæíî äîêàçàòü âòîðîå è òðåòüå óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Èç ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî åñëè ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ îïðåäåëåí ïðè
âñåõ t, òî îí ÿâëÿåòñÿ ôàçîâûì ïîòîêîì â ñìûñëå ñëåäóþùåãî îïðåäåëåíèÿ.
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Îïðåäåëåíèå 2.4.23. Ôàçîâûé ïîòîê (îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà äèôôåîìîð-
ôèçìîâ)� ýòî ñåìåéñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ gt : Ω̃ → Ω̃, t ∈ R, äëÿ êîòîðîãî

� gt+s = gt ◦ gs (ãðóïïîâîå ñâîéñòâî)

� g0 = id (íóëåâîìó çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà ñîîòâåòñòâóåò òîæäåñòâåííîå îòîáðà-
æåíèå)

� Îòîáðàæåíèå (t, x) 7→ gt(x) ÿâëÿåòñÿ C1�ãëàäêèì ïî t, x âî âñåé îáëàñòè îïðå-
äåëåíèÿ.

Ïðèìåð 2.4.24. Ôàçîâûìè ïîòîêàìè â ñìûñëå ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ:

1. gt ≡ id;

2. Ñäâèãè: gt : x 7→ x+ at;

3. gt : x 7→ eAtx äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A (ñì. ðàçäåë 5.3.1).

4. Ïîâîðîòû: gt : z 7→ eitz � ïîâîðîò êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè íà óãîë t.

Òåîðåìà 2.4.25. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

ẋ = v(x), x ∈ Ω̃,

äëÿ êîòîðîãî v ∈ C2(Ω̃). Ïóñòü âñå åãî ðåøåíèÿ îïðåäåëåíû íà R. Òîãäà îòîáðàæå-
íèÿ gtv îáðàçóþò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ãðóïïîâîå ñâîéñòâî gt+sv (x) = gtv ◦ gsv(x) äîêàçàíî â ïðåäëîæåíèè
2.4.21.
Ðàâåíñòâî g0v = id íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ gtv.
Òîò ôàêò, ÷òî îòîáðàæåíèÿ gtv � äèôôåîìîðôèçìû, ïðîâåðåí â òåîðåìå 2.4.6.
Íàêîíåö, îòîáðàæåíèå t 7→ gtv(x) ãëàäêî, òàê êàê åãî ïðîèçâîäíàÿ

d

dt
gtv(x)|t=t0 = v(gt0v (x))

íåïðåðûâíà.

Íàïîñëåäîê äîêàæåì, ÷òî ëþáîé ôàçîâûé ïîòîê ÿâëÿåòñÿ ïîòîêîì êàêîãî-íèáóäü
âåêòîðíîãî ïîëÿ, � èìååò ãåíåðàòîð.

Îïðåäåëåíèå 2.4.26. Ãåíåðàòîð ôàçîâîãî ïîòîêà gt â îáëàñòè Ω̃ ⊂ Rn � ýòî òàêîå
âåêòîðíîå ïîëå v íà îáëàñòè Ω̃, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, t0 âûïîëíåíî

dgt(x)

dt

∣∣∣∣
t=t0

= v(gt0(x)) (2.25)

Äðóãèìè ñëîâàìè, gt(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ẋ = v(x)
ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x, òî åñòü gt = gtv.
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Òåîðåìà 2.4.27. Âñÿêèé ôàçîâûé ïîòîê gt èìååò ãåíåðàòîð.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì v(x) := d
dtg

t(x)|t=0. Ïî ôîðìóëå (2.25) äëÿ t = 0 ãåíå-
ðàòîð íå ìîæåò áûòü íè÷åì äðóãèì, åñëè îí ñóùåñòâóåò. Ïðîâåðèì ôîðìóëó (2.25)
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî t = t0.

d

dt
gt(x)

∣∣∣∣
t=t0

=
d

dt
gt+t0(x)

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
gt ◦ gt0(x)

∣∣∣∣
t=0

= v(g0(gt0(x))) = v(gt0(x)).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîëå v � ãåíåðàòîð ïîòîêà gt.

Çàäà÷à 32. Ïóñòü ìû çíàåì îòîáðàæåíèÿ ïîòîêà gtv ïîëÿ v òîëüêî äëÿ öåëûõ t.
Ìîæíî ëè ïî ýòîé èíôîðìàöèè âîññòàíîâèòü ïîëå v?

Îòîáðàæåíèÿ ïîòîêà íåàâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ

Ðåøåíèå íåàâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(t0) = x0 ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê ôóíêöèþ òð¼õ ïåðåìåííûõ: t0, x0 è t. Ýòà ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ôàçîâûì
ïîòîêîì íåàâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ, äëÿ íå¼ ââîäÿò îáîçíà÷åíèå gt0,tf (x0). Äàäèì ôîð-
ìàëüíîå îïðåäåëåíèå:

Îïðåäåëåíèå 2.4.28. Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â îáëàñòè Ω:

ẋ = f(t, x). (2.26)

Ïóñòü åãî ðåøåíèå ñ ëþáûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì (t0, x0) ∈ Ω åäèíñòâåííî. Îòîáðà-
æåíèåì ïîòîêà ýòîãî óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå, çàäàííîå ðàâåíñòâîì

gt0,t1f (x0) = x(t1),

ãäå x(t) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.26) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(t0) = x0, â ñëó÷àå,
åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà îïðåäåëåíà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñ÷èòàþò, ÷òî gt0,t1f (x0)
íå îïðåäåëåíî.

Óïðàæíåíèå 33. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ àâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ ẋ = v(x) âûïîëíåíî
gt0,t1v = gt1−t0v .

Èç îïðåäåëåíèÿ ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî äëÿ îòîáðàæåíèÿ ïîòîêà âûïîëíåíî ñîîòíîøå-
íèå

gt0,t2f = gt1,t2f ◦ gt0,t1f

â òåõ òî÷êàõ, ãäå îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà îïðåäåëåíû. Â ñëó÷àå àâòîíîìíûõ óðàâíåíèé
ýòî ðàâåíñòâî ïðåâðàùàåòñÿ â óæå èçâåñòíîå íàì ñîîòíîøåíèå gt+sv = gtv ◦ gsv.
Ïðèâåäåì àíàëîã òåîðåìû 2.4.22.

Òåîðåìà 2.4.29 (Ãëîáàëüíàÿ òåîðåìà î íåïðåðûâíîñòè (ãëàäêîñòè) ôàçîâîãî ïîòîêà
íåàâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ). 1. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

ẋ = f(t, x), (t, x) ∈ Ω,
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äëÿ êîòîðîãî îòîáðàæåíèå f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è
åäèíñòâåííîñòè (òåîðåìû 2.4.3). Òîãäà îòîáðàæåíèÿ gt1,t2f îïðåäåëåíû è íåïðå-
ðûâíû â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ è ÿâëÿþòñÿ ãîìåîìîð-
ôèçìàìè íà ñâîé îáðàç.
2. Åñëè f ∈ C2(Ω), òî ýòè îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ äèôôåîìîðôèçìàìè íà ñâîé

îáðàç â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.
3. Åñëè f ∈ Cr(Ω), òî ýòè îòîáðàæåíèÿ Cr−1-ãëàäêèå â îêðåñòíîñòè êàæäîé

òî÷êè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ âìåñòå ñ îáðàòíûìè.

Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà. Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.4.22.
Ïðåäñòàâèì îòîáðàæåíèå ïîòîêà â âèäå êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèé g

τk,τk+1

f äëÿ t1 =

τ0 < τ1 < · · · < τj = t2. Ìû ïîëó÷èì, ÷òî îòîáðàæåíèå gt1,t2f îïðåäåëåíî è íåïðåðûâ-
íî (ñîîòâ. ãëàäêî) â ìàëîé îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Òàê êàê
(gt1,t2f )−1 = gt2,t1f , îáðàòíîå îòîáðàæåíèå òîæå íåïðåðûâíî (ãëàäêî).

2.5 Çàäà÷è ê ãëàâå 2

Ôàçîâûå è èíòåãðàëüíûå êðèâûå

1. Íå ðåøàÿ óðàâíåíèé ẋ = f(t, x), x ∈ R1, íàðèñóéòå èõ èíòåãðàëüíûå êðèâûå,
åñëè

(a) f(t, x) = t;

(b) f(t, x) = t2;

(c) f(t, x) = x+ t;

(d) f(t, x) = sin(x− t);

(e) f(t, x) = sin(x− t) + 2;

(f) f(t, x) = tx.

2. Íå ðåøàÿ óðàâíåíèé ẋ = v(x), x ∈ R1, íàðèñóéòå èõ ôàçîâûå è èíòåãðàëüíûå
êðèâûå, åñëè ïîëå v(x) èìååò âèä:

(a) v(x) = 0;

(b) v(x) = 1;

(c) v(x) = x;

(d) v(x) = −x;

(e) v(x) = x2;

(f) v(x) = x2 − 1;

(g) v(x) = 1− x2;

(h) v(x) = x− x3;

(i) v(x) = 1
x2+1

− 1
2 ;

(j) v(x) = x2 − x4;

(k) v(x) = x4 − x2 − 0.1;

(l) v(x) = sinx;

(m) v(x) = sin2 x;

(n) v(x) =


sinx

x
ïðè x ̸= 0

1 ïðè x = 0

3. Íå ðåøàÿ óðàâíåíèé ẋ = v(x), x ∈ R2, íàðèñóéòå èõ ôàçîâûå êðèâûå:

(a)

{
ẋ = 1

ẏ = 2
(b)

{
ẋ = x+ 1

ẏ = 2y
(c)

{
ẋ = x

ẏ = −y
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(d)

{
ẋ = y

ẏ = x
(e)

{
ẋ = x2

ẏ = −y
(f)

{
ẋ = x2

ẏ = y2

4. Íàéäèòå è íàðèñóéòå êðèâóþ íà ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ ñ ðàäèóñ-âåêòîðîì êàæäîé
ñâîåé òî÷êè îáðàçóåò îäèí è òîò æå óãîë α. Èññëåäóéòå îòâåò â çàâèñèìîñòè
îò α.

Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè

5. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ çàäà÷ Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ ẋ =
√
t− x èìåþò ðåøåíèå

íà óêàçàííûõ îòðåçêàõ:

a) x(0) = 1, [−0.5, 0.5];

b) x(1) = 0, [0.5, 1.5];

c) x(0) = 0, [−0.5, 0.5].

Ïîäñêàçêà: íàðèñóéòå ïîëå íàïðàâëåíèé. Ãäå îíî îïðåäåëåíî?

6. Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ẋ = t
x2

íå îïðåäåëåíà ïðè x = 0. Ïðîâåðüòå, ÷òî óðàâ-

íåíèå èìååò ðåøåíèå x(t) = 3

√
3
2 t

2 + c â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2.2.8 ïðè c ̸= 0.

×òî ïðîèñõîäèò ñ ðåøåíèåì ïðè c = 0? Êàê ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ òåîðåìîé ñóùå-
ñòâîâàíèÿ? Íàðèñóéòå ïîëå íàïðàâëåíèé è èíòåãðàëüíûå êðèâûå óðàâíåíèÿ
ẋ = t

x2
.

7. Äîêàæèòå, ÷òî çàäà÷à Êîøè ẋ =
√
x2 + t2, x(t0) = x0 ïðè âñåõ (t0, x0) èìååò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â îêðåñòíîñòè òî÷êè t0.

8. Äîêàæèòå, ÷òî çàäà÷à Êîøè ẋ =
√
|xt|, x(t0) = x0 èìååò åäèíñòâåííîå ðåøå-

íèå â îêðåñòíîñòè òî÷êè t0 ïðè x0 ̸= 0. Ïîñòðîéòå äâà ðàçíûõ ðåøåíèÿ ýòîãî
óðàâíåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ x(0) = 0.

Óêàçàíèå: ïîäáåðèòå îäíî èç ðåøåíèé â âèäå x(t) = atk.

9. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôàçîâàÿ êðèâàÿ àâòîíîìíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ íà ïëîñêîñòè ẋ = v(x) ñ ëèïøèöåâîé ïðàâîé ÷àñòüþ � ñàìîïåðåñåêàþùà-
ÿñÿ, òî îíà ñîîòâåòñòâóåò ïåðèîäè÷åñêîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ.

Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèé. Íåðàâåíñòâî Ãðîíóîëëà

10. Ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ ẋ = −x2 ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè x(t) = 1
c−t .

a) Íàéäèòå (åäèíñòâåííîå) ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîå íå çàäàåòñÿ
ýòîé ôîðìóëîé. Óêàçàíèå: íàðèñóéòå èíòåãðàëüíûå êðèâûå. Ïî òåîðå-
ìå ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè, îíè äîëæíû çàïîëíÿòü âñþ ïëîñ-
êîñòü. Êàêàÿ ÷àñòü ïëîñêîñòè åùå íå çàïîëíåíà?

b) Çàìåòèì, ÷òî limt→+∞
1
c−t = 0. Ïîêàæèòå, òåì íå ìåíåå, ÷òî ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ ẋ = −x2 ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x(0) > 0 íå èìåþò ïðåäåëà
íà áåñêîíå÷íîñòè. Êàê âåäóò ñåáÿ ýòè ðåøåíèÿ?

Óêàçàíèå: ñð. ñ ïðèìåðîì 2.2.4.
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11. Îöåíèòå ñâåðõó çíà÷åíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ẋ = x+sinx ñ íà÷àëüíûì óñëîâè-
åì x(0) = 1, ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâîì Ãðîíóîëëà. Îïðåäåëåíî ëè ðåøåíèå ïðè
âñåõ t?

12. a) Äëÿ êàêèõ çíà÷åíèé a âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

ẋ = (x2 + 1)
a

îïðåäåëåíû íà âñåé îñè?

b) Ïðè a = 0.5 îöåíèòå ñâåðõó çíà÷åíèå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëü-
íûì óñëîâèåì x(0) = 1, ïîëüçóÿñü îöåíêîé èç ïðåäëîæåíèÿ 2.4.17.

13. Ïóñòü v : R → R � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà ïðÿìîé è äëÿ âñåõ âåùåñòâåííûõ
x âûïîëíåíî v(x) > 1. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå y′′ − v(x)y = 0 íå èìååò
îãðàíè÷åííûõ (ïðè âñåõ x ∈ R) íåíóëåâûõ ðåøåíèé.

14. Âåðõíåå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè y′ = f(x, y), y(0) = x0 � ýòî C1-ãëàäêàÿ ôóíê-
öèÿ ω, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì ω′(x) > f(x, ω(x)) è ω(0) > x0.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ íèæíåå ðåøåíèå ω.

Äîêàæèòå òåîðåìó ×àïëûãèíà:

Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà. Ïóñòü çàäà÷à Êîøè y′ = f(x, y), y(0) =
x0 èìååò âåðõíåå è íèæíåå ðåøåíèå ω, ω íà îòðåçêå [a, b], a < 0 < b.

Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè îïðåäåëåíî íà âñåì îòðåçêå [a, b] è çàêëþ÷åíî
ìåæäó ω è ω.

Óêàçàíèå: êàê âåäåò ñåáÿ ãðàôèê âåðõíåãî è íèæíåãî ðåøåíèÿ ïî îòíîøåíèþ
ê ïîëþ íàïðàâëåíèé?

Ãåíåðàòîðû ãðóïï äèôôåîìîðôèçìîâ

15. Íàéäèòå ãåíåðàòîð îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïû:

(a) x 7→ x+ ωt, x ∈ Rn;
(b) x 7→ etx, x ∈ Rn;

(c) x 7→
(
cos t − sin t
sin t cos t

)
x, x ∈ R2.

16. Ïðîâåðüòå, ÷òî gt : x 7→ x
1−tx åñòü îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà äèôôåîìîð-

ôèçìîâ ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé. Íàéäèòå å¼ ãåíåðàòîð.

17. Íàðèñóéòå îáðàç ìîðäî÷êè êîòà ïîä äåéñòâèåì ïîòîêà âåêòîðíîãî ïîëÿ v çà
âðåìÿ 1, ãäå (a) v(x, y) = (1, 2); (b) v(x, y) = (x, 2y); (c) v(x, y) = (x, 0); (d)
v(x, y) = (x, 1); (e) v(x, y) = (x+ 5,−y).

18. Ïóñòü gt1 è g
t
2 � îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ãðóïïû äèôôåîìîðôèçìîâ ñ ãåíåðàòî-

ðàìè v1, v2. Ïðè êàêîì óñëîâèè äèôôåîìîðôèçìû gt = gt1 ◦ gt2 òîæå îáðàçóþò
îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó? Êàêîé ó íåå ãåíåðàòîð?
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3.1 Ïðèáëèæåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì òðè ìåòîäà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðèáëèæåííûå ìåòîäû äàþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé,
ñõîäÿùèåñÿ ê ðåøåíèþ, òî åñòü ïîçâîëÿþò íàéòè ðåøåíèå ñ ëþáîé çàäàííîé òî÷íî-
ñòüþ. Îíè ïðèìåíèìû ê áîëüøèíñòâó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî íàéòè è òî÷íîå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-

íèÿ, äàâ îòâåò â âèäå ôîðìóëû. Ìåòîäû òî÷íîãî ðåøåíèÿ ìû ðàññìîòðèì ïîçæå.
Íî äëÿ ðåøåíèé áîëüøèíñòâà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íå ñóùåñòâóåò ôîðìóë
(äàæå ñîäåðæàùèõ èíòåãðàëû).

3.1.1 Ìåòîä ðàçëîæåíèÿ â ðÿä

Ìåòîä ðàçëîæåíèÿ â ðÿä ïîçâîëÿåò íàõîäèòü àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ìàëîé îêðåñòíîñòè íóëÿ êàê ñóììû ñòåïåííûõ ðÿ-
äîâ.
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ẋ = f(t, x) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì âèäà x(0) = x0. Áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f àíàëèòè÷åñêàÿ â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Ìû áóäåì èñêàòü
ðåøåíèå â âèäå

x(t) = a0 + a1t+ a2t
2 + . . .+ ant

n + . . . (3.1)

Çíà÷åíèå x(0) = a0 íàì èçâåñòíî. Ðàçëîæèì ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ f(t, x) â ðÿä
Òåéëîðà ïî t, x, ïîñëå ÷åãî ïîäñòàâèì ñóììó (3.1) âìåñòî x(t) â îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà
ẋ(t) = f(t, x(t)). Òàê êàê ñòåïåííûå ðÿäû ïî t â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà
äîëæíû ñîâïàäàòü, èõ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ t äîëæíû áûòü
îäèíàêîâû. Îòñþäà ìû ïîëó÷àåì óñëîâèÿ íà êîýôôèöèåíòû ak.
Ïðèìåíèì ìåòîä ðàçëîæåíèÿ â ðÿä ê óðàâíåíèþ ẋ = x ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

x(0) = c. Ïóñòü
x(t) = a0 + a1t+ a2t

2 + . . .+ ant
n + . . .

Â ñèëó íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ, a0 = c. Ðÿä äëÿ ïðîèçâîäíîé ẋ(t) èìååò âèä

ẋ(t) = a1 + 2a2t+ . . .+ nant
n−1 + . . .

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ t â ðàâåíñòâå ẋ = x, ïîëó÷à-
åì

a1 = a0 = c,

a2 =
1

2
a1 =

1

2
c,

. . .

an =
1

n
an−1 =

1

n
· 1

n− 1
an−2 = · · · = 1

n!
c.

Èòàê,

x(t) = c(1 + t+
t2

2
+ . . .+

tn

n!
+ . . .).
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3.1.2. Ìåòîä Ýéëåðà

Êàê èçâåñòíî èç êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, òàêîé ðÿä ñõîäèòñÿ íà âñåé ÷èñëî-
âîé îñè ê ôóíêöèè cet.
Èç íàøèõ âûêëàäîê ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ cet äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ c ÿâëÿåòñÿ

ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ẋ = x (÷òî, êîíå÷íî, ëåãêî ïðîâåðèòü è íåïîñðåäñòâåííî). Äåé-
ñòâèòåëüíî, ìû òîëüêî ÷òî ïðîâåðèëè, ÷òî ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèè cet â íóëå ñîâïàäàåò
ñ ðÿäîì Òåéëîðà ôóíêöèè (cet)′ â íóëå. Òàê êàê ýòè ðÿäû ñõîäÿòñÿ ê ôóíêöèÿì cet

è (cet)′, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî (cet)′ = cet.

3.1.2 Ìåòîä Ýéëåðà

Ìåòîä Ýéëåðà1 ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü êóñî÷íî-ëèíåéíóþ íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ φ(t),
ñêîëü óãîäíî áëèçêóþ ê òî÷íîìó ðåøåíèþ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ẋ = f(t, x).
Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü îäíîìåðíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, íî â ìíîãî-
ìåðíîì ñëó÷àå è ôîðìóëû, è ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû.
Áóäåì èñêàòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ẋ = f(t, x) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

x(0) = x0. Ôèêñèðóåì øàã δ > 0 è ðàññìîòðèì òî÷êè tk = δk. Ìû íàéäåì ïðèáëè-
æåííûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè x â òî÷êàõ tk: xk ≈ x(tk). Çíà÷åíèå x(0) = x0 èçâåñòíî
òî÷íî.
Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû íàéäåì êóñî÷íî-ëèíåéíóþ íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ φ, ëè-

íåéíóþ íà îòðåçêàõ [tk, tk+1] è áëèçêóþ ê òî÷íîìó ðåøåíèþ; ìû èìååì φ(0) = x0 è
îáîçíà÷àåì φ(tk) = xk.
Ìû çíàåì, ÷òî äëÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ ẋ(tk) = f(tk, x(tk)); ñ äðóãîé ñòîðîíû, ẋ(tk) ≈

x(tk+1)−x(tk)
δ . Èòàê,

x(tk+1)− x(tk)

δ
≈ f(tk, x(tk)).

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ íàøåãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ φ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïðå-
âðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî. Ãîâîðÿò, ÷òî ìû äèñêðåòèçèðóåì çàäà÷ó, çàìåíÿÿ ïðîèçâîä-
íóþ êîíå÷íîé ðàçíîñòüþ. Èòàê,

xk+1 − xk
δ

= f(tk, xk) (3.2)

èëè
xk+1 = xk + δf(tk, xk). (3.3)

Ýòî è åñòü ôîðìóëà ìåòîäà Ýéëåðà. Ñ å¼ ïîìîùüþ, çíàÿ íà÷àëüíîå óñëîâèå x0, ìîæ-
íî ïîñëåäîâàòåëüíî íàéòè x1, x2, . . . , à òåì ñàìûì � êóñî÷íî-ëèíåéíóþ ôóíêöèþ φ.
Ëîìàíàÿ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì ôóíêöèè φ, íàçûâàåòñÿ ëîìàíîé Ýéëåðà, ñì.
ðèñ. 3.1 ñëåâà.
Òàê êàê ïðîèçâîäíàÿ φ′(tk + 0) ðàâíà ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (3.2), ýòî ðàâåíñòâî

ìîæíî òàêæå çàïèñàòü â âèäå

φ′(tk + 0) = f(tk, φ(tk)),

1Ëåîíàðä Ýéëåð (1707 � 1783) âíåñ çíà÷èòåëüíûé âêëàä â áîëüøîå êîëè÷åñòâî îáëàñòåé ìàòåìàòè-
êè è ìåõàíèêè, â òîì ÷èñëå â ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç, òåîðèþ ÷èñåë, âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå,
êîìïëåêñíûé àíàëèç, äèôôåðåíöèàëüíóþ ãåîìåòðèþ, ÷èñëåííûå ìåòîäû, òåîðèþ ñïåöèàëüíûõ
ôóíêöèé, îïòèêó, êëàññè÷åñêóþ è çâåçäíóþ ìåõàíèêó.
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3 Ýëåìåíòàðíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

1 2 t

1

2

x 0.5et

(t1, x1)

(t2, x2)

(t3, x3)

(t4, x4)
φ(t)

1 2 t

1

2

x

φ(t)

Ðèñ. 3.1: Ñëåâà: ãðàôèê ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ẋ = x ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) =
0.5 è ïðèáëèæåíèå Ýéëåðà ñ øàãîì 0.5 íà îòðåçêå [0, 2]. Ñïðàâà: ëîìàíàÿ
Ýéëåðà è ïîëå íàïðàâëåíèé äëÿ òîãî æå óðàâíåíèÿ.

òî åñòü êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ φ óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíå-
íèþ â ëåâîì êîíöå êàæäîãî îòðåçêà [tk, tk+1]. Ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî íàêëîí êàæäîãî çâåíà ëîìàíîé Ýéëåðà ñîâïàäàåò ñ íàêëîíîì ïîëÿ
íàïðàâëåíèé â ëåâîì êîíöå ýòîãî çâåíà ëîìàíîé (ñì. ðèñ. 3.1 ñïðàâà).
Ìîæíî íàäåÿòüñÿ, ÷òî ÷åì ìåëü÷å áóäóò îòðåçêè, òåì áëèæå áóäåò ôóíêöèÿ φ ê

òî÷íîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ẋ = x ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = c.

Ïóñòü øàã ðàâåí δ = 1/n. Ïîëó÷àåì:

x0 = c

x1 = x0 +
1

n
· x0 = c

(
1 +

1

n

)
,

x2 = x1 +
1

n
· x1 = c

(
1 +

1

n

)2

,

. . .

Ëåììà 3.1.1. Ïóñòü φ � ïðèáëèæåíèå Ýéëåðà äëÿ óðàâíåíèÿ ẋ = x ñ øàãîì 1/n,

è xk = φ(tk). Òîãäà çíà÷åíèå φ(tk) = xk ðàâíî c
(
1 + 1

n

)k
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå ìû äîêàæåì èíäóêöèåé ïî k.
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3.1.3. (*) Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäà Ýéëåðà è íåðàâåíñòâî Ãðîíóîëëà

Áàçó (k = 1) ìû óæå ïðîâåðèëè.

Øàã èíäóêöèè: Ïî ôîðìóëå (3.3),

xk = xk−1+
1

n
xk−1 = xk−1

(
1 +

1

n

)
= c

(
1 +

1

n

)k−1(
1 +

1

n

)
= c

(
1 +

1

n

)k
. (3.4)

Èòàê, çíà÷åíèå ôóíêöèè φ â òî÷êå T = k/n ðàâíî φ(k/n) = c
(
1 + 1

n

)k
= c

(
1 + 1

n

)nT
.

Â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà áûëî äîêàçàíî, ÷òî ïðè n→ ∞ ýòà âåëè÷èíà ñòðå-
ìèòñÿ ê ceT � çíà÷åíèþ ðåøåíèÿ íàøåãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â òî÷êå T .

Çàäà÷à 34. Ïóñòü φn � ïðèáëèæåíèå ê ðåøåíèþ çàäà÷è Êîøè ẋ = x, x(0) = c,
ñ øàãîì δ = 1/n. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè n → ∞ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé φn
ñòðåìèòñÿ ê ôóíêöèè cet

à) ïîòî÷å÷íî íà âñåé ïðÿìîé;

á) ðàâíîìåðíî íà ëþáîì îòðåçêå [0, T ].

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèáëèæåíèé Ýéëåðà ñõîäèòñÿ ê òî÷íîìó ðåøåíèþ äëÿ î÷åíü
øèðîêîãî êëàññà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ìåòîä Ýéëåðà èñïîëüçóåòñÿ ïðè
äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Ïåàíî (òåîðåìà 2.4.1) î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèé äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ íåïðåðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ, ñì. ðàçäåë 7.1.7.

Îòìåòèì, ÷òî â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íå
åäèíñòâåííî, ìåòîä Ýéëåðà ìîæåò äàâàòü òîëüêî êàêîå-òî îäíî èç ðåøåíèé.

Çàäà÷à 35. Ïðîâåðüòå, ÷òî x(t) = ( t3)
3 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè ẋ =

x
2
3 , x(0) = 0, íî ìåòîä Ýéëåðà äà¼ò äðóãîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè.

3.1.3 (*) Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäà Ýéëåðà è íåðàâåíñòâî
Ãðîíóîëëà

Â ýòîì ðàçäåëå ìû îöåíèì ðàññòîÿíèå ìîæäó ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì φ è òî÷íûì
ðåøåíèåì x çàäà÷è Êîøè ẋ = f(t, x), x(0) = x0, è âûÿñíèì, ñ êàêîé ñêîðîñòüþ φ
ñõîäèòñÿ ê x ïðè δ → 0.

Ïóñòü ìû ðåøàåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ìåòîäîì Ýéëåðà ñ øàãîì δ íà
îòðåçêå [0, T ], ãäå T = nδ. Ïóñòü tk = kδ è çíà÷åíèÿ xk âû÷èñëåíû ïî ôîðìóëå
(4.1.6), òî åñòü (tk, xk) � âåðøèíû ëîìàíîé Ýéëåðà.

Ïóñòü φk �òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì φk(tk) = xk. Íà ðèñ.
3.2 ïîêàçàíû ãðàôèêè ôóíêöèé φk: ýòî èíòåãðàëüíûå êðèâûå, êîòîðûå ïðîõîäÿò
÷åðåç âåðøèíû ëîìàíîé Ýéëåðà.

Òîãäà φ′
k(tk) = f(tk, xk), òî åñòü â òî÷êå (tk, xk) ãðàôèê ôóíêöèè φk êàñàåòñÿ ñëå-

äóþùåãî çâåíà ëîìàíîé Ýéëåðà. Ïîýòîìó î÷åðåäíîå çâåíî ëîìàíîé Ýéëåðà äîâîëüíî
òî÷íî ïðèáëèæàåò ãðàôèê ôóíêöèè φk, φk(tk+1) ≈ xk+1, äàæå åñëè îíî óæå ïëîõî
ïðèáëèæàåò ãðàôèê òî÷íîãî ðåøåíèÿ x(t).
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3 Ýëåìåíòàðíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

t1 t2 t3 t4

t

x
x(t)

φ1(t)
φ2(t)
φ3(t)

φ(t)

Ðèñ. 3.2: Ïîøàãîâàÿ ïîãðåøíîñòü è ãëîáàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü â ìåòîäå Ýéëåðà. Äëè-
íû âåðòèêàëüíûõ îòðåçêîâ ðàâíû ïîøàãîâûì ïîãðåøíîñòÿì ek; äëèíà îò-
ðåçêà, îòìå÷åííîãî ïóíêòèðîì, ðàâíà ãëîáàëüíîé ïîãðåøíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 3.1.2. Ïîøàãîâàÿ ïîãðåøíîñòü íà k + 1-ì øàãå ìåòîäà Ýéëåðà �
ýòî

ek+1 := |φk(tk+1)− xk+1|.

Ñíà÷àëà ìû îöåíèì ïîøàãîâóþ ïîãðåøíîñòü, à ïîòîì � ãëîáàëüíóþ ïîãðåøíîñòü
|x(t)− φ(t)|. Ïîøàãîâàÿ ïîãðåøíîñòü ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó øàãà δ:

Ëåììà 3.1.3. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ L-ëèïøèöåâîé ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðå-
ìåííûõ è |f | ⩽ m íà âñåé ïëîñêîñòè. Òîãäà ek ⩽ Lδ2

√
m2 + 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ïåðâîãî øàãà ìåòîäà Ýéëåðà;
äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ëþáîãî äðóãîãî øàãà àíàëîãè÷íî. Òàê êàê òî÷íîå ðåøåíèå �
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, òî äëÿ íåãî âûïîëíåíî

x(δ) = x(0) + δx′(ν) = x0 + δf(ν, x(ν)),

ãäå ν ∈ [0, δ]. Äëÿ ïåðâîãî çâåíà ëîìàíîé Ýéëåðà èìååì

x1 = x0 + δf(0, x0).

Îöåíèì ðàçíîñòü ýòèõ âûðàæåíèé, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ f ëèïøèöåâà:

e1 = |x(δ)− x1| = δ|(f(ν, x(ν))− f(0, x0))| ⩽ δLdist((0, x0), (ν, x(ν))).

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî â ñèëó íåðàâåíñòâà |x′(t)| = |f(t, x(t))| ⩽ m òî÷êà x(ν) íàõî-
äèòñÿ íà ðàññòîÿíèè íå áîëåå mδ îò òî÷êè x(0) = x0, ïîýòîìó dist((0, x0), (ν, x(ν))) ⩽
δ
√
m2 + 1.
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3.1.3. (*) Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäà Ýéëåðà è íåðàâåíñòâî Ãðîíóîëëà

Ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî ïîøàãîâûå ïîãðåøíîñòè íàäî ñëîæèòü, ÷òîáû ïîëó÷èòü
îáùóþ ïîãðåøíîñòü çà N øàãîâ ìåòîäà Ýéëåðà. Íî ýòî íå òàê. Íàðèñóåì ãðàôèêè
âñåõ ôóíêöèé φk, òî åñòü âûïóñòèì èíòåãðàëüíûå êðèâûå èç âñåõ âåðøèíû ëîìàíîé
Ýéëåðà (ñì. ðèñ. 3.2); ïîøàãîâàÿ ïîãðåøíîñòü � ýòî ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè
èíòåãðàëüíûìè êðèâûìè (t, φk(t)) è (t, φk+1(t)) ó ñàìîãî èõ íà÷àëà, à ãëîáàëüíàÿ
ïîãðåøíîñòü � ýòî ñóììà ðàññòîÿíèé ìåæäó ýòèìè êðèâûìè â ïðàâîì êîíöå îò-
ðåçêà [0, T ]. Òàê êàê ñ òå÷åíèåì âðåìåíè èíòåãðàëüíûå êðèâûå ìîãóò ðàñõîäèòüñÿ,
ãëîáàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ìîæåò îêàçàòüñÿ ãîðàçäî áîëüøå, ÷åì ñóììà ïîøàãîâûõ
ïîãðåøíîñòåé. Ñëåäóþùåå óïðàæíåíèå ïîêàçûâàåò, êàê ýòî ïðîèñõîäèò.

Óïðàæíåíèå 36. Äëÿ óðàâíåíèÿ ẋ = x ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = 1 è øàãà
δ = 0.01 âû÷èñëèòå, ÷åìó ðàâíà ðàçíîñòü φ1(t)− x(t) ïðè t = 20.

Îòâåò: ïîðÿäêà 24000.

Ðàñõîæäåíèå èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ ìû îöåíèì ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Ãðîíóîë-
ëà.

Ëåììà 3.1.4. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ ïðåäûäóùåé ëåììû ïîãðåøíîñòü ìåòîäà Ýéëåðà
â òî÷êå T = nδ îöåíèâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

|x(T )− φ(T )| ⩽ δeLT
√
m2 + 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì ïîãðåøíîñòü ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. ðèñ. 3.2):

x(T )− φ(T ) = (x(T )− φ1(T )) + (φ1(T )− φ2(T )) + · · ·+ (φn−1(T )− φ(T )).

Òàê êàê x(t) = φ0(t) è φ(T ) = φn(T ), âñå ñëàãàåìûå èìåþò âèä φk−1(T ) − φk(T ).
Êàæäàÿ èç òàêèõ ðàçíîñòåé � ýòî ðàçíîñòü ìåæäó òî÷íûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ,
íà÷àëüíûå óñëîâèÿ êîòîðûõ φk−1(tk) è φk(tk) = xk îòëè÷àþòñÿ íà ek. Ýòó ðàçíîñòü
ìîæíî îöåíèòü ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Ãðîíóîëëà:

|φk−1(T )− φk(T )| ⩽ |φk−1(tk)− φk(tk)|eL(T−tk) = ek · eL(T−kδ).

Îñòàëîñü ñëîæèòü ýòè íåðàâåíñòâà, âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé äëÿ ñóììû ãåî-
ìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè è îöåíêîé íà ek èç ïðåäûäóùåé ëåììû. Ðàçíîñòè (T − kδ)
ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 0, δ, . . . , (n − 1)δ, òàê êàê T = nδ. Çíà÷èò, ñóììà ýêñïîíåíò
ðàâíà

n−1∑
k=0

eLkδ =
eLnδ − 1

eLδ − 1
=
eLT − 1

eLδ − 1
,

îòêóäà

|x(T )− φ(T )| ⩽ δ2L
√
m2 + 1

eLT − 1

eLδ − 1
.

Òàê êàê eLδ > 1 + Lδ, ïîëó÷àåì |x(T )− φ(T )| ⩽ δeLT
√
m2 + 1.
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3 Ýëåìåíòàðíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Èòàê, ïîãðåøíîñòü â ìåòîäå Ýéëåðà èìååò ïîðÿäîê O(δ), ãäå δ � äëèíà øàãà, íî
êîýôôèöèåíò ïðè δ áûñòðî ðàñòåò ñ ðîñòîì T . Åñëè âåëè÷èíà LT íàìíîãî áîëüøå
åäèíèöû, ïîãðåøíîñòü ìîæåò áûòü î÷åíü âåëèêà.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèÿõ íà êîìïüþòåðå íà êàæäîì øàãå ïðîèñõîäèò åùå è
îøèáêà îêðóãëåíèÿ, òàê êàê êàæäîå èç ÷èñåë xk îêðóãëÿåòñÿ äî êîíå÷íîãî êîëè÷å-
ñòâà çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé. Çíà÷èò, xk ðàâíî xk−1 + δf(t, xk−1) òîëüêî ñ íåêîòîðîé
òî÷íîñòüþ ε. Åñëè ó÷åñòü îøèáêó îêðóãëåíèÿ, âåëè÷èíû ek óâåëè÷àòñÿ íà ε è îöåíêà
ïðèìåò âèä |x(T ) − φ(T )| ⩽ δeLT

√
m2 + 1 + εeLT /(Lδ). Ïîýòîìó íåëüçÿ âûáèðàòü è

ñëèøêîì ìàëåíüêèé øàã: âòîðîå ñëàãàåìîå â ýòîé îöåíêå ðàñòåò ñ óìåíüøåíèåì δ.

3.1.4 Ìåòîä Ïèêàðà

Ìåòîä Ïèêàðà2, êàê è ìåòîä Ýéëåðà, ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíê-
öèé xn(t), ñõîäÿùóþñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ ẋ = f(t, x) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
x(0) = x0. Íî â ìåòîäå Ïèêàðà ýòè ôóíêöèè ïîëó÷àþòñÿ ãëàäêèìè.

Â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ âîçüìåì òîæäåñòâåííóþ ôóíêöèþ: x0(t) ≡ x0.
Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü óæå ïîñòðîåíî
ïðèáëèæåíèå xk. Âîîáùå ãîâîðÿ, ẋk(t) ̸= f(t, xk(t)), òàê êàê xk � íå òî÷íîå ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ. Â êà÷åñòâå ñëåäóþùåãî ïðèáëèæåíèÿ ìû âîçüìåì ôóíêöèþ xk+1,
óäîâëåòâîðÿþùóþ íà÷àëüíîìó óñëîâèþ, äëÿ êîòîðîé ẋk+1(t) = f(t, xk(t)). Çíà÷èò,

xk+1(t) = x0 +

∫ t

0
f(τ, xk(τ))dτ. (3.5)

Äîïóñòèì, ðÿä èç ôóíêöèé xn ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà íåêîòîðîì îòðåçêå ê íåêî-
òîðîé ôóíêöèè t 7→ x(t). Òîãäà â ðàâåíñòâå (3.5) ìû ìîæåì ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïîä
çíàêîì èíòåãðàëà è ïîëó÷èòü

x(t) = x0 +

∫ t

0
f(τ, x(τ))dτ. (3.6)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî x(0) = x0 è ẋ(t) = f(t, x(t)), ïî ôîðìóëå äèôôåðåíöèðîâà-
íèÿ èíòåãðàëà ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì. Çíà÷èò, x(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ ẋ = f(t, x) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = x0.

Ñõîäèìîñòü ðÿäà xn â îáùåì ñëó÷àå ìû äîêàæåì â ãëàâå 7.1; ýòî � öåíòðàëü-
íàÿ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.4.3 î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

2Øàðëü Ýìèëü Ïèêàð (1856 � 1941) � ìàòåìàòèê, èçâåñòåí ñâîèìè ðàáîòàìè â êîìïëåêñíîì àíà-
ëèçå, òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, àëãåáðå
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3.1.4. Ìåòîä Ïèêàðà

t

x
et

x0(t) = 1

x1(t) = 1 + t

x2(t) = 1 + t+ t2

2

x3(t) = 1 + t+ t2

2 + t3

6

Ðèñ. 3.3: ×åòûðå ïåðâûõ ïðèáëèæåíèÿ Ïèêàðà äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ẋ = x ñ íà-
÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = 1.

Âû÷èñëèì ôóíêöèè xn äëÿ óðàâíåíèÿ ẋ = x c íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = c:

x0(t) ≡ c;

x1(t) = c+

∫ t

0
cdτ = c(1 + t);

x2(t) = c+

∫ t

0
c(1 + τ)dτ = c(1 + t+

t2

2
);

x3(t) = c+

∫ t

0
c(1 + τ +

τ2

2
)dτ = c(1 + t+

t2

2
+
t3

6
);

. . .

Óïðàæíåíèå 37. Äîêàæèòå ïî èíäóêöèè, ÷òî

xn(t) = c

n∑
k=0

tk

k!
.

Âèäíî, ÷òî ôóíêöèè xn(t) � ÷àñòíûå ñóììû ðÿäà äëÿ ýêñïîíåíòû

et = 1 + t+
t2

2!
+
t3

3!
+ . . . ,

óìíîæåííûå íà c. Çíà÷èò, îíè ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ ê ôóíêöèè cet íà ëþáîì êîíå÷-
íîì îòðåçêå, ïîýòîìó ôóíêöèÿ cet � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ẋ = x.
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3 Ýëåìåíòàðíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

3.2 Àâòîíîìíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ íà

ïðÿìîé

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû íàó÷èìñÿ ðåøàòü àâòîíîìíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
íà ïðÿìîé ẋ = v(x) è èçó÷èì âîïðîñ î åäèíñòâåííîñòè èõ ðåøåíèé.

3.2.1 Êà÷åñòâåííîå èññëåäîâàíèå àâòîíîìíûõ óðàâíåíèé íà ïðÿìîé

Ðàññìîòðèì àâòîíîìíîå óðàâíåíèå íà ïðÿìîé âèäà ẋ = v(x).
Ïóñòü ôóíêöèÿ v ∈ C1(R) èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî íóëåé â òî÷êàõ a1 < a2 < · · · < an.

Ïîëå íàïðàâëåíèé óðàâíåíèÿ ẋ = v(x) ãîðèçîíòàëüíî íà ïðÿìûõ x = ai, òàê êàê
v(ai) = 0. Ïîýòîìó ïðÿìûå {x = ai} ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëüíûìè êðèâûìè. Ïî òåîðåìå
ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè (òî÷íåå, ïî òåîðåìå 2.4.11), ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó
ïëîñêîñòè ïðîõîäèò îäíà è òîëüêî îäíà èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ óðàâíåíèÿ; çíà÷èò,
äðóãèå èíòåãðàëüíûå êðèâûå íå ìîãóò ïåðåñåêàòü ïðÿìûå {x = ai}.
Ïîýòîìó êàæäàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â îäíîé èç ïîëîñ Πi :=

{ai < x < ai+1} ⊂ R2 èëè â îäíîé èç ïîëóïëîñêîñòåé Π0 := {x < a0},Πn = {x > an}.
Çàìåòèì, ÷òî ìåæäó ñâîèìè íóëÿìè ôóíêöèÿ v íå ìåíÿåò çíàê. Ïóñòü ïðè x ∈

(ai, ai+1) ôóíêöèÿ v ïîëîæèòåëüíà. Òîãäà â ïîëîñå Πi ïðÿìûå ïîëÿ íàïðàâëåíèé
èìåþò ïîëîæèòåëüíûé óãîë íàêëîíà, è ëþáàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ â Πi èäåò ââåðõ.
Äðóãèìè ñëîâàìè, ẋ(t) = v(x(t)) > 0 äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ, çàêëþ÷åííîãî ìåæäó ai
è ai+1, ïîýòîìó ëþáîå òàêîå ðåøåíèå ìîíîòîííî âîçðàñòàåò.
Âáëèçè ãðàíèö ïîëîñû ôóíêöèÿ v ìàëà, ïîýòîìó ïîëå íàïðàâëåíèé ïî÷òè ãîðè-

çîíòàëüíî. Óãîë íàêëîíà èíòåãðàëüíîé êðèâîé óìåíüøàåòñÿ. Òàê êàê îíà íå ìîæåò
ïåðåñå÷ü ãðàíèöó ïîëîñû Πi, îíà óõîäèò íà áåñêîíå÷íîñòü âäîëü ïðÿìîé {x = ai+1}
ñïðàâà è âäîëü ïðÿìîé {x = ai} ñëåâà:

lim
t→+∞

x(t) = ai+1

lim
t→−∞

x(t) = ai
(3.7)

Ñòðîãîå îáîñíîâàíèå (3.7) ñîäåðæèòñÿ â òåîðåìå 3.2.4, ñì. íèæå.
Åñëè ìåæäó íóëÿìè ai è ai+1 ôóíêöèÿ îòðèöàòåëüíà, àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ

ïîêàçûâàþò, ÷òî èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ èäåò âíèç, è limt→+∞ x(t) = ai, limt→−∞ x(t) =
ai+1.
Íàïîìíèì, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ x(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì àâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ, òî

ôóíêöèÿ x(t+C) òîæå ÿâëÿåòñÿ åãî ðåøåíèåì (ïðåäëîæåíèå 2.3.7). Äðóãèìè ñëîâà-
ìè, èíòåãðàëüíûå êðèâûå àâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ ïðè ñäâèãå t 7→ t+C ïåðåõîäÿò â
èíòåãðàëüíûå êðèâûå. Çíà÷èò, ðàçíûå èíòåãðàëüíûå êðèâûå â ïîëîñå Πi îòëè÷àþòñÿ
ñäâèãàìè âäîëü îñè Ot.
Òàêîãî îïèñàíèÿ äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íàðèñîâàòü ýñêèç èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ â

êàæäîé ïîëîñå Πi è â ïîëóïëîñêîñòÿõ Π0,Πn (ñì. ðèñ. 3.4). Ôàçîâûå êðèâûå � ýòî
ïðîåêöèè èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ íà îñü Ox: òî÷êè ai, èíòåðâàëû (ai, ai+1) è äâà ëó÷à
(−∞, a1), (an,+∞). Íà ôàçîâûõ êðèâûõ ìû ñòàâèì ñòðåëêè, ïîêàçûâàþùèå íàïðàâ-
ëåíèå ðîñòà t.
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3.2.2. Ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ

x x

t

a1

a2

a3

Ðèñ. 3.4: Íàáðîñîê èíòåãðàëüíûõ è ôàçîâûõ êðèâûõ äëÿ óðàâíåíèÿ ẋ = v(x), ãäå
ôóíêöèÿ v èìååò òðè íóëÿ è ìåíÿåò çíàê â êàæäîì èç íèõ.

Ïî ôàçîâîìó ïîðòðåòó âèäíî, ÷òî â îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ðåøåíèÿ
âåäóò ñåáÿ îäíèì èç òðåõ âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ.

� Åñëè îáå áëèæàéøèå ñòðåëêè íàïðàâëåíû ê òî÷êå ai, òî ðåøåíèÿ ñ íà÷àëüíû-
ìè óñëîâèÿìè, áëèçêèìè ê ai, ñòðåìÿòñÿ ê ai â áóäóùåì, ïðè t → +∞. Òàêîå
ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì (ïðèòÿãèâàþùèì, àòòðàê-

òîðîì).

� Åñëè îáå áëèæàéøèå ñòðåëêè íàïðàâëåíû îò òî÷êè ai, òî ðåøåíèÿ ñ íà÷àëü-
íûìè óñëîâèÿìè, áëèçêèìè ê ai, ñòðåìÿòñÿ ê ai â ïðîøëîì, ïðè t → −∞. Â
áóäóùåì îíè óõîäÿò îò ai. Òàêîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ íàçûâàåòñÿ íåóñòîé-
÷èâûì (îòòàëêèâàþùèì, ðåïåëëåðîì).

� Åñëè îäíà èç äâóõ áëèæàéøèõ ñòðåëîê íàïðàâëåíà ê ai, à äðóãàÿ � îò íå¼,
òî îäíè ðåøåíèÿ ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, áëèçêèìè ê ai, ñòðåìÿòñÿ ê ai â
ïðîøëîì, à äðóãèå � â áóäóùåì. Òàêîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ íàçûâàåòñÿ ïî-
ëóóñòîé÷èâûì (ïàðàáîëè÷åñêèì).

3.2.2 Ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ äëÿ àâòîíîìíûõ óðàâíåíèé

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðåøèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ àâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ:

ẋ = v(x); (3.8)

x(t0) = x0. (3.9)

81



3 Ýëåìåíòàðíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
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Ðèñ. 3.5: Ïîëå íàïðàâëåíèé è èíòåãðàëüíûå êðèâûå óðàâíåíèÿ ∂x
∂t = x2 è óðàâíåíèÿ

∂t
∂x = 1

x2
.

Ïðåäëîæåíèå 3.2.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ v îïðåäåëåíà íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå è
íåïðåðûâíà. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ẋ = v(x) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(t0) = x0, ãäå
v(x0) ̸= 0, ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè t0; îíî
çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé

t− t0 =

∫ x(t)

x0

dy

v(y)
(3.10)

Ôîðìóëà (3.10) îçíà÷àåò, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ïðèõîäèò èç òî÷êè a = x0 â

òî÷êó b = x(t) çà âðåìÿ
∫ b
a

dy
v(y) .

Ôîðìóëó (3.10) ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè ôîðìàëüíî ðàçäåëèòü îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ
dx
dt = v(x) íà v(x), óìíîæèòü íà dt è ïðîèíòåãðèðîâàòü îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà. Îäíàêî,
÷òîáû ïðèäàòü ñìûñë ýòîé âûêëàäêå, íóæíà òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì (ñì.
ðàçäåë 4.2), ïîýòîìó ìû ïðèâåäåì äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 3.2.1.
Êëþ÷åâàÿ èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùàÿ. Íàïîìíèì, ÷òî ïðè ñäâèãàõ t 7→ t+C

èíòåãðàëüíûå êðèâûå àâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ ïåðåõîäÿò â èíòåãðàëüíûå êðèâûå. Â
ðàçäåëå 2.4.2 ìû ðàññìàòðèâàëè óðàâíåíèÿ âèäà ẋ = g(t); èõ èíòåãðàëüíûå êðèâûå
ïåðåõîäÿò â èíòåãðàëüíûå êðèâûå ïðè ñäâèãàõ x 7→ x + C. Ìû ðåøèì óðàâíåíèå
ẋ = v(x), �ïîìåíÿâ ìåñòàìè� x è t è òåì ñàìûì ñâåäÿ çàäà÷ó ê ïðåäûäóùåé.
Â ñëåäóþùåì óïðàæíåíèè íóæíî äîãàäàòüñÿ, êàê ïðàâèëüíî ìåíÿòü ìåñòàìè x è

t.

Óïðàæíåíèå 38. Êàê íóæíî èçìåíèòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ẋ = v(x),
÷òîáû åãî ïîëå íàïðàâëåíèé è èíòåãðàëüíûå êðèâûå îòðàçèëèñü îòíîñèòåëüíî ïðÿ-
ìîé x = t?

Óêàçàíèå: ñì. ðèñ. 3.5-3.7 è ïîäïèñè ê íèì.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 3.2.1. Ñíà÷àëà ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåøåíèå çàäà-
÷è Êîøè ñóùåñòâóåò; äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ è ôîðìóëó äëÿ íåãî.
Ïóñòü x(t) � ðåøåíèå íàøåãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, x(t0) = x0. Èç ñî-

îáðàæåíèé íåïðåðûâíîñòè v(x(t)) ̸= 0 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè t0, ïîýòîìó
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Ðèñ. 3.6: Ïîëå íàïðàâëåíèé è èíòåãðàëüíûå êðèâûå óðàâíåíèÿ ∂x
∂t = 3x2/3 è óðàâíå-

íèÿ ∂t
∂x = 1

3x2/3
.
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Ðèñ. 3.7: Ïîëå íàïðàâëåíèé è èíòåãðàëüíûå êðèâûå óðàâíåíèÿ ∂x
∂t = x1/3 (îäíà èç

èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ âûäåëåíà íà ðèñóíêå æèðíûì) è óðàâíåíèÿ ∂t
∂x =

1
x1/3

.
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3 Ýëåìåíòàðíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẋ(t) ̸= 0 â ýòîé îêðåñòíîñòè. Ïî òåîðåìå îá îáðàòíîé ôóíêöèè, ïðèìåíåííîé ê ôóíê-
öèè t 7→ x(t), îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ x 7→ t(x) ñóùåñòâóåò â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
x0, è å¼ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà

dt

dx
=

1

v(x)
. (3.11)

Âñå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ � ïåðâîîáðàçíûå äëÿ ôóíêöèè 1
v(x) � ïîëó÷àþòñÿ

èíòåãðèðîâàíèåì ïî ïåðåìåííîé x:

t(x)− t0 =

∫ x

x0

dy

v(y)
. (3.12)

Îòñþäà ñëåäóåò ôîðìóëà äëÿ ôóíêöèè x(t), îáðàòíîé ê t(x), à òàêæå åäèíñòâåííîñòü
ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè.
Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ñóùåñòâóåò. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ t(x)

ôîðìóëîé (3.12); èìååì t(x0) = t0 è
dt
dx = 1

v(x) . Ôóíêöèÿ t(x) ìîíîòîííà â íåêîòîðîé

îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, òàê êàê ôóíêöèÿ v(x) òàì çíàêîïîñòîÿííà. Çíà÷èò, ñóùå-
ñòâóåò îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ x(t), x(t0) = x0, è ïî ôîðìóëå äëÿ ïðîèçâîäíîé îáðàòíîé
ôóíêöèè, ẋ(t) = v(x(t)). Èòàê, ôóíêöèÿ x(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè.

Êîãäà ìû ïåðåõîäèì îò ôóíêöèè x(t) ê îáðàòíîé ôóíêöèè, ìû îòðàæàåì ãðà-
ôèê ôóíêöèè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé x = t. Ïðè òàêîì îòðàæåíèè ïîëå íàïðàâëåíèé
óðàâíåíèÿ ẋ = v(x) ïðåâðàùàåòñÿ â ïîëå íàïðàâëåíèé óðàâíåíèÿ dt

dx = 1
v(x) , êîòîðîå

ìîæíî ðåøèòü èíòåãðèðîâàíèåì, ÷òî ìû è ïðîäåëàëè.
Ïðåäëîæåíèå íåïðèìåíèìî, åñëè v(x0) = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå òîæå ñóùåñòâó-

åò: ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ x(t) ≡ x0 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ. Îñòàåòñÿ èññëåäîâàòü
âîïðîñ î åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x0, ãäå v(x0) = 0.

3.2.3 Êðèòåðèé åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé àâòîíîìíûõ óðàâíåíèé íà
ïðÿìîé

Â ðàçäåëå 2.4.2 ìû ðàññìàòðèâàëè óðàâíåíèå ẋ = −2
√
x, êîòîðîå îïèñûâàåò âû-

òåêàíèå âîäû èç âåäðà. Íàïîìíèì, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
x(0) = 0 íå åäèíñòâåííî: åñëè â âåäðå íåò âîäû, òî íåâîçìîæíî óñòàíîâèòü, êîãäà
âîäà âûòåêëà è áûëà ëè îíà â âåäðå.
Òàêîé ýôôåêò âîçíèêàåò èç-çà òîãî, ÷òî âîäà èç âåäðà âûòåêàåò çà êîíå÷íîå âðå-

ìÿ. Â îáùåì ñëó÷àå åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ íàðóøàåòñÿ, åñëè ðåøåíèå ïðèõîäèò â
ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ.
Ïóñòü x0 � ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ àâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ ẋ = v(x), òî åñòü

v(x0) = 0. Ïî àíàëîãèè ñ ôîðìóëîé èç ïðåäëîæåíèÿ 3.2.1, ìû ïîêàæåì, ÷òî âðåìÿ,
çà êîòîðîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ẋ = v(x) ïåðåõîäèò èç òî÷êè x0 ± ε â òî÷êó x0, ðàâíî
íåñîáñòâåííîìó èíòåãðàëó

∫ x0
x0±ε

1
v(y)dy. Åñëè èíòåãðàë ñõîäèòñÿ � âðåìÿ ïðèõîäà

êîíå÷íî, è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ íàðóøàåòñÿ. Åñëè èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ, ðåøå-
íèå íå ìîæåò ïðèéòè â ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ è åäèíñòâåííîñòü
ñîõðàíÿåòñÿ.
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3.2.3. Êðèòåðèé åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé

Ïðåäëîæåíèå 3.2.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ v íåïðåðûâíà è èìååò èçîëèðîâàííûé íîëü â
òî÷êå x0: v(x0) = 0, è v(x) ̸= 0 íà ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè (x0−ε, x0)

⋃
(x0, x0+ε)

òî÷êè x0.
1. Ïóñòü îáà èíòåãðàëà ∫ x0

x0−ε

dy

v(y)
,

∫ x0+ε

x0

dy

v(y)
(3.13)

ðàñõîäÿòñÿ. Òîãäà ôóíêöèÿ x(t) ≡ x0 åñòü åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè
ẋ = v(x), x(t0) = x0.
2. Ïóñòü õîòÿ áû îäèí èç èíòåãðàëîâ (3.13) ñõîäèòñÿ. Òîãäà ýòà çàäà÷à Êîøè

èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäà÷à Êîøè ẋ = v(x), x(t0) = x0 èìååò
äðóãîå ðåøåíèå x(t), êîòîðîå îòëè÷àåòñÿ îò òîæäåñòâåííîãî, ñêàæåì, ïðè t > t0.
Íàéäåì ìîìåíò âðåìåíè t1, êîãäà ýòî ðåøåíèå óõîäèò èç òî÷êè x0. Ñòðîãî ãîâîðÿ,
ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî U = {t > t0 | x(t) ̸= x0}; îíî îòêðûòî è íåïóñòî, ïîýòî-
ìó ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ. Ïóñòü t1 �
ëåâûé êîíåö îäíîãî èç ýòèõ èíòåðâàëîâ. Ïî ïîñòðîåíèþ, x(t1) = x0 è x(t) ̸= x0 â
ïðàâîé ïîëóîêðåñòíîñòè t1.
Âîçüìåì òî÷êó t2 ñïðàâà îò t1. Åñëè èíòåðâàë (t1, t2] äîñòàòî÷íî ìàëåíüêèé, òî

çíà÷åíèÿ ôóíêöèè x íà ýòîì èíòåðâàëå áëèçêè ê x(t1) = x0, íî íå ðàâíû x0 â ñèëó
âûáîðà t1; ïîýòîìó ôóíêöèÿ v(x(t)) íå îáðàùàåòñÿ â íîëü íà èíòåðâàëå (t1, t2]. Ïî
òåì æå ñîîáðàæåíèÿì, ÷òî è â ïðåäëîæåíèè 3.2.1, äëÿ ëþáîãî t1+ δ < t2 âûïîëíåíî

t2 − (t1 + δ) =

∫ x(t2)

x(t1+δ)

dy

v(y)
(3.14)

Ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (3.14) èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë ïðè δ → 0. Çíà÷èò, è ïðàâàÿ

÷àñòü èìååò ïðåäåë. Ïîýòîìó èíòåãðàë
∫ x(t2)
x(t1)

dy
v(y) ñõîäèòñÿ. Ïðè ýòîì x(t1) = x0 è

x(t2) ̸= x0 â ñèëó âûáîðà èíòåðâàëà (t1, t2], ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ðàñõîäèìîñòè èíòå-
ãðàëîâ (3.13).
2. Ïóñòü îäèí èç èíòåãðàëîâ � íàïðèìåð,

∫ x0+ε
x0

dy
v(y) � ñõîäèòñÿ; äîêàæåì, ÷òî

ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè íå åäèíñòâåííî.
Ôóíêöèÿ v çíàêîïîñòîÿííà (íàïðèìåð, ïîëîæèòåëüíà) íà (x0, x0 + ε). Îïðåäåëèì

ôóíêöèþ t(x) ôîðìóëîé

t(x) =

∫ x

x0

dy

v(y)

ïðè x ∈ [x0, x0 + ε]. Ýòà ôóíêöèÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, è å¼ ìîæíî äîîïðåäåëèòü
íóëåì â òî÷êå x0 ïî íåïðåðûâíîñòè, òàê êàê èíòåãðàë ñõîäèòñÿ.
Çíà÷èò, ôóíêöèÿ t(x) èìååò îáðàòíóþ x : [0, T ] → [x0, x0 + ε]. Äîîïðåäåëèì å¼,

ïîëîæèâ x(t) = x0, t < 0 (â ÷àñòíîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ ẋ = x1/3 ñîîòâåòñòâóþùàÿ
èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ âûäåëåíà íà ðèñóíêå 3.7 æèðíûì).
Ñîîáðàæåíèÿ èç ïðåäëîæåíèÿ 3.2.1 ïîêàçûâàþò, ÷òî ôóíêöèÿ x(t) ÿâëÿåòñÿ ðå-

øåíèåì óðàâíåíèÿ ïðè t > 0. Ïðè t < 0 ôóíêöèÿ òîæäåñòâåííî ðàâíà x0, ïîýòîìó
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3 Ýëåìåíòàðíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

òîæå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ. Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî îíà ãëàäêàÿ â íóëå. Å¼
ïðîèçâîäíàÿ ñëåâà ðàâíà íóëþ; ïîêàæåì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ñïðàâà òîæå ðàâíà íóëþ.
Äåéñòâèòåëüíî, ïðîèçâîäíàÿ ñïðàâà ôóíêöèè t(x) ïðè x = 0 ðàâíà

lim
δ→0+

1

δ

∫ x0+δ

x0

dy

v(y)
dτ ⩾ lim

δ→0+
min

y∈(x0,x0+δ]

1

v(y)
= +∞

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî lim
y→x0

1
v(y) = +∞. Çíà÷èò, ïðîèçâîäíàÿ

îáðàòíîé ôóíêöèè x(t) ðàâíà íóëþ.
Èòàê, íåïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ x(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè ẋ = v(x),

x(t0) = x0. Çàìåòèì, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ âèäà x(t − C), C > 0, òîæå áóäåò ðåøå-
íèåì ýòîé çàäà÷è Êîøè, ïîýòîìó ó çàäà÷è Êîøè áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé.

Ïðèìåð 3.2.3. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ ẋ = x2, ẋ = 3x2/3, ẋ = x1/3 (ñì. ðèñ. 3.5 � 3.7).
Äëÿ ïåðâîãî èç íèõ èíòåãðàëû

∫ ±ε
0

dy
v(y) =

∫ ±ε
0

1
y2
dy ðàñõîäÿòñÿ; èíòåãðàëüíûå êðèâûå

àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëèæàþòñÿ ê ïðÿìîé x = 0, íî íå äîõîäÿò äî íå¼. Äëÿ âòîðîãî
è òðåòüåãî óðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëû

∫ ±ε
0

1
3y2/3

dy,
∫ ±ε
0

dy
y1/3

, ñõîäÿòñÿ.

Èíòåãðàëüíûå êðèâûå âõîäÿò â ïðÿìóþ x = 0.
Äëÿ óðàâíåíèÿ ẋ = x1/3 ëþáîå ðåøåíèå, êðîìå x(t) ≡ 0, èìååò âèä èëè

x(t) =


(
2

3
(t− t0)

)3/2

, t > t0,

0, t ⩽ t0.

èëè

x(t) =

−
(
2

3
(t− t0)

)3/2

, t > t0.

0, t ⩽ t0.

Îäíà èç èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ ýòîãî óðàâíåíèÿ âûäåëåíà æèðíûì íà ðèñ. 3.7.
Äëÿ óðàâíåíèÿ ẋ = 3x2/3 îáùåå ðåøåíèå åùå ñëîæíåå: êðîìå ðåøåíèé âèäà

x(t) =

{
(t− t0)

3, t > t0;

0, t ⩽ t0.

êîòîðûå ôèãóðèðîâàëè â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 3.2.2, è ïîõîæèõ ðåøåíèé
âèäà

x(t) =

{
0, t ⩾ t0;

(t− t0)
3, t < t0.

,

âîçìîæíû åùå ðåøåíèÿ âèäà

x(t) =


(t− t1)

3, t < t1;

0, t1 ⩽ t ⩽ t2;

(t− t2)
3, t > t2.

Îäíà òàêàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ âûäåëåíà æèðíûì íà ðèñ. 3.6.
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3.2.3. Êðèòåðèé åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé

Â ïðåäïîëîæåíèÿõ ðàñõîäèìîñòè èíòåãðàëîâ ìîæíî ïîëíîñòüþ îïèñàòü, êàê âå-
äåò ñåáÿ ðåøåíèå àâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ íà ïðÿìîé ñ (êîíå÷íûì èëè áåñêîíå÷íûì)
äèñêðåòíûì ìíîæåñòâîì îñîáûõ òî÷åê ak. Ñëåäóùàÿ òåîðåìà îïðàâäûâàåò íàøè
ðèñóíêè â ðàçäåëå 3.2.1.

Òåîðåìà 3.2.4. Ïóñòü ó íåïðåðûâíîé ôóíêöèè v êîíå÷íîå èëè áåñêîíå÷íîå äèñ-
êðåòíîå ìíîæåñòâî íóëåé {ai} è âñå èíòåãðàëû∫ ak

ak−ε

dy

v(y)
,

∫ ak+ε

ak

dy

v(y)
(3.15)

ðàñõîäÿòñÿ.
Òîãäà çàäà÷à Êîøè (3.8), (3.9) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå äëÿ ëþáîãî x0 ∈ R.

Áîëåå òîãî:
1. Ïóñòü ak, ak+1 � äâà ñîñåäíèõ íóëÿ ôóíêöèè v. Ïóñòü ak < x0 < ak+1. Òîãäà

ðåøåíèå x(t) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(t0) = x0 îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t.
Åñëè v > 0 íà èíòåðâàëå (ak, ak+1), òî ôóíêöèÿ x(t) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò è

limt→−∞ x(t) = ak, limt→+∞ x(t) = ak+1. Åñëè v < 0 íà èíòåðâàëå (ak, ak+1), òî
ôóíêöèÿ x(t) ìîíîòîííî óáûâàåò è limt→−∞ x(t) = ak+1, limt→+∞ x(t) = ak.
2. Ïóñòü v > 0 íà ëó÷å (an,+∞) è x0 > an. Òîãäà ðåøåíèå x(t) ñ íà÷àëüíûì

óñëîâèåì x(t0) = x0 ìîíîòîííî âîçðàñòàåò è limt→−∞ x(t) = an.
2a. Åñëè èíòåãðàë

∫ +∞
C

dy
v(y) , C > an, ðàñõîäèòñÿ, òî ðåøåíèå îïðåäåëåíî ïðè âñåõ

t è limt→+∞ x(t) = +∞.
2b. Åñëè ýòîò èíòåãðàë ñõîäèòñÿ, òî ðåøåíèå îïðåäåëåíî íà íåêîòîðîì ëó÷å

t < c è limt→c− x(t) = +∞.

Ìû ïðåäîñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ ñôîðìóëèðîâàòü àíàëîãè ï.2 äëÿ v < 0 è äëÿ ëó÷à
(−∞, a1). Çàìåòèì, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî íóëåé ôóíêöèè v íåîãðàíè÷åííî ñíèçó è
ñâåðõó, òî âñå ðåøåíèÿ âåäóò ñåáÿ êàê â ï. 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ñ ëþáûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì ñëåäóåò
èç ïðåäëîæåíèé 3.2.1 è 3.2.2.
1. Ïóñòü v > 0 íà èíòåðâàëå (ak, ak+1). Âíîâü îïðåäåëèì

t(x) := t0 +

∫ x

x0

dy

v(y)
.

Ýòà ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà ïðè x ∈ (ak, ak+1), ìîíîòîííî âîçðàñòàåò è ñòðåìèòñÿ ê
±∞, êîãäà x → ak, x → ak+1, òàê êàê èíòåãðàëû ðàñõîäÿòñÿ. Çíà÷èò, îáðàòíàÿ
ôóíêöèÿ x(t) îïðåäåëåíà íà âñåé âåùåñòâåííîé îñè, ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, è âû-
ïîëíåíî limt→−∞ x(t) = ak, limt→+∞ x(t) = ak+1. Êàê ìû ìíîãîêðàòíî ïðîâåðÿëè,
ôóíêöèÿ x(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ v < 0 àíàëîãè÷íî.
2. Åñëè èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ, äîêàçàòåëüñòâî â òî÷íîñòè ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî

ïðåäûäóùåãî øàãà, íî ak+1 íóæíî çàìåíèòü íà +∞. Åñëè èíòåãðàë ñõîäèòñÿ, ôóíê-
öèÿ t(x) îïðåäåëåíà íà âñåé âåùåñòâåííîé îñè è ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â (−∞, c), ãäå
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3 Ýëåìåíòàðíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

c = t0+
∫ +∞
x0

dy
v(y) . Çíà÷èò, îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ x(t) îïðåäåëåíà òîëüêî íà ëó÷å (−∞, c).

Îñòàëüíûå ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû.

Çàìåòèì, ÷òî èíòåãðàë
∫∞
C

dy
v(y) ïðè C > an � ýòî âðåìÿ, çà êîòîðîå ðåøåíèå èç

òî÷êè C óõîäèò íà áåñêîíå÷íîñòü.

3.2.4 Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé àâòîíîìíîãî
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íà ïðÿìîé

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìû íàó÷èëèñü ðåøàòü àâòîíîìíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâ-
íåíèÿ íà ïðÿìîé ñ íåïðåðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ. Âûÿñíèëîñü, ÷òî ðåøåíèå ñóùåñòâó-
åò ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì óñëîâèè, íî íå âñåãäà åäèíñòâåííî.
Â ýòîì ðàçäåëå ìû óêàæåì ïðîñòîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå åäèíñòâåííîñòè ðåøå-

íèÿ. Äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì, êàê è â îáùåé òåîðåìå ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííî-
ñòè, îêàçûâàåòñÿ ëèïøèöåâîñòü ïðàâîé ÷àñòè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Íà-
ïîìíèì îïðåäåëåíèå ëèïøèöåâîé ôóíêöèè â îäíîìåðíîì ñëó÷àå.

Îïðåäåëåíèå 3.2.5. Ôóíêöèÿ f : (a, b) → R íàçûâàåòñÿ ëèïøèöåâîé, åñëè ñóùå-
ñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà L, ÷òî äëÿ ëþáûõ òî÷åê x1, x2 ∈ (a, b) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|f(x1)− f(x2)| ⩽ L |x1 − x2| .

Êîíñòàíòà L íàçûâàåòñÿ êîíñòàíòîé Ëèïøèöà ôóíêöèè f .

Ïîíÿòíî (äîêàæèòå ýòî!), ÷òî ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ âñåãäà íåïðåðûâíà. Îáðàòíîå
óòâåðæäåíèå íåâåðíî:

Óïðàæíåíèå 39. Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåïðåðûâíîé, íî íå ëèïøèöåâîé ôóíêöèè;
ãëàäêîé, íî íå ëèïøèöåâîé ôóíêöèè.

Íî ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ ñ îãðàíè÷åííîé ïðîèçâîäíîé îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ëèïøèöå-
âîé.

Ïðåäëîæåíèå 3.2.6. Ôóíêöèÿ f : (a, b) → R êëàññà C1, èìåþùàÿ îãðàíè÷åííóþ
ïðîèçâîäíóþ:

|f ′(x)| ⩽ L ïðè âñåõ x ∈ (a, b),

ëèïøèöåâà ñ êîíñòàíòîé L.

Àíàëîã ïðåäëîæåíèÿ 3.2.6 äëÿ ôóíêöèé íà ìíîãîìåðíîì øàðå äîêàçàí â ðàçäå-
ëå 2.4.1, íî ìû ïðèâåäåì ïðîñòîå íåïîñðåäñòâåííîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ïðîñòîãî
ôàêòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâî
Ïî ôîðìóëå Íüþòîíà-Ëåéáíèöà,

f(x2)− f(x1) =

∫ x2

x1

f ′(y)dy.
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3.2.4. Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé

Îöåíèì èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà:

|f(x2)− f(x1)| ⩽
∫ x2

x1

|f ′(y)|dy ⩽ L|x1 − x2|.

Âòîðîå äîêàçàòåëüñòâî

Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà î êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèÿõ,

f(x2)− f(x1)

x2 − x1
=

df

dx

∣∣∣∣
x=ξ

,

ãäå ξ ∈ (x1, x2). Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî èç ëèïøèöåâîñòè ôóíêöèè f ñëåäóåò ðàñõîäèìîñòü èíòåãðàëîâ
(3.13), à çíà÷èò, åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (3.8), (4.1.6).

Ïðåäëîæåíèå 3.2.7. Ïóñòü v � ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà îòðåçêå [x0, x0+
ε]. Ïóñòü v(x0) = 0, è ôóíêöèÿ v(x) íå îáðàùàåòñÿ â 0 â äðóãèõ òî÷êàõ îòðåçêà.
Òîãäà èíòåãðàë ∫ x0+ε

x0

dy

v(y)

ðàñõîäèòñÿ.

Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ ôóíêöèé íà îòðåçêå âèäà [x0 − ε, x0].

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíèì çíà÷åíèå ôóíêöèè v â òî÷êå y ∈ [x0, x0 + ε]. Ïóñòü å¼
êîíñòàíòà Ëèïøèöà ðàâíà L. Òîãäà

|v(y)− v(x0)| ⩽ L|y − x0|,

îòêóäà

|v(y)| ⩽ L|y − x0|.

Ôóíêöèÿ v çíàêîïîñòîÿííà íà èíòåðâàëå (x0, x0 + ε). Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè,
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíà ïîëîæèòåëüíà. Òîãäà

1

v(y)
⩾

1

L(y − x0)
,

à èíòåãðàë îò ôóíêöèè 1
L(y−x0) ïî îòðåçêó [x0, x0+ε] ðàñõîäèòñÿ. Çíà÷èò, ðàñõîäèòñÿ

è èíòåãðàë ∫ x0+ε

x0

dy

v(y)
.

Îáúåäèíÿÿ ýòè ðåçóëüòàòû, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùå-
ñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (3.8), (4.1.6).
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Ïðåäëîæåíèå 3.2.8. Ïóñòü ôóíêöèÿ v ëèïøèöåâà íà èíòåðâàëå (a, b), ñîäåðæà-
ùåì òî÷êó x0. Òîãäà çàäà÷à Êîøè (3.8), (3.9) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Ýòî ïðåäëîæåíèå ¾ïî÷òè¿ ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèé 3.2.2 è 3.2.7. Íî ìû, íå ññûëà-
ÿñü íà ïðåäëîæåíèå 3.2.2, ïîâòîðèì äîêàçàòåëüñòâî åùå ðàç.

Óïðàæíåíèå 40. Ïî÷åìó íåäîñòàòî÷íî ïðîñòî ïðèìåíèòü ïðåäëîæåíèÿ 3.2.2 è
3.2.7?

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè v(x0) ̸= 0, åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ
3.2.1.

Ïóñòü v(x0) = 0. Ïîíÿòíî, ÷òî óðàâíåíèþ óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèÿ, òîæäåñòâåííî
ðàâíàÿ x0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò äðóãîå ðåøåíèå x(t), x(t0) = x0. Ìû íå
ìîæåì íàïðÿìóþ ïðèìåíèòü ïðåäëîæåíèå 3.2.2, òàê êàê ôóíêöèÿ v(x(t)) ìîæåò îá-
ðàùàòüñÿ â 0 â áåñêîíå÷íîì êîëè÷åñòâå òî÷åê âáëèçè òî÷êè t0. Ïîñòóïèì ñëåäóþùèì
îáðàçîì.

Ñóùåñòâóåò òàêîé ìîìåíò âðåìåíè τ , ÷òî v(x(τ)) ̸= 0. Èíà÷å íàøå ðåøåíèå ñîâïà-
äàåò ñ x(t) ≡ x0: äåéñòâèòåëüíî, òîãäà v(x(t)) ≡ 0, è â ñèëó óðàâíåíèÿ ẋ = v(x(t)) ≡
0, ïîýòîìó x(t) ïîñòîÿííî; â ñèëó íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ, x(t) ≡ x0.

Èòàê, v(x(τ)) ̸= 0. Â ÷àñòíîñòè, x(τ) ̸= x0. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî τ > t0. Íàéäåì
íàèáîëüøåå çíà÷åíèå t ∈ [t0, τ ], äëÿ êîòîðîãî v(x(t)) = 0. Îáîçíà÷èì åãî τ0.

Íà îòðåçêå [τ0, τ ] ïðèìåíèì òå æå ñîîáðàæåíèÿ, ÷òî è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåä-
ëîæåíèÿ 3.2.2. À èìåííî, íà îòðåçêå [τ0 + δ, τ ] ôóíêöèÿ v(x(t)) íå îáðàùàåòñÿ â 0.
Ïîýòîìó

τ − (τ0 + δ) =

∫ x(τ)

x(τ0+δ)

dy

v(y)
.

Ïðè δ → 0, â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 3.2.7, ïðàâàÿ ÷àñòü ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Òàê
êàê ëåâàÿ ÷àñòü íå ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.

Èòàê, ðåøåíèå x(t) ≡ x0 åäèíñòâåííî.

Èç ýòîé òåîðåìû, âîñïîëüçîâàâøèñü ïðåäëîæåíèÿìè 3.2.6 è 3.2.7, ìû ïîëó÷àåì
ñëåäñòâèå:

Ñëåäñòâèå 3.2.9. Ïóñòü v � C1-ãëàäêîå ïîëå, ìíîæåñòâî íóëåé êîòîðîãî íåîãðà-
íè÷åííî ñ îáåèõ ñòîðîí. Òîãäà âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ẋ = v(x) îïðåäåëåíû ïðè
ëþáîì t, è êàæäîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ çàêëþ÷åíî ìåæäó êàêèìè-òî ñîñåäíèìè íó-
ëÿìè ïîëÿ v.

Â ÷àñòíîñòè, îïðåäåëåí ãëîáàëüíûé ôàçîâûé ïîòîê äëÿ óðàâíåíèÿ ẋ = v(x) íà
ïðÿìîé.

Óïðàæíåíèå 41. Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé 3.2.4, ñôîðìóëèðóéòå àíàëîãè÷íûé êðèòå-
ðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ãëîáàëüíîãî ôàçîâîãî ïîòîêà íà ïðÿìîé äëÿ óðàâíåíèÿ ẋ = v(x),
åñëè ìíîæåñòâî íóëåé ôóíêöèè v îãðàíè÷åííî ñ îáåèõ ñòîðîí.
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3.2.5. Õîä ëó÷åé (*)

3.2.5 Õîä ëó÷åé (*)

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ îïòèêà èçó÷àåò ðàñïðîñòðàíåíèå ñâåòà áåç ó÷åòà åãî âîëíîâûõ ñâîéñòâ.
Â ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêå ïîñòóëèðóåòñÿ, ÷òî â îäíîðîäíîé ñðåäå ëó÷ ñâåòà ðàñïðî-
ñòðàíÿåòñÿ ïî ïðÿìîé. Åñëè æå ëó÷ ñâåòà ïåðåõîäèò èç îäíîé ñðåäû â äðóãóþ (íà-
ïðèìåð, èç âîçäóõà â âîäó), òî îí ìåíÿåò íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ � ïðåëîìëÿåòñÿ.
Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðåøèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:
Íàðèñîâàòü õîä ëó÷åé íà ïëîñêîñòè ñ ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ, çàâèñÿùèì

òîëüêî îò âåðòèêàëüíîé êîîðäèíàòû.

Çàêîí Ñíåëëèóñà

Äëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêèé ñëó÷àé ïðåëîìëåíèÿ ñâåòà íà ãðàíèöå äâóõ
ñðåä. Çàêîí ïðåëîìëåíèÿ ñâåòà îïðåäåëÿåòñÿ ïîêàçàòåëÿìè ïðåëîìëåíèÿ äâóõ ñðåä.
Çàêîí Ñíåëëèóñà.3

Ïðè ïåðåõîäå èç îäíîé îäíîðîäíîé ñðåäû â äðóãóþ ëó÷ ñâåòà ïðåëîìëÿåòñÿ òàê,
÷òî ïðîèçâåäåíèå ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ â ïåðâîé ñðåäå íà ñèíóñ óãëà ïàäåíèÿ
ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ âî âòîðîé ñðåäå íà ñèíóñ óãëà ïðå-
ëîìëåíèÿ.

A

C

B

α1

α2

Ðèñ. 3.8: Óãîë ïàäåíèÿ α1 è óãîë ïðåëîìëåíèÿ α2.

Ïóñòü ïëîñêîñòü ðàçäåëåíà ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé íà äâå ïîëóïëîñêîñòè. Ïóñòü
â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ ðàâåí ν1, à â âåðõíåé � ν2; ïóñòü
ëó÷ èäåò ñíèçó ââåðõ. Íàïîìíèì, ÷òî óãîë ïàäåíèÿ è óãîë ïðåëîìëåíèÿ � óãëû
ìåæäó ëó÷îì è íîðìàëüþ ê ãðàíèöå ðàçäåëà äâóõ ñðåä (ñì. ðèñ. 3.8); ýòà íîðìàëü â
íàøåì ñëó÷àå âåðòèêàëüíà. Çàêîí Ñíåëëèóñà ïðèíèìàåò âèä

ν1 sinα1 = ν2 sinα2,

ãäå α1, α2 � óãëû ìåæäó ëó÷îì ñâåòà è âåðòèêàëüþ.

3Âèëëåáðîðä Ñíåëë (1580 � 1626) � ìàòåìàòèê è àñòðîíîì. Èçâåñòåí ñâîèìè ðàáîòàìè ïî ïðèáëè-
æåííîìó âû÷èñëåíèþ ÷èñëà π è ïî èçìåðåíèþ äèàìåòðà Çåìëè; ïåðåîòêðûë çàêîí ïðåëîìëåíèÿ
ñâåòà. Çàêîí ïðåëîìëåíèÿ ñâåòà áûë ðàíåå îòêðûò Èáí Ñàõëîì îêîëî 984 ã. è Òîìàñîì Õýððè-
îòîì â 1602 ã.
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Âûâîä çàêîíà Ñíåëëèóñà èç ïðèíöèïà Ôåðìà

Îäèí èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîñòóëàòîâ ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè �

Ïðèíöèï Ôåðìà45. Ëó÷ ñâåòà èç òî÷êè A â òî÷êó B èä¼ò ïî ïóòè, ïî êîòî-
ðîìó âðåìÿ ïðîõîæäåíèÿ ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ áëèçêèìè òî÷êàìè ìèíèìàëüíî.

Èç ïðèíöèïà Ôåðìà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî â îäíîðîäíîé ñðåäå ñâåò áóäåò ðàñïðî-
ñòðàíÿòüñÿ ïî êðàò÷àéøåìó ïóòè � ïî ïðÿìûì. Ïîêàæåì, êàê èç ïðèíöèïà Ôåðìà
âûâîäèòñÿ çàêîí Ñíåëëèóñà, è çàîäíî ñâÿæåì ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ ñî ñêîðî-
ñòüþ ñâåòà â ñðåäå. Ïóñòü ñêîðîñòü ñâåòà â íèæíåé ïîëîâèíå ïëîñêîñòè ðàâíà c1, à
â âåðõíåé � c2. Ïóñòü ñâåò ïðîõîäèò èç òî÷êè A â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè â òî÷êó
B â âåðõíåé. Ïðèíöèï Ôåðìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ëó÷ ñâåòà �ðåøàåò� îïòèìèçàöèîí-
íóþ çàäà÷ó, êàê áûñòðåå äîáðàòüñÿ èç A â B. Ïðèâåäåì èíòåðïðåòàöèþ ýòîé çàäà÷è,
êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò Ôåéíìàíó6 (ñì. Ôåéíìàíîâñêèå ëåêöèè ïî ôèçèêå, 26-3) [?]:

Ïðåäñòàâüòå ñåáå, ÷òî Âû ñòîèòå ó áåðåãà îçåðà, à â îçåðå òîíåò êðàñèâàÿ
äåâóøêà. Âàøà çàäà÷à � äîáðàòüñÿ äî íå¼ è ñïàñòè êàê ìîæíî ñêîðåå. ßâëÿåòñÿ
ëè êðàò÷àéøèé ïóòü ñàìûì áûñòðûì? Åñëè íåò, òî â êàêîé æå òî÷êå áåðåãà
íàäî âõîäèòü â âîäó? Êîíå÷íî, Âû áåæèòå áûñòðåå, ÷åì ïëûâ¼òå.

Îðèãèíàëüíûé òåêñò (íà àíãëèéñêîì) çâó÷èò òàê:

In Fig. 26�4, our problem is again to go from A to B in the shortest time. To illustrate
that the best thing to do is not just to go in a straight line, let us imagine that a beautiful
girl has fallen out of a boat, and she is screaming for help in the water at point B. The
line marked x is the shoreline. We are at point A on land, and we see the accident, and
we can run and can also swim. But we can run faster than we can swim. What do we
do? Do we go in a straight line? [?]

Çäåñü A � òî÷êà, ãäå íàõîäèòñÿ ñïàñàòåëü; B � òî÷êà, ãäå íàõîäèòñÿ äåâóøêà; c1
� ñêîðîñòü, ñ êîòîðîé ñïàñàòåëü ìîæåò áåæàòü, à c2 � ñêîðîñòü, ñ êîòîðîé îí ìîæåò
ïëûòü.

Ïóñòü ëó÷ ñâåòà ïåðåñåêàåò ãðàíèöó ðàçäåëà äâóõ ñðåä (ñïàñàòåëü âõîäèò â âîäó)
â òî÷êå C. ßñíî, ÷òî âðåìÿ åãî äâèæåíèÿ áóäåò ìèíèìàëüíûì òîëüêî åñëè îò A
äî C, à ïîòîì îò C äî B îí äâèæåòñÿ ïî ïðÿìîé. Êðîìå òîãî, òî÷êà C íà ãðàíèöå
ðàçäåëà äâóõ ñðåä äîëæíà áûòü âûáðàíà òàê, ÷òîáû ñóììàðíîå âðåìÿ äâèæåíèÿ
T (C) := |AC|

c1
+ |CB|

c2
áûëî ìèíèìàëüíûì. Íàéäåì ýòó òî÷êó C: äëÿ íà÷àëà íàäî

íàéòè íóëè ïðîèçâîäíîé, T ′(C) = 0.

Ìû ïðîâîäèì ðàññóæäåíèÿ äëÿ òî÷êè C, ëåæàùåé ìåæäó ïðîåêöèÿìè òî÷åê A è
B íà ãðàíèöó ðàçäåëà ñðåä. Îáîçíà÷èì ýòè ïðîåêöèè ñèìâîëàìè H1 è H2.

4Ïüåð äå Ôåðìà (1601 � 1665) � þðèñò è ìàòåìàòèê. Âíåñ áîëüøîé âêëàä â òåîðèþ ÷èñåë, àíàëè-
òè÷åñêóþ ãåîìåòðèþ, òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé è îïòèêó.

5Ñôîðìóëèðîâàí Ïüåðîì Ôåðìà â ëè÷íîì ïèñüìå ê Ì. Ê. äå Ëà Øàìáðó 1 ÿíâàðÿ 1662 ã.
6Ðè÷àðä Ôèëëèïñ Ôåéíìàí (1918 � 1988) � ôèçèê, èçâåñòíûé ðàáîòàìè ïî êâàíòîâîé ìåõàíè-
êå, êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêå, ñâåðõòåêó÷åñòè ãåëèÿ, ôèçèêå ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö. Ëàóðåàò
Íîáåëåâñêîé ïðåìèè.
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Óïðàæíåíèå 42. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ T (C) íå èìååò ìèíèìóìîâ âíå îò-
ðåçêà, çàêëþ÷åííîãî ìåæäó òî÷êàìè H1 è H2 � ìåæäó ïðîåêöèÿìè òî÷åê A è B
íà ãðàíèöó ðàçäåëà äâóõ ñðåä.

x

H2

B

A

√
a2 + x2

C

a

H1

α1

α2

Ðèñ. 3.9: Ê äîêàçàòåëüñòâó çàêîíà Ñíåëëèóñà

Ïóñòü |CH1| = x è |AH1| = a. Òîãäà ðàññòîÿíèå |AC| ðàâíî
√
x2 + a2. Ïðîèçâîäíàÿ

ýòîãî âûðàæåíèÿ ïî x ðàâíà

d

dC
|AC| = d

dx

√
x2 + a2 =

x√
x2 + a2

=
|CH1|
|AC|

= sinα1.

Òàêèì æå îáðàçîì ïîëó÷àåì d
dC |BC| = − sinα2. Èòàê, T

′(C) = sinα1
c1

− sinα2
c2

. Â
òî÷êå ìèíèìóìà ïðîèçâîäíàÿ äîëæíà áûòü ðàâíà íóëþ, ïîýòîìó äëÿ èñêîìîé òî÷êè
C

sinα1

c1
=

sinα2

c2
.

Èòàê, ñâåò äâèæåòñÿ òàê, ÷òî îòíîøåíèå sinα ê ñêîðîñòè ñâåòà îñòàåòñÿ

ïîñòîÿííûì, ãäå α � óãîë ìåæäó ëó÷îì è âåðòèêàëüþ. Ýòî è åñòü çàêîí
Ñíåëëèóñà äëÿ ν1

ν2
= c2

c1
.

Óïðàæíåíèå 43. Ïðîâåðüòå, ÷òî çàêîí Ñíåëëèóñà çàäà¼ò åäèíñòâåííóþ òî÷êó
C íà ãðàíèöå ðàçäåëà äâóõ ñðåä.

Ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 3.2.10. Ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ ñðåäû îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëåí
ñêîðîñòè ñâåòà â ýòîé ñðåäå.

Ñòðîãî ãîâîðÿ, íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî íàéäåííûé íîëü ïðîèçâîäíîé ñîîòâåòñòâóåò
ìèíèìóìó ôóíêöèè T (C). Îäíàêî èç íàøèõ âûêëàäîê è èç óïðàæíåíèÿ 42 ñëåäóåò,
÷òî â äðóãèõ òî÷êàõ ó T (C) íå ìîæåò áûòü ìèíèìóìà; à òàê êàê ïðè C → ±∞
ôóíêöèÿ T (C) ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, òî ïî ïðèíöèïó Âåéåðøòðàññà îíà äîëæ-
íà èìåòü ìèíèìóì íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé. Çíà÷èò, ýòîò ìèíèìóì è åñòü íàéäåííûé
íîëü ïðîèçâîäíîé.

Óïðàæíåíèå 44. Ïðèíöèï Âåéåðøòðàññà îáû÷íî ôîðìóëèðóþò òàê: íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ íà îòðåçêå âñåãäà äîñòèãàåò ìèíèìóìà. Ìû ïðèìåíèëè åãî äëÿ ôóíêöèè
T (C) íà ïðÿìîé, äëÿ êîòîðîé limC→+∞ T (C) = limC→−∞ T (C) = +∞.
Äîêàæèòå íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè T (C). Äîêàæèòå íóæíûé âàðèàíò ïðèíöè-

ïà Âåéåðøòðàññà, åñëè îí âàì íåèçâåñòåí.
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Íåïðåðûâíûé âàðèàíò çàêîíà Ñíåëëèóñà

Ïóñòü òåïåðü ñâåò äâèæåòñÿ ïî ïëîñêîñòè ñ ïåðåìåííûì ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ
ν. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ çàâèñèò òîëüêî îò âåðòèêàëüíîé êî-
îðäèíàòû y. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòûìè, ÷òîáû ìû
ìîãëè èññëåäîâàòü èõ ðåøåíèÿ è ïîëó÷èòü ñîäåðæàòåëüíûå ðåçóëüòàòû: íàïðèìåð,
îáúÿñíèòü ñóùåñòâîâàíèå ïîäâîäíîãî çâóêîâîãî êàíàëà è âîçíèêíîâåíèå ìèðàæåé
(ñì. ïðèìåðû 3.2.15, 3.2.16 íèæå).
Çàêîí Ñíåëëèóñà îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé ïåðåìåííîãî ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ ν =

ν(y) ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Íåïðåðûâíûé âàðèàíò çàêîíà Ñíåëëèóñà: ïðîèçâåäåíèå ν sinα (ãäå α � óãîë

íàêëîíà ëó÷à ê âåðòèêàëè) îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì âäîëü õîäà ëó÷à.
Íà ôèçè÷åñêîì óðîâíå ñòðîãîñòè ýòî óòâåðæäåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè ðàçáèòü

ïëîñêîñòü íà ìíîãî óçêèõ ãîðèçîíòàëüíûõ ïîëîñ è â êàæäîé èç íèõ ñ÷èòàòü ïîêà-
çàòåëü ïðåëîìëåíèÿ ïîñòîÿííûì. Ïðèìåíèâ çàêîí Ñíåëëèóñà íà êàæäîé ãðàíèöå
ðàçäåëà, ìû ïîëó÷èì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ν sinα íå ìåíÿåòñÿ âäîëü ëó÷à.

Çàìå÷àíèå 3.2.11 (Ïðèíöèï Ôåðìà è ãåîäåçè÷åñêèå). Ïðèíöèï Ôåðìà äëÿ íàøåé
çàäà÷è îçíà÷àåò, ÷òî ñâåò äâèæåòñÿ ìåæäó äâóìÿ áëèçêèìè òî÷êàìè A è B ïî
òàêîìó ïóòè γ, ÷òîáû âðåìÿ åãî äâèæåíèÿ

T (γ) =

∫
γ
ν(y)dγ (3.16)

áûëî ìèíèìàëüíî. Çäåñü dγ � ôîðìà äëèíû íà êðèâîé γ: åñëè ïàðàìåòðèçîâàòü
êðèâóþ γ ïàðàìåòðîì t, òî dγ =

√
(γ̇1)2 + (γ̇2)2dt.

Ìîæíî ïîíèìàòü ôîðìóëó (3.16) êàê ñïîñîá èçìåðÿòü äëèíó êðèâûõ íà ïëîñêî-
ñòè. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ ν(y) çàäàåò ìåòðèêó (ìåòðè÷åñêèé òåíçîð) íà ïëîñ-
êîñòè, è (3.16) � äëèíà êðèâîé îòíîñèòåëüíî ýòîé ìåòðèêè.
Êðèâàÿ, ìàëåíüêèå ó÷àñòêè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ êðàò÷àéøèìè ïóòÿìè â ñìûñëå

íåêîòîðîé ìåòðèêè, íàçûâàåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé â ñìûñëå ýòîé ìåòðèêè.
Ïîýòîìó ñâåò ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïî ãåîäåçè÷åñêèì â ñìûñëå ìåòðèêè, çàäàííîé

ôóíêèåé ν(y).
Çàäà÷àìè íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíûõ èëè ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèé èíòåãðàëîâ,

ïîäîáíûõ (3.16), â îáùåì ñëó÷àå çàíèìàåòñÿ âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå.

Èç ïðèíöèïà Ôåðìà ìîæíî âûâåñòè íåïðåðûâíûé âàðèàíò çàêîíà Ñíåëëèóñà, ñì.
ïàðàãðàô 4.5.2.

Óðàâíåíèå õîäà ëó÷åé

Ïóñòü ëó÷ ñâåòà èäåò ïî êðèâîé (x, y(x)); íàøà çàäà÷à � íàéòè ôóíêöèþ x 7→ y(x).
Â òî÷êå (x, y(x)) óãîë ìåæäó ëó÷îì è ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé ðàâåí arctg y′(x), ïî-
ýòîìó óãîë ìåæäó ëó÷îì è âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé ðàâåí α = π

2 − | arctg y′(x)|. Ýòî
âûðàæåíèå ðàâíî arcctg y′ èëè π − arcctg y′, â çàâèñèìîñòè îò çíàêà y′. Çàêîí Ñíåë-
ëèóñà è â òîì, è â äðóãîì ñëó÷àå ïðèíèìàåò âèä ν(y) sin arcctg y′ = const, òî åñòü
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sin arcctg y′ = k
ν(y) , ãäå k çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî íàïðàâëåíèÿ ëó÷à. Âîçìîæíû äâà

âàðèàíòà: arcctg y′ = arcsin k
ν è arcctg y′ = π − arcsin k

ν . Çíà÷èò, y
′ = ± ctg arcsin k

ν(y) .

Òàê êàê ctgφ = ±
√

1
sin2 φ

− 1, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

y′ = ±1

k

√
ν2(y)− k2. (3.17)

Ýòî è åñòü óðàâíåíèå õîäà ëó÷åé íà ïëîñêîñòè ñ ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ, çàâèñÿ-
ùèì òîëüêî îò âåðòèêàëüíîé êîîðäèíàòû. Ñëó÷àé k = 0 íå ïîêðûâàåòñÿ óðàâíåíèåì
(3.17), íî îí ñîîòâåòñòâóåò âåðòèêàëüíîìó íà÷àëüíîìó íàïðàâëåíèþ ëó÷à, à â òàêîì
ñëó÷àå ÿñíî, ÷òî ëó÷ áóäåò èäòè âäîëü âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé.

Àíàëèç óðàâíåíèÿ (3.17)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ ν : R → R, çàäàþùàÿ ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ íà ïëîñ-
êîñòè, C2-ãëàäêàÿ. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñëó÷àé ν(y) > 0 (ìàòåðèàëû ñ
îòðèöàòåëüíûì ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò áîëüøóþ ðåäêîñòü).
Êàæäîé ôóíêöèè ν(y) ñîîòâåòñòâóåò öåëîå ñåìåéñòâî óðàâíåíèé (3.17) ñ ðàçíû-

ìè çíà÷åíèÿìè k. Åñëè âûïóñòèòü ñåìåéñòâî ïàðàëëåëüíûõ ëó÷åé ïîä óãëîì α ê
âåðòèêàëè èç òî÷åê âèäà (x, y0) äëÿ âñåâîçìîæíûõ x, òî k = ν(y0) sinα (ïî çàêîíó
Ñíåëëèóñà); äàëüøå ýòè ëó÷è ïîéäóò âäîëü èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ óðàâíåíèÿ (3.17) ñ
òàêèì çíà÷åíèåì k. Òàê êàê óðàâíåíèå àâòîíîìíîå, åãî èíòåãðàëüíûå êðèâûå áóäóò
îòëè÷àòüñÿ òîëüêî ñäâèãîì ïî ãîðèçîíòàëè.
Ïðè ôèêñèðîâàííîì k ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ íå îïðåäåëåíà â ïîëîñàõ |ν(y)| <

|k|. Íà ãðàíèöàõ òàêèõ ïîëîñ ïîëå íàïðàâëåíèé íàøåãî óðàâíåíèÿ áóäåò ãîðèçîí-
òàëüíûì. Âïðî÷åì, åñëè ±k íå ïðèíàäëåæèò ìíåæåñòâó çíà÷åíèé ôóíêöèè ν(y), òî
òàêèõ ïîëîñ íå áóäåò.
Èññëåäóåì åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3.17) ñ ôèêñèðîâàííûì çíàêîì â

ïðàâîé ÷àñòè (íàïðèìåð, +). Íàïîìíèì (ñì. ïðåäëîæåíèå 3.2.2 èç ðàçäåëà 4.1.6),
÷òî äîñòàòî÷íî äëÿ êàæäîé îñîáîé òî÷êè y0, |ν(y0)| = |k|, èññëåäîâàòü èíòåãðàëû∫ y0+ε

y0

dy√
ν2(y)− k2

,

∫ y0

y0−ε

dy√
ν2(y)− k2

. (3.18)

Ïóñòü ν ′(y0) ̸= 0. Òîãäà
√
ν2(y0 + δ)− k2 =

√
2kδ · ν ′(y0)(1 + o(δ)), è èíòåãðàëû

(4.1.6) áóäóò ñõîäèòüñÿ, êàê è èíòåãðàë
∫

1√
δ
dδ. ×òîáû ïîëó÷èòü ñòðîãîå äîêàçà-

òåëüñòâî, íóæíî îöåíèòü èíòåãðàë âûðàæåíèåì âèäà const√
y−y0 è äîêàçàòü ñõîäèìîñòü.

Óïðàæíåíèå 45. Äîêàæèòå ñòðîãî ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà (3.18) â ñëó÷àå ν ′(y0) ̸=
0.

Óïðàæíåíèå 46. Äîêàæèòå, ÷òî â ñëó÷àå ν ′(y0) = 0 èíòåãðàë (3.18) áóäåò ðàñ-
õîäèòüñÿ.

Îïðåäåëåíèå 3.2.12. Çíà÷åíèå k íàçûâàåòñÿ íåêðèòè÷åñêèì äëÿ ôóíêöèè ν(y),
åñëè âî âñåõ òî÷êàõ y0, äëÿ êîòîðûõ ν(y0) = k, âûïîëíåíî ν ′(y0) ̸= 0.
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Íàïîìíèì, ÷òî k îïðåäåëÿåòñÿ ïî íà÷àëüíîìó íàïðàâëåíèþ ëó÷à: åñëè ëó÷ âû-
ïóùåí ïîä óãëîì α0 èç òî÷êè (x0, y0), òî ν(y0) sinα0 = k. Åñëè sinα < supR ν(y)

ν(y0)

(íàïðàâëåíèå ëó÷à áëèçêî ê âåðòèêàëüíîìó íàïðàâëåíèþ), ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷å-
íèå k íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó çíà÷åíèé ν, è ïîëå íàïðàâëåíèé óðàâíåíèÿ õîäà
ëó÷åé íèãäå íå áóäåò ãîðèçîíòàëüíûì.

Åñëè æå sinα > supR ν(y)
ν(y0)

(ëó÷ âûïóùåí ïîä íåáîëüøèì óãëîì ê ãîðèçîíòàëè), òî
k ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó çíà÷åíèé ôóíêöèè ν, è â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ � åñëè k
íåêðèòè÷åñêîå � åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé áóäåò íàðóøàòüñÿ. Ïîýòîìó ëó÷ ïðèäåò
íà áëèæàéøóþ ïðÿìóþ ν(y) = k ñ ãîðèçîíòàëüíîé êàñàòåëüíîé.

Êàê áóäåò äâèãàòüñÿ ëó÷ ïîòîì?

Íà ýòîò âîïðîñ íåâîçìîæíî îòâåòèòü, ïîëüçóÿñü òîëüêî çàêîíîì Ñíåëëèóñà. Íà
ñàìîì äåëå, ëó÷ îòðàçèòñÿ è ïîéäåò âíèç âäîëü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.17) ñî çíàêîì
(−) â ïðàâîé ÷àñòè. ×òîáû äîêàçàòü ýòî, íàäî ðåøèòü äðóãóþ çàäà÷ó îïòèìèçàöèè:
äëÿ äàííûõ òî÷åê A è B, ðàñïîëîæåííûõ íèæå ïðÿìîé y = y0, âûÿñíèòü, ãäå äîëæíà
íàõîäèòüñÿ òî÷êà îòðàæåíèÿ C íà ïðÿìîé y = y0, ÷òîáû âðåìÿ äâèæåíèÿ îò A äî
C è îò C äî B âäîëü ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3.17) áûëî ìèíèìàëüíûì. Ìû íå áóäåì
ðåøàòü ýòó çàäà÷ó îïòèìèçàöèè. Çàìåòèì òîëüêî (áåç äîêàçàòåëüñòâà), ÷òî õîä ëó÷à
íà ðèñ. 3.10, êîãäà ëó÷ íåêîòîðîå âðåìÿ äâèæåòñÿ âäîëü ïðÿìîé y = y0, íå îïòèìàëåí
äëÿ òàêîé çàäà÷è.

y

x

ν(y)=k

A B
Ðèñ. 3.10: Õîä ëó÷à, ïðè êîòîðîì ëó÷ íåêîòîðîå âðåìÿ äâèæåòñÿ âäîëü ãîðèçîí-

òàëüíîé ïðÿìîé, íå îïòèìèçèðóåò âðåìÿ äâèæåíèÿ. Ïóíêòèðîì ïîêàçàíà
îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ.

ßâëåíèå îòðàæåíèÿ ëó÷à îò ñëîÿ ñ ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ k = ν(y0) sinα0 áëèç-
êî ê ÿâëåíèþ ïîëíîãî âíóòðåííåãî îòðàæåíèÿ, íî çäåñü ëó÷ äâèæåòñÿ âäîëü ãëàäêîé
êðèâîé, à äëÿ ïîëíîãî âíóòðåííåãî îòðàæåíèÿ � âäîëü ëîìàíîé.

Ïðèìåð 3.2.13. Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ëó÷à ïî ïîëóïëîñêîñòè y > 0 ñ ïîêàçàòåëåì
ïðåëîìëåíèÿ ν(y) =

√
y. Ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå y′ = ± 1

k

√
y − k2 ëåãêî ðåøèòü

â ÿâíîì âèäå. Ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ êðèâûõ, ïî êîòîðûì äâèæåòñÿ ëó÷: y =
k2 + 1

4k2
(c ± x)2; ëó÷è äâèæóòñÿ ïî ïàðàáîëàì. Íà ðèñ. 3.11 èçîáðàæåíî ñåìåéñòâî

òàêèõ ïàðàáîë, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó (1, 0), äëÿ íåñêîëüêèõ ðàçíûõ çíà÷åíèé k.
Íèæíÿÿ òî÷êà êàæäîé ïàðàáîëû íàõîäèòñÿ íà âûñîòå y, ãäå ν(y) = k. Ýòî îáúÿñíÿåò
ñâÿçü ìåæäó ãðàôèêîì ôóíêöèè ν(y) è òðàåêòîðèÿìè äâèæåíèÿ ëó÷àé, ïîêàçàííóþ
íà ðèñ. 3.11.
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k1 k2 k3 ν(y)

y

x

y

Ðèñ. 3.11: Ãðàôèê ôóíêöèè ν(y) =
√
y, y > 0, è õîä ëó÷åé, âûïóùåííûõ èç òî÷êè

(1, 0) ïîä ðàçíûìè óãëàìè, äëÿ ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ ν(y) =
√
y.

k1 k2 ν(y)

y

x

y

Ðèñ. 3.12: Ãðàôèê ôóíêöèè ν(y) =
√

1− y2,−1 < y < 1, è õîä ëó÷åé, âûïóùåííûõ
èç òî÷êè (0, 0) ïîä ðàçíûìè óãëàìè, äëÿ ν(y) =

√
1− y2.
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Ïðèìåð 3.2.14. Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ëó÷à â ïîëîñå −1 < y < 1 ñ ïîêàçàòåëåì
ïðåëîìëåíèÿ ν(y) =

√
1− y2. Óðàâíåíèå y′ = ± 1

k

√
1− y2 − k2 òîæå ëåãêî ðåøèòü.

Ìû ïîëó÷èì, ÷òî ëó÷ äâèæåòñÿ ïî êðèâûì y = (1 − k2) sin(xk + c) � ñèíóñîèäàì.
Íà ðèñ. 3.12 èçîáðàæåíî íåñêîëüêî òàêèõ ñèíóñîèä, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó (0, 0).
Êàæäàÿ òî÷êà ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà ñèíóñîèäû � òî÷êà îòðàæåíèÿ; òàê êàê êàæ-
äîå çíà÷åíèå y ∈ (−1, 1) ôóíêöèÿ ν(y) ïðèíèìàåò äâàæäû, ëó÷ áóäåò äâèãàòüñÿ
ìåæäó äâóìÿ ïðÿìûìè ν(y) = k, îòðàæàÿñü îò íèõ.

Â ñëåäóþùèõ äâóõ ïðèìåðàõ íàì íåèçâåñòíà òî÷íàÿ ôîðìóëà äëÿ ôóíêöèè ν(y)
� ìû çíàåì òîëüêî êà÷åñòâåííîå îïèñàíèå å¼ ïîâåäåíèÿ. Òåì íå ìåíåå, ìû ñìîæåì
êà÷åñòâåííî îïèñàòü òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ëó÷åé.

Ïðèìåð 3.2.15 (Ïîäâîäíûé çâóêîâîé êàíàë). Ðàñïðîñòðàíåíèå çâóêà îïèñûâàåòñÿ
òàêèì æå óðàâíåíèåì, ÷òî è ðàñïðîñòðàíåíèå ñâåòà; ðîëü ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ
òóò èãðàåò ν = 1

v , ãäå v � ñêîðîñòü çâóêà. Ñêîðîñòü çâóêà â âîäå çàâèñèò è îò òåìïå-
ðàòóðû, è îò äàâëåíèÿ; â ìîðå èëè â îêåàíå íà îäèíàêîâûõ ãëóáèíàõ îíà ïðèìåðíî
îäèíàêîâà. Ïîýòîìó íàøà ìîäåëü ðàáîòàåò è äëÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ çâóêà â îêåàíå. Ñ
ðîñòîì ãëóáèíû ñêîðîñòü çâóêà ñïåðâà óáûâàåò (çà ñ÷åò óáûâàíèÿ òåìïåðàòóðû), à
çàòåì âîçðàñòàåò (çà ñ÷åò ðîñòà äàâëåíèÿ); ïîýòîìó ó ôóíêöèè ν(y) áóäåò ìàêñèìóì.
Åñòü çíà÷åíèÿ k, êîòîðûå ôóíêöèÿ ν(y) ïðèíèìàåò äâàæäû. Äëÿ êàæäîãî òàêîãî

çíà÷åíèÿ õîä çâóêîâîé âîëíû áóäåò òàêèì, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3.13: â ïîëîñå ν(y) >
k îíà áóäåò ìíîãîêðàòíî îòðàæàòüñÿ îò ñëî¼â ñ ν(y) = k. Ýòî � òàê íàçûâàåìûé
ïîäâîäíûé çâóêîâîé êàíàë, âäîëü êîòîðîãî çâóê ìîæåò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ íà áîëüøèå
ðàññòîÿíèÿ.

k ν(y)

y y

x
Ðèñ. 3.13: Ïîäâîäíûé çâóêîâîé êàíàë. Çâóêîâàÿ âîëíà äâèæåòñÿ â ïîëîñå ν(y) > k,

îòðàæàÿñü îò å¼ ãðàíèö

Ïðèìåð 3.2.16 (Ìèðàæè íà äîðîãå è â ïóñòûíå). Â æàðêèå äíè íàä àñôàëüòîâîé
äîðîãîé îáðàçóåòñÿ ñëîé íàãðåòîãî âîçäóõà. Ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ âîçäóõà óáû-
âàåò ñ ðîñòîì òåìïåðàòóðû, çíà÷èò, ó ïîâåðõíîñòè äîðîãè îí áóäåò íèæå. Ïóñòü ëó÷
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ñâåòà ïàäàåò íà äîðîãó ñâåðõó; â ñèëó íåïðåðûâíîãî âàðèàíòà çàêîíà Ñíåëëèóñà,
óãîë íàêëîíà ëó÷à ê âåðòèêàëè áóäåò âîçðàñòàòü ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ê äîðîãå.
Çíà÷èò, ëó÷ áóäåò îòêëîíÿòüñÿ ê ãîðèçîíòàëè. Åñëè íà÷àëüíûé óãîë íàêëîíà áëè-
çîê ê π/2, òî åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ áóäåò íàðóøàòüñÿ; òîãäà ëó÷ ñíîâà ïîéäåò
ââåðõ, �îòðàçèâøèñü� îò ñëîÿ íàãðåòîãî âîçäóõà.
Ïðè ýòîì áóäåò íàáëþäàòüñÿ ìèðàæ: åñëè ñìîòðåòü íà äîðîãó ñâåðõó, áóäóò âèäíû

ëóæè, êîòîðûå íà ñàìîì äåëå ÿâëÿþòñÿ îòðàæåíèÿìè íåáà (ñì. ðèñ. 3.14).

ν(y)

y y

xk1 k2

Ðèñ. 3.14: Ìèðàæè íàä äîðîãîé. Íà ðèñóíêå ñïðàâà ïîêàçàí õîä ëó÷åé äëÿ äâóõ
ðàçíûõ çíà÷åíèé k

Â ïóñòûíå âîçìîæåí è äðóãîé òèï ìèðàæåé. Äëÿ åãî âîçíèêíîâåíèÿ íóæíî, ÷òîáû
ñëîé íàèáîëåå íàãðåòîãî âîçäóõà áûë íà íåêîòîðîé âûñîòå íàä ïîâåðõíîñòüþ çåìëè;
òîãäà ãðàôèê ôóíêöèè ν áóäåò òàêèì, êàê â ïðèìåðå 3.2.15. Ëó÷ ñâåòà (êàê çâóê â
îêåàíå) áóäåò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ íà áîëüøèå ðàññòîÿíèÿ. Òîãäà íàáëþäàòåëü áóäåò
âèäåòü îáúåêòû, ðàñïîëîæåííûå íà îãðîìíûõ ðàññòîÿíèÿõ (äâîðöû, êîðàáëè è äð.).
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3.3 Ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ â îáùåì ñëó÷àå

3.3.1 Îïèñàíèå ìåòîäà

Óðàâíåíèÿ âèäà
dx

dt
=
f(x)

g(t)
(3.19)

íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè, ïîòîìó ÷òî ê íèì ïðè-
ìåíèì ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Åãî ïðèìåíåíèå âûãëÿäèò òàê.
Ôîðìàëüíî äîìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íà dt è ðàçäåëèì íà f(x):

dx

f(x)
=

dt

g(t)
, (3.20)

à çàòåì ïðîèíòåãðèðóåì: ∫
dx

f(x)
=

∫
dt

g(t)
. (3.21)

Ïîëó÷èëîñü ñîîòíîøåíèå íà x è t, èç êîòîðîãî ìîæíî íàéòè çàâèñèìîñòü x(t). Íà-
ïðèìåð, äëÿ óðàâíåíèÿ ẋ = x ïîëó÷àåì∫

dx

x
=

∫
dt, (3.22)

òî åñòü ln |x| = t+ const, è x = Cet.
Êàê ìû óæå çíàåì, âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ẋ = x èìåþò âèä Cet: ìåòîä ðàçäåëåíèÿ

ïåðåìåííûõ ïðèâåë íàñ ê ïðàâèëüíîìó îòâåòó. Íî íàøè âûêëàäêè íå ÿâëÿþòñÿ åãî
îáîñíîâàíèåì. Ìû ïîêà íå îáñóäèëè, ÷òî òàêîå dx

f(x) è
dt
g(t) (íà ñàìîì äåëå ýòî äèôôå-

ðåíöèàëüíûå ôîðìû), â êàêîì ñìûñëå îíè ðàâíû è êàê èõ èíòåãðèðîâàòü. Â ðàçäåëå
4.2 ìû äàäèì îïðåäåëåíèå äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû è îáîñíóåì íàøè âûêëàäêè.
Âïðî÷åì, óáåäèòüñÿ â ïðàâèëüíîñòè èòîãîâîé ôîðìóëû (3.21) ìîæíî è áåç äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ ôîðì. Ýòèì ìû è çàéìåìñÿ â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ.
×àñòíûì ñëó÷àåì ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ðåøåíèÿ àâòî-

íîìíûõ óðàâíåíèé, èçëîæåííûé â ðàçäåëå 3.2.

3.3.2 Î ñâÿçè ôàçîâûõ è èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ è ïîíèæåíèè
ðàçìåðíîñòè â àâòîíîìíûõ óðàâíåíèÿõ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû óâèäèì, ÷òî ôàçîâûå êðèâûå àâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþò-
ñÿ èíòåãðàëüíûìè êðèâûìè íåêîòîðîãî íîâîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîå èìååò ìåíüøóþ
ðàçìåðíîñòü. Òàêàÿ êîíñòðóêöèÿ ïîçâîëÿåò ïîíèçèòü ðàçìåðíîñòü àâòîíîìíîãî äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.
Äëÿ ïðîñòîòû ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñëó÷àé óðàâíåíèé íà ïëîñêîñòè;

âñå ðåçóëüòàòû ìîæíî ïåðåíåñòè è íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé.

Ïðèìåð 3.3.1. Ôàçîâûå êðèâûå ñèñòåìû ẋ = y, ẏ = −x (ñì. ðèñ. 2.4) ñîâïàäàþò ñ
èíòåãðàëüíûìè êðèâûìè óðàâíåíèÿ dy

dx = −x
y â îáëàñòè (x, y) ̸= 0 (ñì. ðèñ 2.2), åñëè

ýòî óðàâíåíèå ìû ðàññìàòðèâàåì âìåñòå ñ îáðàòíûì (êàê â îïðåäåëåíèè 2.2.8).
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3.3.2. Î ñâÿçè ôàçîâûõ è èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ è ïîíèæåíèè ðàçìåðíîñòè â àâòîíîìíûõ óðàâíåíèÿõ

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó àâòîíîìíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà ïëîñêîñòè:{
ẋ = F (x, y),

ẏ = G(x, y),
(3.23)

çäåñü x, y ∈ R. Ïóñòü ôóíêöèè F è G íåïðåðûâíû â íåêîòîðîé îáëàñòè Ω ⊂ R2 è íå
îáðàùàþòñÿ â íîëü îäíîâðåìåííî.

Òåïåðü �ïîäåëèì âòîðîå óðàâíåíèå íà ïåðâîå�: âûïèøåì íîâîå äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå

dy

dx
=
G(x, y)

F (x, y)
. (3.24)

Êàê îáû÷íî, óðàâíåíèå (3.24) áóäåì ðàññìàòðèâàòü âìåñòå ñ åãî îáðàòíûì (ñì. îïðå-
äåëåíèå 2.2.8):

dx

dy
=
F (x, y)

G(x, y)
. (3.25)

Â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå âñå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû àâòîíîìíûõ óðàâíåíèé ìîæíî �ïîäå-
ëèòü� íà îäíî èç óðàâíåíèé. Èíòåãðàëüíûå êðèâûå íîâîé ñèñòåìû óðàâíåíèé áóäóò
ñîâïàäàòü ñ ôàçîâûìè êðèâûìè èñõîäíîé ñèñòåìû.

Òåîðåìà 3.3.2. Ïóñòü ôóíêöèè F è G íåïðåðûâíû â îáëàñòè Ω ⊂ R2. Òîãäà ôà-
çîâûå êðèâûå ñèñòåìû (3.23) âíå òî÷åê (x, y), äëÿ êîòîðûõ F (x, y) = G(x, y) = 0,
ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëüíûìè êðèâûìè óðàâíåíèÿ (3.24), è íàîáîðîò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Âåêòîðû ïîëÿ (F (x, y), G(x, y))
íàïðàâëåíû òàê æå, êàê ïðÿìûå ïîëÿ íàïðàâëåíèé óðàâíåíèÿ (3.24), ïîýòîìó êðè-
âûå, êàñàþùèåñÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ (ôàçîâûå êðèâûå ñèñòåìû (3.23)) ñîâïàäàþò ñ
êðèâûìè, êàñàþùèìèñÿ ïîëÿ íàïðàâëåíèé (èíòåãðàëüíûìè êðèâûìè (3.24)).

Ëþáàÿ ôàçîâàÿ êðèâàÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.23) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé
óðàâíåíèÿ (3.24). Äåéñòâèòåëüíî, ôàçîâàÿ êðèâàÿ ñèñòåìû (3.23) â êàæäîé ñâîåé
òî÷êå êàñàåòñÿ âåêòîðà (F (x, y), G(x, y)). Òàíãåíñ óãëà íàêëîíà ýòîãî âåêòîðà ðàâåí
G(x,y)
F (x,y) . Ïîýòîìó ôàçîâàÿ êðèâàÿ êàñàåòñÿ ïðÿìîé ïîëÿ íàïðàâëåíèé, ñîîòâåòñòâóþ-

ùåãî óðàâíåíèþ (3.24). Çíà÷èò, ôàçîâàÿ êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé.

Ëþáàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ óðàâíåíèÿ (3.24) ÿâëÿåòñÿ ôàçîâîé êðèâîé ñèñòåìû
(3.23).

Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíóþ êðèâóþ γ = (x, y(x)) óðàâíåíèÿ (3.24). Êàñàòåëüíàÿ
ê ýòîé êðèâîé â å¼ òî÷êå (x, y) ñîäåðæèòñÿ â ïðÿìîé ïîëÿ íàïðàâëåíèé, ïîýòîìó
ïàðàëëåëüíà âåêòîðó (F (x, y), G(x, y)). Íàøà çàäà÷à � ïàðàìåòðèçîâàòü êðèâóþ γ
âðåìåíåì t òàê, ÷òîáû å¼ âåêòîð ñêîðîñòè ñîâïàäàë ñ âåêòîðîì (F (x, y), G(x, y)).
Òîãäà êðèâàÿ γ ñ ýòîé ïàðàìåòðèçàöèåé áóäåò ôàçîâîé êðèâîé ñèñòåìû (3.23), è
óòâåðæäåíèå áóäåò äîêàçàíî.

×òîáû ââåñòè ïàðàìåòðèçàöèþ âðåìåíåì, äîñòàòî÷íî íàéòè çàâèñèìîñòü t(x) èëè
t(y). Ïóñòü F (x0, y0) ̸= 0, è y = y(x), y0 = y(x0) � èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ óðàâíåíèÿ
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3 Ýëåìåíòàðíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

(3.24). Ôóíêöèþ t(x) â îêðåñòíîñòè x0 ìû íàéä¼ì èç ñëåäóþùåãî äèôôåðåíöèàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ:

dt

dx
=

1

F (x, y(x))
(3.26)

Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ çàâèñèò òîëüêî îò x, ïîýòîìó èñêîìàÿ ôóíêöèÿ t(x) ÿâëÿ-
åòñÿ ïåðâîîáðàçíîé ïðàâîé ÷àñòè, è å¼ ëåãêî íàéòè èíòåãðèðîâàíèåì. Ïðîèçâîäíàÿ
ôóíêöèè t(x) íåíóëåâàÿ � îíà ðàâíà 1/F (x, y(x)). Ïîýòîìó â îêðåñòíîñòè òî÷êè
t(x0) ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ x(t). Ïðîèçâîäíàÿ îáðàòíîé ôóíêöèè ðàâíà

dx

dt
= F (x, y(x)).

Ïðîèçâîäíàÿ ñëîæíîé ôóíêöèè y(x(t)) ðàâíà

dy

dt
=
dy

dx

dx

dt
=
G(x, y)

F (x, y)
F (x, y) = G(x, y).

Èòàê, ïàðà ôóíêöèé (x(t), y(t)) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (3.23) � äðóãèìè ñëîâà-
ìè, âåêòîð ñêîðîñòè êðèâîé (x(t), y(t)) ðàâåí âåêòîðó âåêòîðíîãî ïîëÿ (F (x, y), G(x, y)).
Ïîýòîìó êðèâàÿ y(x) ÿâëÿåòñÿ ôàçîâîé êðèâîé äëÿ óðàâíåíèÿ (3.23).

Åñëè F (x0, y0) = 0, òî âìåñòî óðàâíåíèÿ (3.24) íóæíî ðàññìàòðèâàòü åãî îáðàòíîå
� óðàâíåíèå (4.1.6), à êîîðäèíàòû x è y â ðàññóæäåíèè íàäî ïîìåíÿòü ìåñòàìè.

Èç ýòîé òåîðåìû ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äëÿ âåêòîðíûõ ïîëåé:

Ñëåäñòâèå 3.3.3. Åñëè äîìíîæèòü âåêòîðíîå ïîëå (3.23) íà ïëîñêîñòè íà ëþáóþ
ïîëîæèòåëüíóþ ôóíêöèþ, åãî ôàçîâûé ïîðòðåò íå èçìåíèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåôîðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî î÷åíü ïðîñòî: íàïðàâëåíèÿ âåêòî-
ðîâ âåêòîðíîãî ïîëÿ ïðè òàêîì äîìíîæåíèè ñîõðàíÿþòñÿ, çíà÷èò, êðèâûå, êîòîðûå
âñþäó êàñàþòñÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ (ôàçîâûå êðèâûå), òîæå íå ìåíÿþòñÿ.

×òîáû äàòü ôîðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî, ìû èñïîëüçóåì ïðåäûäóùóþ òåîðåìó.
Ïðè äîìíîæåíèè âåêòîðíîãî ïîëÿ íà ôóíêöèþ ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå (3.24)
îñòàíåòñÿ òåì æå, ïîýòîìó åãî èíòåãðàëüíûå êðèâûå íå ïîìåíÿþòñÿ. Çíà÷èò, ôà-
çîâûå êðèâûå óðàâíåíèÿ (3.23) òîæå ñîõðàíÿòñÿ. Ñòðåëêè íà ôàçîâûõ êðèâûõ íå
ïîìåíÿþò íàïðàâëåíèå: îíè íàïðàâëåíû âäîëü âåêòîðîâ âåêòîðíîãî ïîëÿ, êîòîðûå
íå ìåíÿþò íàïðàâëåíèå.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè äîìíîæèòü âåêòîðíîå ïîëå íà îòðèöàòåëüíóþ ôóíêöèþ, ôàçî-
âûå êðèâûå íå èçìåíÿòñÿ, íî ñòðåëêè íà íèõ ïîìåíÿþò íàïðàâëåíèå.
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3.3.3. Îáîñíîâàíèå ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ

x

y

(a)

x

y

(b)

x

y

(c)

Ðèñ. 3.15: (a) Óçåë: äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå óðàâíåíèé ẋ = x è ẏ = 2y. (b) Ñåä-
ëî: äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå óðàâíåíèé ẋ = x è ẏ = −y. (c) Ñåäëîóçåë:
äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå óðàâíåíèé ẋ = x2 è ẏ = −y.

3.3.3 Îáîñíîâàíèå ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ

Îïðåäåëåíèå 3.3.4. Äåêàðòîâûì7 (èëè ïðÿìûì) ïðîèçâåäåíèåì óðàâíåíèé
ẋ = f(x) è ẏ = g(y) íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé{

ẋ = f(x),

ẏ = g(y),
(3.27)

Ïðèìåðû äåêàðòîâûõ ïðîèçâåäåíèé èçîáðàæåíû íà ðèñ. 3.15a�3.15c. Ýòè âåêòîð-
íûå ïîëÿ èìåþò íàçâàíèÿ: óçåë, ñåäëî è ñåäëîóçåë.

Óïðàæíåíèå 47. Ðåøèòå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è íàéäèòå ôàçîâûå êðè-
âûå äëÿ óçëà, ñåäëà è ñåäëîóçëà.

Ìû óìååì ðåøàòü óðàâíåíèå (3.27), òàê êàê óìååì ðåøàòü êàæäîå èç óðàâíåíèé
ñèñòåìû ïî îòäåëüíîñòè. Èõ ðåøåíèÿ â îáëàñòÿõ f(x) ̸= 0, g(y) ̸= 0 çàäàþòñÿ ñëåäó-
þùèìè ôîðìóëàìè:

t− t0 =

∫ x(t)

x0

dζ

f(ζ)
,

t− t0 =

∫ y(t)

y0

dη

g(η)
.

Ïî òåîðåìå 3.3.2 äëÿ äåêàðòîâûõ ïðîèçâåäåíèé, ôàçîâûå êðèâûå ñèñòåìû (3.27)
ñîâïàäàþò ñ èíòåãðàëüíûìè êðèâûìè ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ
ïåðåìåííûìè:

dy

dx
=
g(y)

f(x)
. (3.28)

7Ðåíå Äåêàðò (1596 � 1650) � ôèëîñîô, ôèçèê è ìàòåìàòèê. Â ìàòåìàòèêå íàèáîëåå èçâåñòåí êàê
îñíîâàòåëü àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè.
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3 Ýëåìåíòàðíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Èòàê, ýòî óðàâíåíèå ìû òîæå óìååì ðåøàòü. Åãî èíòåãðàëüíûå êðèâûå (x(t), y(t))
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ∫ x(t)

x0

dζ

f(ζ)
=

∫ y(t)

y0

dη

g(η)
.

×òîáû íàéòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.28), äîñòàòî÷íî ïðåäñòàâèòü åãî èíòåãðàëüíûå
êðèâûå â âèäå ãðàôèêà ôóíêöèè x 7→ y(x). Ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå,
êîòîðîå îïðàâäûâàåò íàøè âûêëàäêè èç ðàçäåëà 3.3.1.

Ñëåäñòâèå 3.3.5 (Ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ). Äëÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé f, g
ëþáîå ðåøåíèå x 7→ y(x) óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè (3.28) â îáëà-
ñòè f(x) ̸= 0, g(y) ̸= 0 äà¼òñÿ ôîðìóëîé∫ x

x0

dζ

f(ζ)
=

∫ y(x)

y0

dη

g(η)
. (3.29)

×òî ïðîèñõîäèò â òåõ òî÷êàõ, ãäå f(x) = 0 èëè g(y) = 0? Åñëè f(x0) = 0, ïðàâàÿ
÷àñòü óðàâíåíèÿ (3.28) íå îïðåäåëåíà â òî÷êå x0, ïîýòîìó ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ
íå îïðåäåëåíû ïðè x = x0. Åñëè æå g(y0) = 0, ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ðàâíà íóëþ,
ïîýòîìó ôóíêöèÿ y(x) ≡ y0 áóäåò ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ýòî ïîñòîÿííîå ðåøå-
íèå ìîæåò è íå ïîëó÷àòüñÿ ïî ôîðìóëå èç ñëåäñòâèÿ 3.3.5, è åãî ñëåäóåò äîáàâèòü
â ñïèñîê ðåøåíèé. Åñëè óñëîâèÿ òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè íàðó-
øåíû, óðàâíåíèå ìîæåò èìåòü ðåøåíèå, ðàâíîå y0 òîëüêî íà ÷àñòè ñâîåé îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ, êàê ïðîèñõîäèò, íàïðèìåð, â ñëåäóþùåì óïðàæíåíèè.

Óïðàæíåíèå 48. Ðåøèòå óðàâíåíèå dy
dx = y2/3

x2/3
è íàðèñóéòå åãî èíòåãðàëüíûå

êðèâûå.

Îòâåò: ïðè ïðèìåíåíèè ñëåäñòâèÿ 3.3.5 ïîëó÷àþòñÿ ðåøåíèÿ y(x) = ( 3
√
x − c)3.

Êðîìå òîãî, ó óðàâíåíèÿ åñòü ïîñòîÿííîå ðåøåíèå y ≡ 0. Íàêîíåö, ðåøåíèå ýòîãî
óðàâíåíèÿ ìîæåò ïðèéòè â íîëü çà êîíå÷íîå âðåìÿ, à ïîòîì, âîçìîæíî, ïîêèíóòü
ýòó òî÷êó. Ïîýòîìó ðåøåíèÿìè òàêæå áóäóò ôóíêöèè ñëåäóþùèõ òðåõ òèïîâ:

y(x) =

{
( 3
√
x− c)3, x < c3

0, x ⩾ c3
, y(x) =

{
0, x ⩽ c3

( 3
√
x− c)3, x > c3

, y(x) =


( 3
√
x− d)3, x < d3

0, d3 ⩽ x ⩽ c3

( 3
√
x− c)3, x > c3

Óïðàæíåíèå 49. Íàéäèòå ôàçîâûå êðèâûå ñèñòåìû óðàâíåíèé Ëîòêè8�Âîëüòåððû9:{
ẋ = Ax−Bxy,

ẏ = −Cy +Dxy.
(3.30)

Ýòà ñèñòåìà � ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñèñòåìû ¾õèùíèê � æåðòâà¿ â æèâîé
ïðèðîäå (ñì. ðàçäåë 4.2.7.2).

8Àëüôðåä Äæåéìñ Ëîòêà (1880 � 1949) � ìàòåìàòèê, õèìèê, ñòàòèñòèê, äåìîãðàô.
9Âèòî Âîëüòåððà (1860 � 1940) � ìàòåìàòèê è ôèçèê; â ìàòåìàòèêå òàêæå èçâåñòíû åãî ðàáîòû
à îáëàñòè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà.
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3.3.3. Îáîñíîâàíèå ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ

Óêàçàíèå: Ïðèìåíèòå òåîðåìó 3.3.2, ÷òîáû ïåðåéòè ê èíòåãðàëüíûì êðèâûì îä-
íîìåðíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Çàòåì ðåøèòå ïîëó÷åííîå äèôôåðåíöè-
àëüíîå óðàâíåíèå ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ.
Ôàçîâûå êðèâûå óðàâíåíèÿ Ëîòêè�Âîëüòåððû íàéäåíû äðóãèì ñïîñîáîì â ðàç-

äåëå 4.2.7.2 (ñì. ðèñ. 4.6).
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3 Ýëåìåíòàðíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

3.4 Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ íà ïðÿìîé

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè åãî ïðàâàÿ ÷àñòü ëèíåéíî
çàâèñèò îò íåèçâåñòíîé ôóíêöèè. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ëèíåéíîå óðàâíåíèå èìååò
âèä

dx

dt
= a(t)x+ b(t), (3.31)

ãäå ôóíêöèè a(t) è b(t), êàê îáû÷íî, ïðåäïîëàãàþòñÿ íåïðåðûâíûìè. Íàïîìíèì, ÷òî
â ðàçäåëå 1.1.1 ìû óæå ðåøàëè ëèíåéíîå îäíîìåðíîå óðàâíåíèå ẋ = x ñ ïîñòîÿííûìè
êîýôôèöèåíòàìè a(t) ≡ 1, b(t) ≡ 0.

3.4.1 Ëèíåéíûå îäíîðîäíûå îäíîìåðíûå óðàâíåíèÿ

Îäíîðîäíîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå � ýòî óðàâíåíèå ñ íóëåâûì ñâîáîäíûì ÷ëåíîì:

ẋ = a(t)x, (3.32)

b(t) ≡ 0. Îíî íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì, òàê êàê åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îäíîðîäíà ïî x.

Ïðèìåíèì ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ:

dx

x
= a(t)dt,

îòêóäà

ln |x(t)| − ln |x0| =
∫ t

t0

a(τ)dτ.

Èòàê, ðåøåíèåì áóäåò ôóíêöèÿ

x(t) = x0e
∫ t
t0
a(τ)dτ

. (3.33)

Ìîæíî ñäåëàòü òàêîå íàáëþäåíèå:

Ïðåäëîæåíèå 3.4.1. Ïóñòü x1(t), x2(t) � ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâ-
íåíèÿ (3.32). Òîãäà èõ ñóììà x1(t) + x2(t), à òàêæå ôóíêöèÿ Cx1(t) (ãäå C � ïî-
ñòîÿííàÿ) òîæå óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (3.32). Äðóãèìè ñëîâàìè, ðåøåíèÿ
ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ îáðàçóþò âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî.

Ýòî óòâåðæäåíèå, êîíå÷íî, ñëåäóåò èç ôîðìóëû (3.33). Íî ãîðàçäî ïðîùå ïîäñòà-
âèòü â óðàâíåíèå (3.32) ôóíêöèè x1(t) + x2(t) è Cx1(t).

Óïðàæíåíèå 50. Äîêàæèòå ïðåäëîæåíèå 3.4.1.

Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3.32) îäíîìåðíî: ëþáîå ðåøåíèå
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå Cφ(t), ãäå φ(t) � êàêîå-òî ôèêñèðîâàííîå ðåøåíèå îäíî-

ðîäíîãî óðàâíåíèÿ (íàïðèìåð, φ(t) = e
∫ t
t0
a(τ)dτ

).
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3.4.2. Ëèíåéíûå íåîäíîðîäíûå îäíîìåðíûå óðàâíåíèÿ

3.4.1.1 Ïðèìåð: óðàâíåíèå Ãîìïåðöà äëÿ ðîñòà îïóõîëè.

Â ñòàíäàðòíîé ìîäåëè ðîñòà îïóõîëè, ìàëåíüêàÿ îïóõîëü ðàñòåò ýêñïîíåíöèàëüíî;
å¼ îáúåì ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ V̇ = λV . Íî ïîòîì, êîãäà îáúåì îïóõîëè V óâåëè-
÷èâàåòñÿ, å¼ ðîñò çàìåäëÿåòñÿ. Ðîñò îïóõîëè îïèñûâàþò10 óðàâíåíèåì Ãîìïåðöà11:

V̇ = λe−αtV

ãäå λ è α � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå.
Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì V (0) = V0 èìååò âèä

V (t) = V0 e
λ
α
(1−e−αt)

â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (3.33). Èíòåãðàëüíûå êðèâûå óðàâíåíèÿ Ãîìïåðöà íîñÿò
íàçâàíèå �êðèâûå Ãîìïåðöà� (ñì. ðèñ. 3.16). Ïðè t→ +∞ôóíêöèÿ V (t) èìååò ïðåäåë

lim
t→+∞

V (t) = V0 e
λ
α ,

òî åñòü îáúåì îïóõîëè ñòàáèëèçèðóåòñÿ, è ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå îáúåìà îïóõîëè ëè-
íåéíî çàâèñèò îò å¼ îáúåìà V0 â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè.

1 2 3 4 t

1

2

3

4

V

Ðèñ. 3.16: Êðèâûå Ãîìïåðöà äëÿ α = 0.5, λ = 0.25, V0 = 1, 2, 3, 4

3.4.2 Ëèíåéíûå íåîäíîðîäíûå îäíîìåðíûå óðàâíåíèÿ

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðåëè ëèíåéíûå îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ (3.32) è
íàó÷èëèñü èõ ðåøàòü, à òàêæå çàìåòèëè, ÷òî èõ ðåøåíèÿ îáðàçóþò îäíîìåðíîå âåê-
òîðíîå ïðîñòðàíñòâî.
Â ýòîì ðàçäåëå ìû èçó÷èì ëèíåéíûå íåîäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ (3.31). Åñëè x1(t) è

x2(t) � ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.31), èõ ñóììà x1(t)+x2(t) óæå íå óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-
íåíèþ (3.31). Çàòî èõ ðàçíîñòü x1(t) − x2(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.32).

10Laird A. K. (1964). "Dynamics of tumor growth". Br J Cancer. 18 (3): 490�502.
11Áåíäæàìèí Ãîìïåðö (1779 � 1865) � ìàòåìàòèê, ñòàòèñòèê è àñòðîíîì.
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3 Ýëåìåíòàðíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé îáðàçóþò àôôèííîå
ïðîñòðàíñòâî.
Íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî � ýòî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî áåç

âûäåëåííîé òî÷êè 0. Ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå, íàïðèìåð, ïðÿìóþ íà ïëîñêîñòè,
íå ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç 0. Ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà ìû óæå
ïðèâîäèëè â ðàçäåëå 2.1. Íàïîìíèì åãî.

Îïðåäåëåíèå 3.4.2. Àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî A, àññîöèèðîâàííîå ñ âåêòîðíûì
ïðîñòðàíñòâîì V , � ýòî ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ ïðèáàâëåíèÿ
ëþáîãî ýëåìåíòà âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V . Ïðè ýòîì

� a+ (v + w) = (a+ v) + w, ãäå v, w ∈ V, a ∈ A;

� äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ A íàéäåòñÿ åäèíñòâåííûé ýëåìåíò v ∈ V , äëÿ
êîòîðîãî a+ v = b.

Îòîáðàæåíèå àôôèííûõ ïðîñòðàíñòâ f : (A1, V1) → (A2, V2) íàçûâàåòñÿ àôôèííûì,
åñëè îíî ñîõðàíÿåò ñòðóêòóðó àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà: f(a + v) = f(a) + l(v), ãäå
l � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå l : V1 → V2.

Óïðàæíåíèå 51. Ïðîâåðüòå, ÷òî ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ îá-
ðàçóþò îäíîìåðíîå àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî, àññîöèèðîâàííîå ñ ïðîñòðàíñòâîì ðå-
øåíèé ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Èç ýòîãî ïðîñòîãî óïðàæíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî åñëè ìû çíàåì îäíî ðåøåíèå íåîä-
íîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (3.31), òî îñòàëüíûå åãî ðåøåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ ïðèáàâëåíèåì
âñåâîçìîæíûõ ðåøåíèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, âûïîëíåíî òà-
êîå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 3.4.3. Îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (3.31)
(ò.å. åãî ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå) èìååò âèä:

xîáù(t) = x÷àñò(t) + Cφ(t), (3.34)

ãäå φ(t) � ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (3.32), x÷àñò � ÷àñòíîå ðåøåíèå (òî
åñòü êàêîå-òî îäíî ðåøåíèå) íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (3.31).

Ýòî ïðåäëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ÷ðåçâû÷àéíî îáùåãî ôàêòà: ïðî-
ñòðàíñòâî ðåøåíèé ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ëþáîé ïðèðîäû: àëãåáðà-
è÷åñêîãî, îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî, â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è ò. ä. ÿâëÿ-
åòñÿ àôôèííûì ïðîñòðàíñòâîì, ñ êîòîðûì àññîöèèðîâàíî ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé
ñîîòâåòñòâóþùåãî ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ.
Äðóãèìè ñëîâàìè, îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ðàâíî ñóììå

÷àñòíîãî ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû è îáùåãî ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîäíîé
ñèñòåìû.
Èòàê, ÷òîáû ðåøèòü ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, äîñòàòî÷íî ïîäî-

áðàòü ÷àñòíîå (òî åñòü êàêîå-íèáóäü îäíî) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.32).
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3.4.3. Ìåòîä âàðèàöèè ïîñòîÿííîé

Ïðèìåð 3.4.4. Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå ẋ = x − t. Ïî åãî
ïîëþ íàïðàâëåíèé (ñì. ðèñ. 4.3) âèäíî, ÷òî ïðÿìàÿ x = t+1 ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé
êðèâîé, òî åñòü ýòî óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå x÷àñò(t) = t+1; äåéñòâèòåëüíî, (t+1)′ =
(t+1)−t. Îáùåå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ẋ = x èìååò âèä
xîáù(t) = cet. Çíà÷èò, îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ẋ = x−t èìååò âèä x(t) = cet+t+1.

Óïðàæíåíèå 52. Ñôîðìóëèðóéòå àíàëîã ïðåäëîæåíèÿ 3.4.3 äëÿ ñèñòåìû ëèíåé-
íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ïîìíèòå ëè âû åãî äîêàçàòåëüñòâî (îíî âõîäèò â
ñòàíäàðòíûé êóðñ ëèíåéíîé àëãåáðû)?

Â îáùåì ñëó÷àå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå ìîæíî ðåøèòü ìåòîäîì âàðèàöèè ïîñòî-
ÿííîé.

3.4.3 Ìåòîä âàðèàöèè ïîñòîÿííîé

Ëþáîå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä Cφ(t), ãäå φ(t) =

e
∫ t
t0
a(τ)dτ

.
Áóäåì ïîäáèðàòü ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ â âèäå

x÷àñò(t) = C(t)φ(t), ãäå x÷àñò(t0) = 0

� ïðîâàðüèðóåì ïîñòîÿííóþ C. Ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå íà ôóíêöèþ
C(t):

Ċ(t)φ(t) + C(t)φ̇(t) = a(t)C(t)φ(t) + b(t), C(t0) = 0. (3.35)

Íî ôóíêöèÿ φ óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ:

φ̇(t) = a(t)φ(t),

îòêóäà
Ċ(t)φ(t) = b(t).

Ñëåäîâàòåëüíî,
Ċ(t) = φ(t)−1b(t), C(t0) = 0.

×àñòíîå ðåøåíèå x÷àñò(t) íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèòñÿ òåïåðü ñ ïîìîùüþ
òåîðåìû Íüþòîíà�Ëåéáíèöà. Áîëåå ïîäðîáíî,

C(t) =

∫ t

t0

φ(τ)−1b(τ)dτ ;

èòàê, ÷àñòíîå ðåøåíèå ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ðàâíî

x÷àñò(t) = φ(t)C(t) = φ(t)

∫ t

t0

φ(τ)−1b(τ)dτ. (3.36)

Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 3.4.3, îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (3.31) ðàâíî

xîáù(t) = x÷àñò(t) + Cφ(t).
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Îêîí÷àòåëüíî,

xîáù(t) =

(
C +

∫ t

t0

φ(τ)−1b(τ)dτ

)
φ(t),

ãäå φ(t) = e
∫ t
t0
a(τ)dτ

.

Èç ýòîé ôîðìóëû, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îïðå-
äåëåíû ïðè ëþáîì t.

Ïðèìåð 3.4.5 (Óðàâíåíèå Áåðíóëëè). Óðàâíåíèåì Áåðíóëëè íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå
âèäà

ẋ = f(t)x+ g(t)xα ïðè α ̸= 0, 1. (3.37)

Åñëè ðàçäåëèòü îáå ÷àñòè íà xα, à çàòåì îáîçíà÷èòü z := x1−α, óðàâíåíèå ïðèìåò
âèä

ż = (1− α)f(t)z + (1− α)g(t).

Òî åñòü óðàâíåíèå Áåðíóëëè ïðåâðàòèòñÿ â ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå.

Óïðàæíåíèå 53. Ðåøèòå óðàâíåíèå Áåðíóëëè (3.37).

3.4.4 Ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîòîêà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íà ïðÿìîé

Ìû ïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì ôàçîâîãî ïîòîêà äëÿ íåàâòîíîìíûõ óðàâíåíèé, ñì.
ðàçäåë 2.4.4. Íàïîìíèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå ïîòîêà gt0,t1f óðàâíåíèÿ ẋ = f(t, x) ïå-
ðåâîäèò òî÷êó x0 â òî÷êó x(t1), ãäå x � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
x(t0) = x0.

Äëÿ ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ẋ = a(t)x èìååì

gt0,t1(x) =
(
e
∫ t1
t0
a(τ)dτ

)
x =: A(t0, t1)x.

Òî åñòü ïðåîáðàçîâàíèå ôàçîâîãî ïîòîêà gt0,t1 ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ëè-
íåéíî è ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ. Îíî ÿâëÿåòñÿ óìíîæåíèåì íà ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî

e
∫ t1
t0
a(τ)dτ .

Äëÿ ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ẋ = a(t)x + b(t), â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ
3.4.3, ïðåîáðàçîâàíèå ïîòîêà èìååò âèä

gt0,t1(x) = x÷àñò(t1) +A(t0, t1)x, (3.38)

ãäå ÷àñòíîå ðåøåíèå x÷àñò äàåòñÿ ôîðìóëîé (3.36). Èòàê, ïðåîáðàçîâàíèå ôàçîâîãî
ïîòîêà ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ � àôôèííîå îòîáðàæåíèå, ñîõðàíÿþùåå
îðèåíòàöèþ (äðóãèìè ñëîâàìè, ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé ëèíåéíîãî ðàñòÿæåíèÿ è
ñäâèãà).

Óïðàæíåíèå 54. Íàéäèòå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôàçîâîãî ïîòîêà

à) äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ẋ = x+ sin t;

á) äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ẋ = xt+ 1.
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3.4.5 Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè

Â ýòîì ïóíêòå ìû èçó÷èì ëèíåéíûå íåîäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ, êîýôôèöèåíòû êîòî-
ðûõ ïåðèîäè÷íû ñ íåêîòîðûì (îáùèì) ïåðèîäîì T :

ẋ = a(t)x+ b(t), ãäå a(t+ T ) = a(t), b(t+ T ) = b(t) äëÿ ëþáîãî t. (3.39)

Íàñêîëüêî ñèëüíî ìåíÿåòñÿ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ çà îäèí ïåðèîä? Ïåðèîäè÷íû ëè
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ? Êàê ïîâåäóò ñåáÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ â äàëåêîì áóäóùåì (êîãäà
t ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè)?
×òîáû îòâåòèòü íà ýòè âîïðîñû, ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå ôàçîâîãî ïîòîêà çà

ïåðèîä. Â ñèëó (3.38), ýòî îòîáðàæåíèå àôôèííî; îáîçíà÷èâ B(0, T ) = x÷àñò(t1),
ïîëó÷èì

g0,T (x) = A(0, T )x+B(0, T ) (3.40)

Ýòî àôôèííîå îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì ìîíîäðîìèè óðàâíåíèÿ ñ
ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè.
Ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ íàøåãî óðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò íåïîäâèæíûì òî÷êàì

îòîáðàæåíèÿ g0,T . Äåéñòâèòåëüíî, åñëè g0,T (x0) = x0, òî

g0,T+t(x0) = gT,T+t ◦ g0,T (x0) = gT,T+t(x) = g0,t(x0)

(ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç T�ïåðèîäè÷íîñòè êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ), çíà-
÷èò, ðåøåíèå x(t) = g0,t(x0) ïåðèîäè÷íî.
Íàïîìíèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå ïîòîêà ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (â

÷àñòíîñòè, ïðåîáðàçîâàíèå ìîíîäðîìèè) àôôèííî. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î íåïîäâèæ-
íûõ òî÷êàõ ïðîèçâîëüíîãî àôôèííîãî îòîáðàæåíèÿ ïðÿìîé, ñîõðàíÿþùåãî îðèåí-
òàöèþ:

g : x 7→ Ax+B,

ãäå A > 0?

1. Îáùèé ñëó÷àé: A ̸= 1.

Â ýòîì ñëó÷àå ïðåîáðàçîâàíèå g � ðàñòÿæåíèå ñ êîýôôèöèåíòîì A îòíîñè-
òåëüíî íåïîäâèæíîé òî÷êè x0 =

B
1−A .

2. Âûðîæäåííûé ñëó÷àé: A = 1. Â ýòîì ñëó÷àå g : x 7→ x+B � ïåðåíîñ.

a) Íåâûðîæäåííûé (òèïè÷íûé) ïåðåíîñ: B ̸= 0. Íåïîäâèæíûõ òî÷åê íåò.

b) Âûðîæäåííûé ïåðåíîñ: B = 0. Ïðåîáðàçîâàíèå g òîæäåñòâåííî, è âñå
òî÷êè íåïîäâèæíû.

Íà ðèñ. 3.17 è 3.18 èçîáðàæåíû èíòåãðàëüíûå êðèâûå íåñêîëüêèõ óðàâíåíèé, äëÿ
êîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîíîäðîìèè èìåþò òèï 1, 2a) è 2b) ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 3.4.6. Ëèíåéíîå îäíîìåðíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ íåïðåðûâíû-
ìè T -ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè èìååò åäèíñòâåííîå T -ïåðèîäè÷åñêîå ðå-
øåíèå, åñëè è òîëüêî åñëè èíòåãðàë ïî ïåðèîäó îò êîýôôèöèåíòà ïðè ëèíåéíîì
÷ëåíå îòëè÷åí îò íóëÿ: ∫ T

0
a(τ)dτ ̸= 0.
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3 Ýëåìåíòàðíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåîáðàçîâàíèå ìîíîäðîìèè óðàâíåíèÿ (3.39) àôôèííî è èìååò
âèä

x 7→ Ax+B, ãäå A = eI , I =

∫ T

0
a(t)dt.

Îíî èìååò åäèíñòâåííóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó, åñëè è òîëüêî åñëè A ̸= 1, ò.å. I ̸=
0.

Ýòà òåîðåìà ïîçâîëÿåò ëåãêî óçíàâàòü óðàâíåíèÿ âèäà (3.39) ñ åäèíñòâåííûì ïå-
ðèîäè÷åñêèì ðåøåíèåì. Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîíîäðîìèè ìîæíî òàêæå ïî-
íÿòü, êàê âåäóò ñåáÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.39) íà áåñêîíå÷íîñòè (ñì. çàäà÷ó 25.
íèæå).
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1

2

3

4

x

−2π 0 2π 4π t

1

2

3

4

5

x

−2π 0 2π 4π t

Ðèñ. 3.17: Ñëó÷àé 1: ïðåîáðàçîâàíèå ìîíîäðîìèè � ðàñòÿæåíèå. Èíòåãðàëüíûå êðè-
âûå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ẋ = x(cos t + 1

15) è íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ
ẋ = x(cos t + 1

15) − sin t cos t − sin t − 1. Ãðàôèê åäèíñòâåííîãî ïåðèîäè-
÷åñêîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ âûäåëåí æèðíûì íà âòîðîì
ðèñóíêå.
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1

2

x

−2π 0 2π 4π t

1

2

3

x

−2π 0 2π 4π t

1

2

3

4

5

x

−2π 0 2π 4π t

Ðèñ. 3.18: Ñëó÷àé 2. Èíòåãðàëüíûå êðèâûå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ẋ = x cos t è íåîä-
íîðîäíûõ óðàâíåíèé ẋ = x cos t−sin t cos t (ñëó÷àé 2b: òîæäåñòâåííîå ïðå-
îáðàçîâàíèå ìîíîäðîìèè, âñå ðåøåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèå), ẋ = x cos t+ 1

10e
sin t

(ñëó÷àé 2a: ïðåîáðàçîâàíèå ìîíîäðîìèè � ñäâèã, ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé
íåò).
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3.5 Çàäà÷è ê ãëàâå 3

3.5 Çàäà÷è ê ãëàâå 3

Ïðèáëèæåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

1. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ðàçëîæåíèÿ â ðÿä íàéäèòå ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ óðàâíåíèé:

a) ẋ = ax ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = 1;

b) ẍ = −x ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = 1, ẋ(0) = 0;

c) ẍ = −4x ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = 0, ẋ(0) = 2;

d) ẍ = x c íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = 1, ẋ(0) = 1;

e) ẍ+ 4ẋ+ 3 = 0 ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = 1, ẋ(0) = −3.

2. Íàïèøèòå ïðîãðàììó íà èçâåñòíîì âàì ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êîòîðàÿ
ïðèáëèæåííî ðåøàåò äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ìåòîäîì Ýéëåðà. Ïîñòðîé-
òå ãðàôèêè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ a) ẋ = −x, b) ẋ = x + 1, c)
ẋ = (1+ x)(1− x) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x(0) = −1.5,−0.5, 0.5, 1.5 íà îòðåç-
êå [0, 5]. Îïèøèòå, êàê âåäóò ñåáÿ ýòè ðåøåíèÿ.

Ïîïðîáóéòå ïîëîæèòü n = 10, n = 100, n = 1000, n = 10000; êàê ìåíÿåòñÿ
êàðòèíêà â çàâèñèìîñòè îò n?

3. Ïðèìåíèòå ìåòîä Ýéëåðà ê ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôè-
öèåíòàìè ẋ = (cos t−0.5)x+sin t. Óáåäèòåñü, ÷òî ðåøåíèÿ ñ ëþáûìè íà÷àëüíû-
ìè óñëîâèÿìè ïðèáëèæàþòñÿ ê îäíîìó è òîìó æå ïåðèîäè÷åñêîìó ðåøåíèþ.
Ïðèáëèæåííî íàéäèòå çíà÷åíèå ýòîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ â íóëå.

Îáúÿñíåíèå òàêîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé ñîäåðæèòñÿ â çàäà÷å 25. ê ðàçäåëó 3.4
�Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ íà ïðÿìîé�.

4. Ôîðìóëà (3.3) ìåòîäà Ýéëåðà ïðèìåíèìà â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå, åñëè f � îòîá-
ðàæåíèå f : Rn+1 → Rn, à xk : R → Rn � âåêòîð-ôóíêöèè. Íàïèøèòå ïðîãðàì-
ìó íà èçâåñòíîì âàì ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êîòîðàÿ ïðèáëèæåííî ðåøàåò
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âèäà ẋ = v(x), x ∈ R2, ìåòîäîì Ýéëåðà.

Îïðîáóéòå âàøó ïðîãðàììó äëÿ óðàâíåíèÿ Âàí äåð Ïîëÿ:

ẋ1 = x2

ẋ2 = 3(1− x21)x2 − x1
(3.41)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = (1, 1).

Íàéäèòå x(5).

Íàðèñóéòå äëèííûé ó÷àñòîê (ïðèáëèæåííîé) ôàçîâîé êðèâîé (x1(t), x2(t)) è
ïðîíàáëþäàéòå, ÷òî êðèâàÿ íàìàòûâàåòñÿ íà çàìêíóòóþ êðèâóþ, êîòîðàÿ ñî-
îòâåòñòâóåò ïåðèîäè÷åñêîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (ïðåäåëüíîìó öèêëó).

Ïðèáëèæåííî âû÷èñëèòå ïåðèîä ýòîãî ðåøåíèÿ.
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Àâòîíîìíûå óðàâíåíèÿ

5. Ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ äàþò ìîäåëè ðîñòà ïîïóëÿöèè æèâîòíûõ; x > 0 � êî-
ëè÷åñòâî æèâîòíûõ. Íàðèñóéòå ôàçîâûå êðèâûå ýòèõ óðàâíåíèé:

a) ẋ = x: ñâîáîäíîå ðàçìíîæåíèå12.

b) ẋ = x− x2: ðàçìíîæåíèå ñ êîíêóðåíöèåé çà ïèùó13.

c) ẋ = x− x2 − 0.1: ê ïðåäûäóùåé ìîäåëè äîáàâëåí îòëîâ ñ ïîñòîÿííîé êâî-
òîé. Âûÿñíèòå, ïðè êàêèõ íà÷àëüíûõ êîëè÷åñòâàõ æèâîòíûõ ïîïóëÿöèÿ
âûìèðàåò. ×åìó ðàâåí ïðåäåëüíûé ðàçìåð ïîïóëÿöèè limt→+∞ x(t), åñëè
îíà íå âûìèðàåò?

d) ẋ = x − x2 − a, a > 1
4 : õèùíè÷åñêèé îòëîâ. ×òî îçíà÷àåò òàêîé ôàçîâûé

ïîðòðåò äëÿ ïîïóëÿöèè?

e) ẋ = x − x2 − 1
4 . Äîêàæèòå, ÷òî êâîòà 1/4 ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìàëüíîìó

ïîñòîÿííîìó îòëîâó áåç âûìèðàíèÿ ïîïóëÿöèè.

f) ẋ = x−x2−bx, b = 1
2 : êâîòà îòëîâà çàâèñèò îò ðàçìåðà ïîïóëÿöèè. Ìîæåò

ëè âûìåðåòü ïîïóëÿöèÿ ïðè òàêîì îòëîâå? ×åìó ðàâåí ïðåäåëüíûé ðàçìåð
ïîïóëÿöèè limt→+∞ x(t)?

Ñðàâíèòå ýòó ñõåìó îòëîâà ñ ïîñòîÿííûì îòëîâîì èç ï. e). Ïðèìèòå âî
âíèìàíèå ýôôåêòèâíîñòü îòëîâà (êîëè÷åñòâî ïîéìàííûõ æèâîòíûõ) ïðè
t→ +∞ è óñòîé÷èâîñòü ïîïóëÿöèè. Êàêîé îòëîâ êàæåòñÿ âàì ïðåäïî÷òè-
òåëüíåå?

6. Ðåøèòå óðàâíåíèÿ èç ïóíêòîâ a), b), e), f) ïðåäûäóùåé çàäà÷è.

7. Ñîïðîòèâëåíèå âîçäóõà ñâîáîäíî ïàäàþùåìó òåëó ïðîïîðöèîíàëüíî êâàäðàòó
ñêîðîñòè òåëà, f = cv2.

a) Ïóñòü ïàðàøþòèñò ìàññû m âûïðûãíóë èç ñàìîëåòà ñ íóëåâîé ñêîðîñòüþ.
Íàéäèòå çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè ïàäåíèÿ ïàðàøþòèñòà îò âðåìåíè (äî ðàñ-
êðûòèÿ ïàðàøþòà), ñ÷èòàÿ èçâåñòíûì çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà ïðîïîðöè-
îíàëüíîñòè c.

b) Íàéäèòå ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ñêîðîñòè ïàäåíèÿ ïàðàøþòèñòà. Âåðíî ëè,
÷òî ñêîðîñòü ïàäåíèÿ ïàðàøþòèñòà ñòðåìèòñÿ ê ñâîåìó ïðåäåëüíîìó çíà-
÷åíèþ ýêñïîíåíöèàëüíî? Êàê ïðåäåëüíàÿ ñêîðîñòü ïàäåíèÿ çàâèñèò îò
ìàññû ïàðàøþòèñòà14?

c) Ïðåäåëüíàÿ ñêîðîñòü ïàðàøþòèñòà ìàññû m = 90 êã ñîñòàâèëà 55 ì/ñåê.
Íàéäèòå êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè c.

12Çàêîí Ìàëüòóñà. Robert Malthus, An Essay on the Principle of Population (1798).
13Ëîãèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå. Ýòó ìîäåëü ðîñòà ïîïóëÿöèè ïðåäëîæèë áåëüãèéñêèé ìàòåìàòèê Ïüåð

Ôðàíñóà Ôåðõþëüñò (1804 � 1849) â ñòàòüå 1838 ã. �Notice sur la loi que la population suit dans
son accroissement�. Correspondance math�ematique et physique. 10: 113�121.

14Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ îáúÿñíÿåò, ïî÷åìó ó êîòà áîëüøå øàíñîâ âûæèòü ïîñëå ïàäåíèÿ ñ áîëüøîé
âûñîòû, ÷åì ó ÷åëîâåêà.
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8. Íàðèñóéòå çàâèñÿùåå îò ïàðàìåòðà a ñåìåéñòâî ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ óðàâíåíèé
ẋ = va(x), åñëè va èìååò âèä:

a) va(x) = x− x2 + a;

b) va(x) =
1

1+x2
+ a;

c) va(x) = x3 − x+ a;

d) va(x) = ax− x3.

e) va(x) = −x4 + 2x2 − a;

f) va(x) = x4 − x2 + a.

9. Äëÿ êàæäîãî èç ñëåäóþùèõ óðàâíåíèé âûÿñíèòå, âåðíî ëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî
íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè åäèíñòâåííî.

a) ẏ = f(y), ãäå f(y) = y ln2 |y| ïðè y ̸= 0; f(0) = 0.

b) ẏ = f(y), ãäå f(y) = y ln |y| ïðè y ̸= 0; f(0) = 0.

10. Íàðèñóéòå èíòåãðàëüíûå êðèâûå óðàâíåíèÿ

ẋ = | sinx|α

äëÿ α = 1
2 ;α = 3

2 .

Êàê ìåíÿþòñÿ ýòè êðèâûå, êîãäà α ìåíÿåòñÿ îò 1
2 äî 3

2?

11. Äëÿ êàêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé v èç ñëåäóþùåãî ñïèñêà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ẋ = v(x) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì â îñîáîé òî÷êå ïîëÿ v?

a) v(x) = |x|α, α > 0;

b) v(x) =
√
x2 − C, C = −1; 0; 1;

c) v(x) =
√

1
x2+1

− 1
2 ;

d) v(x) = sinx+ C, C = 0; C = 1.

12. Íàéäèòå ïðåîáðàçîâàíèå ôàçîâîãî ïîòîêà íà ïðÿìîé çà âðåìÿ t äëÿ ñëåäóþùèõ
àâòîíîìíûõ óðàâíåíèé:

a) ẋ = ax;

b) ẋ = x2;

c) ẋ = f(x)
f ′(x) , ãäå f � äèôôåîìîðôèçì ïðÿìîé;

d) ẋ = sinx.

13. Äîêàæèòå çàêîí îòðàæåíèÿ ñâåòà îò çåðêàëà (�óãîë ïàäåíèÿ ðàâåí óãëó îòðà-
æåíèÿ�), ïîëüçóÿñü ïðèíöèïîì Ôåðìà. Ñ÷èòàéòå çåðêàëî à) ïëîñêèì; á) ïðî-
èçâîëüíîé ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ.
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14. Íàðèñóéòå õîä ëó÷åé íà ïëîñêîñòè, ñ÷èòàÿ, ÷òî ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ çàâè-
ñèò òîëüêî îò âåðòèêàëüíîé êîîðäèíàòû íà ïëîñêîñòè è ðàâåí

a) ν(y) = 1
y ; íàéäèòå óðàâíåíèå äëÿ êðèâûõ, ïî êîòîðûì ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ

ñâåò.

Ýòè êðèâûå � ãåîäåçè÷åñêèå â ìåòðèêå Ëîáà÷åâñêîãî15 â âåðõíåé ïîëó-
ïëîñêîñòè, òî åñòü ïðÿìûå â ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî.

b) Òî æå çàäàíèå � äëÿ C2�ãëàäêîé ôóíêöèè ν(y), çàäàííîé ãðàôèêîì:

ν(y)

y

ν(y)

y

ν(y)

y

ν(y)

y

ν(y)

y

ν(y)

y

15Íèêîëàé Èâàíîâè÷ Ëîáà÷åâñêèé (1792 � 1856) � ìàòåìàòèê, ïîñòðîèâøèé ïåðâóþ èç íååâêëèäî-
âûõ ãåîìåòðèé � ãèïåðáîëè÷åñêóþ ãåîìåòðèþ. Ãèïåðáîëè÷åñêîé ãåîìåòðèåé ðàíåå çàíèìàëñÿ
Êàðë Ôðèäðèõ Ãàóññ (îäíàêî íå ïóáëèêîâàë ñâîè ðàáîòû) è � íåçàâèñèìî îò Ëîáà÷åâñêîãî �
ßíóø Áîëüÿè.
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Ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ

15. Íàéäèòå è íàðèñóéòå:

a) ôàçîâûå êðèâûå ñèñòåìû ẋ = x, ẏ = y è èíòåãðàëüíûå êðèâûå óðàâíåíèÿ
dy
dx = y

x ;

b) ôàçîâûå êðèâûå ñèñòåìû ẋ = x, ẏ = −y è èíòåãðàëüíûå êðèâûå óðàâíå-
íèÿ dx

dy = −x
y ;

ôàçîâûå êðèâûå ñëåäóþùèõ ñèñòåì:

c) ẋ = x, ẏ = 2y;

d) ẋ = y, ẏ = x;

e) ẋ = x2, ẏ = −y;
f) ẋ = y, ẏ = x− x2;

g) ẋ = x2 − 1, ẏ = 4− y2;

h) ẋ = x2 − 1, ẏ = y2 − 1;

i) ẋ = sinx, ẏ = cos y.

16. Íàðèñóéòå ôàçîâûå êðèâûå ñèñòåì

a) ẋ = sinx
x , ẏ = y;

b) ẋ = sinx
x , ẏ = y cos y;

c) ẋ = x2(1− x)2, ẏ = y.

Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ íà ïðÿìîé

17. Ïóñòü x � òåìïåðàòóðà âîçäóõà â äîìå, êîòîðûé íå îòàïëèâàåòñÿ. Ñêîðîñòü
èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû â äîìå ïðîïîðöèîíàëüíà ðàçíîñòè òåìïåðàòóð â äîìå
è íà óëèöå. Ïóñòü òåìïåðàòóðà íà óëèöå ìåíÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêè ïî çàêîíó
T (t) = sin(at). Ïàðàìåòð a âûáðàí òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïåðèîä ôóíêöèè T
ðàâåí ïðîäîëæèòåëüíîñòè ñóòîê. Âûÿñíèòå, êàê ìåíÿåòñÿ òåìïåðàòóðà âîçäóõà
â äîìå ñ òå÷åíèåì âðåìåíè.

Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ t çàâèñèìîñòü ýòîé òåìïåðàòóðû îò
âðåìåíè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ. Ïî ïðîøåñòâèè äîñòàòî÷íî áîëüøîãî âðåìåíè,
â êàêîå âðåìÿ ñóòîê â äîìå õîëîäíåå âñåãî? Êàê çàâèñèò îòâåò îò êîýôôèöèåíòà
ïðîïîðöèîíàëüíîñòè?

(Åñëè êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè áîëüøîé, äîì ïëîõî çàùèùàåò îò õî-
ëîäà; åñëè ìàëåíüêèé � õîðîøî çàùèùàåò îò õîëîäà).

18. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè a(t) ñòðåìèòñÿ ê −∞ ïðè t→ +∞,
òî ðàçíûå ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ẋ = a(t)x + b(t) ñáëèæàþòñÿ ïðè
t → +∞. Êàêîå óñëîâèå ñëåäóåò íàëîæèòü íà ôóíêöèþ a(t), ÷òîáû ðåøåíèÿ
ñáëèæàëèñü ïðè t→ −∞?
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19. Ðåøèòå óðàâíåíèÿ è íàðèñóéòå èõ èíòåãðàëüíûå êðèâûå. Âåðíî ëè, ÷òî ðàçíûå
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ñáëèæàþòñÿ ïðè t→ +∞? à ïðè t→ −∞?

a) ẋ = x+ t;

b) ẋ = −x+ t;

c) ẋ = −x/t+ 1;

d) ẋ = x/t+ 1.

20. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè a(t) íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò
ïðè t → +∞, òî ó ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ẋ = a(t)x + b(t) ìîæåò áûòü òîëüêî
îäíî ðåøåíèå, îãðàíè÷åííîå ïðè t→ +∞ (âîçìîæíî, íè îäíîãî).

21. Ðåøèòå óðàâíåíèå x′+x ctg t = 1. Íàéäèòå ðåøåíèå, êîòîðîå èìååò ïðåäåë ïðè
t→ 0, è äîêàæèòå, ÷òî òàêîå ðåøåíèå òîëüêî îäíî.

22. Ìîæåò ëè ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå ñ T -ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöè-
åíòàìè íà ïðÿìîé èìåòü ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå x(t) òàêîå, ÷òî T íå ÿâëÿåòñÿ
ïåðèîäîì ýòîãî ðåøåíèÿ?

23. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ α, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

ẋ = a(t)x+ b(t)

èìååò åäèíñòâåííîå 2π-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå, äëÿ

a) a(t) = sin t+ α, b(t) = cos2 t;

b) a(t) = sin2 t+ α, b(t) = cos 2t;

c) a(t) = sin3 t+ α, b(t) = sin t;

d) a(t) = (sin t+ α)x, b(t) = cos t;

e) a(t) = (sin 3t+ cos 2t+ α), b(t) = 1;

f) a(t) = sin4 t+ α sin2 t+ 2α, b(t) = cos2 t.

Ðåøåíèå ïóíêòîâ a), b): Â ñèëó òåîðåìû 3.4.6, âèä ôóíêöèè b(t) íå âëèÿåò
íà îòâåò. Ôóíêöèÿ a(t) âî âñåõ ïóíêòàõ � òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí, òî
åñòü èìååò âèä d0 +

∑N
1 ck sin kt +

∑N
1 dk cos kt. Èíòåãðàë òàêîé ôóíêöèè çà

ïåðèîä T = 2π ðàâåí 2πd0, è îòëè÷åí îò íóëÿ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà
ñâîáîäíûé ÷ëåí d0 îòëè÷åí îò íóëÿ. Â ïåðâîé çàäà÷å ñâîáîäíûé ÷ëåí ðàâåí α,
âî âòîðîé d0 =

1
2 + α. Ïîýòîìó ê ïåðâûì äâóì çàäà÷àì îòâåòû òàêèå:

a) α ̸= 0;

b) α ̸= −1
2 .

24. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ α, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèÿ èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è èìåþò
õîòÿ áû îäíî 2π-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå.

Óêàçàíèå: Ýòà çàäà÷à ïðèâîäèò ê èññëåäîâàíèþ èíòåãðàëîâ, êîòîðûå íå áåðóò-
ñÿ. Îäíàêî íå îáÿçàòåëüíî áðàòü èíòåãðàë, ÷òîáû óáåäèòüñÿ, ÷òî îí îòëè÷åí
îò íóëÿ.
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25. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè èíòåãðàë I =
∫ T
0 a(t)dt ïîëîæèòåëåí, òî âñå ðåøåíèÿ óðàâ-

íåíèÿ ẋ = a(t)x+ b(t) ñ T -ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè a, b óäàëÿþòñÿ îò ïåðè-
îäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ïðè t → +∞, à åñëè ýòîò èíòåãðàë îòðèöàòåëåí, ïðèáëè-
æàþòñÿ ê íåìó ñêîëü óãîäíî áëèçêî.

Îòâåòû ê íåêîòîðûì çàäà÷àì

� 1. a) x(t) = eat; b) x(t) = cos t; c) x(t) = sin 2t; d) x(t) = et; e) x(t) = e−3t.

� 5. c): ïîïóëÿöèÿ íå âûìðåò ïðè íà÷àëüíîì êîëè÷åñòâå æèâîòíûõ áîëåå 1
2−
√

3
20 .

Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäåëüíûé ðàçìåð ïîïóëÿöèè lim
t→+∞

x(t) = 1
2 +

√
3
20 .

d): ïðè õèùíè÷åñêîì îòëîâå ïîïóëÿöèÿ âûìðåò ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì êîëè÷å-
ñòâå æèâîòíûõ.

f): åñëè êâîòà îòëîâà ëèíåéíî çàâèñèò îò ðàçìåðà ïîïóëÿöèè, ïîïóëÿöèÿ íå
âûìðåò íè ïðè êàêîì íà÷àëüíîì êîëè÷åñòâå æèâîòíûõ. Ïðåäåëüíûé ðàçìåð
ïîïóëÿöèè ðàâåí lim

t→+∞
x(t) = 1 − b = 1

2 , è â ïðåäåëå îòëîâ ðàâåí 1/4. Èòàê, â

ïóíêòàõ e) è f) â ïðåäåëå îòëîâ îäèíàêîâ, íî ïðè ýòîì â ïóíêòå e) ïîïóëÿöèÿ
íàõîäèòñÿ íà ãðàíè âûìèðàíèÿ (ìàëåéøåå óâåëè÷åíèå îòëîâà � è îíà âûìðåò
ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì êîëè÷åñòâå æèâîòíûõ). Çíà÷èò, ñõåìà îòëîâà èç ïóíêòà
f) ïðåäïî÷òèòåëüíåå.

� 6. Ðåøåíèÿ óðàâíåíèé: a) x(t) = Cet; b) x(t) = Cet

1+Cet = 1
1+ke−t ïðè âñåõ k, à

òàêæå ïîñòîÿííûå ðåøåíèÿ x(t) ≡ 0, 1; e) x(t) = 1
2 + 1

t+C , à òàêæå ïîñòîÿííîå

ðåøåíèå x(t) = 1
2 ; f) x(t) =

1−b
1+Ce−(1−b)t è ïîñòîÿííûå ðåøåíèÿ x(t) ≡ 0, 1− b.

Â ðàìêàõ ìîäåëè ýòè ðåøåíèÿ èìåþò ñìûñë òîëüêî ïðè òåõ çíà÷åíèÿõ t, ïðè
êîòîðûõ êîëè÷åñòâî æèâîòíûõ ïîëîæèòåëüíî.

� 7. a) v(t) =
√

mg
c · 1+ke−t

√
cg/m

1−ke−t
√

cg/m
. b) çíà÷åíèå ñêîðîñòè ýêñïîíåíöèàëüíî áûñò-

ðî ñõîäèòñÿ ê ïðåäåëüíîìó çíà÷åíèþ lim
t→+∞

v(t) =
√

mg
c ; ïðåäåëüíàÿ ñêîðîñòü

ïðîïîðöèîíàëüíà êîðíþ èç ìàññû ïàðàøþòèñòà. c) c ≈ 36
121

êã
ì ≈ 0.3êãì .

� 9. a) äà; b) äà.

� 11. a) Ïðè α ⩾ 1; b) ïðè C = −1 îñîáûõ òî÷åê íåò, ðåøåíèå âñåãäà åäèí-
ñòâåííî; ïðè C = 0 åäèíñòâåííîñòü ñîõðàíÿåòñÿ, ïðè C = 1 íàðóøàåòñÿ. c)
åäèíñòâåííîñòü íàðóøàåòñÿ. d) åäèíñòâåííîñòü ñîõðàíÿåòñÿ.

� 12. a) gtvx = eatx; b) gtvx = x
1−tx (îïðåäåëåíî ïðè t < 1

x äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ x è

ïðè t > − 1
x äëÿ îòðèöàòåëüíûõ); c) g

t
vx = f−1(etf(x)); d) gtvx = 2arctg(et tg x

2 )+
2πk ïðè x ∈ (2πk − π, 2πk + π) è gtvx = x ïðè x = πn.
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� 17. x(t) = ce−kt + −ak
k2+a2

cos at + k2

k2+a2
sin at. Ïðè áîëüøèõ t ïåðâîå ñëàãàåìîå

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, è x(t) ñòàíîâèòñÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèì. Ýòà ïåðèîäè÷åñêàÿ

ôóíêöèÿ ðàâíà −ak
k2+a2

cos at+ k2

k2+a2
sin at = A sin(a(t− φ)), ãäå A = k√

k2+a2
, φ =

1
a arctg

a
k , è ïîòîìó å¼ ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ â ìîìåíò âðåìåíè 3

2πa+aφ+2πan
� ÷åðåç φ-þ äîëþ ñóòîê ïîñëå òî÷êè ìèíèìóìà òåìïåðàòóðû íà óëèöå T (t) =
sin at. Çàìåòèì, ÷òî âðåìåííîé ñäâèã φ ðàñòåò ñ óáûâàíèåì k: ÷åì ëó÷øå äîì
çàùèùàåò îò õîëîäà, òåì ïîçæå íàñòóïàåò ýòîò ìîìåíò. Ñòîèò òàêæå îòìåòèòü,
÷òî çíà÷åíèå ìèíèìàëüíîé òåìïåðàòóðû (−A) ðàñòåò ñ óáûâàíèåì k.

� 18.Ñëåäóåò ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ïåðâîîáðàçíàÿ ñòðåíèëàñü ê −∞ ïðè t→ −∞.

� 21. x(t) = c−cos t
sin t ; åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, èìåþùåå ïðåäåë â íóëå, ñîîòâåòñòâóåò

c = 1.

� 22. Íåò, íå ìîæåò.

� 23. c) α ̸= 0; d) α ̸= 0; e) α ̸= 0;f) α ̸= − 3
20 .

� 24. a) α ̸= 0; b) α ∈ R; c) α ∈ R; d) α ̸= 0; e) α ̸= 0; f) α ̸= − 3
20 .
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t

x

Ðèñ. 4.1: Ïîëå íàïðàâëåíèé è èíòåãðàëüíûå êðèâûå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

4.1 Ñèììåòðèè óðàâíåíèé è çàìåíà ïåðåìåííîé

Â ðàçäåëå 3.2 ìû óæå âñòðå÷àëèñü ñ ñèììåòðèÿìè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
Ïîëå íàïðàâëåíèé àâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ëþáîì ñäâèãå t 7→ t+C,
à ïîëå íàïðàâëåíèé óðàâíåíèÿ âèäà ẋ = g(t) � ïðè ëþáîì ñäâèãå x 7→ x+ C.
Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû óçíàåì, êàê ñèììåòðèè ïîìîãàþò ðåøèòü äèôôåðåíöèàëü-

íîå óðàâíåíèå. Ñíà÷àëà ðàçáåðåì åùå îäèí ïðèìåð ñèììåòðèè.

4.1.1 Îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ

Îäíîðîäíûìè íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿ âèäà

dx

dt
= F

(x
t

)
(4.1)

Ëåãêî äîêàçàòü ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå:

Ïðåäëîæåíèå 4.1.1. Ïîëå íàïðàâëåíèé óðàâíåíèÿ (4.1) íå ìåíÿåòñÿ ïðè ðàñòÿ-
æåíèè t 7→ λt, x 7→ λx. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè t = t(τ), x = x(τ) � èíòåãðàëüíàÿ
êðèâàÿ óðàâíåíèÿ (4.1) è λ ̸= 0, òî t = λt(τ), x = λx(τ) � òàêæå èíòåãðàëüíàÿ
êðèâàÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 4.1.1 ïîêàçûâàåò, ÷òî ó íàøåãî óðàâíåíèÿ åñòü ñèììåòðèÿ � ñå-
ìåéñòâî îòîáðàæåíèé (t, x) → (λt, λx), êîòîðûå ñîõðàíÿþò ìíîæåñòâî èíòåãðàëüíûõ
êðèâûõ.
Â îáëàñòè t ̸= 0 îïðåäåëèì ôóíêöèþ u(t, x) = x

t (ìîæíî ñêàçàòü èíà÷å: ââåäåì
êîîðäèíàòû (t, u), ãäå u = x

t ). Òîãäà äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ x(t)
âûïîëíåíî

dx

dt
= F (u),

ïðè÷åì
dx

dt
=
d(ut)

dt
= u+ t

du

dt
.
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4.1.2. Çàìåíà ïåðåìåííîé

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå âûðàæåíèå du/dt � ýòî ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè u(t, x(t)) ïî t.
Îáîçíà÷èì u(t) = u(t, x(t)). Èòàê,

du

dt
=
F (u)− u

t
.

Ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ äà¼ò∫ u(t)

u0

dv

F (v)− v
=

∫ t

t0

dτ

τ
= ln |t| − ln |t0|.

Ìû ïîëó÷èëè íåÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ ôóíêöèè u(t). Íàéäÿ ôóíêöèþ u(t), ëåãêî íàé-
òè è ôóíêöèþ x(t), òàê êàê u(t) = u(t, x(t)) = x(t)/t.
Òàêèì îáðàçîì, îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ ìû òîæå íàó÷èëèñü ðåøàòü. Îêàçûâàåòñÿ,

÷òî íàëè÷èå ñèììåòðèè ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü ÷èñëî óðàâíåíèé â ñèñòåìå, à åñëè
óðàâíåíèå îäíî � ðåøèòü åãî.

4.1.2 Çàìåíà ïåðåìåííîé

Ìíîãèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ óäà¼òñÿ ðåøèòü èëè óïðîñòèòü ñ ïîìîùüþ
çàìåíû ïåðåìåííîé.

4.1.2.1 Àíàëèòè÷åñêèé ïîäõîä

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ẋ = f(t, x) (îäíîìåðíîå èëè ìíîãîìåð-
íîå). Ïóñòü çàäàí äèôôåîìîðôèçì g íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Îïðåäåëåíèå 4.1.2. Ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííîé y = g(x) â óðàâíåíèè ẋ = f(t, x)
� çíà÷èò âûïèñàòü íîâîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ẏ = f̃(t, y), êîòîðîå îáëàäàåò
ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: ôóíêöèÿ x(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ åñëè
è òîëüêî åñëè ôóíêöèÿ y(t) := g(x(t)) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íîâîãî óðàâíåíèÿ.
Ïóñòü çàäàí äèôôåîìîðôèçì h : R → R. Ñäåëàòü çàìåíó âðåìåíè t = h(τ) â óðàâ-

íåíèè ẋ = f(t, x) � çíà÷èò âûïèñàòü íîâîå óðàâíåíèå x̃′τ = f̃(τ, x̃), êîòîðîå îáëàäàåò
ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: ôóíêöèÿ x(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ åñëè
è òîëüêî åñëè ôóíêöèÿ x̃(τ) := x(h(τ)) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íîâîãî óðàâíåíèÿ.

Ñëåäóþùàÿ âûêëàäêà ïîêàçûâàåò, êàê äåëàòü çàìåíû â äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèÿõ. Ìû óâèäèì, ÷òî çàìåíó ìîæíî ñäåëàòü íå ðåøàÿ óðàâíåíèÿ. Ýòî ïîçâîëÿ-
åò ïðèìåíÿòü çàìåíû ïåðåìåííûõ äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèâîäèòü äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ ê áîëåå ïðîñòîìó âèäó è ðåøàòü èõ.
Ïóñòü g � äèôôåîìîðôèçì. Ïóñòü x(t) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ẋ = f(t, x); ïîëîæèì

y(t) = g(x(t)). Òîãäà

ẏ = g′(x)ẋ = g′(x)f(t, x) = g′(g−1(y)) · f(t, g−1(y)), (4.2)

ïîýòîìó ôóíêöèÿ y(t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

ẏ = g′(g−1(y)) · f(t, g−1(y)). (4.3)

Ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó îïðåäåëåíèþ.
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Îïðåäåëåíèå 4.1.3. Ïóñòü çàäàíî óðàâíåíèå ẋ = f(t, x) â îáëàñòè Ω1 ⊂ Rn+1 è
äèôôåîìîðôèçì g : Ω1 → Ω2. Çàìåíà ïåðåìåííîé y = g(x) â óðàâíåíèè ẋ = f(t, x)
� ýòî çàìåíà óðàâíåíèÿ ẋ = f(t, x) íà óðàâíåíèå (4.3).

Íàøà âûêëàäêà (4.2), (4.3) ïîêàçûâàåò, ÷òî íîâîå óðàâíåíèå óäîâëåòâîðÿåò ñâîé-
ñòâó èç îïðåäåëåíèÿ 4.1.2.

Óïðàæíåíèå 55. Ñäåëàéòå çàìåíó âðåìåíè t = h(τ) â óðàâíåíèè ẋ = f(t, x).
Äàéòå ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå çàìåíû âðåìåíè, àíàëîãè÷íîå îïðåäåëåíèþ 4.1.3.

Óïðàæíåíèå 56. Â äèôôåðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè x′t = x ñäåëàéòå çàìåíû

� y = x3;

� t = τ2.

Ïðèâîäèò ëè ê êàêèì-íèáóäü òðóäíîñòÿì òîò ôàêò, ÷òî îòîáðàæåíèå h(τ) = τ2

� íå äèôôåîìîðôèçì?

Ðåøåíèå óïðàæíåíèÿ. Ïðîùå ïðèìåíèòü ôîðìóëó äëÿ ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé
ôóíêöèè, ÷åì çàïîìèíàòü ôîðìóëó (4.3). Ïóñòü x(t) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ x′t = x.
Òîãäà

� dy
dt = d(x3)

dt = 3x2 dxdt = 3x3. Íî òàê êàê x = 3
√
y, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî y′ = 3y.

Èòàê, åñëè x(t) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ x′ = x, òî y(t) = x3(t) � ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ y′ = 3y.

È äåéñòâèòåëüíî, ðåøåíèå íîâîãî óðàâíåíèÿ � ôóíêöèÿ y(t) = Ce3t, è îíà
ïîëó÷àåòñÿ èç ðåøåíèÿ ñòàðîãî óðàâíåíèÿ âîçâåäåíèåì â êóá.

� Çàìåòèì, ÷òî dx̃
dτ

∣∣
τ0

= dx
dt

∣∣
t(τ0)

· dt
dτ

∣∣
τ0

= dx
dt

∣∣
τ20

· 2τ0 = x(τ20 ) · 2τ0 = 2τ0x̃(τ0).

Ïîýòîìó åñëè ôóíêöèÿ x(t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ x′t = x, òî ôóíêöèÿ
x̃(τ) = x(τ2) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ x̃′τ = 2τ x̃.

Äåéñòâèòåëüíî, ðåøåíèÿ íîâîãî óðàâíåíèÿ èìåþò âèä x̃(τ) = Ceτ
2
; îò ðåøå-

íèé ñòàðîãî óðàâíåíèÿ x(t) = Cet îíè îòëè÷àåòñÿ êàê ðàç çàìåíîé t = τ2.

Ñòðîãî ãîâîðÿ, çàìåíà t = τ2 íå óäîâëåòâîðÿåò îïðåäåëåíèþ 4.1.3, ïîòîìó ÷òî
îòîáðàæåíèå h(τ) = τ2 � íå äèôôåîìîðôèçì. Òàêóþ çàìåíó ìîæíî äåëàòü òîëüêî
â îáëàñòÿõ t > 0, τ > 0. Òåì íå ìåíåå, çàìåíó t = τ2 ìîæíî ïðèìåíèòü äëÿ
ðåøåíèÿ íîâîãî óðàâíåíèÿ x̃′τ = 2τ x̃. Ôîðìàëüíî ãîâîðÿ, ñëåäóåò ñäåëàòü çàìåíó
t = τ2 â îáëàñòè τ > 0 è îòäåëüíî � òàêóþ æå çàìåíó â îáëàñòè τ < 0. Â êàæäîé
èç ýòèõ îáëàñòåé îòîáðàæåíèå t = τ2 � äèôôåîìîðôèçì. Â êàæäîé èç îáëàñòåé
ïîñëå çàìåíû ìû ïðèäåì ê óðàâíåíèþ x′t = x, ðåøåíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ
x(t) = cet. Ïîýòîìó ðåøåíèåì ñòàðîãî óðàâíåíèÿ (êàê â îáëàñòè τ > 0, òàê è ïðè
τ < 0) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ x(τ) = ceτ

2
.
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4.1.2. Çàìåíà ïåðåìåííîé

4.1.2.2 Ãåîìåòðè÷åñêèé ïîäõîä

Ìû äàäèì ãåîìåòðè÷åñêîå îïðåäåëåíèå çàìåíû ïåðåìåííîé äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ: â
óðàâíåíèè ẋ = f(t, x), (t, x) ∈ Ω1 ìû íàó÷èìñÿ äåëàòü çàìåíó (τ, y) = h(t, x), ãäå
h : Ω1 → Ω2 � äèôôåîìîðôèçì îáëàñòåé Ω1,Ω2 ⊂ Rn+1. Íàïîìíèì, ÷òî ïîëÿ íà-
ïðàâëåíèé � òî æå ñàìîå, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 4.1.4. Ïóñòü â îáëàñòè Ω1 çàäàíî ïîëå íàïðàâëåíèé l. Ïóñòü çàäàí
äèôôåîìîðôèçì h : Ω1 → Ω2. Òîãäà â îáëàñòè Ω2 âîçíèêàåò îáðàç ïîëÿ íàïðàâëåíèé
ïîä äåéñòâèåì äèôôåîìîðôèçìà � ïîëå íàïðàâëåíèé l̃ = h∗l: â òî÷êå q = h(p)
ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ

l̃(q) = dh|p l(p). (4.4)

Â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà � îáðàç ïðÿìîé l(p) ïîä äåéñòâèåì ëèíåéíîãî îòîáðàæå-
íèÿ dh|p (äèôôåðåíöèàëà h â òî÷êå p).

Òàêèì îáðàçîì, ìû îïðåäåëèëè îáðàç ïîëÿ íàïðàâëåíèé � òî åñòü îáðàç äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ � ïîä äåéñòâèåì äèôôåîìîðôèçìà h. Â ýòîì îïðåäåëåíèè
âàæíî, ÷òî h � èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå, èíà÷å â îäíîé è òîé æå òî÷êå îáðàçà
h(a) = h(b) âîçíèêëî áû äâà ðàçíûõ íàïðàâëåíèÿ dh|a l(a) è dh|b l(b), è íîâîå ïîëå
íàïðàâëåíèé íå áûëî áû êîððåêòíî îïðåäåëåíî.

Óïðàæíåíèå 57. Äîêàæèòå, ÷òî îáðàç ïîëÿ íàïðàâëåíèé äëÿ óðàâíåíèÿ ẋ =
f(t, x) ïîä äåéñòâèåì äèôôåîìîðôèçìà h(t, x) = (t, g(x)) ÿâëÿåòñÿ ïîëåì íàïðàâ-
ëåíèé äëÿ óðàâíåíèÿ (4.3), òî åñòü ãåîìåòðè÷åñêîå è àíàëèòè÷åñêîå îïðåäåëåíèÿ
çàìåíû ïåðåìåííîé y = g(x) ñîâïàäàþò.

Äîêàæèòå àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ çàìåíû âðåìåíè.

Äîêàæåì, ÷òî ïðè çàìåíå ïåðåìåííîé (τ, y) = h(t, x) ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåõîäÿò
â ðåøåíèÿ, òî åñòü èíòåãðàëüíûå êðèâûå ïåðåõîäÿò â èíòåãðàëüíûå êðèâûå.

Ïðåäëîæåíèå 4.1.5. 1. Ïóñòü l � ïîëå íàïðàâëåíèé â îáëàñòè Ω1 ⊂ Rn+1, ïóñòü
h : Ω1 → Ω2 ⊂ Rn+1 � äèôôåîìîðôèçì. Òîãäà îáðàç ëþáîé èíòåãðàëüíîé êðèâîé ïî-
ëÿ íàïðàâëåíèé l ïîä äåéñòâèåì h ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé ïîëÿ íàïðàâëåíèé
l̃ := h∗l.

Âåðíî è îáðàòíîå:

2. Ïóñòü ïîëÿ íàïðàâëåíèé l, l̃ ñîîòâåòñòâóþò C1-ãëàäêèì ôóíêöèÿì f, f̃ . Ïóñòü
äèôôåîìîðôèçì h : Ω1 → Ω2 ïåðåâîäèò ëþáóþ èíòåãðàëüíóþ êðèâóþ ïîëÿ íàïðàâ-
ëåíèé l â èíòåãðàëüíóþ êðèâóþ ïîëÿ íàïðàâëåíèé l̃. Òîãäà l̃ = h∗l.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü γ : [a, b] → Ω, γ(s) = (γ1(s), γ2(s)) � èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ
ïîëÿ íàïðàâëåíèé l. Òîãäà å¼ êàñàòåëüíûé âåêòîð â òî÷êå γ(s0) =: p ïàðàëëåëåí
ïðÿìîé ïîëÿ íàïðàâëåíèé l(p).

Ïî ôîðìóëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè, ó êðèâîé h(γ) êàñàòåëüíûé
âåêòîð â òî÷êå q = h(p) ðàâåí dh|p γ̇(s0). Çíà÷èò, îí ïàðàëëåëåí ïðÿìîé dh|p l(p) =
l̃(q), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî h(γ(s)) � èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ ïîëÿ íàïðàâëåíèé l̃.
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2. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó p ∈ Ω. Ïóñòü γ � èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ óðàâ-
íåíèÿ ẋ = f(t, x), ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó p; îíà ñóùåñòâóåò ïî òåîðåìå 2.4.11. Òîãäà
h ◦ γ � èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ ïîëÿ íàïðàâëåíèé l̃, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó q = h(p).
Ïî îïðåäåëåíèþ èíòåãðàëüíîé êðèâîé, âåêòîð ñêîðîñòè êðèâîé γ â òî÷êå p ñî-

äåðæèòñÿ â ïðÿìîé ïîëÿ íàïðàâëåíèé l(p), à âåêòîð ñêîðîñòè êðèâîé h ◦ γ â òî÷êå
h(p) ñîäåðæèòñÿ â ïðÿìîé ïîëÿ íàïðàâëåíèé l̃(q). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî òåîðåìå î
ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé ôóíêöèè, êàñàòåëüíûé âåêòîð ê êðèâîé h ◦ γ â òî÷êå h(p) = q
ðàâåí dh|p γ̇(p). Çíà÷èò, l̃(q) = dh|p l(p), òî åñòü l̃ = h∗l.

Èç ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âñå íàøè îïðåäåëåíèÿ çàìåíû ïåðåìåííîé
ðàâíîñèëüíû.

Ïðåäëîæåíèå 4.1.6. Äëÿ óðàâíåíèÿ ẋ = f(t, x) ñ C1-ãëàäêîé ïðàâîé ÷àñòüþ îïðå-
äåëåíèÿ 4.1.2, 4.1.3 è 4.1.4 äëÿ çàìåíû ïåðåìåííîé y = g(x) ðàâíîñèëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. (4.1.4 ⇒ 4.1.2) Ïóñòü â óðàâíåíèè ẋ = f(t, x) c ïîëåì íàïðàâëå-
íèé l ìû äåëàåì çàìåíó y = g(x), ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì 4.1.4. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ìû ïîëàãàåì H(t, x) = (t, g(x)) è âûïèñûâàåì íîâîå óðàâíåíèå ẏ = f̃(t, y), êîòî-
ðîå ñîîòâåòñòâóåò ïîëþ íàïðàâëåíèé H∗l. Ïî ï.1 ïðåäëîæåíèÿ 4.1.5, îòîáðàæåíèå
H ïåðåâîäèò èíòåãðàëüíûå êðèâûå óðàâíåíèÿ ẋ = f(t, x) â èíòåãðàëüíûå êðèâûå
óðàâíåíèÿ ẏ = f̃(t, y). Òàê êàê èíòåãðàëüíûå êðèâûå � ýòî ãðàôèêè ðåøåíèé, ìû
ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ x(t) ôóíêöèÿ g(x(t)) ÿâëÿåò-
ñÿ ðåøåíèåì íîâîãî óðàâíåíèÿ. Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ìû ñäåëàëè çàìåíó ïåðåìåííîé
â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 4.1.2.
(4.1.2 ⇒ 4.1.4 ) Ïóñòü ìû âûïèñàëè óðàâíåíèå ẏ = f̃(t, y), óäîâëåòâîðÿþùåå ñâîé-

ñòâó èç îïðåäåëåíèÿ 4.1.2: ecëè x � ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ẋ = f(t, x), òî
y(t) = g(x(t)) � ðåøåíèå íîâîãî óðàâíåíèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èíòåãðàëüíûå êðè-
âûå ïîëÿ íàïðàâëåíèé l ïîä äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ H : (t, x) 7→ (t, g(y)) ïåðåõîäÿò
â èíòåãðàëüíûå êðèâûå íîâîãî óðàâíåíèÿ. Çíà÷èò, ïî ï.2 ïðåäëîæåíèÿ 4.1.5, íîâîå
óðàâíåíèå ñîîòâåòñòâóåò ïîëþ íàïðàâëåíèé l̃ = H∗l.
Çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèå 4.1.4 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò íîâîå óðàâíåíèå. Â ñèëó

ðàâíîñèëüíîñòè îïðåäåëåíèé 4.1.4 è 4.1.2, åñòü òîëüêî îäíî óðàâíåíèå ẏ = f̃(t, y),
êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó èç îïðåäåëåíèÿ 4.1.2.
(4.1.3 ⇔ 4.1.2) Äàâàÿ îïðåäåëåíèå 4.1.3, ìû óáåäèëèñü, ÷òî íîâîå óðàâíåíèå óäî-

âëåòâîðÿåò îïðåäåëåíèþ 4.1.2. Òàê êàê îáà îïðåäåëåíèÿ 4.1.2 è 4.1.3 îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿþò íîâîå óðàâíåíèå, îíè ðàâíîñèëüíû. Âïðî÷åì, ðàâíîñèëüíîñòü ýòèõ îïðå-
äåëåíèé ìîæíî ïðîâåðèòü è íåïîñðåäñòâåííî, ñì. óïðàæíåíèå 57.
Èòàê, âñå òðè îïðåäåëåíèÿ ðàâíîñèëüíû.

Óïðàæíåíèå 58. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå î çà-
ìåíå âðåìåíè. Îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, ÷òî äèôôåîìîðôèçìó (t, x) 7→ (h(t), x)
ñîîòâåòñòâóåò çàìåíà t = h−1(τ).

Íàïîñëåäîê ïîëó÷èì àíàëîã ôîðìóëû (4.3) äëÿ çàìåíû ïåðåìåííîé îáùåãî âèäà:
H = (h, g) : R2 → R2, ãäå τ = h(t, x), y = g(t, x). Òàêèå çàìåíû ìû íå ðàññìàòðèâàëè
â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå.
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4.1.3. Çàìåíà ïåðåìåííîé äëÿ âåêòîðíûõ ïîëåé

Ïóñòü x(t) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ẋ = f(t, x). Ïîëîæèì τ(t) := h(t, x(t)), y(t) =
g(t, x(t)). Òîãäà (τ(t), y(t)) � îáðàç èíòåãðàëüíîé êðèâîé (t, x(t)) ïîä äåéñòâèåì H.
Èìååì

τ̇ = (h′t + h′xẋ)|t,x(t) = (h′t + h′xf)|H−1(τ,y)

ẏ = (g′t + g′xẋ)|t,x(t) = (g′t + g′xf)|H−1(τ,y)

(4.5)

Ïîýòîìó êðèâàÿ (τ(t), y(t)) ÿâëÿåòñÿ ôàçîâîé êðèâîé ñëåäóþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé
íà ïëîñêîñòè:

τ̇ = (h′t + h′xf)|H−1(τ,y)

ẏ = (g′t + g′xf)|H−1(τ,y)

(4.6)

Çíà÷èò, ïî òåîðåìå 3.3.2 î ñâÿçè ôàçîâûõ è èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ, ýòà êðèâàÿ ÿâëÿ-
åòñÿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ:

y′τ =
(g′t + g′xf)|H−1(τ,y)

(h′t + h′xf)|H−1(τ,y)
. (4.7)

Èòàê, èíòåãðàëüíûå êðèâûå óðàâíåíèÿ ẋ = f(t, x) ïîä äåéñòâèåì H ïåðåõîäÿò â
èíòåãðàëüíûå êðèâûå óðàâíåíèÿ (4.7). Ïî ïðåäëîæåíèþ 4.1.5 (÷àñòü 2), ïîëå íà-
ïðàâëåíèé óðàâíåíèÿ ẋ = f(t, x) ïåðåõîäèò â ïîëå íàïðàâëåíèé óðàâíåíèÿ (4.7)
ïîä äåéñòâèåì H. Èòàê, óðàâíåíèå (4.7) è åñòü ðåçóëüòàò çàìåíû ïåðåìåííîé τ =
h(t, x), y = g(t, x) â óðàâíåíèè ẋ = f(t, x).

Óïðàæíåíèå 59. Ïðîâåðüòå íåïîñðåäñòâåííî, ÷òî äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ
H ïåðåâîäèò ïîëå íàïðàâëåíèé óðàâíåíèÿ ẋ = f(t, x) â ïîëå íàïðàâëåíèé óðàâíåíèÿ
(4.7).

Ïðèìåð 4.1.7. ×òî ïðîèñõîäèò ïðè çàìåíå h(t, x) = (t, x3) (ñì. óïðàæíåíèå 56)?
Åñëè ïðÿìàÿ ïîëÿ íàïðàâëåíèé â òî÷êå (t, x) øëà âäîëü âåêòîðà (v1, v2), òî ó íî-
âîãî ïîëÿ íàïðàâëåíèé â òî÷êå (t, x3) áóäåò ïðÿìàÿ âäîëü âåêòîðà dh|(t,x)(v1, v2) =
(v1, 3x

2v2). Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ôîðìóëå
dy
dt =

d(x3)
dt = 3x2 dxdt .

À ÷òî ïðîèñõîäèò ïðè çàìåíå h̃(t, x) = (τ, x) = (
√
t, x)? Ó íîâîãî ïîëÿ íàïðàâëåíèé

â òî÷êå (
√
t, x) áóäåò ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ âäîëü âåêòîðà dh̃|(t,x)(v1, v2) = ( 1

2
√
t
v1, v2).

Ïîýòîìó óãëîâîé êîýôôèöèåíò v2/v1 óìíîæèòñÿ íà 2
√
t. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ôîðìóëå

dx
dτ = dx

dt
dt
dτ = dx

dt · 2τ .

4.1.3 Çàìåíà ïåðåìåííîé äëÿ âåêòîðíûõ ïîëåé

Äëÿ àâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ ẋ = v(x) â îáëàñòè x ∈ Ω1 ⊂ Rn ðàçóìíî ðàññìîòðåòü
÷àñòíûé ñëó÷àé çàìåíû ïåðåìåííîé � çàìåíó ïåðåìåííîé â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå,
òî åñòü äåéñòâèå äèôôåîìîðôèçìà ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà H : Ω1 → Ω2 íà âåêòîð-
íîå ïîëå. Äèôôåîìîðôèçì H ñîîòâåòñòâóåò çàìåíå ïåðåìåííîé (t, x) 7→ h(t, x) =
(t,H(x)) â ðàñøèðåííîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå R× Ω1.

Íàïîìíèì, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå � ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî àâòîíîìíîå äèôôåðåíöè-
àëüíîå óðàâíåíèå.

129



4 Ñèììåòðèè è çàêîíû ñîõðàíåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 4.1.8. Ïóñòü â îáëàñòè Ω1 ⊂ Rn çàäàíî âåêòîðíîå ïîëå v(x), x ∈
Ω1. Ïóñòü çàäàí äèôôåîìîðôèçì H : Ω1 → Ω2, ãäå Ω2 ⊂ Rn. Òîãäà â îáëàñòè Ω2

âîçíèêàåò îáðàç âåêòîðíîãî ïîëÿ ïîä äåéñòâèåì äèôôåîìîðôèçìà � âåêòîðíîå ïîëå
ṽ = H∗v: â òî÷êå y = H(x) ïðèëîæåí âåêòîð

ṽ(y) = dH|x v(x). (4.8)

Â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà � îáðàç âåêòîðà v(x) ïîä äåéñòâèåì ëèíåéíîãî îòîáðàæå-
íèÿ dH|x (äèôôåðåíöèàëà H â òî÷êå x).

Äîêàæåì, ÷òî ñîîòâåòñòâèå âåêòîðíûõ ïîëåé è ðåøåíèé àâòîíîìíûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé ñîõðàíÿåòñÿ ïðè çàìåíàõ ïåðåìåííîé.

Ïðåäëîæåíèå 4.1.9. Ïóñòü v � âåêòîðíîå ïîëå â îáëàñòè Ω1 ⊂ Rn, ïóñòü H : Ω1 →
Ω2 ⊂ Rn � äèôôåîìîðôèçì. Òîãäà îáðàç ëþáîé ôàçîâîé êðèâîé âåêòîðíîãî ïîëÿ v
ïîä äåéñòâèåì H ÿâëÿåòñÿ ôàçîâîé êðèâîé ïîëÿ ṽ = H∗v.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü γ : [a, b] → Ω1, γ(t) = (γ1(t), γ2(t)) � ôàçîâàÿ êðèâàÿ ïîëÿ
v. Òîãäà å¼ êàñàòåëüíûé âåêòîð â òî÷êå γ(t0) ðàâåí v(γ(t0)).
Ó êðèâîé H(γ(t)), ïî ôîðìóëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè, êàñàòåëü-

íûé âåêòîð â òî÷êå H(γ(t0)) ðàâåí dHγ(t0)γ̇(t0). Îäíàêî

dHγ(t0)γ̇(t0) = dHγ(t0)v(γ(t0)) = H∗v(γ(t0)),

ïîýòîìó H(γ(t)) � ôàçîâàÿ êðèâàÿ ïîëÿ ṽ.

4.1.4 (*) Âåêòîðíûå ïîëÿ íà ïîâåðõíîñòÿõ è äðóãîé ïîäõîä ê çàìåíå
ïåðåìåííîé äëÿ âåêòîðíûõ ïîëåé

Â ýòîì ðàçäåëå ìû îïðåäåëèì âåêòîðíûå ïîëÿ íà ïîâåðõíîñòÿõ (íàïðèìåð, íà òîðå
èëè ñôåðå) è çàìåíó ïåðåìåííîé äëÿ íèõ. Îïðåäåëåíèÿ, êîòîðûå ìû äàäèì â ýòîì
ðàçäåëå, ðàáîòàþò è íà ëþáîì àáñòðàêòíîì ìíîãîîáðàçèè, êîòîðîå çàäàíî àòëàñîì
êàðò.
Äëÿ íà÷àëà äàäèì îïðåäåëåíèå êàñàòåëüíîãî âåêòîðà ê êðèâîé.
Ðàíüøå ìû îïðåäåëÿëè âåêòîð ñêîðîñòè êðèâîé òàêèì îáðàçîì:

Îïðåäåëåíèå 4.1.10. Ïóñòü I = [0, 1] � îòðåçîê íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé. Âåêòîð

ñêîðîñòè êðèâîé φ : I → Rn â òî÷êå φ(t) � ýòî ïðåäåë φ̇(t) = limh→0
φ(t+h)−φ(t)

h .

Íî äëÿ òîãî, ÷òîáû òàêîå îïðåäåëåíèå èìåëî ñìûñë, íàäî óìåòü âû÷èòàòü, òî åñòü
íàäî ââåñòè íà íàøåì ïðîñòðàíñòâå àôôèííóþ ñòðóêòóðó. Íà ïîâåðõíîñòè â Rn
åñòåñòâåííîé àôôèííîé ñòðóêòóðû íåò. Äàëåå, åñëè ìû ïðèìåì ýòî îïðåäåëåíèå,
íàì ïðèäåòñÿ äîïîëíèòåëüíî ðàçáèðàòüñÿ â òîì, êàê âåäåò ñåáÿ âåêòîð ñêîðîñòè
êðèâîé ïðè çàìåíàõ êîîðäèíàò. Äàäèì íîâîå îïðåäåëåíèå, êîòîðîå íå çàâèñèò îò
àôôèííîé ñòðóêòóðû; ïî íåìó áóäåò âèäíî, ÷òî ïðîèñõîäèò ñ âåêòîðàìè ïðè çàìåíàõ
êîîðäèíàò.
Ïóñòü M � ïîâåðõíîñòü â Rn (÷àñòíûé ñëó÷àé M = Rn ìû òîæå ðàññìàòðèâàåì).

Àíàëîãè÷íûå ïîíÿòèÿ ìîæíî ââåñòè äëÿ àáñòðàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, çàäàííîãî ñ
ïîìîùüþ àòëàñà êàðò, íî ìû íå áóäåì îáñóæäàòü, êàê ýòî äåëàåòñÿ.
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4.1.4. (*) Âåêòîðíûå ïîëÿ íà ïîâåðõíîñòÿõ è äðóãîé ïîäõîä ê çàìåíå ïåðåìåííîé äëÿ âåêòîðíûõ ïîëåé

a
Ðèñ. 4.2: Âåêòîð, ïðèëîæåííûé â òî÷êå p

Îïðåäåëåíèå 4.1.11. Ââåäåì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ãëàäêèõ êðèâûõ, ëå-
æàùèõ â M è ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó p: äâå êðèâûå φ,ψ ñ φ(0) = ψ(0) = p ýêâèâà-
ëåíòíû, åñëè dist(φ(t), ψ(t)) = o(t) ïðè t→ 0.
Òîãäà âåêòîð v, ïðèëîæåííûé â òî÷êå p ïîâåðõíîñòè M , � ýòî êëàññ ýêâèâà-

ëåíòíîñòè C1-ãëàäêèõ êðèâûõ φ : I → M,φ(0) = p, îòíîñèòåëüíî òàêîãî îòíîøåíèÿ
ýêâèâàëåíòíîñòè. Ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ, ïðèëîæåííûõ â òî÷êå p, îáîçíà÷àåòñÿ
TpM .

Çäåñü dist(a, b) = |a−b| � îáû÷íàÿ åâêëèäîâà ìåòðèêà â Rn. Çàìåòèì, ÷òî ýêâèâà-
ëåíòíûå êðèâûå êàñàþòñÿ â òî÷êå p (êðîìå ñëó÷àÿ, êîãäà êàñàòåëüíûé âåêòîð ðàâåí
íóëþ). Äëÿ ïîâåðõíîñòåé â Rn êàñàòåëüíûé âåêòîð ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ îáùèì
âåêòîðîì ñêîðîñòè êðèâûõ èç åãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè. Òàêîé âåêòîð âñåãäà ëå-
æèò â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê ïîâåðõíîñòè. Ñòàíäàðòíàÿ òåðìèíîëîãèÿ ïîëó÷èòñÿ,
åñëè äëÿ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ âìåñòî ñëîâ ¾êðèâàÿ ïðèíàäëåæèò êëàññó ýêâèâàëåíò-
íîñòè v, ãäå v ∈ TpM¿ ãîâîðèòü ¾êðèâàÿ èìååò âåêòîð ñêîðîñòè v ∈ TpM â òî÷êå
p ∈M¿.
Âåêòîðíîå ïîëå íà M � ýòî îòîáðàæåíèå, êîòîðîå êàæäîé òî÷êå p ∈ M ñîïî-

ñòàâëÿåò ïàðó (p, v), ãäå v ∈ TpM . Òåïåðü ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ïîíÿòèå ðåøåíèÿ
àâòîíîìíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ:

Îïðåäåëåíèå 4.1.12. Ïóñòü v � âåêòîðíîå ïîëå íàM . Òîãäà ðåøåíèå φ óðàâíåíèÿ
ẋ = v(x) � ýòî êðèâàÿ, êîòîðàÿ âõîäèò â êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè v(p) ∈ TpM äëÿ
êàæäîé ñâîåé òî÷êè p.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ãëàäêîå îòîáðàæåíèå H : M1 → M2 ïîâåðõíîñòåé â Rn, òî
åñòü îãðàíè÷åíèå ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ H : Rn → Rn íà ïîâåðõíîñòü M1. Ïîä äåé-
ñòâèåì ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ ýêâèâàëåíòíûå êðèâûå ïåðåõîäÿò â ýêâèâàëåíòíûå.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü êðèâûå φ(t), ψ(t), ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó p, ýêâèâàëåíòíû:
φ(0) = ψ(0) = p è |φ(t) − ψ(t)| = o(t). Íà øàðå ñ öåíòðîì p ãëàäêîå îòîáðàæåíèå
âñåãäà ëèïøèöåâî (ëåììà 2.4.4) ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé Ëèïøèöà L, ïîýòîìó

|H(φ(t))−H(ψ(t))| ⩽ L|φ(t)− ψ(t)| = o(t),

òî åñòü êðèâûåH(φ(t)) èH(ψ(t)), ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êóH(p), ýêâèâàëåíòíû. Çíà-
÷èò, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü äåéñòâèå äèôôåîìîðôèçìà íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè
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êðèâûõ � íà âåêòîðû èç TpM1, à òàêæå íà âåêòîðíûå ïîëÿ.

Îïðåäåëåíèå 4.1.13. Ïóñòü H : M1 → M2 � äèôôåîìîðôèçì, îïðåäåëåííûé â
òî÷êå p. Òîãäà åãî äåéñòâèå íà âåêòîðàõ, ïðèëîæåííûõ â òî÷êå p îïðåäåëÿåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì.
Ïóñòü v ∈ TpM1 � âåêòîð, òî åñòü êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè êðèâûõ, ïðîõîäÿùèõ

÷åðåç òî÷êó p. Ïóñòü êðèâàÿ φ : I → M1 � ïðåäñòàâèòåëü ýòîãî êëàññà. Ïóñòü φ̃ :=
H ◦ φ. Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ, âåêòîð H∗v ∈ TH(p)M2 � ýòî êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè,
ñîäåðæàùèé êðèâóþ φ̃.

Èñõîäÿ èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ, âûïèøåì ôîðìóëó, îïèñûâàþùóþ ñâÿçü ìåæäó ṽ
è v � ôîðìóëó çàìåíû ïåðåìåííîé â äèôôåðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè. Ïóñòü φ, φ̃
òàêîâû, êàê â îïðåäåëåíèè. Èìååì φ̇(0) = v(p) è ˙̃φ(0) = ṽ(H(p)). Òàê êàê φ̃ = H ◦φ,
ïî ôîðìóëå ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé ôóíêöèè ïîëó÷àåì ˙̃φ(0) = dH

dx (p)φ̇(0), òî åñòü

ṽ(H(p)) = dH|p v(p)

Èòàê, ê âåêòîðó v(p), ïðèëîæåííîìó ê òî÷êå p, ïðèìåíÿåòñÿ äèôôåðåíöèàë îòîáðà-
æåíèÿ H â ýòîé òî÷êå. Ìû ïðèøëè ê îïðåäåëåíèþ 4.1.8.
Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 4.1.9 â íîâûõ òåðìèíàõ; îíî ïðîùå ñòàðîãî

äîêàçàòåëüñòâà è ñðàçó ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé.

Ïðåäëîæåíèå 4.1.14. Ïóñòü v � âåêòîðíîå ïîëå íà ïîâåðõíîñòèM1 ⊂ Rn, ïóñòü
H : M1 → M2 ⊂ Rn � äèôôåîìîðôèçì íà ïîâåðõíîñòÿõ M1,M2. Òîãäà îáðàç ëþáîé
ôàçîâîé êðèâîé âåêòîðíîãî ïîëÿ v ïîä äåéñòâèåì H ÿâëÿåòñÿ ôàçîâîé êðèâîé ïîëÿ
ṽ = H∗v íà M2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü t 7→ φ(t) � ôàçîâàÿ êðèâàÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðàÿ
ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó p ∈ M1. Òîãäà îíà ëåæèò â êëàññå âåêòîðà v(p) â òî÷êå p.
Äèôôåîìîðôèçì H ïåðåâîäèò âåêòîð v(p) ïîëÿ v â âåêòîð ïîëÿ ṽ, ïðèëîæåííûé â
òî÷êåH(p). Ïî îïðåäåëåíèþ äåéñòâèÿ äèôôåîìîðôèçìà íà âåêòîðû, êðèâàÿH◦φ =:
φ̃ äîëæíà ëåæàòü â êëàññå âåêòîðà ṽ(H(p)) ∈ TH(p)Rn. Ýòî âåðíî äëÿ êàæäîé òî÷êè
êðèâîé φ; çíà÷èò, êðèâàÿ φ̃ ëåæèò â êëàññå âåêòîðà ṽ â êàæäîé ñâîåé òî÷êå. Èòàê,
φ̃ � ôàçîâàÿ êðèâàÿ âòîðîãî óðàâíåíèÿ, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

4.1.5 Ñèììåòðèè: îáùèé ñëó÷àé

Â ðàçäåëå 4.1.1 ìû íàó÷èëèñü ðåøàòü ëþáîå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå. Ýòî óäàëîñü ñäå-
ëàòü çà ñ÷åò òîãî, ÷òî îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ èìåþò ñèììåòðèþ: ïîëå íàïðàâëåíèé
ñîõðàíÿåòñÿ ïðè âñåâîçìîæíûõ ðàñòÿæåíèÿõ (t, x) 7→ (λx, λy).
Â îáùåì ñëó÷àå ñèììåòðèÿ � ýòî �íåïðåðûâíîå äâèæåíèå�, êîòîðîå ñîõðàíÿåò ïîëå

íàïðàâëåíèé. Ñåé÷àñ ìû óâèäèì, ÷òî íàëè÷èå ñèììåòðèè ïîçâîëÿåò íàéòè çàìåíó
ïåðåìåííîé, êîòîðàÿ ïðåâðàùàåò óðàâíåíèå â àâòîíîìíîå. Àâòîíîìíîå óðàâíåíèå
ìû óæå óìååì ñâîäèòü ê íåàâòîíîìíîìó óðàâíåíèþ ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè, ïåðåõîäÿ
îò ôàçîâûõ êðèâûõ ê èíòåãðàëüíûì (ñì. ðàçäåë 3.3.2). Èòàê, íàëè÷èå ñèììåòðèè
ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ íà 1.
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Óðàâíåíèå ñ îäíîìåðíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé, èìåþùåå ñèììåòðèþ, ïî-
ñëå çàìåíû ïðåâðàùàåòñÿ â îäíîìåðíîå àâòîíîìíîå óðàâíåíèå, ÷òî ïðèâîäèò ê ïîë-
íîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ.
Äàäèì ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå ãðóïïû ñèììåòðèé. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå â îá-

ëàñòè Ω ⊂ Rn+1.

Îïðåäåëåíèå 4.1.15. Äèôôåîìîðôèçì ðàñøèðåííîãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà h : Ω →
Ω ñîõðàíÿåò ïîëå íàïðàâëåíèé, åñëè îí îòîáðàæàåò ïîëå íàïðàâëåíèé â ñåáÿ (â ñìûñ-
ëå îïðåäåëåíèÿ 4.1.4).

Óïðàæíåíèå 60. Ïðîâåðüòå, ÷òî äèôôåîìîðôèçìû, ñîõðàíÿþùèå ïîëå íàïðàâëå-
íèé äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, îáðàçóþò ãðóïïó.

Íàïîìíèì, ÷òî îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà äèôôåîìîðôèçìîâ (ôàçîâûé ïîòîê)
� ýòî ñåìåéñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ gt, t ∈ R, ãëàäêî çàâèñÿùèõ îò t, äëÿ êîòîðîãî
g0 = id è âûïîëíåíî ãðóïïîâîå ñâîéñòâî gtgs = gt+s (îïðåäåëåíèå 2.4.23).

Îïðåäåëåíèå 4.1.16. Ñèììåòðèåé äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ
îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà äèôôåîìîðôèçìîâ ðàñøèðåííîãî ôàçîâîãî ïðîñòðàí-
ñòâà hs : Ω → Ω, ñîõðàíÿþùèõ ïîëå íàïðàâëåíèé.
Îðáèòû ãðóïïû ñèììåòðèé � ýòî êðèâûå

{hs(p) | s ∈ R}. (4.9)

t

x

t̃

z

Ðèñ. 4.3: Ñëåâà: ïîëå íàïðàâëåíèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ẋ = x
t +

x2

t2
− 1 è îðáèòû

ãðóïïû ñèììåòðèé hs(t, x) = (est, esx); îäíà èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ îòìå÷å-
íà æèðíûì. Cïðàâà: îáðàç îðáèò ãðóïïû ñèììåòðèé, ïîëÿ íàïðàâëåíèé
è èíòåãðàëüíîé êðèâîé ïîä äåéñòâèåì çàìåíû (ln t, x/t). Îðáèòû ãðóïïû
ñèììåòðèè âûïðÿìëåíû, íîâîå óðàâíåíèå z′ = z2 − 1 àâòîíîìíî.

Ïî òåîðåìå 2.4.27, ó âñÿêîé îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïû hs åñòü ãåíåðàòîð. Â
÷àñòíîñòè, ñóùåñòâóåò ïîëå w, äëÿ êîòîðîãî gsw = hs, à èìåííî w(x) :=

d
ds |s=0hs(x).

Ôàçîâûå êðèâûå ïîëÿ w � ýòî â òî÷íîñòè îðáèòû ãðóïïû ñèììåòðèé, òàê êàê hs(p) =
gsw(p).
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Â ÷àñòíîñòè, äëÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ hs êàæäûå äâå îðáèòû ãðóïïû ñèììåòðèé
ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ñîâïàäàþò.

Ïðèìåð 4.1.17. Ó ëþáîãî àâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ åñòü ñèììåòðèè hs(t, x) = (t +
s, x) � ïàðàëëåëüíûå ïåðåíîñû âäîëü îñè âðåìåíè. Ïîýòîìó îðáèòû ãðóïïû ñèììåò-
ðèé � ãîðèçîíòàëüíûå ïðÿìûå. Ãåíåðàòîð òàêîé ãðóïïû � ïîëå w = (1, 0).

Ïðèìåð 4.1.18. Îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ � ýòî â òî÷íîñòè óðàâíåíèÿ, èíâàðèàíò-
íûå îòíîñèòåëüíî ðàñòÿæåíèé ïëîñêîñòè (x, y) 7→ (λx, λy). Òàêèå ðàñòÿæåíèÿ îá-
ðàçóþò îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó. Äåéñòâèòåëüíî, ïàðàìåòðèçóåì èõ òàêèì îá-
ðàçîì: hs(t, x) = (est, esx); òîãäà hs ◦ ht = ht+s (âûïîëíÿåòñÿ ãðóïïîâîå ñâîéñòâî).
Îðáèòû ãðóïïû ñèììåòðèé, êðîìå îäíîé, � (îòêðûòûå) ëó÷è, âûõîäÿùèå èç íó-
ëÿ; åäèíñòâåííàÿ èñêëþ÷èòåëüíàÿ îðáèòà ñîñòîèò òîëüêî èç òî÷êè (0, 0). Ãåíåðàòîð
ãðóïïû ñèììåòðèé � ïîëå w(x, y) = (x, y).

×òîáû ñâåñòè äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ ñèììåòðèåé ê àâòîíîìíîìó, äîñòà-
òî÷íî ïðåâðàòèòü ãðóïïó ñèììåòðèé hs â ãðóïïó ñèììåòðèé àâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ
t 7→ t+ s. Çíà÷èò, çàìåíà ïåðåìåííîé äîëæíà ïåðåâîäèòü ãåíåðàòîð ãðóïïû ñèììåò-
ðèé â åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå � ãåíåðàòîð ãðóïïû ñäâèãîâ. Ïðè ýòîì îðáèòû
ãðóïïû ñèììåòðèé áóäóò ïåðåõîäèòü â ãîðèçîíòàëüíûå êðèâûå.

Òåîðåìà 4.1.19. Ïóñòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ẋ = f(t, x) èìååò îäíîïàðà-
ìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó ñèììåòðèé hs. Ïóñòü âåêòîðíîå ïîëå w � ãåíåðàòîð ýòîé
îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïû: hs = gsw. Ïóñòü äèôôåîìîðôèçì H âûïðÿìëÿåò ïîëå
w, òî åñòü ïåðåâîäèò åãî â åäèíè÷íîå ïîëå e1 = (1, 0, . . . , 0).
Òîãäà H ïåðåâîäèò ïîëå íàïðàâëåíèé óðàâíåíèÿ ẋ = f(t, x) â ïîëå íàïðàâëåíèé

íåêîòîðîãî àâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ.
Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííîé (s, u) = H(t, x) â óðàâíåíèè ẋ =

f(t, x) ìû ïîëó÷àåì àâòîíîìíîå óðàâíåíèå u′s = F (u).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòîáðàæåíèå H âûïðÿìëÿåò ïîëå w, ïîýòîìó ïåðåâîäèò åãî ôà-
çîâûå êðèâûå gsw(x0) â ôàçîâûå êðèâûå åäèíè÷íîãî ïîëÿ gse1(y0) = y0 + se1. Òàêèì
îáðàçîì, H(gsw(x0)) = H(x0) + se1, îòêóäà H ◦ gsw ◦H−1(x) = x + se1: îòîáðàæåíèå
H ñîïðÿãàåò ôàçîâûé ïîòîê ïîëÿ w ñî ñäâèãîì íà se1.
Îòîáðàæåíèÿ hs = gsw ñîõðàíÿþò ïîëå íàïðàâëåíèé l óðàâíåíèÿ ẋ = f(t, x):

(hs)∗l = l. Ïîëîæèâ l̃ = H∗l, ïîëó÷èì

l̃ = H∗l = H∗ ◦ (hs)∗l = H∗ ◦ (hs)∗ ◦H−1
∗ ◦H∗l = H∗ ◦ (hs)∗ ◦H−1

∗ l̃ = (H ◦ hs ◦H−1)∗ l̃.

Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ïîëå íàïðàâëåíèé l̃ èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèé H ◦
hs ◦ H−1. Íî ýòè îòîáðàæåíèÿ � ñäâèãè: H ◦ hs ◦ H−1(x) = x + se1. Ïîýòîìó ïîëå
íàïðàâëåíèé l̃ èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ ïåðåìåííîé s, òî åñòü ñîîòâåò-
ñòâóåò óðàâíåíèþ âèäà u′s = F (u), ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî íå çàâèñèò îò âðåìåíè, �
àâòîíîìíîìó óðàâíåíèþ.

×òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü ïðèìåíÿòü ýòîò ìåòîä äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé, íàäî
óìåòü íàõîäèòü âûïðÿìëþùåå îòîáðàæåíèå H äëÿ ãåíåðàòîðà ãðóïïû ñèììåòðèé w.
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4.1.5. Ñèììåòðèè: îáùèé ñëó÷àé

Èìåííî ýòî îòîáðàæåíèå äà¼ò èñêîìóþ çàìåíó ïåðåìåííîé. Â îáùåì ñëó÷àå âûïðÿì-
ëÿþùåå îòîáðàæåíèå ñóùåñòâóåò òîëüêî ëîêàëüíî � â îêðåñòíîñòè êàæäîé íåîñîáîé
òî÷êè a,w(a) ̸= 0 (õîòÿ èíîãäà ìîæíî âûïðÿìèòü ïîëå è íà áîëüøîì êóñêå ïðî-
ñòðàíñòâà). Îáùèé ðåöåïò äà¼ò òåîðåìà î âûïðÿìëåíèè 7.3.1 (ñì. ðàçäåë 7.3).

Çäåñü ìû îïèøåì ïîñòðîåíèå âûïðÿìëÿþùåãî îòîáðàæåíèÿ äëÿ ïîëåé íà ïëîñêî-
ñòè. Ðàññìîòðèì ïîëå w íà ïëîñêîñòè, äëÿ êîòîðîãî w(a) ̸= 0. Âûáåðåìòðàíñâåðñàëü
ê ïîëþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç a. Òðàíñâåðñàëü � ýòî êðèâàÿ Σ: [−1, 1] → R2, Σ(0) = a,
êîòîðàÿ âî âñåõ ñâîèõ òî÷êàõ íå êàñàåòñÿ ïîëÿ w (òðàíñâåðñàëüíà åìó). Ìîæíî âçÿòü
ëþáîé êîðîòêèé îòðåçîê, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç a è íå ïàðàëëåëüíûé âåêòîðó w(a).

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå G(s, u) = gsw ◦Σ(u). Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî íà îêðåñòíîñòè
òî÷êè a ìû ââîäèì ñèñòåìó êîîðäèíàò (s, u), ïðè÷åì òðàíñâåðñàëü ïàðàìåòðèçîâàíà
ïàðàìåòðîì u, à ôàçîâûå êðèâûå ïîëÿ w � ïàðàìåòðîì s. Ïîëîæèì H = G−1.

Òåîðåìà 4.1.20. Äëÿ ëþáîãî C2-ãëàäêîãî ïîëÿ w íà ïëîñêîñòè â îêðåñòíîñòè ëþ-
áîé òî÷êè a, â êîòîðîé w(a) ̸= 0, äèôôåîìîðôèçì H, îïðåäåëåííûé âûøå, ïåðåâî-
äèò ïîëå w â åäèíè÷íîå ïîëå e1 = (1, 0): H∗w = e1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòîáðàæåíèå G(s, u) = gsw ◦ Σ(u) ïåðåâîäèò ëþáóþ ãîðèçîíòàëü-
íóþ ïðÿìóþ u = u0 íà ïëîñêîñòè Ous â ôàçîâóþ êðèâóþ ïîëÿ w, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç
òî÷êó Σ(u0), � â êðèâóþ s 7→ gsw ◦ Σ(u0). Ïîýòîìó âåêòîð ñêîðîñòè ãîðèçîíòàëüíîé
ïðÿìîé � âåêòîð (1, 0) � ïîä äåéñòâèåì äèôôåðåíöèàëà îòîáðàæåíèÿ H ïåðåõîäèò
â âåêòîð ñêîðîñòè ôàçîâîé êðèâîé � âåêòîð ïîëÿ w. Çíà÷èò, G∗e1 = w.

Åñëè òåïåðü ïîëîæèòü H = G−1, ìû ïîëó÷èì H∗w = e1, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Èç òåîðåìû ãëàäêîñòè (òåîðåìà 2.4.6) ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå G ãëàäêîå. ×òîáû
äîêàçàòü, ÷òî îáðàòíîå îòîáðàæåíèå H = G−1 òîæå ãëàäêîå, íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî
äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ G íåâûðîæäåí â òî÷êå (0, 0) = G−1(a), è ïðèìåíèòü
òåîðåìó îá îáðàòíîì îòîáðàæåíèè. Íî ñòîëáöû ìàòðèöû ßêîáè îòîáðàæåíèÿ G â
íóëå � ýòî ∂

∂s |(0,0)G = ∂
∂s |s=0g

s
w|Σ(0) = w(Σ(0)) = w(a) è ∂

∂u |(0,0)G = Σ′(0). Âòîðîå ðà-
âåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî îòîáðàæåíèå g0w òîæäåñòâåííî. Â ñèëó òðàíñâåðñàëüíî-
ñòè Σ ê ïîëþ, ñòîëáöû ìàòðèöû ßêîáè ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ïîýòîìó äèôôåðåíöèàë
îòîáðàæåíèÿ G â òî÷êå (0, 0) íåâûðîæäåí.

Äëÿ ãåíåðàòîðà ãðóïïû ñèììåòðèé îòîáðàæåíèå G çàäàåòñÿ ôîðìóëîé G(s, u) =
gsw ◦ Σ(u) = hs(Σ(u)). Ïî ôîðìóëå (4.7), ïîñëå çàìåíû (s, u) = G−1(t, x) óðàâíåíèå
ẋ = f(t, x) ïðèíèìàåò âèä

du

ds
=
u′t + u′xf

s′t + s′xf

∣∣∣∣
(t,x)=hs(Σ(u))

. (4.10)

Èç òåîðåìû 4.1.19 ñëåäóåò, ÷òî ýòî óðàâíåíèå àâòîíîìíî � ïðàâàÿ ÷àñòü íå ñîäåð-
æèò s. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå åãî ìîæíî ïîëíîñòüþ ðåøèòü ñ ïîìîùüþ ðàçäåëåíèÿ
ïåðåìåííûõ; â ìíîãîìåðíîì � ñâåñòè ê íåàâòîíîìíîìó óðàâíåíèþ, ðàçìåðíîñòü êî-
òîðîãî íà 1 ìåíüøå, êàê îïèñàíî â ðàçäåëå 3.3.2. Èòàê, ìû ïîêàçàëè, êàêèì îáðàçîì
ñèììåòðèÿ ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü ðàçìåðíîñòü ñèñòåìû.
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Ïðèìåð 4.1.21. Íàïîìíèì, ÷òî ó ëþáîãî àâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ åñòü ãðóïïà ñèì-
ìåòðèé hs(t, x) = (t + s, x), ñì. ïðèìåð 4.1.17. Â êà÷åñòâå Σ âîçüìåì âåðòèêàëü-
íóþ ïðÿìóþ t = 1: Σ(u) = (1, u). Ïîëó÷èì G(s, u) = hs(1, u) = (s + 1, u), ïîýòîìó
H(t, x) = (t− 1, x). Ïðè çàìåíå óðàâíåíèå íå ìåíÿåòñÿ.

Ïðèìåð 4.1.22. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé ñèììåòðèè èìåþò âèä
hs(t, x) = (est, esx), ñì. ïðèìåð 4.1.18 Äëÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ â êà÷åñòâå Σ òîæå
ìîæíî âçÿòü âåðòèêàëüíóþ ïðÿìóþ t = 1. Ïîëó÷èì G(s, u) = hs(1, u) = (es, esu),
H(t, x) = G−1(t, x) = (ln t, x/t). Ïîýòîìó ïðè çàìåíå ïåðåìåííîé ìû ïðèõîäèì ê
óðàâíåíèþ

u′s =
ẋ/t− x/t2

1/t
= ẋ− x/t = F (u)− u

è ïîëó÷àåì àâòîíîìíîå óðàâíåíèå (ñð. ñ âûêëàäêîé èç ðàçäåëà 4.1.1).

Åñëè âåêòîðíîå ïîëå íà ïëîñêîñòè èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòîâ ïëîñêî-
ñòè, ãîâîðÿò, ÷òî óðàâíåíèå èìååò âðàùàòåëüíóþ ñèììåòðèþ. Îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ
ãðóïïà ñèììåòðèé â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä

hs(x) =

(
cos s sin s
− sin s cos s

)
.

Óïðàæíåíèå 61. Ïðîâåðüòå, ÷òî òàêèå ïîâîðîòû ïëîñêîñòè îáðàçóþò îäíîïà-
ðàìåðè÷åñêóþ ãðóïïó äèôôåîìîðôèçìîâ.
Âûïèøèòå çàìåíó, êîòîðóþ íóæíî äåëàòü äëÿ óðàâíåíèé, èìåþùèõ âðàùàòåëü-

íóþ ñèììåòðèþ. Â êà÷åñòâå Σ âîçüìèòå ëó÷, âûõîäÿùèé èç íóëÿ.

Óïðàæíåíèå 62. Ïðîâåðüòå, ÷òî ïîëÿ v(x, y) = (x, y), v(x, y) = (y,−x) è v(x, y) =
(x+ y sin(x2 + y2), y − x sin(x2 + y2)) èìåþò âðàùàòåëüíóþ ñèììåòðèþ.

Çàìåíà, êîòîðàÿ âîçíèêàåò èç ãðóïïû ñèììåòðèé, ïîçâîëÿåò ðåøèòü ëþáîå êâàçè-
îäíîðîäíîå óðàâíåíèå íà ïëîñêîñòè.

Îïðåäåëåíèå 4.1.23. Óðàâíåíèå ẋ = v(x) íà ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ êâàçèîäíî-
ðîäíûì, åñëè îíî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî êâàçèîäíîðîäíûõ çàìåí (x1, x2) 7→
(cαx1, c

βx2) äëÿ íåêîòîðûõ α, β.

Åñëè ïîëîæèòü α = β = 1, ïîëó÷èì îïðåäåëåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Ãðóïïà
ñèììåòðèé äëÿ êâàçèîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä hs(x1, x2) = (eαsx1, e

βsx2).

Óïðàæíåíèå 63. Ïðîâåðüòå, ÷òî òàêèå îòîáðàæåíèÿ îáðàçóþò îäíîïàðàìåðè-
÷åñêóþ ãðóïïó äèôôåîìîðôèçìîâ. Âûïèøèòå çàìåíó, êîòîðóþ íóæíî äåëàòü äëÿ
êâàçèîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé.
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4.2 Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû

4.2 Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû

Àâòîíîìíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ íà ïëîñêîñòè ìîæíî çàäàâàòü íå òîëüêî
ñ ïîìîùüþ âåêòîðíûõ ïîëåé, íî è ñ ïîìîùüþ äâîéñòâåííîãî îáúåêòà � äèôôåðåí-
öèàëüíûõ ôîðì.
Íà÷íåì ñ îïðåäåëåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû. Áîëåå ïîäðîáíî î äèôôåðåí-

öèàëüíûõ ôîðìàõ ñì. â êíèãå Ì. Ñïèâàê, Àíàëèç íà ìíîãîîáðàçèÿõ 1.

4.2.1 Îïðåäåëåíèÿ

Êîêàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî è äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû

Íàïîìíèì, ÷òî êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê îáëàñòè Ω ⊂ Rn â òî÷êå p � ýòî ïðî-
ñòðàíñòâî âåêòîðîâ, ïðèëîæåííûõ â òî÷êå p, à êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê êðèâîé
â òî÷êå p îäíîìåðíî è ïîðîæäåíî å¼ êàñàòåëüíûì âåêòîðîì. Ñëåäóþùåå ïîíÿòèå
äâîéñòâåííî ïîíÿòèþ êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Îïðåäåëåíèå 4.2.1. Êîêàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî T ∗
pΩ ê îòêðûòîìó ìíîæåñòâó

Ω ⊂ Rn â òî÷êå p ∈ Ω � ýòî ïðîñòðàíñòâî, äâîéñòâåííîå ê TpΩ, òî åñòü ïðîñòðàíñòâî
ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå. Êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî
îíî èçîìîðôíî Rn.
Êîêàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê êðèâîé � ýòî ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ ôóíêöèîíà-

ëîâ íà å¼ (îäíîìåðíîì) êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå.

Íàïðèìåð, äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè f : Ω → R â òî÷êå p � ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë
íà TpΩ, òî åñòü ýëåìåíò êîêàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà: df |p ∈ T ∗

pΩ.
Äèôôåðåíöèàëüíàÿ 1-ôîðìà � îáúåêò, äâîéñòâåííûé âåêòîðíîìó ïîëþ. Âåêòîð-

íîå ïîëå � ýòî âåêòîð, ïðèëîæåííûé â êàæäîé òî÷êå, òî åñòü ýëåìåíò êàñàòåëüíîãî
ïîñòðàíñòâà â êàæäîé òî÷êå; äèôôåðåíöèàëüíàÿ 1-ôîðìà � ýòî ëèíåéíûé ôóíêöè-
îíàë íà TpΩ â êàæäîé òî÷êå.

Îïðåäåëåíèå 4.2.2. (Ãëàäêàÿ) äèôôåðåíöèàëüíàÿ 1-ôîðìà � ýòî ãëàäêîå
îòîáðàæåíèå, êîòîðîå êàæäîé òî÷êå p ∈ Ω ñîïîñòàâëÿåò ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë
ωp : TpΩ → R íà êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå â òî÷êå p.

Âàæíûé ïðèìåð äèôôåðåíöèàëüíîé 1-ôîðìû � äèôôåðåíöèàë df ôóíêöèè f : Rn →
R: â êàæäîé òî÷êå p ìû ðàññìàòðèâàåì ôóíêöèîíàë df |p : TpRn → R.
Â êîîðäèíàòàõ äèôôåðåíöèàëüíàÿ 1-ôîðìà èìååò âèä

ω = a1(x)dx1 + a2(x)dx2 + . . .+ an(x)dxn,

ãäå ôóíêöèè ai ãëàäêèå, à ôîðìû dxj ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèàëàìè êîoðäèíàòíûõ
ôóíêöèé xj . Â ÷àñòíîñòè,

df =
∂f

∂x1
dx1 +

∂f

∂x2
dx2 + · · ·+ ∂f

∂xn
dxn.

1Ì. Ñïèâàê, Àíàëèç íà ìíîãîîáðàçèÿõ, Ì: Ìèð, 1968.

137



4 Ñèììåòðèè è çàêîíû ñîõðàíåíèÿ

Äèôôåðåíöèàëüíóþ 1-ôîðìó ìîæíî âû÷èñëèòü íà âåêòîðå v ∈ TpΩ, ïðèëîæåííîì
â òî÷êå p. Â êîîðäèíàòàõ, åñëè âåêòîð v = (v1, . . . , vn) ïðèëîæåí â òî÷êå x, òî

ω(v) = a1(x)v1 + a2(x)v2 + . . .+ an(x)vn,

òàê êàê ïî îïðåäåëåíèþ äèôôåðåíöèàëà dxj(v) = vj . Èòàê, äèôôåðåíöèàëüíàÿ
ôîðìà äåéñòâóåò íà âåêòîðû, ïðèëîæåííûå â òî÷êàõ Ω.
Êðîìå äèôôåðåíöèàëüíûõ 1-ôîðì, ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå äèôôåðåíöèàëüíûõ k-

ôîðì ëþáîãî ïîðÿäêà k (èõ ìîæíî áóäåò âû÷èñëÿòü íà íàáîðàõ èç k âåêòîðîâ).
Íî ìû íå áóäåì íè äàâàòü îïðåäåëåíèå k-ôîðì, íè èñïîëüçîâàòü èõ. Â äàëüíåéøåì
ìû áóäåì ïèñàòü �(äèôôåðåíöèàëüíàÿ) ôîðìà�, èìåÿ â âèäó �äèôôåðåíöèàëüíàÿ
1-ôîðìà�.

Äèôôåðåíöèàë êàê äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà

Äîêàæåì, ÷òî çíà÷åíèå äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû df íà âåêòîðå v ∈ TpΩ � ýòî
ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f âäîëü âåêòîðà v. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 4.2.3. Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f : Rn → R âäîëü âåêòîðà v â
òî÷êå p � ýòî ïðîèçâîäíàÿ îòîáðàæåíèÿ t 7→ f(p+ vt) â òî÷êå t = 0:

Lvf =
d

dt
f(p+ vt)

∣∣∣∣
t=0

.

Åùå îäíî îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé âäîëü âåêòîðà òàêîâî:

Lvf =
d

dt
f(γ(t))

∣∣∣∣
t=0

,

ãäå γ(t) � êðèâàÿ, äëÿ êîòîðîé γ(0) = p, γ̇(0) = v.

Âèäíî, ÷òî ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé âäîëü âåêòîðà íå çàâèñèò îò âûáîðà êîîðäèíàò.

Óïðàæíåíèå 64. Äîêàæèòå ýêâèâàëåíòíîñòü ýòèõ îïðåäåëåíèé.

Ïðåäëîæåíèå 4.2.4. Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè âäîëü âåêòîðà v ∈ TpΩ � ýòî çíà÷åíèå
ôîðìû df íà âåêòîðå v.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ôîðìóëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè,

Lvf =
∂f

∂x1
v1 +

∂f

∂x2
v2 + · · ·+ ∂f

∂xn
vn = df |p v.

Ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíåíî â ëþáîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.
Åãî ìîæíî äîêàçàòü è áåç èñïîëüçîâàíèÿ êîîðäèíàò: òàê êàê γ(0) = p, ïî îïðåäå-

ëåíèþ äèôôåðåíöèàëà

f(γ(t))− f(γ(0)) = df |p(γ(t)− γ(0)) + o(|γ(t)− γ(0)|),
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4.2.1. Îïðåäåëåíèÿ

ïîýòîìó ïîñëå äåëåíèÿ ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè íà t è ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà t→ 0 ìû
ïîëó÷àåì

d

dt
f(γ(t)) = df |p γ̇(0) = df |pv,

÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ôîðìóëó äëÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè âäîëü âåêòîðà ÷àñòî çàïèñûâàþò ñ èñïîëüçî-
âàíèåì ãðàäèåíòà ôóíêöèè f . Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ãðàäèåíòà.

Îïðåäåëåíèå 4.2.5. Ãðàäèåíò ôóíêöèè f : Rn → R â òî÷êå p � ýòî âåêòîð grad f ,
äâîéñòâåííûé ê ëèíåéíîìó ôóíêöèîíàëó df |p îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíîãî ñêàëÿðíî-
ãî ïðîèçâåäåíèÿ:

(grad f |p, v) = df |pv äëÿ ëþáîãî âåêòîðà v.

Ãðàäèåíò çàâèñèò îò âûáîðà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Åñëè ñèñòåìà êîîðäèíàò
îðòîíîðìèðîâàíà îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (òî åñòü (ei, ej) = δij),
òî äâîéñòâåííûì ê äèôôåðåíöèàëó áóäåò âåêòîð

grad f |p = (
∂f

∂x1
, . . . ,

∂f

∂xn
).

Ïî îïðåäåëåíèþ ãðàäèåíòà, èç ïðåäëîæåíèÿ 4.2.4 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

Lvf = (grad f |p, v). (4.11)

Çàìåòèì, ÷òî õîòÿ ãðàäèåíò ìåíÿåòñÿ ïðè èçìåíåíèè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ïðà-
âàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (4.11) íå çàâèñèò íè îò âûáîðà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, íè îò
âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò (òàê êàê ðàâíà df |p(v)).

Çàìåíà ïåðåìåííîé â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå

Êàê ìû óæå îòìå÷àëè, â äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè â îïðåäåëåíèå îáúåêòà âñå-
ãäà âêëþ÷àþò èíôîðìàöèþ î òîì, êàê ìåíÿåòñÿ ýòîò îáúåêò ïðè çàìåíå êîîðäèíàò.
È âåêòîðíîå ïîëå, è äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà â Rn çàäàþòñÿ íàáîðîì n ôóíêöèé;
íî ìû óâèäèì, ÷òî ýòè ôóíêöèè ïî-ðàçíîìó èçìåíÿþòñÿ ïðè çàìåíàõ êîîðäèíàò.
Ïóñòü H : Ω1 → Ω2 � äèôôåîìîðôèçì îáëàñòåé Ω1,Ω2 ⊂ Rn. Íàïîìíèì, ÷òî

åñëè â îáëàñòè Ω1 çàäàíî âåêòîðíîå ïîëå v, òî â îáëàñòè Ω2 âîçíèêàåò åãî îáðàç
ïîä äåéñòâèåì äèôôåîìîðèôèçìà H � ïîëå ṽ = H∗v, êîòîðîå â òî÷êå H(p) ðàâíî
ṽ(H(p)) = dH|pv(p).
Ïóñòü òåïåðü â îáëàñòè Ω2 (â îáðàçå äèôôåîìîðôèçìà) çàäàíà äèôôåðåíöèàëü-

íàÿ ôîðìà ω. Òîãäà â îáëàñòè Ω1 âîçíèêàåò ôîðìà ω̃ := H∗ω, êîòîðàÿ â òî÷êå p ∈ Ω1

äåéñòâóåò íà âåêòîðû ïðîñòðàíñòâà TpΩ1 ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ v ∈ TpΩ1

ω̃(v) = ω(H∗v) (4.12)

ãäå H∗v = dH|pv ∈ TH(p)Ω2.
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4 Ñèììåòðèè è çàêîíû ñîõðàíåíèÿ

Ýòî îïðåäåëåíèå îçíà÷àåò, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð H∗ : T ∗
H(p)Ω2 → T ∗

pΩ1 äâîéñòâå-
íåí ê ëèíåéíîìó îïåðàòîðó H∗ : TpΩ1 → TH(p)Ω2.
Â êîîðäèíàòàõ, ïóñòü òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè xj â îáëàñòè Ω1 ïåðåõîäèò â òî÷êó ñ

êîîðäèíàòàìè yj = hj(x1, . . . , xn) â îáëàñòè Ω2. Òîãäà èç ôîðìû ω = a1(y)dy1+ · · ·+
an(y)dyn â îáëàñòè Ω2 ìû ïîëó÷àåì ôîðìó ω̃ = H∗ω â îáëàñòè Ω1, ãäå

ω̃ = a1(h(x))dh1(x) + · · ·+ an(h(x))dhn(x) =

= a1(h(x))
n∑
j=1

∂h1
∂xj

dxj + · · ·+ an(h(x))
n∑
j=1

∂hn
∂xj

dxj =

=
n∑
j=1

aj(h(x))
∂hj
∂x1

dx1 +
n∑
j=1

aj(h(x))
∂hj
∂x2

dx2 + · · ·+
n∑
j=1

aj(h(x))
∂hj
∂xn

dxn. (4.13)

Óïðàæíåíèå 65. Ïðîâåðüòå, ÷òî êîîðäèíàòíîå îïðåäåëåíèå (4.13) ðàâíîñèëüíî
áåñêîîðäèíàòíîìó (4.12).

Èíòåãðèðîâàíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì

Äèôôåðåíöèàëüíûå 1-ôîðìû ìîæíî èíòåãðèðîâàòü ïî êðèâûì â îáëàñòè Ω. Â ÷àñò-
íîñòè, èíòåãðàë Ðèìàíà2

∫ b
a f(x)dx � ýòî èíòåãðàë îò 1-ôîðìû f(x)dx ïî îòðåçêó

ïðÿìîé.

Îïðåäåëåíèå 4.2.6. Èíòåãðàë îò äèôôåðåíöèàëüíîé 1-ôîðìû ω â Rm ïî ãëàäêîé
êðèâîé γ : [a, b] → Rm � ýòî ∫

γ
ω :=

∫ b

a
ω(γ̇(t))dt,

ãäå ω(γ̇(t))� ýòî çíà÷åíèå äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû ω íà âåêòîðå γ̇(t), êàñàòåëüíîì
ê êðèâîé γ.

Îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà â êîîðäèíàòàõ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü

ω = F1(x1, . . . , xm)dx1 + . . .+ Fm(x1, . . . , xm)dxm,

γ(t) = (γ1(t), . . . , γm(t)).

Òîãäà ∫
γ
(F1dx1 + . . .+ Fmdxm) =

∫ b

a
(F1(γ(t))γ̇1(t) + . . .+ Fm(γ(t))γ̇m(t))dt.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ n = 1 è äëÿ êðèâîé γ(t) = t, t ∈ [a, b], (òî åñòü äëÿ êðèâîé,
ñîâïàäàþùåé ñ îòðåçêîì [a, b]) òàê îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë ñîâïàäàåò ñ îáû÷íûì

2Ãåîðã Ôðèäðèõ Áåðíõàðä Ðèìàí (1826 � 1866) � ìàòåìàòèê, èçâåñòíûé ñâîèì âêëàäîì â âåùå-
ñòâåííûé è êîìïëåêñíûé àíàëèç, òåîðèþ ÷èñåë, äèôôåðåíöèàëüíóþ ãåîìåòðèþ.
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4.2.2. Ïôàôôîâû äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

èíòåãðàëîì Ðèìàíà:
∫
γ f(x)dx =

∫ b
a f(t) ·1dt. Ïîýòîìó ïóòàíèöû ñ îáîçíà÷åíèÿìè íå

âîçíèêàåò.

Íèæå ìû äîêàæåì îáîáùåíèå òåîðåìû î çàìåíå ïåðåìåííîé â îïðåäåë¼ííîì èí-
òåãðàëå è îáîáùåíèå ôîðìóëû Íüþòîíà-Ëåéáíèöà.

Ïðåäëîæåíèå 4.2.7. Èíòåãðàë îò äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû ïî êðèâîé íå çàâè-
ñèò îò ïàðàìåòðèçàöèè êðèâîé. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ ëþáîãî äèôôåîìîðôèçìà
φ : [a, b] → [c, d], t = φ(τ), èíòåãðàë îò ëþáîé äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû ïî ãëàäêîé
êðèâîé γ ñîâïàäàåò ñ å¼ èíòåãðàëîì ïî êðèâîé γ̃(τ) := γ(φ(τ)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïèøåì îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà ôîðìû ω ïî êðèâîé γ è ñäåëàåì
çàìåíó ïåðåìåííîé t = φ(τ). Ïîëó÷èì

∫
γ
ω =

∫ b

a

(
F1(γ(t))

dγ1
dt

+ . . .+ Fm(γ(t))
dγm
dt

)
dt =

=

∫ d

c

(
F1(γ(φ(τ)))

dγ1
dt

|φ(τ)
dφ

dτ
+ . . .+ Fm(γ(φ(τ)))

dγm
dt

|φ(τ)
dφ

dτ

)
dτ.

Òàê êàê dγk
dt |φ(τ)

dφ
dτ = d

dτ (γk(t(τ))) ïî ôîðìóëå ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé ôóíêöèè, ïî-
ñëåäíèé èíòåãðàë ðàâåí èíòåãðàëó ôîðìû ω ïî êðèâîé γ(t(τ)).

Îïðåäåëåíèå 4.2.8. Ôîðìà ω íàçûâàåòñÿ òî÷íîé, åñëè ω = dF äëÿ íåêîòîðîé
ôóíêöèè F ∈ C2 (Ω). Ýòà ôóíêöèÿ F íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëîì äèôôåðåíöèàëüíîé
ôîðìû.

Ïîòåíöèàë äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî ïðèáàâëåíèÿ
êîíñòàíòû.

Ïðåäëîæåíèå 4.2.9. Èíòåãðàë ïî ãëàäêîé êðèâîé γ : [a, b] → Rm îò òî÷íîé ôîðìû
ω = dF ðàâåí ïðèðàùåíèþ å¼ ïîòåíöèàëà F âäîëü êðèâîé:∫

γ
dF = F (γ(b))− F (γ(a)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çíà÷åíèå ôîðìû dF íà ëþáîì âåêòîðå v � ýòî ïðîèçâîäíàÿ ôóíê-
öèè F âäîëü âåêòîðà v. Ïîýòîìó∫

γ
dF =

∫ b

a
dF (γ̇(t))|γ(t) =

∫ b

a

d

dt
F (γ(t))dt = F (γ(b))− F (γ(a)).

Çäåñü ìû ïðèìåíèëè ôîðìóëó Íüþòîíà-Ëåéáíèöà äëÿ ôóíêöèè F (γ(t)).

4.2.2 Ïôàôôîâû äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

Ïóñòü γ = (γ1, γ2) � êðèâàÿ íà ïëîñêîñòè.
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4 Ñèììåòðèè è çàêîíû ñîõðàíåíèÿ

Ðàññìîòðèì (îäíîìåðíîå) êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî Tpγ ê êðèâîé γ â òî÷êå p ∈ γ.
Îãðàíè÷èì ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû dx è dy íà ïðîñòðàíñòâî Tpγ. Íà êàñàòåëüíîì
âåêòîðå ê êðèâîé γ îãðàíè÷åíèÿ ðàâíû

dx(γ̇1(t), γ̇2(t)) = γ̇1(t),

dy(γ̇1(t), γ̇2(t)) = γ̇2(t).

Ýòî äâà ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëà íà îäíîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Tpγ, ïîýòîìó îíè ëè-
íåéíî çàâèñèìû. Åñëè òåïåðü ôèêñèðîâàòü êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè
â êàæäîé òî÷êå p, ìû ïîëó÷èì óñëîâèå íà ïðîñòðàíñòâî Tpγ â êàæäîé òî÷êå p �
ïôàôôîâî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå.

Îïðåäåëåíèå 4.2.10. Ïôàôôîâûì3 äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì â îáëàñòè
Ω ⊂ R2 íàçûâàåòñÿ çàïèñü âèäà ω = 0, ãäå äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà ω èìååò âèä
ω = A(x, y)dx + B(x, y)dy, è ãëàäêèå ôóíêöèè A,B : Ω → R íå îáðàùàþòñÿ â íîëü
îäíîâðåìåííî.

Êðèâàÿ γ íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé ïôàôôîâà óðàâíåíèÿ, åñëè â êàæäîé
òî÷êå p ∈ γ âûïîëíåíî óñëîâèå ω(Tpγ) = 0, òî åñòü ôîðìà ω � íóëåâàÿ â îãðàíè÷åíèè
íà êàæäîå êàñàòåëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ê êðèâîé γ. Åñëè èíòåãðàëüíàÿ γ ÿâëÿåò-
ñÿ ãðàôèêîì ôóíêöèè y = φ(x), òî ýòà ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì ïôàôôîâà
óðàâíåíèÿ.

Ïôàôôîâî óðàâíåíèå ëåãêî ïðåâðàòèòü â îáû÷íîå.

Ïðåäëîæåíèå 4.2.11. Èíòåãðàëüíûå êðèâûå ïôàôôîâà óðàâíåíèÿ

A(x, y)dx + B(x, y)dy = 0, (4.14)

ãäå ôóíêöèè A,B ãëàäêèå, ñîâïàäàþò ñ èíòåãðàëüíûìè êðèâûìè äèôôåðåíöèàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ

dy

dx
= −A(x, y)

B(x, y)
. (4.15)

Â ïîñëåäíåì óðàâíåíèè ìû ðàçðåøàåì ñëó÷àé B(x, y) = 0 è ðàññìàòðèâàåì óðàâíå-
íèå â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2.2.8.

Êàê ìû çíàåì, èíòåãðàëüíûå êðèâûå ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ñîâïàäàþò ñ ôàçîâû-
ìè êðèâûìè óðàâíåíèÿ

ẋ = B(x, y),

ẏ = −A(x, y).
(4.16)

Â ýòîì ñìûñëå óðàâíåíèÿ (4.14), (4.15) è (4.16) ðàâíîñèëüíû.

3Èîãàíí Ôðèäðèõ Ïôàôô (1765 � 1825) � ìàòåìàòèê, èçâåñòíûé ñâîèìè ðàáîòàìè ïî óðàâíåíèÿì
ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè è òåîðèè ðÿäîâ.
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4.2.3. Åùå îäíî îáîñíîâàíèå ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëèì çíà÷åíèå ôîðìû Adx+Bdy íà êàñàòåëüíîì âåêòîðå ê
êðèâîé γ:

(Adx+Bdy)(γ̇1(t), γ̇2(t)) = Aγ̇1(t) +Bγ̇2(t).

Åñëè γ � èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ óðàâíåíèÿ (4.15), òî ýòî âûðàæåíèå ðàâíî íóëþ.
Çíà÷èò, ôîðìà Adx+Bdy ðàâíà íóëþ íà Tpγ, òàê êàê ïðîñòðàíñòâî Tpγ ïîðîæäåíî
êàñàòåëüíûì âåêòîðîì ê êðèâîé γ.

Îáðàòíî, åñëè ôîðìà Adx+ Bdy ðàâíà íóëþ íà Tpγ, òî îíà ðàâíà íóëþ íà êàñà-
òåëüíîì âåêòîðå ê êðèâîé γ, îòêóäà

Aγ̇1(t) +Bγ̇2(t) = 0.

Çíà÷èò,
γ̇2(t)

γ̇1(t)
= −A

B
.

Åñëè B(x, y) = 0, ñëåäóåò ðàññìîòðåòü îáðàòíîå îòíîøåíèå. Ïîýòîìó êðèâàÿ γ ÿâ-
ëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé äëÿ óðàâíåíèÿ (4.15).

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ÷àñòî ïèñàòü óðàâíåíèå A(x, y)dx+B(x, y)dy = 0 âìåñòî
óðàâíåíèÿ (4.15). Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè A è B ìîæíî îäíîâðåìåííî äîìíîæèòü íà
ëþáóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ íå îáðàùàåòñÿ â íîëü; ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå (4.15)
íå ïîìåíÿåòñÿ.

4.2.3 Åùå îäíî îáîñíîâàíèå ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ

Â ðàçäåëå 3.3.3 ìû äîêàçàëè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 4.2.12. Äëÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé f, g ëþáîå ðåøåíèå x 7→ y(x) óðàâíåíèÿ

ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè dy
dx = g(y)

f(x) â îáëàñòè f(x) ̸= 0, g(y) ̸= 0 äà¼òñÿ
ôîðìóëîé ∫ x

x0

dζ

f(ζ)
=

∫ y(x)

y0

dη

g(η)
. (4.17)

Ïåðåä ýòèì â ðàçäåëå 3.3.1 ìû äàëè íåôîðìàëüíîå îáúÿñíåíèå òîìó, ÷òî ýòî
óòâåæäåíèå âåðíî: ìû äîìíîæèëè îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà dx, ðàçäåëèëè íà g(y)
è ïðèïèñàëè èíòåãðàëû. Ñåé÷àñ ìû óâèäèì, ÷òî ýòèì îïåðàöèÿì ìîæíî ïðèäàòü
ñòðîãèé ñìûñë ñ ïîìîùüþ ïôàôôîâûõ óðàâíåíèé. Òàê êàê âûøå ìû ðàññìàòðèâà-
ëè òîëüêî ãëàäêèå äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû, ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèè f, g
ãëàäêèå; îò ýòîãî òðåáîâàíèÿ ìîæíî èçáàâèòüñÿ, åñëè ðàññìàòðèâàòü íåïðåðûâíûå
äèôôåðåíöèàëüíûå 1-ôîðìû.

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â âèäå

dy

g(y)
− dx

f(x)
= 0.
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Ýòî ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî çíà÷åíèÿ ôîðì dy
g(y) è

dx
f(x) íà êàñàòåëüíûõ âåêòîðàõ ê

èíòåãðàëüíîé êðèâîé íàøåãî óðàâíåíèÿ äîëæíû ñîâïàäàòü. Ïîýòîìó ïî îïðåäåëå-
íèþ èíòåãðàëà îò äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû, åñëè γ � ëþáîé êóñîê èíòåãðàëüíîé
êðèâîé, òî ∫

γ

dx

f(x)
=

∫
γ

dy

g(y)
.

Îáå ôîðìû dx
f(x) è

dy
g(y) òî÷íû: åñëè F � ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè f−1, à G � ïåðâî-

îáðàçíàÿ ôóíêöèè g−1, òî ïîòåíöèàëîì ôîðìû dx
f(x) áóäåò ôóíêöèÿ (x, y) 7→ F (x), à

ïîòåíöèàëîì ôîðìû dy
g(y) áóäåò (x, y) 7→ G(y). Ïîýòîìó ïî ïðåäëîæåíèþ 4.2.9 èíòå-

ãðàëû ðàâíû ïðèðàùåíèþ ïîòåíöèàëîâ ýòèõ ôîðì âäîëü γ. Åñëè γ(t) = (x(t), y(t)),
t ∈ [0, T ], òî ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

F (x(T ))− F (x(0)) = G(y(T ))−G(y(0)),

è F (x) = G(y) + C âäîëü èíòåãðàëüíîé êðèâîé, ÷òî è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü.

Ìû ïðîäåëàëè â òî÷íîñòè òî æå ñàìîå, ÷òî â ðàçäåëå 3.3.1: â óðàâíåíèè dy
dx = g(y)

f(x)

ðàçäåëèëè íà g(y) è äîìíîæèëè íà dx (ïåðåøëè ê äèôôåðåíöèàëüíûì ôîðìàì)
è äîïèñàëè èíòåãðàëû. Èòàê, ìû ïðèâåëè àêêóðàòíîå îáîñíîâàíèå ýâðèñòè÷åñêèõ
ðàññóæäåíèé èç ðàçäåëà 3.3.1.

4.2.4 Óðàâíåíèÿ â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ

Ïôàôôîâî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå A(x, y)dx+B(x, y)dy = 0 ñòàíîâèòñÿ î÷åíü
ïðîñòûì, åñëè îíî èìååò âèä dF = 0. Òîãäà îíî íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì â ïîëíûõ
äèôôåðåíöèàëàõ.

Îïðåäåëåíèå 4.2.13. Ïôàôôîâî óðàâíåíèå ω = 0 íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì â ïîë-
íûõ äèôôåðåíöèàëàõ, åñëè ôîðìà ω òî÷íà: ω = dF äëÿ íåêîòîðîé C2-ãëàäêîé
ôóíêöèè F .

Äëÿ óðàâíåíèÿ â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ ôóíêöèÿ F ïîñòîÿííà âäîëü èíòå-
ãðàëüíûõ êðèâûõ.

Îïðåäåëåíèå 4.2.14. Ëèíèÿ óðîâíÿ ôóíêöèè F : R2 → R � ýòî êðèâàÿ â ïëîñêîñòè
R2, íà êîòîðîé çíà÷åíèå ôóíêöèè ïîñòîÿííî: F (x, y) = c.

Îïðåäåëåíèå 4.2.15. Ôóíêöèÿ F íàçûâàåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì óðàâíåíèÿ dy
dx =

f(x, y), åñëè èíòåãðàëüíûå êðèâûå óðàâíåíèÿ ëåæàò íà ëèíèÿõ óðîâíÿ ôóíêöèè F ,
òî åñòü ôóíêöèÿ ïîñòîÿííà âäîëü ëþáîé èíòåãðàëüíîé êðèâîé (φ(t), ψ(t)):

F (φ(t), ψ(t)) = const.

Òåîðåìà 4.2.16. Ïóñòü ïôàôôîâî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ω = 0 â îáëàñòè
Ω ⊂ R2 ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ: ω = dF äëÿ íåêîòîðîé
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4.2.4. Óðàâíåíèÿ â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ

ôóíêöèè F ∈ C2(Ω). Òîãäà ôóíêöèÿ F ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì óðàâíåíèÿ
(4.18), òî åñòü ïîñòîÿííà âäîëü ëþáîé èíòåãðàëüíîé êðèâîé (φ(t), ψ(t)):

F (φ(t), ψ(t)) = const

.

Íàïðèìåð, äëÿ óðàâíåíèÿ dy
dx = −x

y ôóíêöèÿ x2+y2 ïîñòîÿííà âäîëü èíòåãðàëüíûõ

êðèâûõ. Çíà÷èò, èíòåãðàëüíûå êðèâûå ëåæàò íà ëèíèÿõ óðîâíÿ ôóíêöèè x2 + y2 �
íà îêðóæíîñòÿõ (ñì. ðèñ. 2.2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü (φ(t), ψ(t))� èíòåãðàëüíàÿ êðè-
âàÿ ïôàôôîâà óðàâíåíèÿ dF = 0. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêà-
çàòü, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè F (φ(t), ψ(t)) ïî t ðàâíà íóëþ.
Ïðîèçâîäíàÿ d

dtF (φ(t), ψ(t)) � ýòî ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè F âäîëü êàñàòåëüíîãî

âåêòîðà ê êðèâîé (φ(t), ψ(t)), êîòîðûé ðàâåí (φ̇(t), ψ̇(t)). Íî ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè
âäîëü âåêòîðà åñòü çíà÷åíèå å¼ äèôôåðåíöèàëà íà ýòîì âåêòîðå. Ïîëó÷àåì

d

dt
F (φ(t), ψ(t)) = L(φ̇(t),ψ̇(t))F = dF (φ̇(t), ψ̇(t)).

Òàê êàê íàøå óðàâíåíèå èìååò âèä dF = 0, çíà÷åíèå äèôôåðåíöèàëà dF ðàâíî
íóëþ íà êàñàòåëüíîì âåêòîðå (φ̇(t), ψ̇(t)) ê åãî èíòåãðàëüíîé êðèâîé (φ(t), ψ(t)).
Èòàê, d

dtF (φ(t), ψ(t)) = 0, è ôóíêöèÿ F ïîñòîÿííà âäîëü èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ.
Âòîðîå äîêàçàòåëüñòâî: äîêàçàòåëüñòâî áåç äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì.

Çàïèøåì óðàâíåíèå dF = 0 â êîîðäèíàòàõ: ∂F
∂x dx + ∂F

∂y dy = 0. Ïî ïðåäëîæåíèþ
4.1.6, èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ (φ(t), ψ(t)) ýòîãî ïôàôôîâà óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òàêæå
èíòåãðàëüíîé êðèâîé óðàâíåíèÿ

dy

dx
=

−∂F
∂x
∂F
∂y

. (4.18)

Èòàê,

ψ̇(t)

φ̇(t)
=

−∂F
∂x
∂F
∂y

∣∣∣∣∣
(φ(t), ψ(t))

. (4.19)

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè F (φ(t), ψ(t)): ïî ôîðìóëå ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé
ôóíêöèè,

d

dt
F (φ(t), ψ(t)) =

∂F

∂x
(φ(t), ψ(t)) φ̇(t) +

∂F

∂y
(φ(t), ψ(t)) ψ̇(t),

îòêóäà, ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâîì (4.19), ïîëó÷èì

d

dt
F (φ(t), ψ(t)) = φ̇(t)

(
∂F

∂x
+
∂F

∂y
·
−∂F
∂x
∂F
∂y

)∣∣∣∣∣
(φ(t),ψ(t))

= 0.
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Ýòî ïðåäëîæåíèå ïîçâîëÿåò ðåøèòü óðàâíåíèå â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ. Äåé-
ñòâèòåëüíî, åãî èíòåãðàëüíûå êðèâûå (ãðàôèêè ðåøåíèé) ñîâïàäàþò ñ ëèíèÿìè
óðîâíÿ ôóíêöèè F .

4.2.5 Óñëîâèå òî÷íîñòè äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû: ëåììà Ïóàíêàðå

Ìû íàó÷èëèñü ðåøàòü óðàâíåíèÿ â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ. Òåïåðü åñòåñòâåííî
çàäàòü ñëåäóþùèé âîïðîñ:

Âîïðîñ. Çàäàíà ãëàäêàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà ω = A(x, y)dx+B(x, y)dy â îá-
ëàñòè Ω. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ îíà ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé, òî åñòü ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ
F ∈ C2(Ω), òàêàÿ ÷òî ω = dF?

Äðóãèìè ñëîâàìè, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ F , ÷òî ∂F
∂x = A(x, y), ∂F

∂y =
B(x, y)?
Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé î ðàâåíñòâå ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ: äëÿ C2-ãëàäêèõ

ôóíêöèé
∂2F

∂x∂y
=

∂2F

∂y∂x
.

Èç íå¼ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ òî÷íîé ôîðìû

∂

∂y
A(x, y) =

∂

∂x
B(x, y). (4.20)

Âîïðîñ. ßâëÿåòñÿ ëè óñëîâèå (4.20) äîñòàòî÷íûì äëÿ òîãî, ÷òîáû ôîðìà Adx+
Bdy áûëà òî÷íà?

Îêàçûâàåòñÿ, îòâåò ñèëüíî çàâèñèò îò ñâîéñòâ îáëàñòè Ω. Óñëîâèå (4.20) áóäåò
äîñòàòî÷íûì, åñëè â îáëàñòè Ω íåò ¾äûð¿. Ìû íå áóäåì äîêàçûâàòü ýòîò ôàêò (è
íå áóäåì îáúÿñíÿòü, ÷òî òàêîå ¾äûðû¿), íî äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèÿ (4.20)
äëÿ íåêîòîðîãî ñïåöèàëüíîãî êëàññà îáëàñòåé áåç ¾äûð¿ � çâ¼çäíûõ îáëàñòåé. Ìû
äîêàæåì îáùåå óòâåðæäåíèå äëÿ 1-ôîðìû ω â ïðîñòðàíñòâå ëþáîé ðàçìåðíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 4.2.17. Îáëàñòü Ω ∈ Rm íàçûâàåòñÿ çâ¼çäíîé, åñëè äëÿ íåêîòîðîé
òî÷êè p ∈ Ω è äëÿ ëþáîé äðóãîé òî÷êè q ∈ Ω îòðåçîê [p, q] ïîëíîñòüþ ñîäåðæèòñÿ
â Ω (ñì. ðèñ. 4.4).

Îáîáùèì óñëîâèå (4.20) íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé:

Îïðåäåëåíèå 4.2.18. Ôîðìà ω = A1dx1 + . . . + Amdxm íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé,
åñëè

∂Ai
∂xk

=
∂Ak
∂xi

äëÿ âñåõ çíà÷åíèé k, i.

Óïðàæíåíèå 66. Äîêàæèòå, ÷òî çàìêíóòîñòü ôîðìû íå çàâèñèò îò âûáîðà
êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâå.
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4.2.5. Óñëîâèå òî÷íîñòè äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû: ëåììà Ïóàíêàðå

Ðèñ. 4.4: Ïðèìåð çâ¼çäíîé îáëàñòè íà ïëîñêîñòè.

Äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ ìû óæå îáúÿñíèëè, ÷òî òî÷íàÿ ôîðìà îáÿçàòåëüíî ÿâëÿ-
åòñÿ çàìêíóòîé. Îáùèé ñëó÷àé íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò äâóìåðíîãî:

Ëåììà 4.2.19. Òî÷íàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ 1-ôîðìà ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé.

Óïðàæíåíèå 67. Äîêàæèòå ýòî.

Ëåììà (Ïóàíêàðå4). Â çâ¼çäíîé îáëàñòè ëþáàÿ çàìêíóòàÿ C1-ãëàäêàÿ äèôôåðåí-
öèàëüíàÿ 1-ôîðìà òî÷íà5.

Â ÷àñòíîñòè, íåîáõîäèìîå óñëîâèå (4.20) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ çâ¼çäíûõ îá-
ëàñòåé íà ïëîñêîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû Ïóàíêàðå. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êà p èç îïðåäåëåíèÿ çâåçä-
íîé îáëàñòè íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ïóñòü ω � çàìêíóòàÿ ôîðìà, ω =
A1dx1 + · · ·+Andxn. Ìû õîòèì íàéòè å¼ ïîòåíöèàë F , çíàÿ âñå åãî ÷àñòíûå ïðîèç-
âîäíûå: ∂F

∂xi
= Ai.

Çàìåòèì, ÷òî ïî ïðåäëîæåíèþ 4.2.9 äëÿ ëþáîé òî÷êè x = (x1, x2 . . . , xn) è ëþáîé
ôóíêöèè G : Rn → R

G(x)−G(0) =

∫
[0,x]

dG =

∫ 1

0

(
x1
∂G

∂x1
(tx) + . . .+ xn

∂G

∂xn
(tx)

)
dt.

(ìû ïàðàìåòðèçîâàëè îòðåçîê [0, x] ⊂ Rn ïàðàìåòðîì t: γ(t) = tx). Ïîëüçóÿñü ýòèì
ðàâåíñòâîì, ìîæíî âîññòàíîâèòü ëþáóþ ôóíêöèþ ïî íàáîðó å¼ ïðîèçâîäíûõ.

4Æþëü Àíðè Ïóàíêàðå (1854 � 1912) � ìàòåìàòèê, ôèçèê è ôèëîñîô. Èçâåñòåí çíà÷èòåëüíûì
âêëàäîì â àëãåáðó, òîïîëîãèþ, àëãåáðàè÷åñêóþ ãåîìåòðèþ, êîìïëåêñíûé àíàëèç, òåîðèþ ÷èñåë,
òåîðèþ îòíîñèòåëüíîñòè. ßâëÿåòñÿ îñíîâàòåëåì êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

5Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ïóàíêàðå â îáùåì ñëó÷àå p-ôîðì (êîòîðûå ìû çäåñü íå îïðåäåëÿåì) è
ñòÿãèâàåìûõ îáëàñòåé ìîæíî ïðî÷èòàòü â êíèãå Â.À.Çîðè÷à ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç¿, ÷àñòü 2,
Ì.: èçä. ÌÖÍÌÎ, 1998. ãë. XV, �4 ¾Çàìêíóòûå è òî÷íûå ôîðìû íà ìíîãîîáðàçèè¿. Ðåêîìåíäóåì
òàêæå êíèãó Ì. Ñïèâàêà ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç íà ìíîãîîáðàçèÿõ¿. - Ì.: Ìèð, 1968.

147



4 Ñèììåòðèè è çàêîíû ñîõðàíåíèÿ

Ïîýòîìó åñòåñòâåííî îïðåäåëèòü F òàêèì îáðàçîì:

F (x) :=

∫ 1

0

n∑
i=1

xiAi(tx)dt.

Íàì íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ∂F
∂xs

= As. Äåéñòâèòåëüíî,

∂F

∂xs
=

∫ 1

0

∂

∂xs

n∑
i=1

xiAi(tx)dt =

∫ 1

0

n∑
i=1

xi
∂

∂xs
Ai|tx · t+As(tx)dt =

=

∫ 1

0

n∑
i=1

xi
∂

∂xi
As|tx · t+As(tx)dt =

∫ 1

0

d

dt
(tAs(tx))dt = 1 ·As(x)−0 ·As(0) = As(x).

Èòàê, dF = A1dx1 + · · ·+Amdxm = ω, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

4.2.6 Ïðèìåð çàìêíóòîé, íî íå òî÷íîé äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû

Íàïîñëåäîê ïðèâåä¼ì ïðèìåð çàìêíóòîé, íî íå òî÷íîé ôîðìû â îáëàñòè ñ ¾äûðàìè¿.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ¾ïîëÿðíûé óãîë¿ íà ïðîêîëîòîé ïëîñêîñòè R2 ∖ {0}. Îáî-

çíà÷èì ýòó ôóíêöèþ ñèìâîëîì φ. Ôóíêöèÿ φ ìíîãîçíà÷íà: å¼ çíà÷åíèå îïðåäåëåíî
ñ òî÷íîñòüþ äî ïðèáàâëåíèÿ 2πn, n ∈ Z. Íî â ëþáîì äèñêå, íå ñîäåðæàùåì íóëÿ,
ôóíêöèÿ φ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñ÷¼òíîå ÷èñëî îäíîçíà÷íûõ ôóíêöèé φk, îòëè÷àþ-
ùèõñÿ äðóã îò äðóãà ïðèáàâëåíèåì 2πn, n ∈ Z. Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîð-
ìó ω = dφ. Áîëåå ôîðìàëüíî, â êàæäîì äèñêå, íå ñîäåðæàùåì íóëÿ, ìû ïîëîæèì
ω = dφk; ýòî îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò âûáîðà k, òàê êàê ôóíêöèè φk îòëè÷àþòñÿ
äðóã îò äðóãà íà êîíñòàíòó, è dφn = dφm äëÿ ëþáûõ n, m. Ïî îïðåäåëåíèþ, ôîð-
ìà dφ òî÷íà â ëþáîì äèñêå, íå ñîäåðæàùåì íóëÿ (îíà ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì
ôóíêöèè φk). Ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìà dφ çàìêíóòà â ëþáîì äèñêå, íå ñîäåðæàùåì
íóëÿ; çíà÷èò, çàìêíóòà âî âñ¼ì ìíîæåñòâå R2 ∖ {0}.
Äîêàæåì, ÷òî ôîðìà dφ íå òî÷íà â îáëàñòè R2∖{0}. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè dφ = dF

äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè F , òî â ëþáîì äèñêå, íå ñîäåðæàùåì íóëÿ, F = φk + C, òî
åñòü ôóíêöèÿ F îòëè÷àåòñÿ îò ïîëÿðíîãî óãëà íà êîíñòàíòó. Íî òàêîé îäíîçíà÷íîé
ôóíêöèè íà ïðîêîëîòîé ïëîñêîñòè íå ñóùåñòâóåò.

Óïðàæíåíèå 68. Äîêàæèòå, ÷òî ôîðìà ω = dφ ðàâíà

ω =
ydx− xdy

x2 + y2
.

4.2.7 Ðåøåíèå ïôàôôîâûõ óðàâíåíèé è èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü

Âåðíåìñÿ ê ðåøåíèþ ïôàôôîâûõ óðàâíåíèé íà ïëîñêîñòè. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå
âèäà ω = 0, ãäå ω � äèôôåðåíöèàëüíàÿ 1-ôîðìà â îáëàñòè Ω ⊂ R2.
Åñëè ôîðìà ω òî÷íà (ω = dF ), òî, êàê áûëî ïîêàçàíî â òåîðåìå 4.2.16, ôóíêöèÿ

F ïîñòîÿííà âäîëü èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ íàøåãî óðàâíåíèÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò íàéòè
èíòåãðàëüíûå êðèâûå óðàâíåíèÿ.
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0

y

1 x 0

y

1 x 0

y

1 x

Ðèñ. 4.5: Èíòåãðàëüíûå êðèâûå óðàâíåíèÿ (4.21) äëÿ a = 1, a = −1, a = 2

Åñëè ôîðìà ω çàìêíóòà, òî ìîæíî ðàçáèòü îáëàñòü Ω íà íåñêîëüêî çâåçäíûõ
îáëàñòåé, â êàæäîé èç êîòîðûõ ïðèìåíèòü ëåììó Ïóàíêàðå è ïîñòðîèòü ôóíêöèþ
F ñ dF = ω. Ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè F ñîäåðæèòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû
Ïóàíêàðå. Òàêèì îáðàçîì ìû ñâåäåì çàäà÷ó ê ñëó÷àþ òî÷íîé ôîðìû è ñìîæåì
íàéòè èíòåãðàëüíûå êðèâûå óðàâíåíèÿ.

Åñëè ôîðìà ω íå çàìêíóòà, â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ å¼ ìîæíî äîìíîæèòü íà íåêî-
òîðóþ ôóíêöèþ f òàê, ÷òîáû ôîðìà f ·ω áûëà çàìêíóòîé, à çàòåì ðåøèòü óðàâíåíèå
â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ f ·ω = 0 ìåòîäàìè ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà. Ôóíêöèÿ f íà-
çûâàåòñÿ èíòåãðèðóþùèì ìíîæèòåëåì äëÿ óðàâíåíèÿ ω = 0.

Ïîäîáðàòü èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü áûâàåò î÷åíü ñëîæíî. Ïîçæå ìû óâèäèì,
÷òî â îêðåñòíîñòè áîëüøèíñòâà òî÷åê èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü ñóùåñòâóåò (ñì.
òåîðåìó 7.3.3). Íî íåò íèêàêîãî îáùåãî àëãîðèòìà äëÿ åãî íàõîæäåíèÿ.

Â ñëåäóþùèõ äâóõ ðàçäåëàõ ìû ðàññìîòðèì äâà ïðèìåðà óðàâíåíèé, äëÿ êîòîðûõ
ìîæíî óãàäàòü èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü.

4.2.7.1 Ëèíåéíîå óðàâíåíèå ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå âèäà

ax dy − y dx = 0, ãäå a ̸= 0 (4.21)

òî åñòü dy
dx = y

ax . Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå íóæíî ðàññìàòðèâàòü â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ
2.2.8.

Óìíîæèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (4.21) íà ya−1

x2
(ýòî âûðàæåíèå áóäåò èíòåãðèðóþ-

ùèì ìíîæèòåëåì). Ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå

aya−1

x
dy − ya

x2
dx = 0,

îòêóäà d
(
ya

x

)
= 0. Çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ y(x) óðàâíåíèÿ (4.21) âûïîëíåíî(

ya

x

)
= const. Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàëüíûå êðèâûå ñîäåðæàòñÿ â ëèíèÿõ óðîâíÿ

ôóíêöèè
(
ya

x

)
� â êðèâûõ ya = Kx (ñì. ðèñ. 4.5). Êàæäàÿ òàêàÿ ëèíèÿ óðîâíÿ
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ñîñòîèò èç äâóõ èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ ïôàôôîâà óðàâíåíèÿ: ya = Kx, x > 0 è
ya = Kx, x < 0. Òî÷êà (0, 0), åñëè îíà è ïðèíàäëåæèò ëèíèè óðîâíÿ (÷òî ïðîèñõîäèò
ïðè a > 0), íå ïðèíàäëåæèò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ïôàôôîâà óðàâíåíèÿ � â íåé
ôóíêöèè A(x, y) è B(x, y) îäíîâðåìåííî îáðàùàþòñÿ â íîëü.

Óïðàæíåíèå 69. Ñòðîãî ãîâîðÿ, òàêîå ðàññóæäåíèå ðàáîòàåò òîëüêî ïðè y > 0
(èíà÷å ÷èñëî ya ìîæåò íå áûòü âåùåñòâåííûì). Êàê âûãëÿäèò óðàâíåíèå èíòå-
ãðàëüíûõ êðèâûõ â îáëàñòè y < 0?

Çàìå÷àíèå 4.2.20. Âíèìàòåëüíûé ÷èòàòåëü ìîæåò çàìåòèòü, ÷òî óðàâíåíèå
(4.21) ëèíåéíî, èëè ÷òî îíî îäíîðîäíî. Ïîýòîìó åãî ìîæíî ðåøèòü ìåòîäàìè
ðàçäåëà 3.4 èëè 4.1.1.

4.2.7.2 Ñèñòåìà Ëîòêè�Âîëüòåððû

Ñèñòåìà óðàâíåíèé Ëîòêè�Âîëüòåððû âîçíèêàåò êàê ïðîñòåéøàÿ ìîäåëü ñèñòåìû
¾õèùíèê � æåðòâà¿ â æèâîé ïðèðîäå. Ðàññìîòðèì âçàèìîäåéñòâèå òîëüêî äâóõ
âèäîâ æèâûõ ñóùåñòâ: ¾õèùíèêè¿ ïèòàþòñÿ ¾æåðòâàìè¿, è áîëüøå ðàçìíîæåíèå
¾æåðòâ¿ íè÷åì íå îãðàíè÷åíî; ïðè îòñóòñòâèè ¾æåðòâ¿ ¾õèùíèêè¿ âûìèðàþò.
Åñëè áû õèùíèêîâ íå áûëî, ñêîðîñòü ðàçìíîæåíèÿ æåðòâ áûëà áû ïðîïîðöèî-

íàëüíà èõ êîëè÷åñòâó. Êîëè÷åñòâî æåðòâ x ïîä÷èíÿëîñü áû óðàâíåíèþ ñâîáîäíîãî
ðàçìíîæåíèÿ (ñì. ïàðàãðàô 1.1.1):

ẋ = Ax, A > 0.

Åñëè áû æåðòâ íå áûëî, õèùíèêè óìèðàëè áû îò ãîëîäà; ïóñòü õèùíèêè âûìèðàþò
îò ãîëîäà ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðî:

ẏ = −Cy, C > 0.

Òåïåðü â ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ óðàâíåíèé íóæíî äîáàâèòü ñëàãàåìûå, êîòîðûå ó÷èòû-
âàþò ïîåäàíèå æåðòâ õèùíèêàìè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîëè÷åñòâî âñòðå÷ õèùíèêîâ
ñ æåðòâàìè ïðîïîðöèîíàëüíî xy, è êàæäàÿ òàêàÿ âñòðå÷à ñ íåêîòîðîé âåðîÿòíîñòüþ
çàêàí÷èâàåòñÿ ãèáåëüþ æåðòâû. Ïóñòü ðîæäàåìîñòü ó õèùíèêîâ ëèíåéíî çàâèñèò îò
êîëè÷åñòâà ñúåäåííûõ æåðòâ. Ïîëó÷àåì òàêóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:{

ẋ = Ax−Bxy,

ẏ = −Cy +Dxy,
(4.22)

ãäå B,D > 0. Ýòî ñèñòåìà óðàâíåíèé Ëîòêè�Âîëüòåððû.
Íàéäåì ôàçîâûå êðèâûå ñèñòåìû Ëîòêè�Âîëüòåððû â ïîëîæèòåëüíîì êâàäðàíòå

x > 0, y > 0 (ïîíÿòíî, ÷òî êîëè÷åñòâî õèùíèêîâ è æåðòâ âñåãäà ïîëîæèòåëüíî).
Âûøå, â óêàçàíèè ê óïðàæíåíèþ 49 ðàçäåëà 3.3.3, ïðåäëàãàåòñÿ íàõîäèòü ôàçîâûå
êðèâûå ñèñòåìû Ëîòêè�Âîëüòåððû, ïåðåõîäÿ ê èíòåãðàëüíûì êðèâûì óðàâíåíèÿ

dy

dx
=

−Cy +Dxy

Ax−Bxy
=

−C
x +D
A
y −B
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Ðèñ. 4.6: Ôàçîâûå êðèâûå óðàâíåíèÿ Ëîòêè�Âîëüòåððû äëÿ A = 4, B = 3, C = 2,
D = 1.

ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 3.3.2, à çàòåì ïðèìåíÿÿ ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Íèæå
ìû íàéä¼ì ôàçîâûå êðèâûå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà èíòåãðèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ.
Çàïèøåì óðàâíåíèå â âèäå

(Ax−Bxy) dy + (Cy −Dxy) dx = 0

Ðàçäåëèì ýòî óðàâíåíèå íà xy (â äàííîì ñëó÷àå 1/(xy) � èíòåãðèðóþùèé ìíîæè-
òåëü): (

A

y
−B

)
dy +

(
C

x
−D

)
dx = 0

îòêóäà

d (A ln |y| −By + C ln |x| −Dx) = 0

Çíà÷èò, â îáëàñòè x > 0, y > 0 ôàçîâûå êðèâûå çàäàíû óðàâíåíèåì

yAe−ByxCe−Dx = k. (4.23)

(ñì. ðèñ. 4.6).
Ìû âèäèì, ÷òî âñå ôàçîâûå êðèâûå ñèñòåìû çàìêíóòû. ×òîáû äîêàçàòü ýòî, ñëå-

äóåò çàìåòèòü, ÷òî ïåðâûé èíòåãðàë yAe−ByxCe−Dx ðàâåí íóëþ íà êîîðäèíàòíûõ
îñÿõ è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè.

Çàäà÷à 70. Çàâåðøèòå äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî âñå ôàçîâûå êðèâûå óðàâíåíèÿ
çàìêíóòû.

Öèêëû, êîòîðûå ìû âèäèì íà ðèñ. 4.6, ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: êîãäà
êîëè÷åñòâî õèùíèêîâ âîçðàñòàåò, îíè èñòðåáëÿþò æåðòâ è êîëè÷åñòâî æåðòâ óáûâà-
åò. Êîãäà æåðòâ ñòàíîâèòñÿ ñëèøêîì ìàëî, èõ íà÷èíàåò íå õâàòàòü äëÿ ïðîïèòàíèÿ
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õèùíèêîâ, è êîëè÷åñòâî õèùíèêîâ íà÷èíàåò óáûâàòü. Êîãäà õèùíèêîâ ñòàíîâèòñÿ
äîñòàòî÷íî ìàëî, îíè íà÷èíàþò ïîåäàòü ìåíüøåå êîëè÷åñòâî æåðòâ è êîëè÷åñòâî
æåðòâ íà÷èíàåò âîçðàñòàòü. Êîëè÷åñòâî ïèùè äëÿ õèùíèêîâ óâåëè÷èâàåòñÿ, è õèù-
íèêè ðàçìíîæàþòñÿ. Öèêë çàìûêàåòñÿ, è âñå íà÷èíàåòñÿ ñíà÷àëà.
Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà ¾õèùíèê � æåðòâà¿ ñòàáèëüíà: íå ïðîèñõîäèò íè íåîãðà-

íè÷åííîãî ðîñòà êîëè÷åñòâà æèâîòíûõ, íè ïîëíîãî âûìèðàíèÿ. Ïðè ýòîì êîëè÷å-
ñòâî õèùíèêîâ è æåðòâ êîëåáëåòñÿ îêîëî íåêîòîðîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, êîòîðîå
çàâèñèò òîëüêî îò ÷èñåë A,B,C,D.
Íàïîìíèì, ÷òî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ (x0, y0) àâòîíîìíîé ñèñòåìû � ýòî òî÷êà

(x0, y0), òàêàÿ ÷òî ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè x ≡ x0, y ≡ y0. Ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ ôàçîâàÿ êðèâàÿ ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè (ñì. ðèñ. 4.6). Íàéä¼ì x0, y0.
Ïîñêîëüêó x ≡ x0, y ≡ y0 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, òî{

Ax0 −Bx0y0 = 0,

−Cy0 +Dx0y0 = 0,

îòêóäà
x0 = C/D, y0 = A/B.

Ïðè èçó÷åíèè ñèñòåì ¾õèùíèê � æåðòâà¿ âàæíî çíàòü, êàêèì áóäåò ñðåäíåå êî-
ëè÷åñòâî æèâîòíûõ íà äàííîé òåððèòîðèè. Âû÷èñëèì ñðåäíåå çíà÷åíèå êîëè÷åñòâà
õèùíèêîâ è æåðòâ äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôàçîâîé êðèâîé â ïîëîæèòåëüíîì êâàäðàíòå.

Îïðåäåëåíèå 4.2.21. Ñðåäíåå çíà÷åíèå ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè f çà ïåðèîä � ýòî

f̄ =
1

T

∫ T

0
f(t)dt, (4.24)

ãäå T � äëèíà ïåðèîäà: f(t+ T ) = f(t) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî t.

Çàìåòèì, ÷òî ìû íå çíàåì íè ôóíêöèé x(t) è y(t), íè äëèíó ïåðèîäà T äëÿ ýòèõ
ôóíêöèé. Ïîýòîìó ìû íå ìîæåì ïðîñòî âû÷èñëèòü èíòåãðàë (4.24) äëÿ ôóíêöèé x(t)
è y(t). Òåì íå ìåíåå, ýòîò èíòåãðàë óäà¼òñÿ íàéòè ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî ïðè¼ìà.
Ðàçäåëèì ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (4.22) íà x è ïðîèíòåãðèðóåì ëåâóþ è ïðàâóþ

÷àñòü ïî îòðåçêó t ∈ [0, T ]:∫ T

0

ẋ(t)dt

x(t)
=

∫ T

0
(A−By(t))dt.

Ëåâàÿ ÷àñòü ïîñëå ïåðåõîäà ê ïåðåìåííîé x ïðåâðàùàåòñÿ â∫ x(T )

x(0)

dx

x
= lnx(T )− lnx(0) = 0.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ x(t) ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîäîì T .
Çíà÷èò,

0 =

∫ T

0
(A−By(t))dt = AT −B

∫ T

0
y(t)dt,
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îòêóäà ȳ = A/B. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû Ëîòêè�
Âîëüòåððû ìû ïîëó÷àåì, ÷òî x̄ = C/D.
Èòàê, ñðåäíåå çíà÷åíèå êîëè÷åñòâà õèùíèêîâ è êîëè÷åñòâà æåðòâ çà ïåðèîä íå

çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé è ðàâíî ðàâíîâåñíîìó êîëè÷åñòâó x0 = C/D, y0 =
A/B.
Âëèÿíèå âîéíû íà ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè

Âî âðåìÿ Ïåðâîé ìèðîâîé âîéíû îáú¼ì îòëîâà ðûáû â Àäðèàòè÷åñêîì ìîðå ðåçêî
óìåíüøèëñÿ. Â ðåçóëüòàòå â óëîâàõ âîçðîñëà äîëÿ õèùíîé ðûáû. Òî åñòü îêàçàëîñü,
÷òî ïðè óìåíüøåíèè âûëîâà ðûáû îòíîøåíèå ñðåäíåãî êîëè÷åñòâà õèùíèêîâ ê ñðåä-
íåìó êîëè÷åñòâó æåðòâ âîçðàñòàåò.
×òîáû îáúÿñíèòü ýòî ÿâëåíèå, Âèòî Âîëüòåððà â 1925 ãîäó è ïðåäëîæèë ìîäåëü

ñèñòåìû ¾õèùíèê � æåðòâà¿, êîòîðóþ ìû òîëüêî ÷òî ðàññìîòðåëè. Ïóñòü â Àäðèà-
òè÷åñêîì ìîðå òîëüêî äâà âèäà ðûáû: ¾õèùíèêè¿ è ¾æåðòâû¿. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
êîëè÷åñòâî âûëîâëåííîé ðûáû ïðîïîðöèîíàëüíî îáùåìó êîëè÷åñòâó ðûáû ýòîãî
âèäà. Íàøå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä{

ẋ = (A− a)x−Bxy,

ẏ = (−C − c)y +Dxy,
(4.25)

ãäå a, c � îòíîøåíèå êîëè÷åñòâà âûëîâëåííûõ æåðòâ (ñîîòâ., õèùíèêîâ) ê îáùåìó
êîëè÷åñòâó æåðòâ (ñîîòâ., õèùíèêîâ). Â òàêîé ñèñòåìå ñðåäíåå êîëè÷åñòâî æåðòâ
ðàâíî x̄ = (C + c)/D, à ñðåäíåå êîëè÷åñòâî õèùíèêîâ � ȳ = (A − a)/B. Âî âðåìÿ
âîéíû êîíñòàíòû a è c óìåíüøàþòñÿ, òàê êàê óìåíüøàåòñÿ âûëîâ ðûáû. Çíà÷èò,
ñðåäíåå êîëè÷åñòâî æåðòâ ñòàíîâèòñÿ ðàâíî (C+c−ε1)/D (óìåíüøàåòñÿ), à ñðåäíåå
çíà÷åíèå êîëè÷åñòâà õèùíèêîâ ñòàíîâèòñÿ ðàâíî (A−a+ε2)/B (óâåëè÷èâàåòñÿ). Òà-
êèì îáðàçîì, ìîäåëü Ëîòêè�Âîëüòåððû îáúÿñíÿåò óâåëè÷åíèå êîëè÷åñòâà õèùíûõ
ðûá âî âðåìÿ âîéíû.
Ïîçäíåå ïîÿâèëèñü è äðóãèå, áîëåå òî÷íûå ïîïóëÿöèîííûå ìîäåëè. Çàèíòåðåñî-

âàííîìó ÷èòàòåëþ ìû ïðåäëàãàåì ïðî÷èòàòü ðàáîòó K.Sigmund'à 6, ïîñâÿùåííóþ
óðàâíåíèÿì Êîëìîãîðîâà7 8 9 è èõ ðîëè â ñîâðåìåííîé òåîðèè ïîïóëÿöèé, èëè ðà-
áîòó 10

6http://homepage.univie.ac.at/Karl.Sigmund/Kolmogorov.pdf; Kolmogorov's Heritage in
Mathematics, Springer Berlin Heidelberg, pp. 177-186, 2007

7Àíäðåé Íèêîëàåâè÷ Êîëìîãîðîâ (1903 � 1987) � ìàòåìàòèê, èçâåñòíûé ñâîèì âêëàäîì â òåîðèþ
âåðîÿòíîñòåé, òîïîëîãèþ, ëîãèêó, òåîðèþ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ìåõàíèêó, òåîðèþ èíôîðìàöèè
è ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèé.

8Kolmogorov, A. N. (1936) Sulla teoria di Volterra della lotta per l'esistenza. Giorn. Ist. Ital. Attuari
7: pp. 74-80.

9Êîëìîãîðîâ À.Í. Êà÷åñòâåííîå èçó÷åíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé äèíàìèêè ïîïóëÿöèé / Êîë-
ìîãîðîâ À.Í. // Ïðîáëåìû êèáåðíåòèêè, âûï. 25.� Ì.:Íàóêà, 1972. Ñ.101-106.

10The in�uence of predator saturation e�ect and competition among predators on predator-prey system
dynamics, A.D. Bazykin, F.S. Berezovskaya, G.A. Denisov, Yu.A. Kuznetzov, Ecological Modelling
Volume 14, Issues 1�2, November 1981, Pages 39-57.
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4 Ñèììåòðèè è çàêîíû ñîõðàíåíèÿ

4.3 Ïåðâûå èíòåãðàëû è óðàâíåíèÿ Íüþòîíà íà ïðÿìîé

4.3.1 Êðèòåðèé ïåðâîãî èíòåãðàëà

Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ìû, ïîëüçóÿñü òåîðåìîé 4.2.16, íàõîäèëè ôóíêöèè, ïî-
ñòîÿííûå âäîëü èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íà ïëîñêîñòè
� ïåðâûå èíòåãðàëû. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû îáñóäèì ïîíÿòèå ïåðâîãî èíòåãðàëà â
áîëåå îáùåì ñëó÷àå.

Îïðåäåëåíèå 4.3.1. Ïåðâûé èíòåãðàë íåàâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ ẋ = f(t, x) â îáëà-
ñòè Ω ⊂ Rn+1 � ýòî ôóíêöèÿ F íà ïðîñòðàíñòâå Ω, ïîñòîÿííàÿ âäîëü èíòåãðàëüíûõ
êðèâûõ ýòîãî óðàâíåíèÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ x(t) âûïîëíåíî
F (t, x(t)) = const.

Ïðèìåð 4.3.2. Äëÿ òî÷íîé äèôôåðåíöèàëüíîé 1-ôîðìû ω, ω = dF , ïîòåíöèàë
ýòîé ôîðìû F ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì ïôàôôîâà óðàâíåíèÿ ω = 0.

Åñëè ðå÷ü èäåò îá àâòîíîìíîì óðàâíåíèè (âîçìîæíî, â ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå), òî åñòåñòâåííî äàòü òàêîå îïðåäåëåíèå:

Îïðåäåëåíèå 4.3.3. Ïåðâûé èíòåãðàë àâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ ẋ = f(x) â îáëàñòè
Ω̃ ⊂ Rn � ýòî ôóíêöèÿ F íà ïðîñòðàíñòâå Ω̃, ïîñòîÿííàÿ âäîëü ôàçîâûõ êðèâûõ ýòî-
ãî óðàâíåíèÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ x(t) àâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ
âûïîëíåíî F (x(t)) = const.

Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ áûâàåò ïîëåçíî ñíà÷àëà íàéòè åãî ïåðâûé èíòåãðàë. Êà-
çàëîñü áû, äëÿ òîãî, ÷òîáû âûÿñíèòü, áóäåò ëè ôóíêöèÿ F ïåðâûì èíòåãðàëîì,
íóæíî ñíà÷àëà íàéòè ôàçîâûå (â íåàâòîíîìíîì ñëó÷àå � èíòåãðàëüíûå) êðèâûå
óðàâíåíèÿ. À åñëè ìû óæå íàøëè ôàçîâûå êðèâûå, òî ðåøèòü óðàâíåíèå ìîæíî
áåç âñÿêèõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ. Êàê æå ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ, ÷òî ìû íàøëè ïåðâûé
èíòåãðàë, íå ðåøàÿ óðàâíåíèÿ?
Êîíå÷íî, óãàäàòü ïåðâûé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ äîâîëüíî ñëîæíî. Îäíàêî ïðîâå-

ðèòü, ÷òî ìû óãàäàëè åãî ïðàâèëüíî � ñîâñåì ïðîñòî, è äëÿ ýòîãî íå íóæíî ðåøàòü
óðàâíåíèå.
Â äàëüíåéøåì ìû ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà ïåðâûõ èíòåãðàëàõ àâòîíîìíûõ óðàâíåíèé.

Ïóñòü γ(t) � ôàçîâàÿ êðèâàÿ àâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ ẋ = f(x). Ôóíêöèÿ F ïîñòîÿí-
íà âäîëü íå¼ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðîèçâîäíàÿ îò ôóíêöèè F (γ(t)) ïî t ðàâíà
íóëþ. Ýòó ïðîèçâîäíóþ ìîæíî âû÷èñëèòü êàê ïðîèçâîäíóþ îò ñëîæíîé ôóíêöèè, è
îíà áóäåò çàâèñåòü íå îò ñàìîé êðèâîé γ, à îò êàñàòåëüíîãî âåêòîðà γ̇(t) ê êðèâîé γ.
Òàê êàê γ � ôàçîâàÿ êðèâàÿ íàøåãî óðàâíåíèÿ, ýòîò âåêòîð íàì èçâåñòåí: îí ðàâåí
γ̇(t) = v(γ(t)).
Ýòè ñîîáðàæåíèÿ ïîçâîëÿþò äîêàçàòü ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå

Ïðåäëîæåíèå 4.3.4 (Êðèòåðèé ïåðâîãî èíòåãðàëà). Ïóñòü v(x) � âåêòîðíîå ïîëå
â íåêîòîðîé îáëàñòè Ω. Ïóñòü ôóíêöèÿ F ∈ C1(Ω) îïðåäåëåíà â Ω, è â êàæäîé
òî÷êå x ∈ Ω å¼ ïðîèçâîäíàÿ âäîëü âåêòîðà v(x) ðàâíà íóëþ: Lv(x)F = 0. Òîãäà
ôóíêöèÿ F ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì óðàâíåíèÿ ẋ = v(x).
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4.3.1. Êðèòåðèé ïåðâîãî èíòåãðàëà

0

y

1 x x

y

Ðèñ. 4.7: Ó ýòèõ óðàâíåíèé åñòü ïåðâûå èíòåãðàëû

Åñëè ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó îáëàñòè Ω ïðîõîäèò ôàçîâàÿ êðèâàÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ
v, òî âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: åñëè ôóíêöèÿ F ∈ C1(Ω) ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì
èíòåãðàëîì óðàâíåíèÿ ẋ = v(x), òî Lv(x)F = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü γ(t) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ẋ = v(x). Ïðîèçâîäíàÿ d
dtF (γ(t))

ðàâíà ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè F âäîëü êàñàòåëüíîãî âåêòîðà ê êðèâîé γ(t):

d

dt
F (γ(t)) = Lγ̇(t)F = Lv(x)F. (4.26)

Çíà÷èò, åñëè Lv(x)F = 0 â ëþáîé òî÷êå x, òî ôóíêöèÿ F ïîñòîÿííà âäîëü ôàçîâûõ
êðèâûõ.
Íàîáîðîò, ïóñòü ôóíêöèÿ F ïîñòîÿííà âäîëü ôàçîâûõ êðèâûõ óðàâíåíèÿ. Ïðîâå-

ä¼ì ôàçîâóþ êðèâóþ ÷åðåç òî÷êó x. Èç ðàâåíñòâà (4.26) ñëåäóåò, ÷òî Lv(x)F = 0.

Çíàíèå ïåðâîãî èíòåãðàëà ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü ðàçìåðíîñòü ôàçîâîãî ïðîñòàí-
ñòâà íà åäèíèöó. Åñëè Φ � ïåðâûé èíòåãðàë ñèñòåìû â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå,
òî êàæäàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ óðàâíåíèÿ ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå Φ(x) = const,
êîòîðîå îáû÷íî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé (n− 1)-ìåðíóþ ïîâåðõíîñòü (ïîâåðõíîñòü óðîâ-
íÿ ôóíêöèè Φ). Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðåøèòü óðàâíåíèå íà êàæäîé (n − 1)-ìåðíîé
ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ïåðâîãî èíòåãðàëà.

Óïðàæíåíèå 71. Íàéäèòå ïîëíóþ ýíåðãèþ äëÿ óðàâíåíèé Íüþòîíà ẍ = −x è
ẍ = x ìåòîäàìè ðàçäåëà 1.1.3 è ïðîâåðüòå ïî êðèòåðèþ 4.3.4, ÷òî ýòè ôóíêöèè
äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿþòñÿ ïåðâûìè èíòåãðàëàìè (ñì. ðèñ. 4.7).

Óïðàæíåíèå 72. Äîêàæèòå, ÷òî ó ñèñòåì óðàâíåíèé{
ẋ = x

ẏ = 2y

è {
ẋ = y

ẏ = −x− y,
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0

y

1 x x

y

Ðèñ. 4.8: Ó ýòèõ óðàâíåíèé íåò (íåïîñòîÿííûõ) ïåðâûõ èíòåãðàëîâ

ôàçîâûå ïîðòðåòû êîòîðûõ èçîáðàæåíû íà ðèñóíêå 4.8, íå ìîæåò áûòü íåïîñòî-
ÿííûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ, íåïðåðûâíûõ â îêðåñòíîñòè íóëÿ.

4.3.2 Óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà

Â ìåõàíèêå ïðè èçó÷åíèè äâèæåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáî-
äû ÷àñòî âîçíèêàþò óðàâíåíèÿ ñëåäóþùåãî âèäà:

ṗ = −∂H
∂q

q̇ =
∂H

∂p
,

ãäå (p, q) ∈ R2, H(p, q) ∈ C2(R2). Íàïðèìåð, q � êîîðäèíàòà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè,
p � å¼ èìïóëüñ. Ôóíêöèþ H íàçûâàþò ãàìèëüòîíèàíîì11.

Ôóíêöèÿ H � ïåðâûé èíòåãðàë íàøåé ñèñòåìû óðàâíåíèé:

Lv(x)H = dH(−∂H
∂q

,
∂H

∂p
) = (

∂H

∂p
dp+

∂H

∂q
dq)(−∂H

∂q
,
∂H

∂p
) = −∂H

∂p

∂H

∂q
+
∂H

∂q

∂H

∂p
= 0.

Ýòîò ïåðâûé èíòåãðàë íàçûâàþò èíòåãðàëîì ýíåðãèè.

Â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå (íàïðèìåð, äëÿ äâèæåíèÿ ñèñòåì ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê)
ñèñòåìà óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

ṗi =− ∂H

∂qi

q̇i =
∂H

∂pi
,

(4.27)

ãäå (p1, . . . , pn, q1, . . . , qn) ∈ R2n, H � ôóíêöèÿ 2n ïåðåìåííûõ H(p, q) ∈ C2(R2n).

11Óèëüÿì Ðîóýí Ãàìèëüòîí (1805 � 1865) � ìàòåìàòèê, èçâåñòíûé ñâîèìè ðàáîòàìè â îáëàñòè
êîìïëåêñíîãî àíàëèçà, àëãåáðû, ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè, êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè.
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Ïðåäëîæåíèå 4.3.5. Ôóíêöèÿ H � ïåðâûé èíòåãðàë ñèñòåìû (4.27).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî â òî÷íîñòè òàêîå æå, êàê è äëÿ ñëó÷àÿ n = 1:

Lv(x)H =

n∑
i=1

(
∂H

∂pi
ṗi +

∂H

∂qi
q̇i

)
=

n∑
i=1

(
−∂H
∂pi

∂H

∂qi
+
∂H

∂qi

∂H

∂pi

)
= 0.

4.3.3 Óðàâíåíèÿ Íüþòîíà íà ïðÿìîé

Íàïîìíèì, ÷òî â ðàçäåëå 1.1.3 ìû óæå ðàññìàòðèâàëè óðàâíåíèå Íüþòîíà äëÿ äâè-
æåíèÿ òî÷êè íà ïðÿìîé. Ìû ïîëó÷èëè çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, äîìíîæèâ ëåâóþ
è ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ íà ẋ. Ìû ïðèâåäåì áîëåå åñòåñòâåííûé ñïîñîá ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ Íüþòîíà. Íàïîìíèì ïîñòàíîâêó çàäà÷è.
Ïóñòü ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà äâèæåòñÿ ïîä äåéñòâèåì âíåøíåé ñèëû f , ïðè÷åì ýòà

ñèëà çàâèñèò òîëüêî îò ïîëîæåíèÿ òî÷êè. Äâèæåíèå òî÷êè îïðåäåëÿåòñÿ âòîðûì
çàêîíîì Íüþòîíà

mẍ = f(x).

Ââåä¼ì íîâóþ ïåðåìåííóþ y � ñêîðîñòü ìàòåðèàëüíîé òî÷êè. Òîãäàẋ = y

ẏ =
1

m
f(x)

Ïåðåéäåì, êàê ìû äåëàëè â ðàçäåëå 3.3.2 (òåîðåìà 3.3.2), îò ôàçîâûõ êðèâûõ ýòîãî
óðàâíåíèÿ ê èíòåãðàëüíûì êðèâûì óðàâíåíèÿ

dy

dx
=
f(x)

my
.

Çàïèøåì ïîñëåäíåå óðàâíåíèå â âèäåmydy−f(x)dx = 0. Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà
ω = mydy − f(x)dx íà ïëîñêîñòè òî÷íà. ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, ìîæíî ïðîâåðèòü
çàìêíóòîñòü ôîðìû ω è âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé Ïóàíêàðå, íî ìû ïîñòóïèì ïðîùå.
Âîçüìåì ôóíêöèþ U � ïåðâîîáðàçíóþ äëÿ ôóíêöèè (−f): U ′(x) = −f(x). Òîãäà ω =

d(my
2

2 +U(x)), ò.å. ôîðìà ω òî÷íà. Îòñþäà (â ñèëó òåîðåìû 4.2.16) ìû ïîëó÷àåì çàêîí

ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè: âåëè÷èíà my2

2 +U(x), êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé
ýíåðãèåé, ïîñòîÿííà âäîëü ôàçîâûõ êðèâûõ óðàâíåíèÿ.

Ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ óñëîâèå my2

2 + U(x) = const
ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ Íüþòîíà íà ïðÿìîé:

Ïðåäëîæåíèå 4.3.6. Ïóñòü E(x, y) = my2 + U(x), ãäå ôóíêöèÿ U ãëàäêàÿ. Ïî-
ëîæèì f(x) := −U ′(x). Ïóñòü x(t) � ïîëîæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â ìîìåíò
âðåìåíè t, ôóíêöèÿ x : R → R äâàæäû íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìà è ëîêàëüíî
íåïîñòîÿííà. Ïóñòü òî÷êà äâèæåòñÿ òàê, ÷òî E(x(t), ẋ(t)) = const.
Òîãäà ôóíêöèÿ x(t) ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ Íüþòîíà mẍ = f(x).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì óñëîâèå E(x(t), ẋ(t)) = const. Ìû ïîëó÷èì

0 =
d

dt

(
mẋ2(t)

2
+ U(x(t))

)
= ẋ(t) ·mẍ(t)− f(x(t)) · ẋ(t).

Çíà÷èò, èëè ẋ(t) = 0, èëè mẍ(t) = f(x(t)). Èòàê, ðàâåíñòâî ẍ(t) = f(x(t)) âûïîëíÿ-
åòñÿ âñþäó, ãäå ẋ(t) ̸= 0.

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè îáåèõ ÷àñòåé, ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ t. Èñ-
êëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò ñëó÷àé, êîãäà ẋ(t) = 0 íà êàêîì-íèáóäü èíòåðâàëå t ∈ (a, b)
(ôóíêöèÿ x(t) ëîêàëüíî ïîñòîÿííà). Íî òàêîå äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè èñ-
êëþ÷åíî óñëîâèåì.

4.3.4 Óðàâíåíèÿ Íüþòîíà äëÿ äâèæåíèÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå ñèë

Ïóñòü ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà â Rn äâèæåòñÿ â (âåêòîðíîì) ïîëå ñèë f : ñèëà f , äåé-
ñòâóþùàÿ íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó, çàâèñèò òîëüêî îò å¼ ïîëîæåíèÿ x ∈ Rn. Â ñèëó
âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà, çàêîí äâèæåíèÿ òî÷êè ïîä÷èíàåòñÿ óðàâíåíèþ Íüþòîíà

mẍ = f(x).

Â îòëè÷èå îò îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ, óðàâíåíèå Íüþòîíà â Rn ìîæåò íå èìåòü èíòå-
ãðàëà ýíåðãèè.

Îïðåäåëåíèå 4.3.7. Ïîëå ñèë f(x) â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ ïîòåí-
öèàëüíûì, ecëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ U (ïîòåíöèàë ïîëÿ ñèë, èëè ïîòåíöèàëüíàÿ
ýíåðãèÿ), äëÿ êîòîðîé f(x) = − gradU(x).

Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ U îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî ïðèáàâëåíèÿ êîíñòàíòû.
Èòàê, óðàâíåíèå Íüþòîíà äëÿ äâèæåíèÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå ñèë â åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå Rn èìååò âèä

mẍ = − gradU(x), (4.28)

ãäå U : Rn → R, U ∈ C1(Rn) � ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 4.3.8. Ïîëíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ E = 1
2m(ẋ, ẋ)+U(x) ÿâëÿåòñÿ

ïåðâûì èíòåãðàëîì ñèñòåìû (4.28).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ïåðåéòè îò óðàâíåíèÿ Íüþòîíà ê ñèñòåìå óðàâíåíèé ïåðâîãî
ïîðÿäêà â R2n, ýòà ñèñòåìà áóäåò èìåòü âèäẋ = y,

ẏ = − 1

m
gradU.

Ïîêàæåì, ÷òî E(x, y) = 1
2m(y, y) + U(x) � å¼ ïåðâûé èíòåãðàë. Ãðàäèåíò êâàä-

ðàòè÷íîé ôîðìû (y, y) ðàâåí 2y. Çíà÷èò, ãðàäèåíò ôóíêöèè E ðàâåí gradE =
(gradU,my): ïåðâûå n êîîðäèíàò ýòîãî âåêòîðà ðàâíû gradU , a ñëåäóþùèå n ðàâíû
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my1,my2, . . . ,myn. Îñòàëîñü âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè E âäîëü âåêòîðíîãî
ïîëÿ:

L(y,− 1
m

gradU)E =

(
(gradU,my), (y,− 1

m
gradU)

)
= 0.

Ïî êðèòåðèþ ïåðâîãî èíòåãðàëà (ïðåäëîæåíèå 4.3.4), E ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðà-
ëîì óðàâíåíèÿ (4.28).

Â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ ìû ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ óðàâíåíèé Íüþòîíà.

4.3.5 Ïðóæèííûé ìàÿòíèê

Ìû óæå ðàññìàòðèâàëè ïðóæèííûé ìàÿòíèê â ðàçäåëå 1.1.1. Â ýòîì ðàçäåëå ìû
ïîêàæåì, êàê ìîæíî íàéòè òå ðåøåíèÿ, êîòîðûå ìû ïîäîáðàëè â ðàçäåëå 1.1.2, è
äîêàçàòü, ÷òî äðóãèõ íåò.

Íàïîìíèì, ÷òî ïðóæèííûé ìàÿòíèê � ýòî ãðóçèê, ïîäâåøåííûé íà ïðóæèíêå.
Êîîðäèíàòíàÿ îñü Ox íàïðàâëåíà âåðòèêàëüíî; íà÷àëî îòñ÷åòà âûáðàíî òàê, ÷òîáû
â òî÷êå x = 0 ãðóçèê áûë â ðàâíîâåñèè. Òîãäà äâèæåíèå ãðóçèêà îïèñûâàåòñÿ óðàâ-
íåíèåì ẍ = − k

mx, ãäå m � ìàññà ãðóçèêà, à k � êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè ïðóçèíû.

Äîïóñòèì, êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè ïðóæèíû ðàâåí k = 1, à ìàññà ãðóçèêà ðàâíà
m = 1. Óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä

ẍ = −x.

Ââåä¼ì íîâóþ ïåðåìåííóþ y = ẋ: {
ẋ = y

ẏ = −x.

Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ïðóæèíû ðàâíà U(x) =
∫
xdx = x2

2 + c; êîíñòàíòó ìîæíî
âûáèðàòü ïðîèçâîëüíî, è ìû ïîëîæèì c = 0. Ïî ïðåäëîæåíèþ 4.1.6, ïîëíàÿ ìåõà-

íè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ E(x, y) = x2

2 + y2

2 � ïåðâûé èíòåãðàë ñèñòåìû. Ýòî ìîæíî óâèäåòü
è ïî âåêòîðíîìó ïîëþ ñèñòåìû (ñì. ðèñ 4.9): âåêòîðû ïîëÿ êàñàþòñÿ îêðóæíîñòåé
ñ öåíòðîì â òî÷êå 0, à ïîòîìó ýòè îêðóæíîñòè ÿâëÿþòñÿ ôàçîâûìè êðèâûìè.

Âûÿñíèì, â êàêîì íàïðàâëåíèè äâèæåòñÿ òî÷êà (x(t), y(t)) ïî îêðóæíîñòè x2 +
y2 = 2E. Íàïîìíèì, ÷òî y � ñêîðîñòü ãðóçèêà. Êîãäà îíà ïîëîæèòåëüíà (y > 0),
çíà÷åíèå x äîëæíî ðàñòè âäîëü ôàçîâûõ êðèâûõ, à êîãäà îòðèöàòåëüíà � óáûâàòü.
Äðóãèìè ñëîâàìè, â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè äâèæåíèå ïðîèñõîäèò ñëåâà íàïðàâî, à
â íèæíåé � ñïðàâà íàëåâî. Çíà÷èò, âäîëü îêðóæíîñòè òî÷êà (x(t), y(t)) äâèæåòñÿ
ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Ïîýòîìó íà ðèñ. 4.9 ñòðåëêè íà ôàçîâûõ êðèâûõ ðàññòàâëåíû
ïðàâèëüíî.

Íî ìû ïîêà íå çíàåì ðåøåíèé ñèñòåìû � ñàìèõ ôóíêöèé x(t) è y(t)). Äðóãèìè
ñëîâàìè, ìû íå çíàåì, êàê èìåííî äâèæåòñÿ òî÷êà (x(t), y(t)) ïî îêðóæíîñòè x2 +
y2 = 2E.
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0

y

1 x 0

y

1 x

Ðèñ. 4.9: Âåêòîðíîå ïîëå è ôàçîâûé ïîðòðåò äëÿ ïðóæèííîãî ìàÿòíèêà.

Ðåøåíèå èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé.

Çàìåòèì, ÷òî äëèíû âñåõ âåêòîðîâ ïîëÿ, êàñàþùèõñÿ îêðóæíîñòè x2 + y2 = 2E,
îäèíàêîâû è ðàâíû

√
2E. Ïîýòîìó äâèæåíèå ïî îêðóæíîñòè x2 + y2 = 2E ïðî-

èñõîäèò ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ
√
2E. Òàê êàê äëèíà îêðóæíîñòè ðàâíà 2π

√
2E,

òî óãëîâàÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ðàâíà 1 è òî÷êà äâèæåòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåë-
êè. Ïóñòü äâèæåíèå íà÷àëîñü â òî÷êå (x0, y0), óãëîâàÿ êîîðäèíàòà êîòîðîé φ; òîãäà
(x0, y0) =

√
2E(cosφ, sinφ). Â ìîìåíò âðåìåíè t ìû îêàæåìñÿ â òî÷êå (x(t), y(t)) =√

2E(cos(−t+ φ), sin(−t+ φ)). Åñëè òåïåðü ïðèìåíèòü ôîðìóëû äëÿ êîñèíóñà è ñè-
íóñà ñóììû, ìû ïîëó÷èì

(x(t), y(t)) = (x0 cos t− y0 sin t, x0 sin t+ y0 cos t). (4.29)

Ýòî è åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (x0, y0). Åãî òàêæå ìîæíî
çàïèñàòü òàê: (

x(t)
y(t)

)
=

(
cos t − sin t
sin t cos t

)(
x0
y0

)
Òàêàÿ ìàòðèöà � ýòî ìàòðèöà ïîâîðîòà íà óãîë t ïî ÷àñîâîé ñòðåëêè. È äåéñòâè-
òåëüíî, òî÷êà (x(t), y(t)) ïîëó÷àåòñÿ èç íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (x0, y0) ïîâîðîòîì íà
óãîë t âîêðóã íóëÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.
Èòàê, ìû âèäèì, ÷òî ïðóæèííûé ìàÿòíèê äâèæåòñÿ ïåðèîäè÷åñêè. Ïåðèîä åãî

êîëåáàíèé ðàâåí 2π è íå çàâèñèò îò àìïëèòóäû êîëåáàíèé.

Ðåøåíèå ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ.

Ìû çíàåì, ÷òî ôàçîâûå êðèâûå ëåæàò íà îêðóæíîñòÿõ x2 + y2 = 2E. Äëÿ òî÷êè íà
îêðóæíîñòè y = ±

√
2E − x2. Â ïîëóïëîñêîñòè y > 0 èç óðàâíåíèÿ ẋ = y ïîëó÷àåì

ẋ =
√
2E − x2.

Ïðèìåíèì ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ:

t− t0 =

∫ x

x0

dζ√
2E − ζ2

.
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Îòñþäà

t− t0 = arcsin
x√
2E

− arcsin
x0√
2E

è

x(t) =
√
2E sin(t− t0 + arcsin

x0√
2E

).

Ïåðåïèøåì ýòî ðàâåíñòâî â áîëåå óäîáíîì âèäå, ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé ñèíóñà ñóììû:

x(t) =
√
2E cos(t− t0)

x0√
2E

+
√
2E sin(t− t0)

√
1− x20

2E
=

= x0 cos(t− t0) + y0 sin(t− t0).

Ó íàñ ïîëó÷èëîñü òî æå ðåøåíèå, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå.

Óïðàæíåíèå 73. Äîâåäèòå ýòî ðàññóæäåíèå äî êîíöà, ðàññìîòðåâ äâèæåíèå â
ïîëóïëîñêîñòè y < 0.

Ìåòîä, êîòîðûì ìû äåéñòâîâàëè â ýòîì ïóíêòå, ìîæíî ïðèìåíÿòü ê óðàâíåíèÿì

Íüþòîíà ïðîèçâîëüíîãî âèäà: èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè y2

2 +U(x) = E ïîëó÷à-
åòñÿ óðàâíåíèå íà ïðÿìîé

ẋ = ±
√
2(E − U(x))

ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè:

t− t0 = ±
∫ x

x0

dζ√
2(E − U(ζ))

.

Ïðóæèííûé ìàÿòíèê â îáùåì ñëó÷àå

Åñëè íå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìàññà ãðóçèêà ðàâíà 1 è k = 1, âòîðîé çàêîí Íüþòîíà
äëÿ ïðóæèííîãî ìàÿòíèêà ïðèìåò âèä

ẍ = −ω2x. (4.30)

Çäåñü ω2 = k/m. Èçìåíèì åäèíèöû èçìåðåíèÿ âðåìåíè: ââåäåì ïåðåìåííóþ τ = ωt.

Òîãäà d2x
dτ2

= −x. Ìû ñâåëè çàäà÷ó ê ïðåäûäóùåé. Èòàê, ðåøåíèå èìååò âèä

x = A cos τ +B sin τ = A cos(ωt) +B sin(ωt).

Çíà÷èò, ïåðèîä êîëåáàíèé ìàÿòíèêà ðàâåí 2π
ω .

Ôàçîâûé ïîðòðåò óðàâíåíèÿ (4.30) ñîñòîèò èç ýëëèïñîâ y2 + ω2x2 = 2E (ñì. ðèñ.
4.10). Äåéñòâèòåëüíî, ïðè èçìåíåíèè åäèíèö èçìåðåíèÿ âðåìåíè ñêîðîñòü ìåíÿåòñÿ
â ω ðàç, è ýëëèïñû ïåðåõîäÿò â îêðóæíîñòè.
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0

y

1 x 0

y

1 x

Ðèñ. 4.10: Âåêòîðíîå ïîëå è ôàçîâûé ïîðòðåò ïðóæèííîãî ìàÿòíèêà; k/m = 1/4

4.3.6 Ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê

Ðàññìîòðèì ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê � ãðóçèê ìàññû m, ïîäâåøåííûé íà íåðàñòÿ-
æèìîì, íåñæèìàåìîì è íåâåñîìîì ñòåðæíå äëèíû l â ïîëå ñèëû òÿæåñòè (ñì. ðèñ.
4.11 ñëåâà). Âòîðîé êîíåö ñòåðæíÿ çàêðåïëåí íåïîäâèæíî â òî÷êå O òàê, ÷òî ãðóçèê
ìîæåò äâèãàòüñÿ òîëüêî â îäíîé ïëîñêîñòè.

Êàê ìû ïîêàçàëè â ðàçäåëå 1.1.2, óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà èìååò âèä

mẍ = −mg

l
sinx,

ãäå x � óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì ñòåðæíÿ è âåðòèêàëüþ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî g =
l = 1 (ìû âûáåðåì òàêèå åäèíèöû èçìåðåíèÿ âðåìåíè è ðàññòîÿíèÿ, ÷òîáû ýòî
ðàâåíñòâî áûëî âûïîëíåíî). Óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

ẍ+ sinx = 0. (4.31)

Ïîëîæèì y = ẋ. Óðàâíåíèå ẍ = − sinx ïðåâðàòèòñÿ â ñèñòåìó àâòîíîìíûõ óðàâ-

íåíèé ẋ = y, ẏ = − sinx. Ïî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, âåëè÷èíà y2

2 − cosx = E
ïîñòîÿííà. Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü äâóìÿ ñïîñîáàìè.

Âî-ïåðâûõ, ìîæíî ïîñòðîèòü ïåðâûé èíòåãðàë ýíåðãèè äëÿ óðàâíåíèÿ (4.31), êàê
ìû äåëàëè â ðàçäåëå 4.3.3. Â äàííîì ñëó÷àå

∫
sinxdx = − cosx+c. Êîíñòàíòó ìîæíî

âûáèðàòü ïðîèçâîëüíî; ïîëîæèì U(x) = − cosx, òîãäà E = ẋ2

2 − cosx � ïåðâûé
èíòåãðàë óðàâíåíèÿ.

Âî-âòîðûõ, ìîæíî âñïîìíèòü çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè èç êóðñà ôèçèêè. Êèíåòè-
÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ãðóçèêà â äàííîì ñëó÷àå ðàâíà mẋ2

2 , à ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà
mgh, ãäå h = − cosx � âûñîòà, íà êîòîðîé ðàñïîëîæåí ãðóçèê. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ
ýíåðãèè íàâîäèò íà ìûñëü, ÷òî âûðàæåíèå ẋ2

2 − cosx äîëæíî áûòü ïåðâûì èíòåãðà-
ëîì óðàâíåíèÿ (4.31). Êðèòåðèé ïåðâîãî èíòåãðàëà (ïðåäëîæåíèå 4.3.4) ïîçâîëÿåò
ïðîâåðèòü ýòîò ôàêò, íå ññûëàÿñü íà çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè.

Íà ðèñóíêå 4.11 èçîáðàæåíû ëèíèè óðîâíÿ ïåðâîãî èíòåãðàëà � êðèâûå y =
±
√
C + 2 cosx. Ìû çíàåì, ÷òî îíè ñîäåðæàò ôàçîâûå êðèâûå ñèñòåìû ẋ = y, ẏ =

− sinx. Ðèñóíîê ïåðèîäè÷åí (íå ìåíÿåòñÿ ïðè ñäâèãå íà 2π ïî ãîðèçîíòàëè). Äåëî
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4.3.6. Ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê

x
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Ðèñ. 4.11: Ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê è åãî ôàçîâûå êðèâûå

â òîì, ÷òî êîîðäèíàòà x � ýòî óãîë ìåæäó ñòåðæíåì è âåðòèêàëüþ, çíà÷èò, îíà
îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî ïðèáàâëåíèÿ 2π. Ñòðîãî ãîâîðÿ, ìíîæåñòâî çíà÷åíèé êî-
îðäèíàòû x îáðàçóåò îêðóæíîñòü, ïîýòîìó êàðòèíêó ïðàâèëüíåå áûëî áû ðèñîâàòü
íà áåñêîíå÷íîì öèëèíäðå x ∈ S1, y ∈ R.
Íà ðèñóíêå æèðíûì îòìå÷åíû ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (kπ, 0), â êîòîðûõ âåêòîðíîå

ïîëå ðàâíî íóëþ. Åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò ìàÿòíèê îêàçàëñÿ â ïîëîæåíèè ðàâíî-
âåñèÿ, òî îí áóäåò íàõîäèòüñÿ â í¼ì áåñêîíå÷íî äîëãî. Òî÷êè (2πn, 0) ñîîòâåòñòâóþò
íèæíåìó ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ, à ((2n+ 1)π, 0) � âåðõíåìó.

Êàæäàÿ ëèíèÿ óðîâíÿ, íà êîòîðîé C ̸= 2, ñîâïàäàåò ñ ôàçîâîé êðèâîé. Ïðè C < 2
ëèíèÿ óðîâíÿ çàìêíóòà, è ìàÿòíèê ðàñêà÷èâàåòñÿ îêîëî íèæíåãî ïîëîæåíèÿ ðàâíî-
âåñèÿ (òàêàÿ ôàçîâàÿ êðèâàÿ îòìå÷åíà íà ðèñóíêå öèôðîé 1O). Ïðè C > 2 ìàÿòíèê
äåëàåò áåñêîíå÷íî ìíîãî îáîðîòîâ (êà÷åëè äåëàþò �ñîëíûøêî�). Íà ðèñóíêå òàêàÿ
ôàçîâàÿ êðèâàÿ îòìå÷åíà öèôðîé 3O.

Öèôðîé 2O íà ðèñóíêå îòìå÷åíà ëèíèÿ óðîâíÿ y = ±
√
2 + 2 cosx, íà êîòîðîé

C = 2. Îíà ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì áåñêîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà ôàçîâûõ êðèâûõ: ïî-
ëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ x = kπ, y = 0 è äóã ìåæäó ïîëîæåíèÿìè ðàâíîâåñèÿ. Êàæäàÿ
äóãà ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèþ, ïðè êîòîðîì ãðóçèê áåñêîíå÷íî äîëãî ïðèáëèæàåòñÿ
ê âåðõíåìó ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ (è â äàë¼êîì ïðîøëîì íàõîäèëñÿ ñêîëü óãîäíî
áëèçêî ê âåðõíåìó ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ). Òàêèå ôàçîâûå êðèâûå íåâîçìîæíî ïðî-
íàáëþäàòü êàê äâèæåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà èç-çà íàëè÷èÿ òðåíèÿ. Íî îíè
èãðàþò îñîáóþ ðîëü, òàê êàê ðàçäåëÿþò îáëàñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñ ðàçíûì
ïîâåäåíèåì ôàçîâûõ êðèâûõ. Òàêèå êðèâûå íàçûâàþòñÿ ñåïàðàòðèñàìè.

Èçó÷èì ïîâåäåíèå ôàçîâûõ êðèâûõ â îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ.

Íà÷íåì ñ íèæíåãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Â åãî îêðåñòíîñòè ôàçîâûå êðèâûå çà-
ìêíóòû, è êàðòèíêà íàïîìèíàåò êàðòèíêó äëÿ ïðóæèííîãî ìàÿòíèêà. Íåôîðìàëü-
íîå îáúÿñíåíèå òàêîâî: óðàâíåíèå êîëåáàíèé ìàÿòíèêà ẍ = − sinx = −x+ x3

3! − . . . ¾â
ïåðâîì ïðèáëèæåíèè¿ ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì äëÿ ïðóæèííîãî ìàÿòíèêà ẍ = −x,
ïîýòîìó èõ ôàçîâûå ïîðòðåòû äîëæíû áûòü ïîõîæè. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû ôîð-
ìàëèçóåì ýòî ðàññóæäåíèå, ÷òîáû èçó÷èòü êîëåáàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà
âáëèçè íèæíåãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (ðåçóëüòàò áóäåò ïðèìåíèì è â áîëåå îáùåì
ñëó÷àå).
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y
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Ðèñ. 4.12: Ôàçîâûé ïîðòðåò â îêðåñòíîñòè íèæíåãî è âåðõíåãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâå-
ñèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà (öåíòð è ñåäëî)

Çàìå÷àíèå 4.3.9 (Ïðåäóïðåæäåíèå). Òàêîé ìåòîä � çàìåíèòü óðàâíåíèå âáëèçè
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íà áëèçêîå óðàâíåíèå � ðàáîòàåò íå âñåãäà. Íàïðèìåð, ðàñ-
ñìîòðèì óðàâíåíèå ẍ = −x − ẋ3. Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ òîæå áëèçêà ê
−x â îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ x = 0, ẋ = 0, íî ôàçîâûé ïîðòðåò ñîîò-
âåòñòâóþùåé ñèñòåìû ẋ = y, ẏ = −x − y3 ñîâñåì íå ïîõîæ íà ôàçîâûé ïîðòðåò
ïðóæèííîãî ìàÿòíèêà. Ôàçîâûå êðèâûå ýòîé ñèñòåìû ïðèáëèæàþòñÿ ê íóëþ,
òàê êàê âåëè÷èíà x2 + y2 óáûâàåò âäîëü ôàçîâûõ êðèâûõ (ïðîâåðüòå ýòî!).

Òåì íå ìåíåå, òàêîé ìåòîä ìîæíî ïðèìåíÿòü â îêðåñòíîñòÿõ ïîëîæåíèé ðàâíî-
âåñèÿ äëÿ íàøåé ñèñòåìû. Ïðèìåíèì åãî è äëÿ âåðõíåãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ
(x, y) = (π, 0). Óðàâíåíèå ẍ = − sinx â îêðåñòíîñòè òî÷êè π çàïèøåì ñëåäóþùèì
îáðàçîì: îáîçíà÷èâ z := x− π, ïîëó÷èì

z̈ = − sin(z + π) = sin z = z − z3

3!
+ . . . ,

òî åñòü â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè óðàâíåíèå ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì z̈ = z. Ôàçîâûé
ïîðòðåò ýòîãî óðàâíåíèÿ (�ñåäëî�) èçîáðàæåí íà ðèñ. 4.12. Âèäíî, ÷òî îí ïîõîæ íà
ôàçîâûé ïîðòðåò ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà â îêðåñòíîñòè òî÷êè (π, 0). Â ÷àñòíî-
ñòè, ñåïàðàòðèñû îáîèõ óðàâíåíèé èìåþò îäèíàêîâûé óãîë íàêëîíà.

Óïðàæíåíèå 74. Äîêàæèòå ýòî.

Ìû äîêàæåì îáîáùåíèå ýòîãî óòâåðæäåíèÿ â ñëåäóþùåì ðàçäåëå, ñì. ïðåäëîæå-
íèå 4.3.11.

4.3.7 Ìàëûå êîëåáàíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Íüþòîíà íà ïðÿìîé

Âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèþ Íüþòîíà íà ïðÿìîé â åãî îáùåì âèäå. Íàïîìíèì, ÷òî ïîëíàÿ
ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì óðàâíåíèÿ Íüþòîíà, ñì. ðàçäåë
4.3.3.
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4.3.7. Ìàëûå êîëåáàíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Íüþòîíà íà ïðÿìîé

Ïðåäëîæåíèå 4.3.10. Ïóñòü U ∈ C2(R) � ïîòåíöèàë óðàâíåíèÿ Íüþòîíà íà
ïðÿìîé

ẍ = f(x),

òî åñòü U ′(x) = −f(x). Ïóñòü ôóíêöèÿ U èìååò ëîêàëüíûé ìèíèìóì â íóëå,
ïðè÷åì âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè U â íóëå ïîëîæèòåëüíà. Ïîëîæèì

ω2 = U ′′(0).

Òîãäà â îêðåñòíîñòè íóëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ âåäóò ñåáÿ òàê æå, êàê è äëÿ ïðó-
æèííîãî ìàÿòíèêà ñ ÷àñòîòîé ω (ñì. ðàçäåë 4.3.5). Áîëåå òî÷íî,

1) Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ (x0, y0) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ẍ = f(x) ñ íà-
÷àëüíûì óñëîâèåì x(t0) = x0, ẋ(t0) = y0 ïåðèîäè÷íî.

2) Ïóñòü T(x0,y0) � ïåðèîä ýòîãî ðåøåíèÿ. Òîãäà

lim
(x0,y0)→0

T(x0,y0) =
2π

ω
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ íà÷àëà, êàê è â ðàçäåëå 4.3.5, çàìåíîé τ = ωt ñâåä¼ì çàäà÷ó
ê ñëó÷àþ ω = 1. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî U(0) = 0: åñëè ýòî íå òàê, ìû
ìîæåì ïðèáàâèòü êîíñòàíòó ê ôóíêöèè U .

Øàã 1: Ôàçîâàÿ êðèâàÿ íå ïîêèäàåò ìàëóþ îêðåñòíîñòü íóëÿ

Äëÿ êàæäîãî ìàëîãî r ìû äîêàæåì, ÷òî åñëè ôàçîâàÿ êðèâàÿ íà÷èíàåòñÿ äîñòà-
òî÷íî áëèçêî ê íóëþ, òî îíà íå ïîêèäàåò êðóã {x, y ∈ R | |(x, y)| < r}.
Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ U(x) èìååò ëîêàëüíûé ìèíèìóì â òî÷êå 0, è U(0) =

0. Âûáåðåì îêðåñòíîñòü íóëÿ, â êîòîðîé çíà÷åíèÿ U(x) íåîòðèöàòåëüíû. Âíóòðè
ýòîé îêðåñòíîñòè ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü |(x, y)| = r ñ öåíòðîì â íóëå. Ïóñòü
E(x, y) = U(x) + y2/2 � ïîëíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû. Ïîëîæèì δ =
min|(x,y)|=r E(x, y); òîãäà δ > 0.

Çíà÷èò, åñëè ôàçîâàÿ êðèâàÿ íà÷àëàñü â òî÷êå (x0, y0), äëÿ êîòîðîé E(x0, y0) < δ,
îíà íå ñìîæåò ïåðåñå÷ü îêðóæíîñòü |(x, y)| = r, âåäü ôóíêöèÿ E ïîñòîÿííà âäîëü
òðàåêòîðèé. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè íóëÿ Ω ⊂
{|(x, y)| < r} âûïîëíåíî E(x, y) < δ, ïîñêîëüêó E(0, 0) = 0. Çíà÷èò, òðàåêòîðèÿ,
êîòîðàÿ íà÷èíàåòñÿ â îêðåñòíîñòè Ω, íå ñìîæåò ïåðåñå÷ü îêðóæíîñòü |(x, y)| = r è
îñòàíåòñÿ âíóòðè íåå. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Øàã 2: ôàçîâàÿ êðèâàÿ, áëèçêàÿ ê íóëþ, äåëàåò ïîëíûé îáîðîò çà âðå-

ìÿ, áëèçêîå ê 2π

Äëÿ ëþáîãî τ > 0 ìû íàéäåì îêðåñòíîñòü íóëÿ, òàêóþ, ÷òî åñëè ôàçîâàÿ êðèâàÿ
íà÷àëàñü â ýòîé îêðåñòíîñòè íóëÿ, òî çà âðåìÿ t ∈ (2π−τ, 2π+τ) îíà ñäåëàåò ïîëíûé
îáîðîò.

Ïóñòü ôóíêöèÿ φ(x, y) � ïîëÿðíûé óãîë òî÷êè (x, y), òî åñòü óãîë ìåæäó âåêòî-
ðàìè (x, y) è (1, 0). Äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ (x(t), y(t)) ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ψ(t) =
φ(x(t), y(t)). Âû÷èñëèì å¼ ïðîèçâîäíóþ ψ̇(t) è ïîêàæåì, ÷òî îíà áëèçêà ê (−1) äëÿ

165



4 Ñèììåòðèè è çàêîíû ñîõðàíåíèÿ

ôàçîâûõ êðèâûõ, áëèçêèõ ê íóëþ. Ñòðîãî ãîâîðÿ, ôóíêöèÿ ψ(t) ìíîãîçíà÷íà (îïðå-
äåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî ïðèáàâëåíèÿ 2πn, n ∈ Z), íî å¼ ïðîèçâîäíàÿ îïðåäåëåíà îä-
íîçíà÷íî (ñð. ñ ðàññóæäåíèåì èç ðàçäåëà 4.2.6).

Â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè φ(x, y) = arctg y
x , à â ëåâîé φ(x, y) = π + arctg y

x ; îáà

ðàâåíñòâà âûïîëíåíû ñ òî÷íîñòüþ äî ïðèáàâëåíèÿ 2πn. Ïîýòîìó ïðîèçâîäíàÿ ψ̇(t)
ïðè x(t) ̸= 0 ðàâíà

ψ̇(t) =
x(t)ẏ(t)− y(t)ẋ(t)

x2(t) + y2(t)
=
x(t)f(x(t))− y2(t)

x2(t) + y2(t)
= −1 +

x2(t)(f(x(t))x(t) + 1)

x2(t) + y2(t)
. (4.32)

Äëÿ ëþáûõ x, y âûïîëíåíî x2

x2+y2
< 1. Îöåíèì (f(x(t))x(t) + 1).

Îòìåòèì, ÷òî f(0) = −U ′(0) = 0, òàê êàê U èìååò ìèíèìóì â íóëå; êðîìå òîãî,

f ′(0) = −U ′′(0) = −1. Ïîýòîìó ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäíîé f(x)
x + 1 = f ′(0) + 1 +

o(1) = o(1) ïðè x→ 0. Ôèêñèðóåì ε > 0 è âûáåðåì r òàêèì îáðàçîì, ÷òî
∣∣∣f(x)x + 1

∣∣∣ < ε

ïðè |x| < r. Èìååì ψ̇(t) ∈ [−1−ε,−1+ε] âî âñåõ òî÷êàõ ôàçîâîé êðèâîé, äëÿ êîòîðûõ
|x(t)| < r. Â ñèëó Øàãà 1, äëÿ ôàçîâîé êðèâîé, êîòîðàÿ íà÷èíàåòñÿ äîñòàòî÷íî
áëèçêî ê íóëþ, èìååì ψ̇(t) ∈ [−1− ε,−1 + ε] ïðè âñåõ t.

Çíà÷èò, çà âðåìÿ t ∈ [ 2π
1+ε ,

2π
1−ε ] ôàçîâàÿ êðèâàÿ, êîòîðàÿ íà÷àëàñü äîñòàòî÷íî

áëèçêî ê íóëþ, ñäåëàåò ïîëíûé îáîðîò: ïðèðàùåíèå óãëîâîé êîîðäèíàòû φ(x, y)
ñîñòàâèò ðîâíî −2π. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε, óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Øàã 3: ôàçîâàÿ êðèâàÿ, áëèçêàÿ ê íóëþ, çàìûêàåòñÿ çà îäèí îáîðîò

Äîêàæåì, ÷òî ôàçîâàÿ êðèâàÿ, äîñòàòî÷íî áëèçêàÿ ê íóëþ, îáÿçàòåëüíî çàìêíåò-
ñÿ, ñäåëàâ îäèí îáîðîò âîêðóã íóëÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êðèâàÿ ñäåëàëà ïîëíûé îáî-
ðîò è èç òî÷êè (x1, 0) ïðèøëà â òî÷êó (x2, 0) (ãäå x1 > 0, x2 > 0), íî íå çàìêíó-
ëàñü: x1 ̸= x2. Òîãäà ïî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè U(x1) = U(x2). Èç óñëîâèÿ íà
âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ñëåäóåò, ÷òî ó ôóíêöèè U â íóëå ñòðîãèé ìèíèìóì, ïîýòîìó
U(x1) = U(x2) > 0 äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ x1, x2 è U(0) = 0. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò âûïóê-
ëîñòè ôóíêöèè U , êîòîðàÿ ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà U ′′(0) > 0 è íåïðåðûâíîñòè âòîðîé
ïðîèçâîäíîé.

Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî τ > 0 åñëè ôàçîâàÿ êðèâàÿ äîñòàòî÷íî áëèçêà ê
íóëþ, òî îíà äåëàåò ïîëíûé îáîðîò çà âðåìÿ t ∈ [2π−τ, 2π+τ ] è ïðè ýòîì çàìûêàåòñÿ.
Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Óïðàæíåíèå 75. Ïîëüçóÿñü äîêàçàííûì ïðåäëîæåíèåì 4.3.10, âû÷èñëèòå ïåðèîä
ìàëûõ êîëåáàíèé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà âáëèçè íèæíåãî ïîëîæåíèÿ ðàâíî-
âåñèÿ.

Ìû òàêæå ïðèâåäåì (áåç ïîäðîáíîãî äîêàçàòåëüñòâà) àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå
äëÿ íåóñòîé÷èâîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ îäíîìåðíûõ óðàâíåíèé Íüþòîíà.

Ïðåäëîæåíèå 4.3.11. Ïóñòü U ∈ C2(R) � ïîòåíöèàë óðàâíåíèÿ Íüþòîíà íà
ïðÿìîé

ẍ = f(x),
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4.3.7. Ìàëûå êîëåáàíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Íüþòîíà íà ïðÿìîé

òî åñòü U ′(x) = −f(x). Ïóñòü ôóíêöèÿ U èìååò ëîêàëüíûé ìàêñèìóì â íóëå,
ïðè÷åì âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè U â íóëå îòðèöàòåëüíà. Ïîëîæèì

k2 = −U ′′(0).

Òîãäà â îêðåñòíîñòè íóëÿ ôàçîâûé ïîðòðåò ÿâëÿåòñÿ ñåäëîì, êàê è äëÿ ëèíåéíîãî
óðàâíåíèÿ ẋ = y, ẏ = k2x. Áîëåå òî÷íî,

1) Ñóùåñòâóþò ðîâíî äâå ôàçîâûå êðèâûå, äëÿ êîòîðûõ limt→+∞(x(t), y(t)) = 0,
è ðîâíî äâå ôàçîâûå êðèâûå, äëÿ êîòîðûõ limt→−∞(x(t), y(t)) = 0.

Òàêèå ÷åòûðå êðèâûõ íàçûâàþòñÿ ñåïàðàòðèñàìè.

2) Êàñàòåëüíûå âåêòîðû ê ñåïàðàòðèñàì òàêèå æå, êàê ó ëèíåéíîé ñèñòåìû
ẋ = y, ẏ = k2x, òî åñòü (±1,±k).

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî U(0) = 0. Òàê êàê E = const âäîëü ôàçî-
âûõ êðèâûõ è ôóíêöèÿ E íåïðåðûâíà, ðàâåíñòâî limt→±∞(x(t), y(t)) = 0 âîçìîæíî
òîëüêî åñëè íà ýòîé ôàçîâîé êðèâîé E = 0.
Èññëåäóåì íóëåâóþ ëèíèþ óðîâíÿ ýíåðãèè � ìíîæåñòâî S = {E(x, y) = 0} =

{y
2

2 = −U(x)} â îêðåñòíîñòè íóëÿ. Â ñèëó êðèòåðèÿ ïåðâîãî èíòåãðàëà, âåêòîðíîå
ïîëå âñþäó êàñàåòñÿ ëèíèé óðîâíÿ ýíåðãèè, êðîìå òî÷êè (0, 0) (ãäå âåêòîðíîå ïîëå
íóëåâîå, à äèôôåðåíöèàë dE âûðîæäåííûé). Çíà÷èò, ëèíèè óðîâíÿ ýíåðãèè ñîñòîÿò
èç ôàçîâûõ êðèâûõ óðàâíåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ìíîæåñòâî S ñîñòîèò èç ïÿòè ôàçîâûõ
êðèâûõ: îäíà èç íèõ � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà (0, 0), îñòàëüíûå çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìè
y = ±

√
−2U(x), x > 0 è y = ±

√
−2U(x), x < 0. Ïîñëåäíèå ÷åòûðå êðèâûå è áó-

äóò ñåïàðàòðèñàìè. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî âäîëü ñåïàðàòðèñ y =
√
−2U(x), x > 0

è y = −
√

−2U(x), x < 0 âåêòîðíîå ïîëå íàïðàâëåíî îò íóëÿ, ïîýòîìó íà íèõ
limt→−∞(x(t), y(t)) = (0, 0); íà äâóõ äðóãèõ âåêòîðíîå ïîëå íàïðàâëåíî ê íóëþ, ïî-
ýòîìó limt→+∞(x(t), y(t)) = (0, 0).
Íàïîìíèì, ÷òî U(0) = U ′(0) = 0, U ′′(0) = −k2. Ïîýòîìó

√
−2U(x) =

√
k2x2(1 + o(1)) =

|x|·(k+o(1)). Çíà÷èò, êàñàòåëüíûå âåêòîðû ê ñåïàðàòðèñàì â òî÷êå 0 ðàâíû (±1,±k),
÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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4 Ñèììåòðèè è çàêîíû ñîõðàíåíèÿ

4.4 Çàêîíû Êåïëåðà

4.4.1 Äâèæåíèå ïëàíåòû âîêðóã Ñîëíöà. Öåíòðàëüíîå ïîëå ñèë

Â íà÷àëå XVII âåêà Èîãàíí Êåïëåð ñôîðìóëèðîâàë çàêîíû äâèæåíèÿ ïëàíåò âîêðóã
Ñîëíöà12, îáîáùàÿ ðåçóëüòàòû ìíîãî÷èñëåííûõ íàáëþäåíèé ñâîèõ ïðåäøåñòâåííè-
êîâ, ïðåæäå âñåãî Òèõî Áðàãå13.

� Ïëàíåòû äâèæóòñÿ âîêðóã Ñîëíöà ïî ýëëèïñàì. Îäèí èç ôîêóñîâ ýëëèïñà
ñîâïàäàåò ñ Ñîëíöåì.

� Ïëîùàäè, êîòîðûå çàìåòàåò ðàäèóñ-âåêòîð ïëàíåòû çà îäèíàêîâûå ïðîìåæóò-
êè âðåìåíè, ðàâíû.

� Äëÿ äâóõ ïëàíåò, âðàùàþùèõñÿ âîêðóã Ñîëíöà, îòíîøåíèå êâàäðàòîâ ïåðèî-
äîâ îáðàùåíèÿ ðàâíî îòíîøåíèþ êóáîâ áîëüøèõ ïîëóîñåé èõ îðáèò.

Â 1686 ãîäó Èñààê Íüþòîí âûâåë ôîðìóëó äëÿ çàêîíà âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ èç çà-
êîíîâ Êåïëåðà â ñâîåì çíàìåíèòîì òðóäå14. Ìû ðåøèì îáðàòíóþ çàäà÷ó � âûâåäåì
çàêîíû Êåïëåðà èç çàêîíà âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ.

Ðèñ. 4.13: Òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ ïëàíåòû âîêðóã Ñîëíöà è ïëîùàäè, êîòîðûå çàìå-
òàåò ðàäèóñ-âåêòîð çà ðàâíûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè

Ñîëíöå ìû áóäåì ñ÷èòàòü íåïîäâèæíûì è ðàñïîëîæåííûì â íà÷àëå êîîðäèíàò.
Ïóñòü x = (x1, x2, x3) � ðàäèóñ-âåêòîð ïëàíåòû, r � åãî äëèíà. Òîãäà ïî çàêîíó
âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ íà ïëàíåòó äåéñòâóåò ñèëà

f = −GmMÑîëíöà

r2
er (4.33)

12Èîãàíí Êåïëåð (1571 � 1630) � ìàòåìàòèê, àñòðîíîì, îïòèê. Çíàìåíèò îòêðûòèåì òðåõ çàêîíîâ
äâèæåíèÿ ïëàíåò.

13Òèõî Áðàãå (1546 � 1601) � àñòðîíîì, èçâåñòíûé òî÷íåéøèìè äëÿ ñâîåãî âðåìåíè àñòðîíîìè÷å-
ñêèìè íàáëþäåíèÿìè.

14I.S.Newton, Philosophiae Naturalis Principia Mathematica, 1686. Ïåðåâîä ñ êîììåíòàðèÿìè: Íüþòîí
Èñààê, Ìàòåìàòè÷åñêèå íà÷àëà íàòóðàëüíîé ôèëîñîôèè. � Ì.: Íàóêà, 1989.

168



4.4.2. Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ

ñî ñòîðîíû Ñîëíöà. Çäåñü G � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, MÑîëíöà � ìàññà Ñîëí-
öà, m � ìàññà ïëàíåòû, r � ðàññòîÿíèå îò öåíòðà ïëàíåòû äî öåíòðà Ñîëíöà,
er = x/r � åäèíè÷íûé âåêòîð, ïàðàëëåëüíûé x. Âåëè÷èíà k := GMÑîëíöà îäèíàêîâà
äëÿ âñåõ ïëàíåò Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû. Èòàê, óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïëàíåòû âîêðóã
Ñîëíöà èìååò âèä

ẍ = − k

r2
er (4.34)

Îïðåäåëåíèå 4.4.1. Ãîâîðÿò, ÷òî òåëî äâèæåòñÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå ñèë, åñëè
ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà òåëî, ïàðàëëåëüíà åãî ðàäèóñ-âåêòîðó, à å¼ âåëè÷èíà çàâèñèò
òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ òåëà äî òî÷êè 0. Òàêîå äâèæåíèå çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

ẍ = f(r)er. (4.35)

Äâèæåíèå â ïîëå ñèëû òÿæåñòè � ÷àñòíûé ñëó÷àé äâèæåíèÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå
ñèë: äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü f(r) = − k

r2
.

Óïðàæíåíèå 76. Ñ÷èòàÿ, ÷òî ïëàíåòà äâèæåòñÿ âîêðóã Ñîëíöà ïî îêðóæíî-
ñòè, íàéäèòå çàêîí å¼ äâèæåíèÿ x(t). Ïðîâåðüòå âòîðîé è òðåòèé çàêîíû Êåïëåðà
äëÿ ïëàíåò, êîòîðûå äâèæóòñÿ ïî îêðóæíîñòÿì.

4.4.2 Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ äëÿ äâèæåíèÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå ñèë

Â ðàçäåëå 4.3.4 ìû ðàññìàòðèâàëè óðàâíåíèÿ Íüþòîíà mẍ = f(x) â ïîòåíöèàëüíîì
ïîëå ñèë. Ìû âûÿñíèëè, ÷òî ýòî óðàâíåíèå èìååò ïåðâûé èíòåãðàë: ïîëíàÿ ìåõàíè-
÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ïîñòîÿííà.
Öåíòðàëüíîå ïîëå ñèë âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì; ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ

çàâèñèò òîëüêî îò r.

Îïðåäåëåíèå 4.4.2. Ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé òåëà åäèíè÷íîé ìàññû ïðè äâèæå-
íèè â öåíòðàëüíîì ïîëå ñèë íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ U(r), äëÿ êîòîðîé d

drU(r) = −f(r).

Òàê êàê ãðàäèåíò ôóíêöèè U (êàê ôóíêöèè ïåðåìåííîé x) ðàâåí gradU = −f(r)er,
ýòà ôóíêöèÿ äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé óðàâíåíèÿ (4.35) â
ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 4.3.7 ðàçäåëà 4.3.4.
Äëÿ ïëàíåòû, äâèæóùåéñÿ âîêðóã Ñîëíöà, ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà U(r) =

−k
r .

Îïðåäåëåíèå 4.4.3. Êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé òåëà åäèíè÷íîé ìàññû íàçûâàåòñÿ
âåëè÷èíà ⟨ẋ,ẋ⟩

2 .

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 4.3.8 ðàçäåëà 4.3.4.

Ïðåäëîæåíèå 4.4.4. Äëÿ äâèæåíèÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå ñèë ïîëíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ
ýíåðãèÿ E (ñóììà êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè) ñîõðàíÿåòñÿ. Äðóãèìè
ñëîâàìè, E := 1

2⟨ẋ, ẋ⟩+ U(r) = const.

Êðîìå èíòåãðàëà ýíåðãèè, ó óðàâíåíèÿ (4.35) åñòü åùå îäèí ïåðâûé èíòåãðàë.
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4 Ñèììåòðèè è çàêîíû ñîõðàíåíèÿ

Ïðåäëîæåíèå 4.4.5. Ìîìåíò êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ c⃗ = [x, ẋ] ÿâëÿåòñÿ ïåð-
âûì èíòåãðàëîì óðàâíåíèÿ (4.35).

Çäåñü è äàëåå çàïèñü [v, w] îçíà÷àåò âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ v è w.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì, ÷òî d
dt [x, ẋ] = 0. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé

d

dt
[v(t), w(t)] = [v̇(t), w(t)] + [v(t), ẇ(t)].

Óïðàæíåíèå 77. Äîêàæèòå ýòó ôîðìóëó, åñëè îíà âàì íåèçâåñòíà.

Ïîëó÷èì d
dt [x, ẋ] = [ẋ, ẋ] + [x, ẍ] = 0 + [x, f(r)er] = 0, òàê êàê âåêòîðíîå ïðîèçâå-

äåíèå ïàðàëëåëüíûõ âåêòîðîâ ðàâíî íóëþ.

Ñëåäñòâèå 4.4.6. Äâèæåíèå â öåíòðàëüíîì ïîëå ñèë ïðîèñõîäèò â ïëîñêîñòè,
ïåðïåíäèêóëÿðíîé (ïîñòîÿííîìó) âåêòîðó ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ c⃗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, x ⊥ [x, ẋ] = c⃗.

Ñòðîãî ãîâîðÿ, íóæíî îòäåëüíî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé c⃗ = 0. Òîãäà x || ẋ, òî åñòü
ñêîðîñòü òåëà íàïðàâëåíà âäîëü åãî ðàäèóñ-âåêòîðà. Èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé
ÿñíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå òåëî áóäåò äâèãàòüñÿ ïî ïðÿìîé � ïàäàòü íà Ñîëíöå èëè
óäàëÿòüñÿ îò íåãî.

Óïðàæíåíèå 78. Äàéòå ñòðîãîå îáîñíîâàíèå òîãî, ÷òî ïðè c⃗ = 0 òåëî äâèæåòñÿ
âäîëü ïðÿìîé, äîêàçàâ, ÷òî âåêòîð er ïîñòîÿíåí.

Óêàçàíèå: ïðîäèôôåðåíöèðóéòå âûðàæåíèå x = rer ïî t, ñð. ñ ëåììîé 4.4.7 ñëå-
äóþùåãî ðàçäåëà.

Óïðàæíåíèå 79. Íàéäèòå çàêîí äâèæåíèÿ òåëà, ïàäàþùåãî íà Ñîëíöå ïî ïðÿ-
ìîé.

4.4.3 Ïîëÿðíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò. Âòîðîé çàêîí Êåïëåðà äëÿ
äâèæåíèÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå ñèë

Óðàâíåíèÿ âèäà (4.35) óäîáíåå âñåãî ðåøàòü â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (r, φ) íà
òîé ïëîñêîñòè, â êîòîðîé ïðîèñõîäèò äâèæåíèå (ñì. ñëåäñòâèå 4.4.6). Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî ýòà ïëîñêîñòü ñîâïàäàåò ñ ïëîñêîñòüþ Ox1x2.

Êðîìå âåêòîðà er = x/r, ââåä¼ì ïåðïåíäèêóëÿðíûé åìó åäèíè÷íûé âåêòîð eφ â
ïëîñêîñòè Ox1x2, íàïðàâëåííûé ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, è âåêòîð ez = (0, 0, 1).

Ïåðåéä¼ì ê ïåðåìåííûì r, φ. Äëÿ ýòîãî âûðàçèì ẋ ÷åðåç ṙ è φ̇.

Ëåììà 4.4.7. Ïóñòü x(t) ∈ R2 � ðàäèóñ-âåêòîð äâèæóùåéñÿ òî÷êè â ìîìåíò
âðåìåíè t; ïóñòü (r(t), φ(t)) � å¼ ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû. Òîãäà ẋ = ṙer + rφ̇eφ.
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4.4.3. Âòîðîé çàêîí Êåïëåðà.

x(t) er
∆φ

x(t+∆t)

|x(t+∆t)| sin∆φeφ

|x(t+∆t)| cos∆φ

Ðèñ. 4.14: Èëëþñòðàöèÿ ê äîêàçàòåëüñòâó ëåììû

Äîêàçàòåëüñòâî. Ãåîìåòðè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî
Ðàññìîòðèì ïðèðàùåíèå ∆x = x(t + ∆t) − x(t) (ñì. ðèñ. 4.14). Ïðîåêöèÿ ýòîãî

ïðèðàùåíèÿ íà âåêòîð eφ ðàâíà |x(t+∆t)| sin∆φ, ÷òî ïðèìåðíî ðàâíî r∆φ. Ïðîåê-
öèÿ ïðèðàùåíèÿ íà âåêòîð er ðàâíà |x(t +∆t)| cos∆φ − |x(t)|, ÷òî ïðèìåðíî ðàâíî
|x+∆x| − |x| = ∆r. Ïåðåõîä ê ïðåäåëó äà¼ò ẋ = ṙer + rφ̇eφ.

Àíàëèòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî

Òàê êàê x = r(cosφ, sinφ), òî ïðîèçâîäíàÿ ýòîãî âåêòîðà ïî t ðàâíà

ẋ = ṙ(cosφ, sinφ) + r(−φ̇ sinφ, φ̇ cosφ) = ṙer + rφ̇eφ.

Çàïèøåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ â ïîëÿðíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò.

const = c⃗ = [x, ẋ] = [x, ṙer + rφ̇eφ] = r2φ̇[er, eφ] = r2φ̇ez,

ïîýòîìó |⃗c| = r2φ̇. Îêàçûâàåòñÿ, r2φ̇ è åñòü ñêîðîñòü çàìåòàíèÿ ïëîùàäè ðàäèóñ-
âåêòîðîì, è èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ñðàçó ñëåäóåò âòî-
ðîé çàêîí Êåïëåðà.

Ïðåäëîæåíèå 4.4.8. Âòîðîé çàêîí Êåïëåðà âûïîëíåí â ëþáîì öåíòðàëüíîì ïîëå
ñèë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèãóðà, êîòîðóþ çàìåòàåò âåêòîð x íà îòðåçêå âðåìåíè [t1, t2],
îãðàíè÷åíà ðàäèóñ-âåêòîðàìè x(t1) è x(t2) è äóãîé òðàåêòîðèè òåëà (r(t), φ(t)). Ïëî-
ùàäü ýòîé ôèãóðû ðàâíà

S =
1

2

∫ φ(t2)

φ(t1)
r2(φ)dφ =

1

2

∫ t2

t1

r2(t)φ̇dt =
1

2
|⃗c| · (t2 − t1).

Çíà÷èò, çà îäèíàêîâûå îòðåçêè âðåìåíè âåêòîð x çàìåòàåò îäèíàêîâûå ïëîùàäè.
Âåëè÷èíà c = |⃗c| = r2φ̇ � âåëè÷èíà ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ � ðàâíà ñêîðîñòè
çàìåòàíèÿ ïëîùàäè.
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4 Ñèììåòðèè è çàêîíû ñîõðàíåíèÿ

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñëó÷àé c > 0. Ñëó÷àé íóëåâîãî
ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ c = 0 ðàññìîòðåí â óïðàæíåíèè 79 è ñîîòâåòñòâóåò
äâèæåíèþ òåëà ïî ïðÿìîé, à ñëó÷àé c < 0 îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ c > 0 ñìåíîé
îðèåíòàöèè ñèñòåìû êîîðäèíàò.

4.4.4 Ïåðâûé çàêîí Êåïëåðà

4.4.4.1 Óðàâíåíèå ýëëèïñà â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîãî çàêîíà Êåïëåðà óäîáíåå âñåãî ïåðåéòè ê ïîëÿðíûì êî-
îðäèíàòàì. Íàì ïîíàäîáèòñÿ óðàâíåíèå êîíè÷åñêèõ ñå÷åíèé â ïîëÿðíûõ êîîðäèíà-
òàõ:

r =
p

1 + e cosφ
. (4.36)

Äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ ìû ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî óðàâíåíèå (4.36)
ïðè 0 ⩽ e < 1 çàäàåò ýëëèïñ. Ïðè e = 1 ýòî óðàâíåíèå çàäà¼ò ïàðàáîëó, à ïðè e > 1
� ãèïåðáîëó, íî ìû íå áóäåì ýòî äîêàçûâàòü.

Íàïîìíèì, ÷òî ýëëèïñ ñ ôîêóñàìè F1, F2 � ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê, ñóììà ðàññòî-
ÿíèé îò êîòîðûõ äî F1 è F2 ïîñòîÿííà è ðàâíà 2a. Êàê èçâåñòíî, â äåêàðòîâûõ

êîîðäèíàòàõ ýëëèïñ çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì x2

a2
+ y2

b2
= 1, ãäå a è b � áîëüøàÿ è ìà-

ëàÿ ïîëóîñü ýëëèïñà ñîîòâåòñòâåííî. Ýêñöåíòðèñèòåò ýëëèïñà � ýòî îòíîøåíèå
ïîëîâèíû ìåæôîêóñíîãî ðàññòîÿíèÿ ê áîëüøîé ïîëóîñè.

Ëåììà 4.4.9. Åñëè 0 ⩽ e < 1, òî óðàâíåíèå r(φ) = p
1−e cosφ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíà-

òàõ çàäà¼ò ýëëèïñ ñ ýêñöåíòðèñèòåòîì e, îäèí èç ôîêóñîâ êîòîðîãî íàõîäèòñÿ â
íà÷àëå êîîðäèíàò. Eãî áîëüøàÿ è ìàëàÿ ïîëóîñè ðàâíû a = p

1−e2 è b =
√
ap ñîîò-

âåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ýëëèïñ ñ ôîêóñàìè (0, 0), (2f, 0) è áîëüøîé ïîëóîñüþ
a. Ïóñòü òî÷êà ýëëèïñà X èìååò ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû (r, φ), òî åñòü äåêàðòîâû
êîîðäèíàòû (r cosφ, r sinφ). Òîãäà ñóììà ðàññòîÿíèé îò ôîêóñîâ äî òî÷êè X ðàâíà

2a = |F1X|+ |XF2| = r +
√

(r cosφ− 2f)2 + (r sinφ)2.

Âû÷òåì r èç îáåèõ ÷àñòåé è âîçâåäåì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà â êâàäðàò. Ïîëó÷èì

4a2 − 4ar + r2 = r2(cos2 φ+ sin2 φ)− 4fr cosφ+ 4f2.

Îòñþäà

r =
a2 − f2

a− f cosφ
.

Ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà a èìååò âèä r(φ) = p
1−e cosφ , ãäå

e = f/a, p = a2−f2
a . Çíà÷èò, èñõîäíîå óðàâíåíèå çàäàåò ýëëèïñ, ïðè÷åì ïàðàìåòð

e ðàâåí åãî ýêñöåíòðèñèòåòó f/a � îòíîøåíèþ ïîëîâèíû ìåæôîêóñíîãî ðàññòîÿíèÿ
ê áîëüøîé ïîëóîñè.
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Âûðàçèì ïîëóîñè ýëëèïñà ÷åðåç e, p. Òàê êàê f = ae, èìååì p = a − ae2, òî åñòü
a = p

1−e2 .
×òîáû âû÷èñëèòü äëèíó ìàëîé ïîëóîñè b, çàìåòèì, ÷òî âåðõíÿÿ òî÷êà ýëëèïñà

ëåæèò íàä åãî öåíòðîì (f, 0), òî åñòü èìååò êîîðäèíàòû X = (f, b). Äëÿ íå¼ òîæå
âûïîëíåíî |F1X|+ |XF2| = 2a, îòêóäà 2

√
b2 + f2 = 2a. Çíà÷èò,

b2 = a2 − f2 = a2(1− e2) = ap. (4.37)

4.4.4.2 Òðè äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîãî çàêîíà Êåïëåðà

Ìû ïðèâåäåì òðè äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîãî çàêîíà Êåïëåðà. Ïåðâûå äâà äîêàçàòåëü-
ñòâà � àíàëèòè÷åñêîå è ãåîìåòðè÷åñêîå � ïðèíàäëåæàò Ðè÷àðäó Ôåéíìàíó, ñì.
ðàçäåë 4.4.4.3. Àíàëèòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî, ñîâñåì êîðîòêîå, èñïîëüçóåò çàïèñü
ýëëèïñà â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ. Ãåîìåòðè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî àïïåëèðóåò íåïî-
ñðåäñòâåííî ê îïðåäåëåíèþ ýëëèïñà. Íî ýòè äîêàçàòåëüñòâà ðàáîòàþò òîëüêî äëÿ
óðàâíåíèÿ (4.34).
Òðåòüå äîêàçàòåëüñòâî (ñì. ðàçäåë (4.4.4.4))� êëàññè÷åñêîå. Îíî íå òîëüêî îáîñ-

íîâûâàåò ïåðâûé çàêîí Êåïëåðà, íî è ðåøàåò çàäà÷ó î äâèæåíèè ìàòåðèàëüíîé
òî÷êè â ëþáîì öåíòðàëüíîì ïîëå ñèë, â êîòîðîì ñèëà çàâèñèò òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ
äî öåíòðà. Ðàçíûå èçëîæåíèÿ ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà îïóáëèêîâàíû â êëàññè÷åñêèõ
ó÷åáíèêàõ 15 16.
Ãåîìåòðè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî Ôåéíìàíà âîññòàíîâèëè Äýâèä Ãóäøòåéí è Äæó-

äè Ãóäøòåéí ïî ÷åðíîâèêàì è çàïèñÿì ëåêöèé 17, 18. Ôåéíìàí ðàññêàçûâàë ýòî äîêà-
çàòåëüñòâî ïåðâîêóðñíèêàì â Êàëèôîðíèéñêèì òåõíîëîãè÷åñêîì èíñòèòóòå (Caltech)
â 1964 ãîäó � áåç ôîðìóë, íà ðèñóíêàõ; ìû îò÷àñòè ïåðåâåëè åãî íà ÿçûê ôîðìóë.

4.4.4.3 Äîêàçàòåëüñòâî Ôåéíìàíà

Ìû íàéäåì óðàâíåíèå òðàåêòîðèè ïëàíåòû â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, òî åñòü
çàâèñèìîñòü r(φ).
Äëÿ íà÷àëà íàéäåì çàâèñèìîñòü ẋ(φ). Ïîëîæèì v = ẋ. Â ñèëó óðàâíåíèÿ (4.34),

dv

dt
= −ker

r2
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà,

dφ

dt
=

c

r2
.

15Àðíîëüä Â.È. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè.
16M. W. Hirsch, S.Smale and R. L. Devaney, Di�erential Equations, Dynamical Systems, and an

Introduction to Chaos
17�Feynman's Lost Lecture, The Motion of Planets Around the Sun�, David L. Goodstein and Judith R.

Goodstein, W. W. Norton and Company, New York, 1996.
18�Feynman Says: �Newton implies Kepler, No Calculus Needed!� �, Brian Beckman, Journal of Symbolic

geometry, 2006, Vol. 1, pp. 57 � 72.
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4 Ñèììåòðèè è çàêîíû ñîõðàíåíèÿ

Åñëè ðàçäåëèòü ïåðâîå óðàâíåíèå íà âòîðîå (ýòó îïåðàöèþ ìû îáñóæäàëè â ðàçäåëå
3.3.2), ïîëó÷èì

dv

dφ
= −ker

c
= −k

c
(cosφ, sinφ).

Òàê êàê ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ çàâèñèò òîëüêî îò φ, äîñòàòî÷íî ïðîèíòåãðèðîâàòü
îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà, ÷òîáû íàéòè çàâèñèìîñòü v(φ):

v(φ) =
k

c
(− sinφ, cosφ) +Q =

k

c
eφ +Q, (4.38)

ãäå Q � íåêîòîðûé ïîñòîÿííûé âåêòîð. Ïîâåðíóâ ïðè íåîáõîäèìîñòè ñèñòåìó êîîð-
äèíàò, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Q = (0, q), q > 0.

Çàìå÷àíèå 4.4.10. Áóäåì îòêëàäûâàòü âåêòîðû ñêîðîñòè ïëàíåòû îò íà÷àëà
êîîðäèíàò; èõ êîíöû îïèøóò êðèâóþ φ 7→ v(φ). Òàêàÿ êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ ãîäîãðà-
ôîì. Óðàâíåíèå (4.38) ïîêàçûâàåò, ÷òî ãîäîãðàô äëÿ óðàâíåíèÿ (4.34) � îêðóæ-
íîñòü ñ öåíòðîì Q = (0, q), ïðè÷åì êîíåö âåêòîðà v(φ) ñîîòâåòñòâóåò öåíòðàëü-
íîìó óãëó φ íà ýòîé îêðóæíîñòè.

Äàëüøå äîêàçàòåëüñòâî ðàçäâàèâàåòñÿ íà ãåîìåòðè÷åñêîå è àíàëèòè÷åñêîå.

Àíàëèòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî

Íàéäåì çàâèñèìîñòü r(φ). Â ñèëó ëåììû 4.4.7, èìååì v = ṙer + rφ̇eφ. Ïîýòîìó

rφ̇ = (v, eφ) =
k

c
+ (Q, eφ) =

k

c
− q cosφ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, φ̇ = c
r2
. Çíà÷èò,

r
c

r2
=
k

c
− q cosφ,

îòêóäà

r =
c

k/c− q cosφ
=

c2/k

1− (qc/k) cosφ
,

òî åñòü

r =
p

1− e cosφ
, ãäå p =

c2

k
, e =

qc

k
. (4.39)

Ïðè 0 < e < 1 ýòî óðàâíåíèå çàäà¼ò ýëëèïñ (ñì. ëåììó 4.4.9), ïðè e = 1 � ïàðàáîëó,
ïðè e > 1 � ãèïåðáîëó. Çíà÷èò, òåëî ïîä âîçäåéñòâèåì ñèëû ïðèòÿæåíèÿ ê Ñîëíöó
äâèæåòñÿ ïî ýëëèïñó, ïàðàáîëå èëè ãèïåðáîëå. Òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ïëàíåò, êîíå÷-
íî, ýëëèïñû, òàê êàê îíè äîëæíû áûòü îãðàíè÷åííû. Ìû äîêàçàëè ïåðâûé çàêîí
Êåïëåðà.
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φ

v(φ)

Ðèñ. 4.15: Ïîëå íàïðàâëåíèé Γ, çàäàííîå óðàâíåíèåì (4.38).

Ãåîìåòðè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî

Ðàññìîòðèì îðáèòó ïëàíåòû (r(t), φ(t)) ñ ìîìåíòîì èìïóëüñà c: r2φ̇ = c. Ìû óñòà-
íîâèëè, ÷òî âåêòîð ñêîðîñòè ýòîé îðáèòû, çàïèñàííûé â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ,
èìååò âèä (4.38).
Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíîå ïîëå íàïðàâëåíèé Γ íà ïëîñêîñòè: â êàæäîé òî÷-

êå ëó÷à ñ ïîëÿðíûì óãëîì φ íàïðàâëåíèå áóäåò ïàðàëëåëüíî âåêòîðó v(φ). Íàøà
îðáèòà ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ ýòîãî ïîëÿ. Ïîëå Γ èíâàðèàíòíî îò-
íîñèòåëüíî ðàñòÿæåíèé; òåì æå ñâîéñòâîì îáëàäàåò è ñåìåéñòâî åãî èíòåãðàëüíûõ
êðèâûõ. Ìû äîêàæåì, ÷òî ñðåäè èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ ïîëÿ Γ åñòü îäèí ýëëèïñ ñ
ôîêóñîì O. Çíà÷èò, âñå èíòåãðàëüíûå êðèâûå � ýëëèïñû ñ ôîêóñîì O, â òîì ÷èñëå
è íàøà îðáèòà ïëàíåòû.
Çàïèøåì óðàâíåíèå (4.38) â âèäå

v(φ) = (0, q) +Reφ, (4.40)

ãäå R = k
c , eφ = (− sinφ, cosφ).

Êîãäà ïëàíåòà îáðàùàåòñÿ âîêðóã Ñîëíöà, âåêòîð å¼ ñêîðîñòè v(φ) äåëàåò îáîðîò
âîêðóã íóëÿ; ïî ôîðìóëå âèäíî, ÷òî äëÿ ýòîãî äîëæíî áûòü âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
R > q. Ìû óâèäèì, ÷òî ñëó÷àé R > q ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèþ òåëà ïî ýëëèïñó,
R = q � äâèæåíèþ ïî ïàðàáîëå, R < q � ïî ãèïåðáîëå.

Ëåììà 4.4.11. Ïóñòü R > q. Òîãäà ýëëèïñ E ñ ôîêóñàìè O è F = (−q, 0) è áîëüøîé
îñüþ R ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé ïîëÿ Γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü ðàäèóñà R è ïðîâåäåì å¼ ðàäèóñ OZ ñ
ïîëÿðíûì óãëîì φ: OZ = Rer = R(cosφ, sinφ). Âåêòîð FZ = (q, 0) + Rer ïåð-
ïåíäèêóëÿðåí âåêòîðó v(φ). Òîãäà ëþáîé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó FZ ïàðàëëåëåí
âåêòîðó v(φ).
Ïðîâåäåì ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð lz ê îòðåçêó FZ; ïóñòü X � åãî ïåðåñå÷åíèå

c ðàäèóñîì OZ.
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O

Z

F
φ

lZ

X

Ðèñ. 4.16: Ïîñòðîåíèå äëÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîãî çàêîíà Êåïëåðà
(ñëåâà); ýëëèïñ êàê îãèáàþùàÿ ñåìåéñòâà ïðÿìûõ lZ (ñïðàâà).

Òî÷êàX ïðèíàäëåæèò ýëëèïñóE: ïî ñâîéñòâó ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà, |FX| =
|XZ|, ïîýòîìó

|OX|+ |FX| = |OX|+ |XZ| = R.

Ïî îïðåäåëåíèþ ýëëèïñà, ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà X ëåæèò íà ýëëèïñå E.

Ïðÿìàÿ lZ êàñàåòñÿ ýëëèïñà E â òî÷êå X: äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîé òî÷êè Y íà
lz, Y ̸= X, èìååì

|OY |+ |FY | = |OY |+ |Y Z| > |OZ| = R,

à ïîòîìó òî÷êà Y ëåæèò âíå ýëëèïñà E.

Èòàê, êàñàòåëüíàÿ ê ýëëèïñó E â òî÷êåX ñîâïàäàåò ñ lZ , ïîýòîìó îíà ïàðàëëåëüíà
âåêòîðó v(φ). Ýòî âåðíî äëÿ ëþáîãî ïîëÿðíîãî óãëà φ, òî åñòü äëÿ ëþáîé òî÷êè
ýëëèïñà. Çíà÷èò, ýëëèïñ E ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé ïîëÿ íàïðàâëåíèé Γ.

Òåì ñàìûì, äîêàçàí ïåðâûé çàêîí Êåïëåðà.

Çàìå÷àíèå 4.4.12. Êîãäà òî÷êà Z ïðîáåãàåò îêðóæíîñòü ðàäèóñà R ñ öåíòðîì O,
ïðÿìûå lZ îáðàçóþò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî. Âñå ïðÿìûå ýòîãî ñåìåéñòâà
êàñàþòñÿ ýëëèïñà E, ñì. ðèñ. 4.16 ñïðàâà. Ãîâîðÿò, ÷òî ýëëèïñ ÿâëÿåòñÿ îãèáàþùåé
ýòîãî ñåìåéñòâà ïðÿìûõ.

Òàêèì æå îáðàçîì ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî â ñëó÷àå R < q òåëî äâèæåòñÿ ïî ãèïåð-
áîëå.
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FO O

l

Z

lφ

Ðèñ. 4.17: Ãèïåðáîëà êàê îãèáàþùàÿ ñåìåéñòâà ïðÿìûõ (ñëåâà). Ïîñòðîåíèå äëÿ ïà-
ðàáîëû è ïàðàáîëà êàê îãèáàþùàÿ ñåìåéñòâà ïðÿìûõ (ñïðàâà).

Óïðàæíåíèå 80. Â ñëó÷àå R < q âûâåäèòå èç óðàâíåíèÿ (4.40), ÷òî òåëî äâèæåò-
ñÿ ïî ãèïåðáîëå: ïðîâåðüòå, ÷òî ãèïåðáîëà ñ ôîêóñàìè F = (−q, 0) è O êàñàåòñÿ
ïîëÿ íàïðàâëåíèé (ñì. ðèñ. 4.17 ñëåâà).
Íàïîìíèì, ÷òî ãèïåðáîëà � ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ ðàçíîñòü ðàñ-

ñòîÿíèé äî ôîêóñîâ ãèïåðáîëû ïîñòîÿííà.

Óïðàæíåíèå 81. Â ñëó÷àå R = q âûâåäèòå èç óðàâíåíèÿ (4.40), ÷òî òåëî äâè-
æåòñÿ ïî ïàðàáîëå.
Íàïîìíèì, ÷òî ïàðàáîëà � ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê, ðàâíîóäàëåííûõ îò äàííîé

òî÷êè (ôîêóñà ïàðàáîëû) è äàííîé ïðÿìîé (äèðåêòðèñû).

Óêàçàíèå (ñì. ðèñ. 4.17 ñïðàâà). Ïðîâåäåì ëþáóþ âåðòèêàëüíóþ ïðÿìóþ l ñïðà-
âà îò O � îíà áóäåò ñëóæèòü äèðåêòðèñîé. Ïðîâåäåì ïðÿìóþ lφ ÷åðåç òî÷êó O
ïîä óãëîì φ ê ãîðèçîíòàëè. Ïðîâåäåì îòðåçîê OZ ïîä óãëîì φ/2 ê ãîðèçîíòàëè,
ãäå òî÷êà Z ëåæèò íà ïðÿìîé l. Ïîêàæèòå, ÷òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñåðåäèííîãî
ïåðïåíäèêóëÿðà ê OZ è ïðÿìîé lφ ëåæèò íà ïàðàáîëå ñ ôîêóñîì O è äèðåêòðè-
ñîé l, à êàñàòåëüíàÿ ê ïàðàáîëå ñîâïàäàåò ñ ýòèì ñåðåäèííûì ïåðïåíäèêóëÿðîì.
Äîêàæèòå, ÷òî ýòà ïàðàáîëà êàñàåòñÿ ïîëÿ íàïðàâëåíèé Γ.

4.4.4.4 Äîêàçàòåëüñòâî ñ èñïîëüçîâàíèåì ýôôåêòèâíîé ïîòåíöèàëüíîé
ýíåðãèè

Èäåÿ ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùàÿ. Ó íàñ åñòü ÷åòûðå ïåðåìåííûõ: r, ṙ, φ, φ̇.
Ìû èñïîëüçóåì äâà çàêîíà ñîõðàíåíèÿ: çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è çàêîí ñîõðàíå-
íèÿ ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ, ÷òîáû âûïèñàòü ñîîòíîøåíèå íà r, ṙ, èñêëþ÷èâ
φ, φ̇. Ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå íà r, ṙ îêàæåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì äëÿ íåêîòîðîãî
óðàâíåíèÿ Íüþòîíà íà ïðÿìîé r̈ = . . . . Òàêèì îáðàçîì ñ ïîìîùüþ äâóõ ñîîòíîøå-
íèé ìû èçáàâèìñÿ îò äâóõ ïåðåìåííûõ. Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå Íüþòîíà íà ïðÿìîé
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ìîæíî ðåøèòü â ÿâíîì âèäå. Íî òàê êàê íàì íóæíà çàâèñèìîñòü r(φ), à íå r(t), íàì
ïðèäåòñÿ ïåðåéòè ê óðàâíåíèþ íà r(φ) (òî÷íåå, íà 1

r(φ) , ñì. ïðåäëîæåíèå Êëåðî) è
ðåøèòü åãî.
Çàïèøåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Òàê êàê

Eêèí. =
1

2
⟨ ˙⃗r, ˙⃗r⟩ = 1

2
⟨ṙe⃗r + rφ̇e⃗φ, ṙe⃗r + rφ̇e⃗φ⟩ =

ṙ2

2
+
r2φ̇2

2
,

çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè èìååò âèä

ṙ2

2
+
r2φ̇2

2
+ U(r) = E.

Ïîëüçóÿñü çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà r2φ̇ = c, ïîëó÷èì

ṙ2

2
+

c2

2r2
+ U(r) = E, (4.41)

ãäå c = |⃗c|.
Ýòî óðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè äëÿ íîâîãî óðàâíå-

íèÿ Íüþòîíà r̈ = − d
drW (r) íà ïðÿìîé, ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé W (r) = c2

2r2
+U(r).

Îíà íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé. Ïî ïðåäëîæåíèþ 4.3.6 èç
ðàçäåëà 4.3.3, èç óðàâíåíèÿ (4.41) ñëåäóåò, ÷òî r óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Íüþòîíà
íà ïðÿìîé

r̈ = −W ′(r) (4.42)

êðîìå ñëó÷àÿ, êîãäà r ëîêàëüíî ïîñòîÿííî.

Óïðàæíåíèå 82. Ðàññìîòðèòå ñëó÷àé, êîãäà r ëîêàëüíî ïîñòîÿííî (òåëî äâè-
æåòñÿ ïî îêðóæíîñòè). Ïðîâåðüòå, ÷òî òîãäà W ′(r) = 0, ïîýòîìó ðàâåíñòâî
(4.42) âåðíî è â ýòîì ñëó÷àå.

Èòàê, äëÿ äâèæåíèÿ òåëà â öåíòðàëüíîì ïîëå ñèë ðàññòîÿíèå r îò òåëà äî
íà÷àëà êîîðäèíàò ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ Íüþòîíà íà ïðÿìîé.
Äëÿ äâèæåíèÿ ïëàíåò âîêðóã Ñîëíöà W (r) = −k

r + c2

2r2
. Ãðàôèê ôóíêöèè W

èçîáðàæ¼í íà ðèñ. 4.18 ñëåâà. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ãðàôèêà ìîæíî ïîñòðîèòü ôàçî-
âûé ïîðòðåò óðàâíåíèÿ (4.42) íà ïëîñêîñòè (r, ṙ), ñì. ðèñ. 4.18 ñïðàâà; ìèíèìóìó
ôóíêöèè W ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèå ïëàíåòû ïî îêðóæíîñòè, êîãäà ṙ ≡ 0.
Ìû ìîãëè áû ðåøèòü ýòî óðàâíåíèå Íüþòîíà íàïðÿìóþ, êàê ñäåëàíî â êîíöå

ðàçäåëà 4.3.5. Íî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîãî çàêîíà Êåïëåðà íàì íóæíî íàéòè
óðàâíåíèÿ òðàåêòîðèé ïëàíåò � êðèâûõ (r(t), φ(t)) íà ïëîñêîñòè Oxy. Äëÿ ýòîãî
óäîáíî ïåðåéòè îò ïîëÿðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ê ñèñòåìå êîîðäèíàò (1r , φ).

Ïðåäëîæåíèå 4.4.13 (Ïðåäëîæåíèå Êëåðî19). Ïóñòü òåëî äâèæåòñÿ â öåíòðàëü-
íîì ïîëå ñèë ñ ïîòåíöèàëîì U(r). Ïóñòü c ̸= 0 � åãî ìîìåíò èìïóëüñà, W (r) =

U(r) + c2

2r2
� ýôôåêòèâíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ. Òîãäà

d2ρ

dφ2
= − 1

c2
d

dρ

[
W

(
1

ρ

)]
, (4.43)

19Àëåêñè Êëîä Êëåðî (1713 � 1765) � ìàòåìàòèê, ìåõàíèê è àñòðîíîì. Â ìàòåìàòèêå èçâåñòíû åãî
ðàáîòû ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó è òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
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0 r

W (r)

0 r

ṙ

Ðèñ. 4.18: Ýôôåêòèâíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äëÿ äâèæåíèÿ ïëàíåò (k = 1, c = 1)
è ôàçîâûé ïîðòðåò äëÿ óðàâíåíèÿ (4.42)

ãäå ρ = 1
r .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî áûëî áû ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííîé ρ = 1
r â íàøåì óðàâ-

íåíèè, à ïîòîì ïåðåéòè îò èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ óðàâíåíèÿ ρ̇ = . . . , φ̇ = . . . ê
ôàçîâûì è ïîëó÷èòü óðàâíåíèå íà ρ(φ). Ìû ïîñòóïèì ïðîùå.
Çàìåòèì, ÷òî

dρ

dφ
=
ρ̇

φ̇
= − ṙ

r2φ̇
= − ṙ

c
:

áëàãîäàðÿ çàêîíó ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà, âûðàæåíèÿ ṙ è dρ
dφ îêàçûâàþòñÿ ïðîïîðöè-

îíàëüíû. Ïîýòîìó çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè äëÿ óðàâíåíèÿ (4.42) ìîæíî çàïèñàòü
òàê:

ṙ2

2
+W (r) = E ⇒ c2

2
(
dρ

dφ
)2 +W (

1

ρ
) = E.

Ýòî óðàâíåíèå èìååò âèä çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè äëÿ óðàâíåíèÿ Íüþòîíà íà
ôóíêöèþ ρ(φ). Ïî ïðåäëîæåíèþ 4.3.6 èç ðàçäåëà 4.3.3, ôóíêöèÿ ρ(φ) èëè ëîêàëüíî
ïîñòîÿííà, èëè óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Íüþòîíà ñ ïîòåíöèàëîì 1

c2
W :

d2ρ

dφ2
= − 1

c2
d

dρ

[
W

(
1

ρ

)]
.

Âî âòîðîì ñëó÷àå ïðåäëîæåíèå Êëåðî äîêàçàíî. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïëàíåòà äâèæåòñÿ
ïî îêðóæíîñòè.

Óïðàæíåíèå 83. Ïðîâåðüòå, ÷òî äëÿ ïëàíåòû, äâèæóùåéñÿ ïî îêðóæíîñòè,
ïðåäëîæåíèå Êëåðî òîæå âûïîëíåíî (ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (4.43) ðàâíà íóëþ).

Èç ïðåäëîæåíèÿ Êëåðî â ñëó÷àå ïîòåíöèàëà U = −k
r ñëåäóåò, ÷òî

d2ρ

dφ2
=

k

c2
− ρ.

Ýòî óðàâíåíèå îòëè÷àåòñÿ îò óðàâíåíèÿ ẍ = −x äëÿ êîëåáàíèé ïðóæèííîãî ìà-
ÿòíèêà òîëüêî äîáàâëåíèåì êîíñòàíòû. Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ẍ = −x èìåþò âèä
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x(t) = d cos(t+ c). Çíàÿ ýòî, ëåãêî ïîäîáðàòü ðåøåíèÿ íàøåãî óðàâíåíèÿ: îíè áóäóò
èìåòü âèä

ρ(φ) =
k

c2
+D cos(φ+ C)

äëÿ âñåâîçìîæíûõ çíà÷åíèé êîíñòàíò C,D (çíà÷åíèå D áóäåò âûðàæàòüñÿ ÷åðåç
ïîëíóþ ìåõàíè÷åñêóþ ýíåðãèþ ñèñòåìû).

Èòàê,

r =
1

ρ
=

1
k
c2

+D cos(φ+ C)
,

òî åñòü

r =
p

1− e cosφ
, ãäå p =

c2

k
, e =

Dc

k
. (4.44)

Ýòî ñòàíäàðòíîå óðàâíåíèå êîíè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ. Ïî ëåììå
4.4.9, ïðè |e| < 1 óðàâíåíèå (4.44) çàäà¼ò ýëëèïñ, ôîêóñ êîòîðîãî íàõîäèòñÿ â íà÷àëå
êîîðäèíàò. Ïðè |e| = 1 ýòî óðàâíåíèå çàäà¼ò ïàðàáîëó, à ïðè |e| > 1 � ãèïåðáîëó.
Èòàê, òåëî äâèæåòñÿ âîêðóã Ñîëíöà ïî ýëëèïñó, ïàðàáîëå èëè ãèïåðáîëå. Òðàåêòî-
ðèè ïëàíåò, êîíå÷íî, ýëëèïñû, òàê êàê äëÿ ïëàíåò ðàññòîÿíèå r îãðàíè÷åííî.

4.4.5 Òðåòèé çàêîí Êåïëåðà

Ìû äîêàçàëè, ÷òî ïëàíåòû äâèæóòñÿ âîêðóã Ñîëíöà ïî ýëëèïñàì. Òàê êàê ìû çíà-
åì ñêîðîñòü çàìåòàíèÿ ïëîùàäè ðàäèóñ-âåêòîðîì (îíà ðàâíà c) è îáùóþ ïëîùàäü
ýëëèïñà (îíà ðàâíà πab, ãäå a è b � ïîëóîñè ýëëèïñà), òî ëåãêî âû÷èñëèòü è ïåðèîä
îáðàùåíèÿ ïëàíåòû.

Ïðåäëîæåíèå 4.4.14. Äëÿ äâèæåíèÿ ïëàíåò âîêðóã Ñîëíöà âûïîëíÿåòñÿ òðå-
òèé çàêîí Êåïëåðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïëîùàäü ýëëèïñà ðàâíà πab. Òàê êàê ñêîðîñòü çàìåòàíèÿ ïëî-
ùàäè ðàâíà c, ïîëó÷àåì, ÷òî ïåðèîä îáðàùåíèÿ ïëàíåòû ðàâåí T = πab

c . Çíà÷èò,
îòíîøåíèå êâàäðàòà ïåðèîäà ê êóáó áîëüøîé ïîëóîñè ðàâíî

T 2

a3
=
π2b2

ac2
.

Ïî ðàâåíñòâó (4.37) èç ëåììû 4.4.9, b2 = ap. Â ñèëó (4.44) (èëè ñîîòâåòñòâóþùåãî

ðàâåíñòâà (4.4.4.3) èç äîêàçàòåëüñòâà Ôåéíìàíà), p = c2

k . Çíà÷èò,

T 2

a3
=
π2b2

ac2
=
π2p

c2
=
π2

k
.

Ýòà âåëè÷èíà îäèíàêîâà äëÿ âñåõ ïëàíåò Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû, ïîñêîëüêó k = GMÑîëíöà

(ñì. (4.33), (4.34)).
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4.4.6 Çàäà÷à òð¼õ òåë è ïðèìåð Ñèòíèêîâà

Çàêîíû Êåïëåðà ïîëíîñòüþ îïèñûâàþò äâèæåíèå äâóõ ìàññèâíûõ òåë ïîä äåéñòâèåì
âçàèìíîãî ïðèòÿæåíèÿ. Âîçíèêàåò âîïðîñ: ìîæíî ëè ïîëó÷èòü òàêîå æå îïèñàíèå
äëÿ äâèæåíèÿ òð¼õ ìàññèâíûõ òåë?
Ýòîò âîïðîñ ïîëó÷èë íàçâàíèå çàäà÷è òð¼õ òåë. Îòâåò íà íåãî íåèçâåñòåí. Íî

êà÷åñòâåííîå îïèñàíèå ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû ÷àñòè÷íî ïîëó÷åíî.
Äîëãîå âðåìÿ ñ÷èòàëîñü, ÷òî êàæäîå èç ïîïàðíûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó òåëàìè ëèáî

îãðàíè÷åííî, ëèáî ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Êîíòðïðèìåð ê ýòîé ãèïîòåçå ïîñòðî-
èë Ê. À. Ñèòíèêîâ â 1959 ãîäó20. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â çàäà÷å òð¼õ òåë âîçìîæíû åùå
è îñöèëëÿòîðíûå äâèæåíèÿ, êîãäà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òåëàìè êîëåáëþòñÿ, ïðèíèìàÿ
êàê ñêîëü óãîäíî ìàëûå, òàê è ñêîëü óãîäíî áîëüøèå çíà÷åíèÿ. Ïîçæå Â. Ì. Àëåêñå-
åâ21 âûäâèíóë ãèïîòåçó, ÷òî ìíîæåñòâî îñöèëëÿòîðíûõ äâèæåíèé èìååò ìåðó íîëü â
ïðîñòðàíñòâå âñåõ äâèæåíèé. Åñëè ãèïîòåçà âåðíà, òî, íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, îñöèë-
ëÿòîðíûå äâèæåíèÿ âîçìîæíû òîëüêî â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äâèæåíèÿ ïëàíåò,
íî íà ñàìîì äåëå íå âñòðå÷àþòñÿ.

F F

F

x

y

z

1 2

Ðèñ. 4.19: Ïðèìåð Ñèòíèêîâà

Ñèòíèêîâ îáíàðóæèë îñöèëëÿòîðíûå äâèæåíèÿ, ïîñòðîèâ ñïåöèàëüíîå âîçìóùå-
íèå ïðèìåðà, êîòîðûé îïèñàí íèæå.

Ïðèìåð 4.4.15 (Ïðèìåð Ñèòíèêîâà). Äâå ìàòåðèàëüíûå òî÷êè, èìåþùèå îäèíà-
êîâóþ ìàññó 1, äâèæóòñÿ ïî îêðóæíîñòè y2 + z2 = 1 â ïëîñêîñòè Oyz è âñå âðåìÿ
íàõîäÿòñÿ â äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷êàõ ýòîé îêðóæíîñòè. Òðåòüÿ ìàòå-
ðèàëüíàÿ òî÷êà èìååò ïðåíåáðåæèìî ìàëóþ ìàññóm (òî åñòü íå âëèÿåò íà äâèæåíèå
ïåðâûõ äâóõ). Îíà äâèæåòñÿ âäîëü îñè Ox.

20Ê.À.Ñèòíèêîâ, ¾Ñóùåñòâîâàíèå îñöèëëèðóþùèõ äâèæåíèé â çàäà÷å n òåë¿, Äîêëàäû Àêàäåìèè
íàóê, 1960, òîì 133, ñòð. 303-306.

21Âëàäèìèð Ìèõàéëîâè÷ Àëåêñååâ (1932 - 1980) � ìàòåìàòèê, ñïåöèàëèçèðîâàëñÿ â òåîðèè äèíà-
ìè÷åñêèõ ñèñòåì.
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Uêðèò

U(x)

0 x

ẋ

Ðèñ. 4.20: Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ è ôàçîâûå êðèâûå äëÿ ïðèìåðà Ñèòíèêîâà

Äâèæåíèå ïåðâûõ äâóõ òåë íàì èçâåñòíî. Ïóñòü òðåòüå òåëî íàõîäèòñÿ â òî÷êå
(x, 0, 0). Òîãäà ñèëû f1 è f2, äåéñòâóþùèå íà òðåòüå òåëî ñî ñòîðîíû ïåðâûõ äâóõ
òåë, ðàâíû ïî âåëè÷èíå

|f1| = |f2| =
m

x2 + 1
.

(ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ ðàâíà 1). Çíà÷èò, âåëè÷èíà ðàâíîäåé-
ñòâóþùåé ñèëû ðàâíà

|f | = 2mx

(x2 + 1)
3
2

.

Ïîýòîìó äâèæåíèå òðåòüåãî òåëà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Íüþòîíà íà ïðÿìîé:

ẍ+
2x

(x2 + 1)
3
2

= 0.

Ïî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè,

ẋ2

2
− 2√

x2 + 1
= const

Íà ðèñóíêå èçîáðàæåí ãðàôèê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè è ôàçîâûå êðèâûå ýòîãî óðàâ-
íåíèÿ íà ïëîñêîñòè (x, ẋ). Âèäíî, ÷òî åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ýíåðãèÿ
ðàâíà íåêîòîðîìó êðèòè÷åñêîìó çíà÷åíèþ, òî ïðè t → +∞ è t → −∞ òåëî óõîäèò
íà áåñêîíå÷íîñòü (ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôàçîâàÿ êðèâàÿ âûäåëåíà æèðíûì). Ñèòíèêîâ
ðàññìîòðåë âîçìóùåíèå ïðèìåðà 4.4.15, êîãäà äâà áîëüøèõ òåëà äâèæóòñÿ íå ïî
êðóãîâûì îðáèòàì, à ïî ýëëèïòè÷åñêèì ñ ìàëûì ýêñöåíòðèñèòåòîì. Îí äîêàçàë,
÷òî äëÿ çíà÷åíèé ýíåðãèè, áëèçêèõ ê êðèòè÷åñêîìó, òðåòüå òåëî áóäåò êîëåáàòüñÿ,
óõîäÿ âñå äàëüøå îò íà÷àëà êîîðäèíàò � òî ââåðõ, òî âíèç. Ýòî è åñòü îñöèëëÿòîðíîå
äâèæåíèå òåëà.

Çàìå÷àíèå 4.4.16. Ïîçæå Àëåêñååâ äîêàçàë è áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå: ÷òî íà
íåêîòîðîì ïîäìíîæåñòâå ìíîæåñòâà íà÷àëüíûõ óñëîâèé äâèæåíèå â ýòîì ïðè-
ìåðå îïèñûâàåò ïîäêîâà Ñìåéëà22. Èç òåîðåìû Àëåêñååâà ñëåäóåò, ÷òî äâèæåíèå
òðåòüåãî òåëà ìîæåò áûòü ëþáûì: íàïðèìåð, ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå ÷èñëî ïåðè-
îäè÷åñêèõ äâèæåíèé òåëà ñ ðàçíûìè ïåðèîäàìè. Òàêæå ñóùåñòâóåò äâèæåíèå,

22×òî òàêîå ïîäêîâà Ñìåéëà, ìû îáñóäèì â ðàçäåëå 9.2.
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ïðè êîòîðîì òåëî ïðèõîäèò ñ áåñêîíå÷íîñòè, äåëàåò ëþáîå íàïåðåä çàäàííîå êî-
ëè÷åñòâî êîëåáàíèé, à ïîòîì ñíîâà óõîäèò íà áåñêîíå÷íîñòü. Ïîäðîáíåå î ïðèìåðå
Ñèòíèêîâà ñì. â êíèãå Â.Ì.Àëåêñååâà ¾Ëåêöèè ïî íåáåñíîé ìåõàíèêå¿ (Èæåâñê,
1999). Â ïðèëîæåíèè ê ýòîé êíèãå ñîäåðæèòñÿ è ñòàòüÿ Ñèòíèêîâà.
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4 Ñèììåòðèè è çàêîíû ñîõðàíåíèÿ

4.5 Ñèììåòðèè è ïåðâûå èíòåãðàëû äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè

Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ÷àñòî âîçíèêàþò äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñïåöèàëü-
íîãî âèäà. Äëÿ òàêèõ óðàâíåíèé ìîæíî ¾áîëåå ýôôåêòèâíî¿ èñïîëüçîâàòü ñèììåò-
ðèè è ïåðâûå èíòåãðàëû, ÷åì â ðàçäåëàõ 4.1 è 4.3.

4.5.1 Òåîðåìà Í¼òåð äëÿ óðàâíåíèé Íüþòîíà

Ðàíåå (ñì. ðàçäåë 4.3.3) ìû óæå ðàññìàòðèâàëè óðàâíåíèÿ Íüþòîíà íà ïðÿìîé. Íà-
ïîìíèì, ÷òî óðàâíåíèåì Íüþòîíà ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé U : Rn → R íàçûâàåòñÿ
óðàâíåíèå

ẍ = − gradU (4.45)

â ïðîñòðàíñòâå Rn. Íàïîìíèì, ÷òî ïîëíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ E = 1
2⟨ẋ, ẋ⟩+U(x)

ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì óðàâíåíèÿ Íüþòîíà, ñì. ðàçäåë 4.3.4.
Ïóñòü ñóùåñòâóåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà {hs|s ∈ R} äâèæåíèé ïðîñòðàí-

ñòâà Rn, êîòîðàÿ ñîõðàíÿåò U(x): U(hsx) = U(x).

Ïðèìåð 4.5.1. Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ â çàäà÷å Êåïëåðà U(r, φ) = −k
r èíâàðèàíòíà

îòíîñèòåëüíî ãðóïïû âðàùåíèé îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò.

Òîãäà åñëè x(t) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Íüþòîíà, òî hs0x(t) ïðè ëþáîì s0 � òîæå
ðåøåíèå. Òàêèì îáðàçîì, ó ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé åñòü ñèììåòðèÿ. Â ðàçäåëå 4.1
ìû âèäåëè, ÷òî ñèììåòðèÿ ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé íà 1. Îêàçû-
âàåòñÿ, â äîñòàòî÷íî îáùåì ñëó÷àå (ñì. ñëåäóþùèé ðàçäåë) âåðíà òåîðåìà Í¼òåð23,
êîòîðàÿ ïî ñèììåòðèè óðàâíåíèÿ ïîçâîëÿåò ñðàçó âûïèñàòü ïåðâûé èíòåãðàë. Äëÿ
óðàâíåíèé Íüþòîíà â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå îíà ôîðìóëèðóåòñÿ òàê:

Òåîðåìà 4.5.2 (×àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû Í¼òåð). Ïóñòü îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ
ãðóïïà äâèæåíèé ïðîñòðàíñòâà Rn, {hs|s ∈ R}, ñîõðàíÿåò ïîòåíöèàë U(x) óðàâíå-
íèÿ Íüþòîíà, è âåêòîðíîå ïîëå w(x) = d

ds |s=0hs(x) � ãåíåðàòîð ãðóïïû ñèììåòðèé
hs. Ïóñòü w ∈ C2(Rn). Òîãäà ⟨ẋ, w(x)⟩ � ïåðâûé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ Íüþòîíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ ïîòåíöèàëà îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ U ïîñòî-
ÿííà âäîëü îðáèò ãðóïïû ñèììåòðèé. Íî ýòè îðáèòû � ôàçîâûå êðèâûå ïîëÿ w.
Ïîýòîìó LwU(x) = 0 (ïî êðèòåðèþ ïåðâîãî èíòåãðàëà), òî åñòü

0 =
d

ds
U(hs(x))

∣∣∣∣
s=0

= ⟨∂U
∂x

(x),
d

ds
|s=0hs(x)⟩ = ⟨∂U

∂x
(x), w(x)⟩ (4.46)

Çäåñü ìû ïðèìåíèëè ôîðìóëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè ê êîìïîçèöèè
U(hs(x)).
Òåïåðü íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñâåäåíèÿ î ïîëå w. Òàê êàê hs � äâèæåíèå ïðîñòðàíñòâà,

åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå hs(x) = Osx+ bs, ãäå Os � îðòîãîíàëüíûé ëèíåéíûé

23Àìàëèÿ Ýììè Í¼òåð (1882 � 1935) � ìàòåìàòèê, èçâåñòíà ñâîèì âêëàäîì â àáñòðàêòíóþ àëãåáðó,
âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå è òåîðåòè÷åñêóþ ôèçèêó.
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îïåðàòîð, è bs ∈ Rn. Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîêàçûâàåò, êàê óñòðîåí ãåíåðàòîð òàêîé
ãðóïïû.

Ëåììà 4.5.3. Ïóñòü hs � îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà äâèæåíèé: hs(x) = Osx+
bs, ãäå Os � îðòîãîíàëüíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð. Òîãäà å¼ ãåíåðàòîð w(x) = dhs

ds |s=0x
� àôôèííîå âåêòîðíîå ïîëå w(x) = Ax + b ñ êîñîñèììåòðè÷åñêèì îïåðàòîðîì
A = dOs

ds |s=0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ñëåäóþùåì ñâîéñòâå îðòîãîíàëüíûõ
îïåðàòîðîâ:

Ïðåäëîæåíèå 4.5.4. Åñëè s 7→ Os � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå, è âñå îïåðàòîðû Os
îðòîãîíàëüíû, òî d

dsOs � êîñîñèììåòðè÷íûé îïåðàòîð.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè Os, ⟨Osx,Osy⟩ = ⟨x, y⟩, è

0 =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

⟨Osx,Osy⟩ = ⟨ dOs
ds

∣∣∣∣
s=0

x, y⟩+ ⟨x, dOs
ds

∣∣∣∣
s=0

y⟩

äëÿ ëþáûõ x, y, òàê ÷òî dOs
ds � êîñîñèììåòðè÷íûé îïåðàòîð.

Òàê êàê w(x) = dhs
ds |s=0(x) = dOs

ds |s=0(x) +
dbs
ds |s=0, èç ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ ñðàçó

ñëåäóåò ëåììà.

Òåïåðü çàêîí÷èì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ âûðàæåíèÿ
⟨ẋ, w(x)⟩ ïî t âäîëü òðàåêòîðèè x(t):

d

dt
⟨ẋ, w(x)⟩ = ⟨ẍ, w(x)⟩+ ⟨ẋ, d

dt
(Ax+ b))⟩ = ⟨−∂U

∂x
,w(x)⟩+ ⟨ẋ, Aẋ⟩ = 0.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ðàâíî íóëþ â ñèëó (4.46), à âòîðîå � ïî ëåììå 4.5.3. Çíà÷èò,
⟨ẋ, w(x)⟩ � ïåðâûé èíòåãðàë.

Ïðèìåð 4.5.5. Åñëè ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ íå çàâèñèò îò ïåðâîé êîîðäèíàòû
(ãðóïïà ñäâèãîâ âäîëü ïåðâîé êîîðäèíàòû hs(x) = x+s·(1, 0, . . . , 0) ñîõðàíÿåò ïîòåí-
öèàëüíóþ ýíåðãèþ), òî ïåðâûé èíòåãðàë èìååò âèä ⟨ẋ, dhsds x⟩ = ⟨ẋ, (1, 0, . . . , 0)⟩ = ẋ1,
òî åñòü ïåðâàÿ êîîðäèíàòà ñêîðîñòè ïîñòîÿííà.
Íàïðèìåð, äëÿ òåëà, áðîøåííîãî ïîä óãëîì ê ãîðèçîíòó, U(x, h) = mgh íå çàâèñèò

îò x, è ãîðèçîíòàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè ïîñòîÿííà.

Ïðèìåð 4.5.6. Åñëè ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ãðóïïû
âðàùåíèé âîêðóã îñè 0z,

hs =

cos s − sin s 0
sin s cos s 0
0 0 1


òî dhs

ds |s=0 =
(

0 −1 0
1 0 0
0 0 0

)
è ïåðâûé èíòåãðàë èìååò âèä ⟨v, (−x2, x1, 0)⟩ = −v1x2 + v2x1.

Çíà÷èò, [v, r]3 = const: òðåòüÿ êîîðäèíàòà âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ v íà âåêòîð
r = (x1, x2, x3) ïîñòîÿííà.
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4 Ñèììåòðèè è çàêîíû ñîõðàíåíèÿ

Åñëè ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî âñåõ âðàùåíèé, òî âñå
êîìïîíåíòû âåêòîðà [v, r] ïîñòîÿííû. Âåëè÷èíà K = [v, r] íàçûâàåòñÿ ìîìåíòîì
êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ (èëè ìîìåíòîì èìïóëüñà, êèíåòè÷åñêèì ìîìåíòîì), à òåîðåìà
Í¼òåð âëå÷åò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà.
Â ÷àñòíîñòè, â çàäà÷å Êåïëåðà ïîòåíöèàë U = −k

r èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî
âñåõ âðàùåíèé, à ïîòîìó ìîìåíò èìïóëüñà ïîñòîÿíåí. Ýòîò ôàêò ìû èñïîëüçîâàëè
â ãëàâå 4.4 ¾Çàêîíû Êåïëåðà¿.

4.5.2 (*)Ëàãðàíæåâ ôîðìàëèçì. Òåîðåìà Í¼òåð

Ýòîò è ñëåäóþùèé ïàðàãðàô íîñÿò äîïîëíèòåëüíûé õàðàêòåð. Ìàòåðèàë ýòèõ äâóõ
ïàðàãðàôîâ âõîäèò â ñòàíäàðòíûå êóðñû âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ è ìåõàíèêè, cì.
êíèãó Â.È.Àðíîëüäà ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè¿, Ì., Íàóêà,
1989, �20, ñòð. 81.
Ìíîãèå óðàâíåíèÿ, âîçíèêàþùèå â ôèçèêå, ìîæíî çàïèñàòü â ëàãðàíæåâîé ôîð-

ìå, òî åñòü â âèäå ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ. Îäèí èç ïðèìåðîâ � ïðèíöèï
Ôåðìà â ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêå: ñâåò ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè äâèæåòñÿ ïî íàèñêî-
ðåéøåìó ïóòè. Â îáùåì ñëó÷àå, ëàãðàíæåâà ôîðìà � äðóãàÿ ôîðìà çàïèñè (òåõ æå)
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, íî îíà áûâàåò áîëåå óäîáíà.
Ïóñòü L : Rn ×Rn ×R → R � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ x ∈ Rn, p ∈ Rn, t ∈ R.

Ýòà ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ëàãðàíæèàíîì. Äëÿ ëþáîé êðèâîé t 7→ q(t) ∈ Rn, äåé-
ñòâèåì âäîëü íå¼ íàçûâàåòñÿ èíòåãðàë

∫ t1
t0
L(q(t), q̇(t), t)dt. Ìîìåíòû âðåìåíè t0, t1

ìû áóäåì ñ÷èòàòü ôèêñèðîâàííûìè.
Ëàãðàíæåâà ôîðìà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (Ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåé-

ñòâèÿ).

Äâèæåíèå ïðîèñõîäèò ïî òàêîé ãëàäêîé êðèâîé t 7→ q(t) ∈ Rn, ÷òî ôóíêöèîíàë
q(t) 7→ S(q(t)) =

∫ t1
t0
L(q, q̇, t)dt (ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ), îïðåäåëåííûé íà ìíîæå-

ñòâå ãëàäêèõ êðèâûõ ñ ôèêñèðîâàííûìè êîíöàìè q(0), q(1), äîñòèãàåò ìèíèìóìà
èìåííî íà ýòîé êðèâîé:

S(q(t)) =

∫ t1

t0

L(q(t), q̇(t), t)dt→ min (4.47)

Êàê ìû óâèäèì ïîçæå, åñëè â êà÷åñòâå ëàãðàíæèàíà âçÿòü L(q, p, t) = 1
2⟨p, p⟩−U(q)

(ðàçíîñòü êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè), òî ýòî óñëîâèå áóäåò ðàâíîñèëüíî
óðàâíåíèþ Íüþòîíà.
Ïîëó÷èì èç óñëîâèÿ (4.47) ÿâíîå óðàâíåíèå íà q(t)� óðàâíåíèå Ýéëåðà-Ëàãðàíæà.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà � îäíà èç êëþ÷åâûõ òåîðåì âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ.

Òåîðåìà 4.5.7. (Óðàâíåíèå Ýéëåðà-Ëàãðàíæà) Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ
(4.47), ñîîòâåòñòâóþùèé ãëàäêîìó ëàãðàíæèàíó L : Rn × Rn × R → R.
Åñëè íà ãëàäêîé êðèâîé q(t), q(0) = q0, q(1) = q1, ôóíêöèîíàë S ïðèíèìàåò ìåíü-

øåå çíà÷åíèå, ÷åì íà îñòàëüíûõ êðèâûõ ñ êîíöàìè q0, q1, òî ýòà êðèâàÿ óäîâëå-
òâîðÿåò óðàâíåíèþ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà

d

dt

∂L

∂p

∣∣∣∣
(t,q(t),q̇(t))

=
∂L

∂q

∣∣∣∣
(t,q(t),q̇(t))

,
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4.5.2. (*)Ëàãðàíæåâ ôîðìàëèçì. Òåîðåìà Í¼òåð

ãäå d
dt � ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè êðèâàÿ q(t) äà¼ò ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà S, òî ïðè èçìåíåíèè
q(t) ôóíêöèîíàë íå óìåíüøèòñÿ. Ïîäñòàâèì â íåãî ãëàäêóþ êðèâóþ âèäà q(t)+εφ(t)
ñ òåìè æå êîíöaìè; òóò φ � ëþáàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ ñ φ(t0) = φ(t1) = 0. Òîãäà ó
îòîáðàæåíèÿ ε 7→ S(q(t) + εφ(t)) äîëæåí áûòü ìèíèìóì ïðè ε = 0, à ïîòîìó åãî
ïðîèçâîäíàÿ ïî ε äîëæíà áûòü ðàâíà íóëþ ïðè ε = 0:

0 =
d

dε
|ε=0S(q(t) + εφ(t)) =

d

dε

∣∣∣∣
ε=0

∫ t1

t0

L(q+ εφ, q̇+ εφ̇, t)dt =

∫ t1

t0

(
∂L

∂q
φ+

∂L

∂q̇
φ̇

)
dt.

Â ýòîì ðàâåíñòâå ïðîèçâîäíûå ∂L
∂q ,

∂L
∂q̇ = ∂L

∂p íàäî ïîíèìàòü êàê ÷àñòíûå ïðîèçîä-
íûå ôóíêöèè L ïî ïåðâîé è âòîðîé ïåðåìåííîé, â êîòîðûå çàòåì ïîäñòàâëÿåòñÿ
(q(t), q̇(t), t). Äëÿ êðàòêîñòè ìû ïèñàëè q, q̇ è ò.ä. âìåñòî q(t), q̇(t).
Òåïåðü ðàçîáüåì èíòåãðàë íà äâà ñëàãàåìûõ è âîçüìåì âòîðîé èíòåãðàë ïî ÷àñòÿì:

0 =

∫ t1

t0

∂L

∂q
φ dt+

∫ t1

t0

∂L

∂q̇
φ̇ dt =

∂L

∂q̇
φ

∣∣∣∣t1
t0

+

∫ t1

t0

(
∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q̇

)
φdt

Âíåèíòåãðàëüíûé ÷ëåí ðàâåí íóëþ, òàê êàê φ(0) = φ(1) = 0. Èíòåãðàë äîëæåí áûòü
ðàâåí íóëþ äëÿ ëþáîé ôóíêöèè φ ñ óñëîâèåì φ(t0) = φ(t1) = 0, ïîýòîìó

d

dt

∂L

∂q̇
=
∂L

∂q
,

÷òî è òðåáîâàëîñü.

Óïðàæíåíèå 84. Ïðîâåðüòå, ÷òî åñëè â êà÷åñòâå ëàãðàíæèàíà âçÿòü ôóíêöèþ
L(q, p, t) = 1

2⟨p, p⟩ − U(q) (ðàçíîñòü êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè), òî
óðàâíåíèå Ýéëåðà-Ëàãðàíæà ñâåäåòñÿ ê óðàâíåíèþ Íüþòîíà ẍ = − gradU .

Ðåøåíèå óïðàæíåíèÿ. Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ëàãðàíæà ðàâíà ∂L
∂q

∣∣∣
(q,q̇,t)

=

−∂U
∂q (q, q̇, t). Ïðîèçâîäíàÿ ëàãðàíæèàíà ïî âòîðîé ïåðåìåííîé ðàâíà ∂L

∂p = d
dp

1
2⟨p, p⟩ =

p. Êîãäà ìû âû÷èñëèì çíà÷åíèå ýòîé ïðîèçâîäíîé â òî÷êå (q(t), q̇(t), t), ìû ïîëó÷èì
q̇(t). Èòàê, óðàâíåíèå Ýéëåðà�Ëàãðàíæà ïðèíÿëî âèä q̈ = −∂U

∂q .

Óðàâíåíèå Ýéëåðà-Ëàãðàíæà � ýòî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿä-
êà íà ôóíöêèþ q(t) (èëè ñèñòåìà èç äâóõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà íà ôóíêöèè
q, p = q̇). Åñëè ëàãðàíæèàí íå çàâèñèò îò âðåìåíè, ó óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà
åñòü ïåðâûé èíòåãðàë.

Òåîðåìà 4.5.8. Åñëè ãëàäêèé ëàãðàíæèàí L íå çàâèñèò îò âðåìåíè, òî óðàâíåíèå
Ýéëåðà-Ëàãðàíæà èìååò ïåðâûé èíòåãðàë âèäà I = (p, ∂L∂p )− L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ýòî âûðàæåíèå âäîëü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà-Ëàãðàíæà (q(t), q̇(t)):

d

dt
I(q, q̇) =

(
q̈,
∂L

∂p
(q, q̇)

)
+

(
q̇,
d

dt

∂L

∂p
(q, q̇)

)
−
(
∂L

∂q
(q, q̇), q̇

)
−
(
∂L

∂p
(q, q̇), q̈

)
.

Òàê êàê d
dt
∂L
∂q̇ = ∂L

∂q , òàêàÿ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà íóëþ.
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4 Ñèììåòðèè è çàêîíû ñîõðàíåíèÿ

Óïðàæíåíèå 85. Êàêîé ïåðâûé èíòåãðàë ïîëó÷àåòñÿ èç ýòîé òåîðåìû äëÿ óðàâ-
íåíèÿ Íüþòîíà?

Îòâåò: ïåðâûé èíòåãðàë ýíåðãèè.

Ïðèìåð 4.5.9 (Âûâîä óðàâíåíèÿ õîäà ëó÷åé èç ïðèíöèïà Ôåðìà). Â ðàçäåëå 3.2.5
ìû èññëåäîâàëè õîä ëó÷åé íà ïëîñêîñòè ñ ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ ν(y), çàâèñÿùèì
òîëüêî îò âåðòèêàëüíîé êîîðäèíàòû. Ìû ïðèâîäèëè ïðèíöèï Ôåðìà: ëó÷ ñâåòà èç
òî÷êè A â òî÷êó B èä¼ò ïî ïóòè, ïî êîòîðîìó âðåìÿ ïðîõîæäåíèÿ ìåæäó

ëþáûìè äâóìÿ áëèçêèìè òî÷êàìè ìèíèìàëüíî. Â òåðìèíàõ âàðèàöèîííîãî
èñ÷èñëåíèÿ, êðèâàÿ γ(t) = (t, y(t)), ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ ñâåò, äîñòàâëÿåò ìèíèìóì
ôóíêöèîíàëà

T (γ) =

∫
γ
ν(y)dγ =

∫ 1

0
ν(y(t))

√
1 + (ẏ(t))2dt

Ôóíêöèîíàëó T ñîîòâåòñòâóåò ëàãðàíæèàí L(y, ẏ) = ν(y)
√
1 + ẏ2, íå çàâèñÿùèé îò

âðåìåíè. Ìû íå áóäåì âûïèñûâàòü óðàâíåíèå Ýéëåðà-Ëàãðàíæà äëÿ òàêîãî ëàãðàí-
æèàíà. Âìåñòî ýòîãî ñðàçó âûïèøåì åãî ïåðâûé èíòåãðàë:

ẏ
∂L

∂ẏ
− L = ẏ

ν(y)ẏ√
1 + ẏ2

− ν(y)
√

1 + ẏ2 = ν(y)
ẏ2 − 1− ẏ2√

1 + ẏ2
= − ν(y)√

1 + ẏ2
.

Èòàê, ëó÷ ñâåòà äâèæåòñÿ ïî êðèâûì, äëÿ êîòîðûõ ν(y)√
1+ẏ2

= c. Äðóãèìè ñëîâàìè,

ẏ = ±
√
ν2(y)− c2

c2
= ± 1

|c|
√
ν2(y)− c2

Ñìåíà çíàêà â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ñìåíå çíàêà c, ïîýòîìó ìû
ìîæåì òàêæå íàïèñàòü

ẏ =
1

c

√
ν2(y)− c2

À ýòî è åñòü óðàâíåíèå õîäà ëó÷åé (ñì. ðàçäåë 3.2.5).

Òåïåðü ìû ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì òåîðåìó Í¼òåð äëÿ ñëó÷àÿ ëàãðàíæèàíà,
íå çàâèñÿùåãî îò âðåìåíè. Îíà äà¼ò åùå îäèí ïåðâûé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-
Ëàãðàíæà â ñëó÷àå, åñëè ëàãðàíæèàí èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî êàêîé-íèáóäü îä-
íîïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïû äèôôåîìîðôèçìîâ.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè äèôôåîìîðôèçì h äåéñòâóåò íà êðèâóþ q(t), òî ê òî÷êå q(t)
ïðèìåíÿåòñÿ îòîáðàæåíèå h, à ê êàñàòåëüíîìó âåêòîðó q̇(t) � åãî äèôôåðåíöèàë
dh. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî äàòü òàêîå îïðåäåëåíèå: îáðàç ëàãðàíæèàíà ïîä äåéñòâèåì
äèôôåîìîðôèçìà h � ýòî ëàãðàíæèàí

h∗L(q, p) := L(h(q), dh(p)).
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Òåîðåìà 4.5.10 (Òåîðåìà Í¼òåð). Ïóñòü ãëàäêèé ëàãðàíæèàí L íå çàâèñèò îò
âðåìåíè. Ïóñòü hs� îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà äèôôåîìîðôèçìîâ, ñîõðàíÿþùèõ
ëàãðàíæèàí: (hs)∗L(q, p) = L(q, p), òî åñòü

L(q, p) = L(hsq, (Dhs)|qp) (4.48)

(ãäå D � äèôôåðåíöèàë hs ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì24). Ïóñòü w � ãå-
íåðàòîð ãðóïïû hs. Òîãäà

⟨∂L
∂q̇
, w(q)⟩

� ïåðâûé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ëàãðàíæà.

Çàìå÷àíèå 4.5.11. Äëÿ óðàâíåíèÿ Íüþòîíà èç òåîðåìû Í¼òåð ñëåäóåò òåîðåìà
4.5.2. Äåéñòâèòåëüíî, L(q, q̇) = 1

2⟨q̇, q̇⟩−U(q). Åñëè ãðóïïà hs � ýòî ãðóïïà äâèæå-
íèé, òî îíà âñåãäà ñîõðàíÿåò êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ⟨q̇, q̇⟩, òàê êàê ⟨Dhsq̇, Dhsq̇⟩ =
⟨Osq̇, Osq̇⟩ = ⟨q̇, q̇⟩ â ñèëó èçîìåòðè÷íîñòè Os. Ïîýòîìó â òåîðåìå Í¼òåð äîñòà-
òî÷íî òðåáîâàòü ñîõðàíåíèÿ U(x).

Ïåðâûé èíòåãðàë ⟨∂L∂q̇ , w(q)⟩ ïðèìåò òàêîé æå âèä, êàê â òåîðåìå 4.5.2, åñëè

çàìåòèòü, ÷òî ∂L
∂q̇ = q̇.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Í¼òåð. Ñíà÷àëà ïðîäèôôåíåíöèðóåì óñëîâèå (hs)∗L(q, p) =
const ïî s ïðè s = 0:

0 =
d

ds
|s=0L (hsq, (Dhs)|qp) = ⟨∂L

∂q
,
d

ds
|s=0hs(q)⟩+ ⟨∂L

∂p
,
d

ds
|s=0(Dhs)|qp⟩ =

= ⟨ d
dt

∂L

∂p
,w(q)⟩+ ⟨∂L

∂p
,Dw(q)p⟩.

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ìû âîñïîëüçîâàëèñü óðàâíåíèåì Ýéëåðà � Ëàãðàíæà, à òàêæå
ïîìåíÿëè ïîðÿäîê äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Åñëè òåïåðü â ýòî óñëîâèå ïîäñòàâèòü q(t),
q̇(t) âìåñòî q, p, ìû ïîëó÷èì

0 = ⟨ d
dt

∂L

∂q̇
, w(q(t))⟩+ ⟨∂L

∂q̇
,Dw|q(t)q̇(t)⟩.

Íî ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ðàâíî ïðîèçâîäíîé ïðåäïîëàãàåìîãî ïåðâîãî èíòåãðàëà ïî
t âäîëü êðèâîé q(t):

d

dt
⟨∂L
∂q̇
, w(q(t))⟩ = ⟨ d

dt

∂L

∂q̇
, w(q(t))⟩+ ⟨∂L

∂q̇
,Dw|q(t)q̇(t)⟩

Çíà÷èò, îíî ðàâíî íóëþ. Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ⟨∂L∂q̇ , w(q(t)) ïîñòîÿííî âäîëü êðèâîé
q, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì.

24Ìû ïèøåì D âìåñòî d, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ïî s äèôôåðåíöèðîâàíèå íå ïðîèçâîäèòñÿ.
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4.5.3 (*)Ãàìèëüòîíîâ ôîðìàëèçì. Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ

Ýòîò ïàðàãðàô ïðåäïîëàãàåò çíàêîìñòâî ÷èòàòåëÿ ñ òåîðèåé äèôôåðåíöèàëüíûõ
ôîðì.

Êðîìå ëàãðàíæåâà ôîðìàëèçìà, åñòü ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìà çàïèñè óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ � ãàìèëüòîíîâ ôîðìàëèçì. Óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà ìû óæå âûïèñûâà-
ëè â ðàçäåëå 4.3.2.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó êîîðäèíàò (p1, p2, . . . , pn, q1, q2, . . . , qn) â 2n-ìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå. Ïåðâûå n ïåðåìåííûõ íàçûâàþòñÿ (îáîáùåííûìè) èìïóëüñàìè, à ñëåäóþùèå
n � êîîðäèíàòíûìè ïåðåìåííûìè. Îíè ñîîòâåòñòâóþò ôóíêöèè q(t) èç ëàãðàíæå-
âà ôîðìàëèçìà. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ãëàäêîé ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà
H : R2n → R è èìååò âèä 

ṗi = −∂H
∂qi

,

q̇i =
∂H

∂pi
.

(4.49)

Äëÿ óðàâíåíèé Íüþòîíà â êà÷åñòâå H íàäî áðàòü ïîëíóþ ìåõàíè÷åñêóþ ýíåðãèþ
E = 1

2⟨p⃗, p⃗⟩ − U(r⃗). Òîãäà èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ âèäíî, ÷òî pi � ýòî ïðîèçâîäíàÿ qi:

q̇i =
∂H
∂pi

= pi. Ïîýòîìó pi è íàçûâàþò èìïóëüñàìè.

Êàêîâ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ôîðìóëû (4.49)? Ðàññìîòðèì 2-ôîðìó ω =
∑n

i=1 dpi∧
dqi. Äðóãèìè ñëîâàìè, âîçüìåì êîñîñèììåòðè÷íóþ áèëèíåéíóþ 2-ôîðìó â R2n (¾êî-
ñîñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå¿), çàäàííóþ ìàòðèöåé M =

(
0 E

−E 0

)
: ω(v, w) = vTMw.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â êàæäîé òî÷êå âåêòîð (−∂H
∂qi
, ∂H∂pi ) äâîéñòâåíåí ê ëèíåéíîìó ôóíê-

öèîíàëó dH îòíîñèòåëüíî ôîðìû ω.

Îïðåäåëåíèå 4.5.12. Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíóþ 2-ôîðìó ω íà ÷¼òíîìåð-
íîé ïîâåðõíîñòè. Â êàæäîé òî÷êå x îíà çàäà¼ò äâîéñòâåííîñòü � îòîæäåñòâëåíèå
J : TxR2n → T ∗

xR2n êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ êîêàñàòåëüíûì. À èìåííî, âåêòîðó
v êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ëèíåéíûé ôóíêöèî-
íàë Jv : w 7→ ω(v, w) íà êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå.

2-ôîðìà íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé, åñëè îòîáðàæåíèå J â êàæäîé òî÷êå âçàèìíî
îäíîçíà÷íî.

Îïðåäåëåíèå 4.5.13. Êîñûì ãðàäèåíòîì25 ôóíêöèè H îòíîñèòåëüíî ôîðìû ω
íàçûâàåòñÿ âåêòîð sgradH, äâîéñòâåííûé ê äèôôåðåíöèàëó H: sgradF := J−1dF .

Äëÿ ôîðìû
∑n

i=1 dpi ∧ dqi ìû ïîëó÷àåì, ÷òî sgradH = (−∂H
∂qi
, ∂H∂pi ).

Óïðàæíåíèå 86. Ïðîâåðüòå ýòî.

Èòàê, ãàìèëüòîíîâî óðàâíåíèå (4.49) îçíà÷àåò, ÷òî äâèæåíèå ïðîèñõîäèò âäîëü
âåêòîðíîãî ïîëÿ, â êàæäîé òî÷êå ðàâíîãî êîñîìó ãðàäèåíòó ôóíêöèè H. Òàêîå îïè-
ñàíèå ñèñòåìû (4.49) íå èñïîëüçóåò êîîðäèíàò, ïîýòîìó îíî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü

25Îí íàçûâàåòñÿ òàê èç-çà àíàëîãèè ñ îáû÷íûì ãðàäèåíòîì gradF , êîòîðûé äâîéñòâåíåí äèôôå-
ðåíöèàëó dF îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
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ïîíÿòèå ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû íà ëþáîì ìíîãîîáðàçèè, à íå òîëüêî íà R2n. Â
îáùåì ñëó÷àå ω � ïðîèçâîëüíàÿ íåâûðîæäåííàÿ è çàìêíóòàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ
2-ôîðìà: dω = 0.

Ëåììà 4.5.14. Ôóíêöèÿ H ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì óðàâíåíèÿ (4.49).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñ÷èòàåì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèèH âäîëü âåêòîðíîãî ïîëÿ sgradH:
LsgradHH = dH(sgradH) = ω(sgradH, sgradH) = 0, òàê êàê ôîðìà ω êîñîñèììåòðè-
÷åñêàÿ.

Êîñîñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ω åñòåñòâåííûì îáðàçîì çàäà¼ò íà ôóíêöèÿõ êîñî-
ñèììåòðè÷íóþ îïåðàöèþ � ñêîáêó Ïóàññîíà:

[F1, F2] := LsgradF1F2 = ω(sgradF1, sgradF2)

Ìû äàäèì ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû Ëèóâèëëÿ � âàæíåéøåãî ðåçóëüòàòà ãàìèëü-
òîíîâîé ìåõàíèêè.

Îïðåäåëåíèå 4.5.15. Ãîâîðÿò, ÷òî ïåðâûå èíòåãðàëû F1, F2 ãàìèëüòîíîâà óðàâíå-
íèÿ íàõîäÿòñÿ â èíâîëþöèè, åñëè [F1, F2] = 0.

Îïðåäåëåíèå 4.5.16. Ãîâîðÿò, ÷òî ïåðâûå èíòåãðàëû F1, F2 äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ íåçàâèñèìû, åñëè èõ äèôôåðåíöèàëû dF1, dF2, . . . dFn ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìû â êàæäîé òî÷êå Ω.

Òåîðåìà 4.5.17 (Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ). Åñëè ó ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû â îáëàñòè
Ω ⊂ R2n åñòü n íåçàâèñèìûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ F1 = H,F2, . . . , Fn â èíâîëþöèè,
òî îíà ïîëíîñòüþ èíòåãðèðóåòñÿ.

Óñèëåíèå ýòîé òåîðåìû � òåîðåìà Ëèóâèëëÿ�Àðíîëüäà � âêëþ÷àåò ãåîìåòðè÷å-
ñêîå îïèñàíèå òàêèõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì è ñïîñîá, ïîçâîëÿþùèé èõ ïðîèíòåãðè-
ðîâàòü.26

Îáû÷íî, ÷òîáû ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â R2n, íóæíî 2n−1
ïåðâûõ èíòåãðàëîâ; íî äëÿ ðåøåíèÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû äîñòàòî÷íî íàéòè âñåãî
n ïåðâûõ èíòåãðàëîâ â èíâîëþöèè.

Ïðèìåð 4.5.18. Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Êåïëåðà â R4 íàì õâàòèëî äâóõ ïåðâûõ
èíòåãðàëîâ � èíòåãðàëà ýíåðãèè E = 1

2⟨v, v⟩ − U(r) è èíòåãðàëà ìîìåíòà èìïóëüñà
r2φ̇. Ýòè èíòåãðàëû íàõîäÿòñÿ â èíâîëþöèè. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ óðàâíåíèÿ Íüþòî-
íà ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì, à ëþáîé ïåðâûé èíòåãðàë íàõîäèòñÿ
â èíâîëþöèè ñ ãàìèëüòîíèàíîì:

[H,F ] = LsgradHF = Lv(x)F = 0

â ñèëó êðèòåðèÿ ïåðâîãî èíòåãðàëà (çäåñü v(x) � ãàìèëüòîíîâî âåêòîðíîå ïîëå,
ñîîòâåòñòâóþùåå ãàìèëüòîíèàíó H).

26Ïîëíóþ ôîðìóëèðîâêó è äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè â êíèãå Â.È.Àðíîëüä, ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå
ìåòîäû êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè¿, Ì., Íàóêà, 1989, �49, ñòð. 238.
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4.6 Çàäà÷è ê ãëàâå 4

Ñèììåòðèè è çàìåíà ïåðåìåííîé

1. Íàðèñóéòå ïîëå íàïðàâëåíèé äëÿ óðàâíåíèÿ ẋ = 2t. Íàéäèòå åãî îáðàç ïîä
äåéñòâèåì îòîáðàæåíèé:

� (x, t) 7→ (t, x) (ñð. ñ ðàññóæäåíèÿìè èç ðàçäåëà 3.2.2);

� (x, t) 7→ (x2, t).

Êàêèì óðàâíåíèÿì ñîîòâåòñòâóþò ïîëó÷åííûå ïîëÿ íàïðàâëåíèé?

2. Ðåøèòå ñëåäóþùèå îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ:

a) dy
dx = y

x ;

b) dy
dx = −x

y ;

c) dy
dx = 3x+5y

5x+3y ;

d) dy
dx = 1− y2

x2
,

è íàðèñóéòå èõ èíòåãðàëüíûå êðèâûå.

3. Íàéäèòå è íàðèñóéòå ôàçîâûå êðèâûå ñèñòåì

a)

ẋ = 2x+ y, ẏ = −x+ 2y (4.50)

b)

ẋ = x2 − y2, ẏ = 2xy. (4.51)

Â ñëåäóþùèõ äâóõ çàäà÷àõ ìû ââîäèì íà ïëîñêîñòè Oxy êîìïëåêñíóþ êîîð-
äèíàòó z = x + iy. Óðàâíåíèå ż = v(z) íà ïëîñêîñòè � ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî
ñèñòåìà óðàâíåíèé ẋ = Re v(x+ iy), ẏ = Im v(x+ iy).

4. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ óðàâíåíèé ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè? Íàéäèòå ôàçîâûå
êðèâûå òåõ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè, è íàðèñóéòå èõ.

(a) ż = z;

(b) ż = λz;

(c) ż = z2;

(d) ż = zn, n ∈ Z;
(e) ż = z + z3;

(f) ż = z + z2z̄.

5. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ óðàâíåíèé èìåþò âðàùàòåëüíóþ ñèììåòðèþ? Ðåøèòå òå,
êîòîðûå èìåþò, è íàðèñóéòå èõ ôàçîâûå ïîðòðåòû.

(a) ż = z;

(b) ż = z2;

(c) ż = z2z̄;

(d) ż = (a+ i)z − z2z̄, a = −1; 0; 1.
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Ïîñëåäíåå ñåìåéñòâî óðàâíåíèé äåìîíñòðèðóåò çíàìåíèòóþ áèôóðêàöèþ Àí-
äðîíîâà27 � Õîïôà28.

6. Ïîäáåðèòå ïîäõîäÿùóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ è ðåøèòå óðàâíåíèÿ:

a) y′ = (x+ y)10 − 1;

b) y′ =

√
x2+y2+1−2x

2y ;

c) y′ = x exp(y/x) + y/x.

7. Ïóñòü ïîëå íàïðàâëåíèé óðàâíåíèÿ y′ = f(x, y) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî
ãðóïïû (x, y) 7→ (eαtx, eβty) äëÿ íåêîòîðûõ α, β. Òàêèå óðàâíåíèÿ íàçûâàþòñÿ
êâàçèîäíîðîäíûìè.

Êàêàÿ çàìåíà ïîçâîëÿåò ðåøèòü êâàçèîäíîðîäíîå óðàâíåíèå? Êàê ïîíÿòü ïî
óðàâíåíèþ, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ êâàçèîäíîðîäíûì?

Óðàâíåíèå y′ = P +Qy +Ry2, ãäå P,Q,R � ôóíêöèè t, íàçûâàþò óðàâíåíèåì
Ðèêêàòè. Â ñëåäóþùèõ çàäà÷àõ ïðåäëàãàåòñÿ ðåøèòü íåñêîëüêî óðàâíåíèé
Ðèêêàòè.

8. Ðåøèòå óðàâíåíèå y′ = xy + e−x
2/2y2.

Óêàçàíèå: ýòî óðàâíåíèå Áåðíóëëè.

9. Ðåøèòå óðàâíåíèå y′ = y2 + 2yt2 + t4 − 2t+ 1.

Óêàçàíèå: âûäåëèòå ïîëíûé êâàäðàò â ïðàâîé ÷àñòè.

10. Ðåøèòå óðàâíåíèå ẋ = x2 + t−2.

Óêàçàíèå: ýòî êâàçèîäíîðîäíîå óðàâíåíèå.

11. Ñëåäóÿ ãðàôó ßêîïî Ðèêêàòè è Äàíèèëó Áåðíóëëè, ðåøèòå óðàâíåíèå ẋ =
x2 + tm, åñëè m = −4k/(2k − 1).

Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû

12. à) Ïóñòü f è g � âûïóêëûå ôóíêöèè. Äîêàæèòå, ÷òî îáëàñòè f(x) + g(y) < c
íà ïëîñêîñòè âûïóêëû.

á) Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî ôàçîâûå êðèâûå óðàâíåíèÿ Ëîòêè�Âîëüòåððû îãðà-
íè÷èâàþò âûïóêëûå îáëàñòè íà ïëîñêîñòè.

27Àëåêñàíäð Àëåêñàíäðîâè÷ Àíäðîíîâ (1901 � 1952) � ôèçèê, ìåõàíèê è ìàòåìàòèê, èçâåñòíûé
ñâîèì âêëàäîì â òåîðèþ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, â òîì ÷èñëå â èññëåäîâàíèå àâòîêîëåáàíèé è
áèôóðêàöèé. Ñîçäàòåëü òåîðèè ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòè.

28Ýáåðõàðä Ôðåäåðèê Ôåðäèíàíä Õîïô (1902 � 1983) � ìàòåìàòèê è àñòðîíîì, îäèí èç îñíîâî-
ïîëîæíèêîâ ýðãîäè÷åñêîé òåîðèè. Ðàáîòàë òàêæå â òåîðèè áèôóðêàöèé, òåîðèè óðàâíåíèé â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè.
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13. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ a, b, c, d ñëåäóþùèå ôîðìû ÿâëÿþòñÿ òî÷íû-
ìè íà R2:

(a) ω = y dx+ ax dy;

(b) ω = (ax+ by) dx+ (cx+ dy) dy;

(c) ω = (F (x)+ay) dx+(G(y)+bx) dy;

(d) ω = axy dx+ (bx2 + cy2) dy?

14. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè íà R2? Äëÿ
êàæäîé òî÷íîé ôîðìû ðåøèòå ñîîòâåòñòâóþùåå ïôàôôîâî óðàâíåíèå ω = 0
è íàðèñóéòå åãî èíòåãðàëüíûå êðèâûå.

(a) ydx+ xdy;

(b) (x+ y)dx+ (x+ 2y)dy;

(c) (x+ y)dx+ (x− 2y)dy;

(d) −2xdx+ (2y + 3y2)dy;

(e) 2xydx+ (x2 − 3y2)dy;

(f) (3x2 + y2 − 1)dx+ 2xydy;

(g) (2xy+y2−y)dx+(x2+2xy−x)dy.

Óêàçàíèå: ðèñóÿ ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè f(x, y), ïîëåçíî ðàçëîæèòü ýòó ôóíê-
öèþ íà ìíîæèòåëè è íà÷àòü ñ íóëåâîé ëèíèè óðîâíÿ f(x, y) = 0.

15. Äëÿ ôîðìû ω = (5x3y + 2y2)dx + (2x4 + 3xy)dy ïîäáåðèòå èíòåãðèðóþùèé
ìíîæèòåëü è ðåøèòå ïôàôôîâî óðàâíåíèå ω = 0.

Óêàçàíèå: ïîïðîáóéòå ïîäîáðàòü èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü âèäà xayb.

16. Ïóñòü çàìêíóòàÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ γ îãðàíè÷èâàåò âûïóêëóþ îáëàñòü Ω è îáõî-
äèò å¼ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Äîêàæèòå, ÷òî èíòåãðàë îò ôîðìû xdy+ ydx âäîëü
γ ðàâåí ïëîùàäè îáëàñòè Ω.

À ÷åìó ðàâåí ýòîò èíòåãðàë, åñëè êðèâàÿ íåçàìêíóòà?

Óêàçàíèå: ïàðàìåòðèçóéòå êðèâóþ àáñöèññîé; êàêîé âèä ïðèìåò èíòåãðàë?

17. a) Çàïèøèòå â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ äèôôåðåíöèàëû ôóíêöèé r (ïîëÿð-
íûé ðàäèóñ) è φ (ïîëÿðíûé óãîë).

b) ×åìó ðàâíû èíòåãðàëû
∫
S1 dr è

∫
S1 dφ, ãäå S

1 � åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü?

18. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì ω íà R2 ∖ 0 ÿâëÿþòñÿ çàìêíó-
òûìè? Òî÷íûìè? Ðåøèòå ñîîòâåòñòâóþùèå ïôàôôîâû óðàâíåíèÿ ω = 0.

(a) ω = (
x√

x2 + y2
− y

x2 + y2
)dx+ (

y√
x2 + y2

+
x

x2 + y2
)dy;

(b) ω = (
x√

x2 + y2
− y2

(x2 + y2)3/2
)dx+ (

y√
x2 + y2

+
xy

(x2 + y2)3/2
)dy;

(c) ω = (
x√

x2 + y2
− xy2

(x2 + y2)2
)dx+ (

y√
x2 + y2

+
x2y

(x2 + y2)2
)dy;

Óêàçàíèå: â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ ôîðìû çàïèñûâàþòñÿ ãîðàçäî ïðîùå.
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19. a) Êàêèå âûðàæåíèÿ âèäà xkyl ÿâëÿþòñÿ èíòåãðèðóþùèìè ìíîæèòåëÿìè
äëÿ ôîðìû αydx+ βxdy?

b) Íàéäèòå èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü äëÿ óðàâíåíèÿ ydx+2xdy = x7y5(2ydx+
xdy) è ðåøèòå eãî.

Óêàçàíèå: ïîëüçóÿñü ïðåäûäóùèì ïóíêòîì, íàéäèòå âûðàæåíèå, êîòî-
ðîå áóäåò èíòåãðèðóþùèì ìíîæèòåëåì è äëÿ ëåâîé, è äëÿ ïðàâîé ÷à-
ñòè.

Ïåðâûå èíòåãðàëû

20. Íàðèñóéòå ýñêèçû ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ óðàâíåíèé Íüþòîíà, ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåð-
ãèÿ äëÿ êîòîðûõ çàäàíà ãðàôèêàìè, ïîêàçàííûìè íà ðèñ. 4.21.

21. Ñóùåñòâóåò ëè íåïîñòîÿííûé ïåðâûé èíòåãðàë ó ñèñòåìû

ẋ = x2 − 1, ẏ = y2 − 1, (4.52)

íåïðåðûâíûé (à) â ïåðâîì êâàäðàíòå?

(á) âî âòîðîì êâàäðàíòå?

Óêàçàíèå: íàðèñóéòå ôàçîâûé ïîðòðåò ýòîãî óðàâíåíèÿ.

22. Íàéäèòå è íàðèñóéòå ôàçîâûå êðèâûå óðàâíåíèÿ Íüþòîíà íà ïëîñêîñòè (x, y),
y = ẋ:

(a) ẍ = x2 − 1;

(b) ẍ = x− x3;

(c) ẍ = −x+ x3.

23. a) Íàðèñóéòå ôàçîâûå êðèâûå ñèñòåìû

ẋ = y

ẏ = −x+ x2

Íàéäèòå ïåðèîäû ìàëûõ êîëåáàíèé âáëèçè ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ è óãëû
íàêëîíà ñåïàðàòðèñ.

b) Áóäåò ëè ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ïðåäûäóùåé ñèñòåìû óáûâàòü âäîëü ôàçîâûõ
êðèâûõ âîçìóùåííîé ñèñòåìû

ẋ = y

ẏ = −x+ x2 − 0.1y?

Íàðèñóéòå ôàçîâûé ïîðòðåò ýòîé ñèñòåìû.
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c) (*)(Óðàâíåíèå Ôèøåðà-Êîëìîãîðîâà-Ïåòðîâñêîãî-Ïèñêóíîâà) Â 1937 ãî-
äó Ðîíàëüä Ôèøåð ïðåäëîæèë ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

ut = uxx + u(1− u).

äëÿ îïèñàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ â ïîïóëÿöèè íåêîòîðûõ àëëåëåé (ôîðì ãå-
íà). Ýòî óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ: â íåì ó÷àñòâóþò ïðîèçâîäíûå
ïî x è t íåèçâåñòíîé ôóíêöèè u(t, x).

Âûÿñíèòå, ïðè êàêèõ c ýòî óðàâíåíèå äîïóñêàåò ðåøåíèÿ âèäà u(x, t) =
f(x− ct), ãäå ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà è f(−∞) = 1, f(+∞) = 0.

Ðåøåíèå òàêîãî âèäà íàçûâàþò áåãóùåé âîëíîé: ãðàôèê ôóíêöèè u(·, t)
ñîõðàíÿåò ôîðìó, íî äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ c. Âåëè÷èíà c � ñêîðîñòü
äâèæåíèÿ âîëíû.

24. a) Íàðèñóéòå ôàçîâûå êðèâûå ñèñòåìû

ẋ = y,

ẏ = −x+ x3.
(4.53)

Íàéäèòå ïåðèîäû ìàëûõ êîëåáàíèé è óãëû íàêëîíà ñåïàðàòðèñ.

b) Íàéäèòå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (0, 1√
2
).

c) Âûÿñíèòå, ïðè êàêèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ âèäà (0, a) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
ïåðèîäè÷åñêîå, à ïðè êàêèõ � íåò. Êàê âåäåò ñåáÿ ðåøåíèå, åñëè îíî íå
ïåðèîäè÷åñêîå?

Çaêîíû Êåïëåðà

25. Íåêòî ðåøèë ïîñòðîèòü êîïèþ Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû, óìåíüøåííóþ â 10000 ðàç,
êîòîðàÿ äâèæåòñÿ çà ñ÷åò ñèëû òÿæåñòè òàê æå, êàê íàñòîÿùàÿ. Êàêèå ìàññû
ïëàíåò è Ñîëíöà åìó ïðèäåòñÿ âûáðàòü? À åñëè îí õî÷åò, ÷òîáû åãî êîïèÿ
äâèãàëàñü â 100 ðàç áûñòðåå íàñòîÿùåé?

26. Êîìåòà äâèæåòñÿ âîêðóã Ñîëíöà ïî ñèëüíî âûòÿíóòîé ýëëèïòè÷åñêîé òðàåêòî-
ðèè. Â êàêîé òî÷êà òðàåêòîðèè êîìåòû å¼ ñêîðîñòü ìàêñèìàëüíà? Ìèíèìàëü-
íà?

27. Ëóíà äåëàåò ïîëíûé îáîðîò âîêðóã Çåìëè çà 28 äíåé. Âî ñêîëüêî ðàç ðàññòî-
ÿíèå îò öåíòðà Çåìëè äî Ëóíû áîëüøå, ÷åì âûñîòà ãåîñòàöèîíàðíîé îðáèòû?

28. Êàìåíü íà÷àë äâèæåíèå ñ íóëåâîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ è ïàäàåò íà Ñîëíöå
ñ ðàññòîÿíèÿ, ðàâíîãî ðàññòîÿíèþ îò Ñîëíöà äî Çåìëè. Çà êàêîå âðåìÿ îí
äîëåòèò äî Ñîëíöà? Âëèÿíèåì ïëàíåò ïðåíåáðå÷ü.

Óêàçàíèå: äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è íå íóæíî äàæå çíàòü ðàññòîÿíèå îò
Çåìëè äî Ñîëíöà. Âîñïîëüçóéòåñü òðåòüèì çàêîíîì Êåïëåðà.
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U(x)

x

U(x)

x

U(x)

x

U(x)

x

U(x)

x

U(x)

x

Ðèñ. 4.21: Ðèñóíîê ê çàäà÷å 20.
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29. Ïóñòü êîñìè÷åñêèé êîðàáëü äîñòèã ñêîðîñòè v0 íà ðàññòîÿíèè r0 îò Ñîëíöà
è âûêëþ÷èë äâèãàòåëè. Êàêîâà äîëæíà áûòü âåëè÷èíà v0, ÷òîáû îí ïîêèíóë
Ñîëíå÷íóþ ñèñòåìó è óëåòåë íà áåñêîíå÷íîñòü? Èìååò ëè çíà÷åíèå íàïðàâëå-
íèå v0?

Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë ñêîðîñòè êîðàáëÿ limt→∞ v(t), è íàéäèòå åãî.

Âëèÿíèåì äðóãèõ íåáåñíûõ òåë, êðîìå Ñîëíöà, ïðåíåáðå÷ü.

Óêàçàíèå: âîñïîëüçóéòåñü çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè.

30. Âûÿñíèòå, ïî êàêèì òðàåêòîðèÿì ìîæåò äâèãàòüñÿ òåëî â öåíòðàëüíîì ïîëå
ñèë, åñëè ñèëà ðàâíà ïî ìîäóëþ |F (r)| = k/r3 è íàïðàâëåíà ê íà÷àëó êîîðäèíàò.
Ìîæåò ëè äâèæåíèå òåëà áûòü îãðàíè÷åííûì (â áóäóùåì)? À ïåðèîäè÷åñêèì?

Óêàçàíèå: âîñïîëüçóéòåñü ïðåäëîæåíèåì Êëåðî.

31. Òîò æå âîïðîñ, åñëè ñèëà ðàâíà ïî ìîäóëþ |F (r)| = k/r2 è íàïðàâëåíà îò
íà÷àëà êîîðäèíàò.

32. Òîò æå âîïðîñ, åñëè ñèëà ðàâíà ïî ìîäóëþ |F (r)| = kr è íàïðàâëåíà ê íà÷àëó
êîîðäèíàò.

Íå ñòîèò èñïîëüçîâàòü ïðåäëîæåíèå Êëåðî. Çàïèøèòå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ
â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, îíî îêàæåòñÿ î÷åíü ïðîñòûì.

4.6.1 Îòâåòû ê íåêîòîðûì çàäà÷àì

� 6. Ñëåäóåò ñäåëàòü çàìåíû (a) u = x + y, (b) u = x2 + y2 èëè u = x2 + y2 − 1,
(c) u = y/x.

� 7. Óñëîâèå êâàçèîäíîðîäíîñòè óðàâíåíèÿ y′ = f(x, y): f(cαx, cβy) = cβ−αf(x, y).
Ïðè çàìåíå u = yx−β/α ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè
u′ = 1

x(f(1, u)−
β
αu).

� 8. y(x) = − ex
2/2

x−c , à òàêæå y(x) = 0.

� 9. y(t) = tg(t+ c)− t2

� 10. x(t) = 1
t
α−βCt

√
5

1−Ct
√
5
, ãäå α =

√
5−1
2 , β = −

√
5+1
2 .
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5 Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ è ñèñòåìû

5.1 Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé: îáùèé ñëó÷àé

Ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå ñèñòåìû óðàâíåíèé � ýòî ñèñòåìû, ïðàâàÿ ÷àñòü êî-
òîðûõ ëèíåéíà ïî ôàçîâîé ïåðåìåííîé. Ëèíåéíûå ñèñòåìû ïðîùå íåëèíåéíûõ è
ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ èõ êà÷åñòâåííîãî èññëåäîâàíèÿ (ñì. óðàâíåíèå â âàðèà-
öèÿõ, ðàçäåë 7.2.2).
Ëèíåéíûå àâòîíîìíûå ñèñòåìû äîïóñêàþò òî÷íîå ðåøåíèå, ñì. ðàçäåë 5.3. Ïî

ñóòè äåëà, òåîðèÿ ýòèõ ñèñòåì ÿâëÿåòcÿ ãëàâîé ëèíåéíîé àëãåáðû.
Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ âûñøèõ ïîðÿäêîâ ñâîäÿòñÿ ê ëèíåéíûì ñèñòåìàì, íî ïî-

ñêîëüêó íåêîòîðûå ðàññóæäåíèÿ è âûêëàäêè ïîëó÷àþòñÿ ïðîùå, ìû ðàññìîòðèì èõ
îòäåëüíî, â ðàçäåëå 5.2.

5.1.1 Îïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü End(Rn) � ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ èç Rn â ñåáÿ.

Óïðàæíåíèå 87. Äîêàæèòå, ÷òî End(Rn) � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, è íàéäè-
òå dimEnd(Rn,Rn).

Ðàññìîòðèì íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå A : I → End(Rn), ãäå I ⊂ R � îòêðûòûé
èíòåðâàë íà ïðÿìîé (êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé). Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ ëþáîãî
çíà÷åíèÿ t ∈ I îïðåäåëåí ëèíåéíûé îïåðàòîð A(t) : Rn → Rn, è ëèíåéíûå îïåðàòîðû
íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò t. Åñëè â ïðîñòðàíñòâå Rn ôèêñèðîâàòü êîîðäèíàòû, ìîæíî
âûïèñàòü ìàòðèöû îïåðàòîðîâ A(t): A(t) = (akl(t))0⩽k,l⩽n, ãäå êîýôôèöèåíòû akl(t)
� íåïðåðûâíûå ôóíêöèè âðåìåíè.

Îïðåäåëåíèå 5.1.1. Ñèñòåìà n ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé � ýòî ñèñòåìà
óðàâíåíèé âèäà

ẋ = A(t)x, (5.1)

ãäå x(t) ∈ Rn, à îòîáðàæåíèå A : R → End(Rn), t 7→ A(t), íåïðåðûâíî. Ýòó ñèñòåìó
òàêæå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ẋk =

∑
akl(t)xl.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à Êîøè � ýòî óðàâíåíèå (5.1) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

x(t0) = x0. (5.2)

Çàìåòèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (5.1) íåïðåðûâíà ïî t, x è ëèïøèöåâà ïî x,
ïîýòîìó ïðèìåíèìà ëîêàëüíàÿ òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè 2.4.3.
Õîòÿ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ âñåãäà ñóùåñòâóåò, ëèíåéíûå íåàâòîíîìíûå ñèñòåìû, êàê

ïðàâèëî, íå ðåøàþòñÿ. Ýòî îòíîñèòñÿ äàæå ê òàêîé ïðîñòîé ñèñòåìå, êàê

ẋ =

(
0 1
t 0

)
x.

Ýòà ñèñòåìà ýêâèâàëåíòíà óðàâíåíèþ Ýéðè1:

ü = tu.
1Ñýð Äæîðäæ Áèääåëü Ýéðè (1801 � 1892) � ìàòåìàòèê è àñòðîíîì. Îñíîâíûå ðàáîòû îòíîñÿòñÿ
ê îáëàñòè àñòðîíîìèè, íåáåñíîé ìåõàíèêè è îïòèêè.
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5.1.2. Ãëîáàëüíàÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû

Ñëîâà �íå ðåøàþòñÿ� íàäî ïîíèìàòü íå â òîì ñìûñëå, ÷òî óðàâíåíèå Ýéðè è äðó-
ãèå ïîäîáíûå ñèñòåìû ìû ïîêà íå íàó÷èëèñü ðåøàòü. Ýòè ñëîâà îçíà÷àþò, ÷òî íå
ñóùåñòâóåò ôîðìóë, êîòîðûå âûðàæàþò ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ íåàâòîíîìíûõ ñèñòåì
÷åðåç èõ êîýôôèöèåíòû ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé, àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðà-
öèé (âêëþ÷àÿ ðåøåíèå àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé), ëîãàðèôìèðîâàíèÿ, ïîòåíöèðî-
âàíèÿ, äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, èíòåãðèðîâàíèÿ (áåç ïàðàìåòðà).
Íåàâòîíîìíûå ëèíåéíûå ñèñòåìû, êîòîðûå íå óäà¼òñÿ ðåøèòü, ìû ìîæåì èññëå-

äîâàòü òîëüêî êà÷åñòâåííî.
Ñëó÷àé, êîãäà îïåðàòîð A ïîñòîÿíåí (ñèñòåìà óðàâíåíèé àâòîíîìíà), ïðîùå îá-

ùåãî. Â ðàçäåëå 5.3 ìû íàéäåì îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîé ñèñòåìû äëÿ ïîñòîÿííîé
ìàòðèöû A.

5.1.2 Ãëîáàëüíàÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû

Òåîðåìà 5.1.2. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó n ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé

ẋ = A(t)x (5.3)

Ïóñòü A : I → End(Rn) � îòîáðàæåíèå êëàññà C1. Òîãäà âñå ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòå-
ìû îïðåäåëåíû íà âñåì èíòåðâàëå I.

Çàìå÷àíèå 5.1.3. Íà ñàìîì äåëå â òåîðåìå 5.1.2 äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü íåïðå-
ðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ A. Íî òàê òåîðåìà ëó÷øå ïðèñïîñîáëåíà ê òîìó, ÷òîáû
â åå äîêàçàòåëüñòâå âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé î íåïðåðûâíîñòè ôàçîâîãî ïîòîêà.

Çàìå÷àíèå 5.1.4. Ñëåäóåò ïîÿñíèòü, ÷òî òàêîå �îòîáðàæåíèå êëàññà C1� â ïðè-
ìåíåíèè ê îòîáðàæåíèÿì â ïðîñòðàíñòâî End(Rn). Ìû ìîæåì ïðîñòî ñêàçàòü,
÷òî â ôèêñèðîâàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò âñå êîìïîíåíòû aij(t) ìàòðèö îïåðàòî-
ðîâ A(t) � C1-ãëàäêèå ôóíêöèè âðåìåíè. Íî òàê êàê End(Rn) � âåêòîðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî, ìû òàêæå ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî C1-ãëàäêîå îòîáðàæåíèå A : I →
End(Rn) � ýòî C1-ãëàäêàÿ êðèâàÿ â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå End(Rn).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.1.2. 2 Âîçüìåì ëþáîé îòðåçîê [a, b] ⊂ I. Ó ñèñòåìû
ẋ = A(t)x åñòü îäíî çàìå÷àòåëüíîå ðåøåíèå, îïðåäåëåííîå íà âñåì îòðåçêå [a, b]:
x(t) ≡ 0. Çíà÷èò, îòîáðàæåíèå ïîòîêà ga,b îïðåäåëåíî â íóëå. Ïî ãëîáàëüíîé òåî-
ðåìå î íåïðåðûâíîñòè ôàçîâîãî ïîòîêà (òåîðåìà 2.4.29), îòîáðàæåíèå ïîòîêà ga,b

îïðåäåëåíî è íåïðåðûâíî â ìàëîé îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè ñâîåé îáëàñòè îïðåäå-
ëåíèÿ; çíà÷èò, îíî îïðåäåëåíî â íåêîòîðîé δ-îêðåñòíîñòè íóëÿ.
Èòàê, ëþáîå ðåøåíèå ψ ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì |ψ(a)| < δ îïðåäåëåíî íà âñåì

îòðåçêå [a, b]. Ïîýòîìó ìû ìîæåì ïîñòðîèòü ðåøåíèå ξ ñ ëþáûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì
ξ(a) = x0, îïðåäåëåííîå íà îòðåçêå [a, b], ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âîçüìåì ðåøåíèå ψ
ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì ψ(a) = x0α äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî α, òàê ÷òî |x0α| < δ,

2Â ó÷åáíèêàõ ìîæíî íàéòè ìíîãî äîêàçàòåëüñòâ ýòîé òåîðåìû. Âñå îíè òðåáóþò òåõ èëè èíûõ
âûêëàäîê. Ïðèâåäåííîå íèæå ÷èñòî ñëîâåñíîå äîêàçàòåëüñòâî íàéäåíî Ñ.Þ.ßêîâåíêî, êîãäà îí
ðàáîòàë âìåñòå ñ Þ.Ñ.Èëüÿøåíêî íàä êíèãîé �Ëåêöèè ïî òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé.�
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è ïîëîæèì ξ(t) = α−1ψ(t). Èç ëèíåéíîñòè óðàâíåíèÿ ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî òàêàÿ
ôóíêöèÿ ξ òîæå áóäåò ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ.
Ïî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè, ýòî è åñòü åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëü-

íûì óñëîâèåì ξ(a) = x0. Çíà÷èò, ðåøåíèå ñ ëþáûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì îïðåäåëåíî
íà ëþáîì îòðåçêå [a, b] ⊂ I, ñëåäîâàòåëüíî, íà âñåì I.

5.1.3 Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ âåêòîð-ôóíêöèé x : I → Rn. Ýòî ìíîæå-
ñòâî èìååò åñòåñòâåííóþ ñòðóêòóðó âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä R: âåêòîð-ôóíêöèè
ìîæíî ñêëàäûâàòü è óìíîæàòü íà âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Ðîëü íóëÿ â ýòîì ïðîñòðàí-
ñòâå èãðàåò âåêòîð-ôóíêöèÿ, òîæäåñòâåííî ðàâíàÿ íóëþ.

Óïðàæíåíèå 88. Ïðîâåðüòå, ÷òî îïèñàííîå ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåò-
ñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Îïðåäåëåíèå ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè â ýòîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå äà¼òñÿ òàê
æå, êàê è â ëþáîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå:

Îïðåäåëåíèå 5.1.5. Îòîáðàæåíèÿ φ1, . . . , φn : I → Rn íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìûìè, åñëè èõ ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ñ íåíóëåâûìè êîýôôèöèåíòàìè íåíóëåâûå:
èç ðàâåíñòâà

λ1φ1(t) + · · ·+ λnφn(t) = 0 ïðè âñåõ t ∈ I

ñëåäóåò λ1 = · · · = λn = 0.

Ëèíåéíîñòü äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âëå÷åò ñëåäóþùåå ñâîéñòâî äëÿ ïðî-
ñòðàíñòâà åãî ðåøåíèé.

Ïðåäëîæåíèå 5.1.6. Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (5.1) òîæå ÿâëÿ-
åòñÿ åãî ðåøåíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ψ1 è ψ2 � ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5.1), òî äëÿ èõ ëèíåéíîé
êîìáèíàöèè λ1ψ1 + λ2ψ2 âûïîëíåíî

d

dt
(λ1ψ1 + λ2ψ2) = λ1ψ̇1 + λ2ψ̇2 = λ1A(t)ψ1 + λ2A(t)ψ2 = A(t)(λ1ψ1 + λ2ψ2),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ñëåäñòâèå 5.1.7. Îòîáðàæåíèå ïîòîêà gt1,t2 ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ẋ = A(t)x ëè-
íåéíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ðåøåíèÿ ψ1 è ψ2 óäîâëåòâîðÿþò íà÷àëüíûì óñëîâèÿì ψ1(t1) =
x1, ψ2(t2) = x2. Òîãäà èõ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ψ = λ1ψ1 + λ2ψ2 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì ψ(t1) = λ1x1 + λ2x2. Äðóãèìè ñëîâàìè,

λ1g
t1,t(x1) + λ2g

t1,t(x2) = gt1,t(λ1x1 + λ2x2).

Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî gt1,t � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå äëÿ ëþáîãî t.
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Ïðåäëîæåíèå 5.1.6 îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (5.1) � âåêòîðíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî L â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé èç I â Rn. Â ðàç-
äåëå 3.4.1 ìû ïîêàçàëè, ÷òî ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ îáðàçóþò
îäíîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Îêàçûâàåòñÿ, ðåøåíèÿ n-ìåðíîãî ëèíåéíîãî
óðàâíåíèÿ îáðàçóþò n-ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî.

Òåîðåìà 5.1.8 (Òåîðåìà îá èçîìîðôèçìå). Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 5.1.2, ïðîñòðàí-
ñòâî ðåøåíèé L ñèñòåìû ẋ = A(t)x èìååò ðàçìåðíîñòü n è èçîìîðôíî ïðîñòðàí-
ñòâó íà÷àëüíûõ óñëîâèé Rn. Äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ φ ∈ L è ëþáîãî a ∈ I îòîáðàæå-
íèå

φ 7→ φ(a) (5.4)

îïðåäåëåíî è ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì L → Rn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòîáðàæåíèå φ îïðåäåëåíî íà âñåì ïðîñòðàíñòâå L ïî òåîðå-
ìå 5.1.2. Ýòî îòîáðàæåíèå ëèíåéíî ïî îïðåäåëåíèþ.
Ïî òåîðåìå 5.1.2, ëþáîìó íà÷àëüíîìó óñëîâèþ ñîîòâåòñòâóåò ãëîáàëüíî îïðåäå-

ëåííîå ðåøåíèå, ïîýòîìó îòîáðàæåíèå φ ñþðüåêòèâíî (îòîáðàæåíèå ÍÀ). Çàìåòèì,
÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíà è ëèïøèöåâà ïî x, òàê êàê îíà
ëèíåéíà ïî x. Çíà÷èò, ê ýòîìó óðàâíåíèþ ïðèìåíèìà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèí-
ñòâåííîñòè (òåîðåìà 2.4.3). Ïîýòîìó êàæäîìó íà÷àëüíîìó óñëîâèþ ñîîòâåòñòâóåò íå
áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ, è îòîáðàæåíèå φ èíüåêòèâíî.
Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå φ � èçîìîðôèçì.

Îïðåäåëåíèå 5.1.9. Ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé íàçûâàåòñÿ áàçèñ â
ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé L.

Ïðåäûäóùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé ëèíåé-
íîé ñèñòåìû â Rn ñîñòîèò èç n âåêòîð-ôóíêöèé. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ëþáîå
äðóãîå ðåøåíèå ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ýòèõ n âåêòîð-ôóíêöèé.

Çàìå÷àíèå 5.1.10. Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: çà÷åì îäíî è òî æå ïîíÿ-
òèå íàçûâàòü äâóìÿ èìåíàìè ïðèìåðíî îäèíàêîâîé äëèíû (�ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñè-
ñòåìà ðåøåíèé� è �áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé�)? Äåëî â òîì, ÷òî ïîíÿòèå
ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé âîçíèêëî ðàíüøå (XVIII âåê), ÷åì áûëè ðàç-
âèòû êîíöåïöèè ëèíåéíîé àëãåáðû (âòîðàÿ ïîëîâèíà XIX âåêà). Ïîýòîìó òåðìèí
�ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà� âîçíèê, ñòàë ïðèâû÷íûì è äîøåë äî íàøèõ äíåé.

Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå Rn ôèêñèðîâàí áàçèñ {ej}.

Îïðåäåëåíèå 5.1.11. Ïóñòü φ1, . . . , φn � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé óðàâ-
íåíèÿ ẋ = A(t)x. Òîãäà ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ðåøåíèé � ýòî ìàòðèöà
X(t), ñòîëáöàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòû ðåøåíèé φj(t) â áàçèñå {ej}.

ßñíî, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ðåøåíèé îïðåäåëåíà íåîäíîçíà÷íî: îíà çà-
âèñèò îò âûáîðà ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé. Êðîìå òîãî, îíà ìåíÿåòñÿ ïðè
çàìåíå áàçèñà. Íèæå ìû äîêàæåì ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû
ðåøåíèé.
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Ïðåäëîæåíèå 5.1.12. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ðåøåíèé íåâûðîæäåííà ïðè
ëþáîì ôèêñèðîâàííîì t.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ïðè t = a ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ðåøåíèé âûðîæäåí-
íà, òî å¼ ñòîëáöû ëèíåéíî çàâèñèìû. Çíà÷èò, çíà÷åíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû
ðåøåíèé φ1, . . . , φn ïðè t = a ëèíåéíî çàâèñèìû. Ïî òåîðåìå îá èçîìîðôèçìå, ñà-
ìè ôóíêöèè φ1, . . . , φn òîæå ëèíåéíî çàâèñèìû è íå ìîãóò îáðàçîâûâàòü áàçèñ â
ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé.

Ïðåäëîæåíèå 5.1.13. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ðåøåíèé óäîâëåòâîðÿåò ìàò-
ðè÷íîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ Ẋ = A(t)X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü j-é ñòîëáåö ìàòðèöû Ẋ � ýòî êîîðäèíàòû ðåøåíèÿ φj .
Òîãäà j-é ñòîëáåö ìàòðèöû Ẋ � ýòî êîîðäèíàòû âåêòîðà φ̇j , à j-é ñòîëáåö ìàòðèöû
A(t)X ðàâåí A(t)φj .
Òàê êàê φ̇j = A(t)φj , ïîëó÷àåì, ÷òî j-é ñòîëáåö ìàòðèöû Ẋ ðàâåí j-ìó ñòîëáöó

ìàòðèöû A(t)X, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ïðåäëîæåíèå 5.1.14. Åñëè X � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ðåøåíèé, òî îáùåå
ðåøåíèå ñèñòåìû ẋ = A(t)x èìååò âèä Xc, ãäå c ∈ Rn � ïîñòîÿííûé âåêòîð.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü c = (c1, . . . , cn), òîãäà Xc � ýòî ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
ñòîëáöîâ ìàòðèöû X ñ êîýôôèöèåíòàìè cj . Òàê êàê ñòîëáöû ìàòðèöû X îáðàçóþò
áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé, âñåâîçìîæíûå èõ ëèíåéíûå êîìáèíàöèè � ýòî âñå
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ẋ = A(t)x.

Ïðåäëîæåíèå 5.1.15. Ëþáûå äâå ôóíäàìåíòàëüíûå ìàòðèöû ðåøåíèé îäíîé ñè-
ñòåìû, X è Y , ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

X = Y C,

ãäå C � ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñòîëáöû ìàòðèöû X � ðåøåíèÿ ñèñòåìû ẋ = Ax, ïîýòîìó ïî
ïðåäûäóùåìó ïðåäëîæåíèþ îíè ðàâíû Y c1, Y c2, . . . , Y cn äëÿ íåêîòîðûõ ïîñòîÿííûõ
âåêòîðîâ cj . Çíà÷èò, X = Y C, ãäå cj � ñòîëáöû ìàòðèöû C.

Íàïîìíèì, ÷òî ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà ej ê áàçèñó fj � ýòî ìàòðèöà C, ïî
ñòîëáöàì êîòîðîé çàïèñàíû êîîðäèíàòû âåêòîðîâ fj â áàçèñå {ej}.

Ïðåäëîæåíèå 5.1.16. Ïðè çàìåíå áàçèñà ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà X çàìåíÿ-
åòñÿ íà Y = C−1X, ãäå C � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò ñòàðîãî áàçèñà ê íîâîìó.

Äîêàçàòåëüñòâî. k-é còîëáåö ìàòðèöû Y äîëæåí áûòü êîîðäèíàòíîé çàïèñüþ òîãî
æå ðåøåíèÿ, ÷òî k-é ñòîëáåö ìàòðèöû X, íî â íîâîì áàçèñå. Êàê èçâåñòíî èç êóðñà
ëèíåéíîé àëãåáðû, ÷òîáû âû÷èñëèòü êîîðäèíàòû âåêòîðà â íîâîì áàçèñå, íàäî ïðè-
ìåíèòü ê ñòîëáöó åãî êîîðäèíàò â ñòàðîì áàçèñå ìàòðèöó C−1. Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî
Y = C−1X.
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5.1.4. Îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî è ôîðìóëà Ëèóâèëëÿ � Îñòðîãðàäñêîãî

Íàïîìíèì, ÷òî îòîáðàæåíèå ïîòîêà gt1,t2 óðàâíåíèÿ ẋ = A(t)x ëèíåéíî, ñì. ñëåä-
ñòâèå 5.1.7.

Ïðåäëîæåíèå 5.1.17. Åñëè X � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
ẋ = A(t)x, òî ìàòðèöà îòîáðàæåíèÿ ïîòîêà gt1,t2 óðàâíåíèÿ ẋ = A(t)x èìååò âèä
X(t2)X(t1)

−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü φ1, . . . , φn � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé, êîòîðàÿ
ñîîòâåòñòâóåò ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöå X. Ìàòðèöà X(t) ïåðåâîäèò k-é áàçèñíûé
âåêòîð ek â ñâîé k-é ñòîëáåö � âåêòîð φk(t). Çíà÷èò, ìàòðèöà X(t2)X(t1)

−1 ïåðåâî-
äèò âåêòîð φk(t1) â âåêòîð φk(t2):

X(t2)X(t1)
−1φk(t1) = X(t2)ek = φk(t2).

Îòîáðàæåíèå ïîòîêà gt1,t2 òîæå ïåðåâîäèò âåêòîð φk(t1) â âåêòîð φk(t2). Òàê êàê âåê-
òîðû φk(t1) äëÿ k = 1, 2, . . . , n îáðàçóþò áàçèñ, îòîáðàæåíèå ïîòîêà èìååò ìàòðèöó
X(t2)X(t1)

−1.

5.1.4 Îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî è ôîðìóëà Ëèóâèëëÿ �
Îñòðîãðàäñêîãî

Îïðåäåëåíèå 5.1.18. Îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî3 äëÿ ñèñòåìû ẋ = A(t)x� ýòî îïðå-
äåëèòåëü ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû e¼ ðåøåíèé:

W (t) = detX(t). (5.5)

Îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî çàâèñèò îò âûáîðà ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé;
ïî ïðåäëîæåíèþ 5.1.15, ïðè äðóãîì âûáîðå ôóíäàìåíàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé îïðå-
äåëèòåëü Âðîíñêîãî ìåíÿåòñÿ â êîíñòàíòó ðàç. Ïî ïðåäëîæåíèþ 5.1.16, ïðè çàìåíå
êîîðäèíàò îí òîæå ìåíÿåòñÿ â êîíñòàíòó ðàç. Èòàê, îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî äëÿ
ñèñòåìû ẋ = A(t)x êîððåêòíî îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî äîìíîæåíèÿ íà êîíñòàíòó.
Îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî ïîêàçûâàåò, êàê ìåíÿåòñÿ îðèåíòèðîâàííûé îáúåì ïîä

äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ ïîòîêà gt1,t2 óðàâíåíèÿ ẋ = A(t)x.

Ëåììà 5.1.19. Îòîáðàæåíèå ïîòîêà gt1,t2 óðàâíåíèÿ ẋ = A(t)x óâåëè÷èâàåò îðè-

åíòèðîâàííûé îáúåì â W (t2)
W (t1)

ðàç.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 5.1.17. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû îòîá-
ðàæåíèÿ ïîòîêà ðàâåí det(X(t2)X

−1(t1)) =
W (t2)
W (t1)

, ïîýòîìó îòîáðàæåíèå ïîòîêà óâå-

ëè÷èâàåò îáúåì â W (t2)
W (t1)

ðàç.

Íà ïåðâûé âçãëÿä êàæåòñÿ, ÷òî âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî åùå ñëîæíåå,
÷åì ðåøèòü ñèñòåìó ẋ = A(t)x: âåäü ÷òîáû âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü ôóíäàìåí-
òàëüíîé ìàòðèöû, íàäî ñíà÷àëà íàéòè ýòó ìàòðèöó. Íà ñàìîì äåëå îïðåäåëèòåëü
Âðîíñêîãî âû÷èñëÿåòñÿ ñîâñåì ïðîñòî.

3Þçåô Ìàðèÿ Âðîíüñêèé (1776 � 1853), ôèëîñîô-ìèñòèê è ìàòåìàòèê. Êàê ìàòåìàòèê èçâåñòåí
â îñíîâíîì áëàãîäàðÿ îïðåäåëèòåëþ Âðîíñêîãî.
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5 Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ è ñèñòåìû

Òåîðåìà 5.1.20. (Ëèóâèëëü4, Îñòðîãðàäñêèé5)
Îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî äëÿ ðåøåíèé ñèñòåìû ẋ = A(t)x óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-

íåíèþ
Ẇ = trA(t)W. (5.6)

Òàêîå óðàâíåíèå ìãíîâåííî ðåøàåòñÿ ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ:

Ñëåäñòâèå 5.1.21. Îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî äëÿ ðåøåíèé ñèñòåìû ẋ = A(t)x èìå-
åò âèä W (t) =W (0) exp

∫ t
0 a(τ)dτ, ãäå a(t) = trA(t).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.1.20. Òåîðåìà ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî îïðåäåëèòåëü ïðî-
èçâåäåíèÿ ìàòðèö ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ îïðåäåëèòåëåé, è èç ëåììû îá îïðåäåëèòåëå
¾ïî÷òè åäèíè÷íîé¿ ìàòðèöû (ñì. íèæå). Èìååì:

W (t+ h) = detX(t+ h) = det
(
X(t) + Ẋ(t)h+ o(h)

)
=

= det [(E +A(t)h+ o(h))X(t)] = det (E +A(t)h+ o(h))W (t). (5.7)

Çàìåòèì, ÷òî det (E +A(t)h+ o(h)) = det (E +A(t)h)+o(h); äåéñòâèòåëüíî, îïðåäå-
ëèòåëü ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò ýëåìåíòîâ ìàòðèöû, ïîýòîìó èçìåíåíèå ýëåìåíòîâ
ìàòðèöû íà âåëè÷èíó ïîðÿäêà o(h) èçìåíèò îïðåäåëèòåëü íà âåëè÷èíó ïîðÿäêà o(h).
Íàì îñòàëîñü äîêàçàòü ñëåäóþùóþ ëåììó:

Ëåììà 5.1.22. Äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A âûïîëíåíî det(E +Ah) = 1 + h trA+ o(h).

Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ðàâåíñòâà ìû çàâåðøàåì âûêëàäêó (5.7) è ïîëó÷àåì, ÷òî W (t+
h) =W (t)(1 + trA(t)h+ o(h)), îòêóäà Ẇ (t) = trA(t)W (t).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5.1.22. Äîêàæåì ëåììó ñíà÷àëà äëÿ ñëó÷àÿ ìàòðèö ïîðÿä-

êà 2. Ïóñòü A =

(
a b
c d

)
. Òîãäà

det(E +Ah) = 1 + (1 + ah)(1 + dh)− bch2 = 1 + h trA+O(h2).

Ïðè n = 2 ëåììà äîêàçàíà. Â îáùåì ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî. À èìåííî,
ëþáîå ñëàãàåìîå â âûðàæåíèè äëÿ îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû E+Ah, êîòîðîå ñîäåðæèò
õîòÿ áû îäèí âíåäèàãîíàëüíûé ýëåìåíò, ñîäåðæèò è åùå îäèí âíåäèàãîíàëüíûé ýëå-
ìåíò, è ïîýòîìó èìååò ïîðÿäîê O(h2). Ñëåäîâàòåëüíî, âêëàä O(h) â îïðåäåëèòåëü
äàåò òîëüêî ïðîèçâåäåíèå äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû E +Ah:

(1 + a11h) . . . (1 + annh) = 1 +
∑

aiih+O(h2) = 1 + h trA+ o(h).

4Æîçåô Ëèóâèëëü (1821 � 1882) � ìàòåìàòèê, èçâåñòíûé ñâîèìè ðàáîòàìè ïî êîìïëåêñíîìó
àíàëèçó, òåîðèè ÷èñåë, ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå è òåîðèè èíòåãðèðîâàíèÿ.

5Ìèõàèë Âàñèëüåâè÷ Îñòðîãðàäñêèé (1801 � 1861) � ìàòåìàòèê, ìåõàíèê è ïåäàãîã. Íàèáîëåå
èçâåñòíû åãî ðàáîòû ïî âàðèàöèîííîìó èñ÷èñëåíèþ, òåîðèè èíòåãðèðîâàíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêèé
ôèçèêå è êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå.
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5.1.5. Ëèíåéíûå íåîäíîðîäíûå ñèñòåìû. Ìåòîä âàðèàöèè ïîñòîÿííûõ

5.1.5 Ëèíåéíûå íåîäíîðîäíûå ñèñòåìû. Ìåòîä âàðèàöèè ïîñòîÿííûõ

Ïóñòü îòîáðàæåíèå A : I → End(R) è âåêòîð-ôóíêöèÿ b : I → Rn íåïðåðûâíû íà
èíòåðâàëå I ⊂ R. Ñèñòåìà

ẋ = A(t)x+ b(t) (5.8)

íàçûâàåòñÿ íåîäíîðîäíîé ñèñòåìîé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.
Ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû íåïðåðûâíà è ëèïøèöåâà ïî x, ïîýòîìó äëÿ óðàâíåíèÿ

ïðèìåíèìà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè (òåîðåìà 2.4.3). Êàê ìû óæå
îòìå÷àëè, ëèíåéíûå îäíîðîäíûå ñèñòåìû, êàê ïðàâèëî, íå ðåøàþòñÿ. Íî åñëè òàêàÿ
ñèñòåìà óæå ðåøåíà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ íåîäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ðåøàåòñÿ âñåãäà.
Íà÷íåì ñ çàìå÷àíèÿ, êîòîðîå ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáûõ ëèíåéíûõ íåîäíîðîäíûõ

óðàâíåíèé è ñèñòåì: àëãåáðàè÷åñêèõ, äèôôåðåíöèàëüíûõ è äðóãèõ. Îáùåå ðåøåíèå
ëèíåéíîé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû � ýòî ñóììà îáùåãî ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû
è ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîé.
×àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû � ýòî êàêîå-òî îäíî å¼ ðåøåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 5.1.23. Âñå ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû (5.8) ïðîäîëæàþòñÿ
íà èíòåðâàë I.
Îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû (5.8) � ýòî ñóììà îáùåãî ðåøåíèÿ îäíî-

ðîäíîé ñèñòåìû ẋ = A(t)x è ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû (5.8).

Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî ðåøåíèÿ x÷àñò óðàâíåíèÿ (5.8), ìû
ìîæåì ïîëó÷èòü âñå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ êàê ñóììû x(t) = φ(t) + x÷àñò(t), ãäå
φ � âñåâîçìîæíûå ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ẋ = A(t)x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x÷àñò(t) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.8), è ïóñòü φ(t) � ðåøåíèå
îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Òîãäà èõ ñóììà x(t) = x÷àñò(t) + φ(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, ïîñêîëüêó

ẋ(t) = φ̇(t) + ẋ÷àñò(t) = A(t)φ(t) +A(t)x÷àñò(t) + b(t) = A(t)x(t) + b(t).

Äîêàæåì, ÷òî âñå ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ èìåþò òàêîé âèä. Äëÿ ëþáî-
ãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ x(t) ïîëîæèì φ(t) = x(t)− x÷àñò(t). Ïîëó÷èì

φ̇(t) = ẋ(t)−ẋ÷àñò(t) = A(t)x(t)+b(t)−A(t)x÷àñò(t)−b(t) = A(t)(x(t)−x÷àñò(t)) = A(t)φ(t)

íà ïåðåñå÷åíèè îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèé x è x÷àñò, ïîýòîìó φ(t) ÿâëÿåòñÿ ðå-
øåíèåì îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ẋ = A(t)x.
Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî x(t) = φ(t) + x÷àñò(t) âûïîëíåíî íà ïåðåñå÷åíèè îáëà-

ñòåé îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèé x è x÷àñò. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
(5.8) ïðîäîëæàþòñÿ íà I. Äåéñòâèòåëüíî, ëþáûå äâà ðåøåíèÿ x è x÷àñò ñ ïåðåñåêà-
þùèìèñÿ îáëàñòÿìè îïðåäåëåíèÿ ìîæíî ïðîäîëæèòü íà îáúåäèíåíèå èõ îáëàñòåé
îïðåäåëåíèÿ, ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé x(t) = φ(t) + x÷àñò(t) òàì, ãäå îïðåäåëåíî òîëü-
êî îäíî èç ýòèõ ðåøåíèé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî òåîðåìå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé,
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ðàçíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ẋ = A(t)x + b(t) ïîêðûâàþò âåñü
èíòåðâàë I. Ïîýòîìó ëþáîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðîäîëæàåòñÿ íà âåñü èíòåðâàë
I.
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Ýòî ïðåäëîæåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ẋ = A(t)x + b(t) îáðàçóþò
àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî, ñð. ñ ðàçäåëîì 3.4.

Â ñèëó ïðåäûäóùåãî ïðåäëîæåíèÿ, íàì äîñòàòî÷íî ïîäîáðàòü îäíî ðåøåíèå íåîä-
íîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ýòî ìîæíî ñäåëàòü ïî÷òè áåç âûêëàäîê,
ñì. ðàçäåë 5.2.5, 5.3.6. Â ëþáîì ñëó÷àå ïðåäëîæåíèå 5.1.23 ìíîãîå ãîâîðèò î ïðî-
ñòðàíñòâå ðåøåíèé íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, îñîáåííî åñëè ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî
óðàâíåíèÿ èçâåñòíû.

Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ïðèìåíÿþò ñëåäóþùèé
ìåòîä âàðèàöèè ïîñòîÿííîé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì èçâåñòíà ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé X äëÿ îäíî-
ðîäíîé ñèñòåìû ẋ = A(t)x. Ïóñòü X(t) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ðåøåíèé, òîãäà
ïî ïðåäëîæåíèþ 5.1.13 âûïîëíåíî

Ẋ = A(t)X (5.9)

Ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû (5.8) ìû áóäåì èñêàòü â âèäå Xc(t). Ïîäñòàâèì
x(t) = X(t)c(t) â ñèñòåìó (5.8):

Ẋc+Xċ = AXc+ b.

Â ñèëó (5.9), ïåðâûå ñëàãàåìûå â îáåèõ ÷àñòÿõ âçàèìíî óíè÷òîæàþòñÿ. Ïîýòîìó

Xċ = b.

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà X îáðàòèìà ïî ïðåäëîæåíèþ 5.1.12. Çíà÷èò,

ċ = X−1b,

à èç ýòîãî óðàâíåíèÿ âñåãäà ìîæíî íàéòè c(t), ïðîñòî ïðîèíòåãðèðîâàâ ïðàâóþ
÷àñòü. Òàê ìû íàéäåì c(t) ñ òî÷íîñòüþ äî ïðèáàâëåíèÿ ïîñòîÿííîãî âåêòîðà, à ñàìî
ðåøåíèå x(t) = Xc(t) � ñ òî÷íîñòüþ äî ïðèáàâëåíèÿ ïðîèçâîëüíîé âåêòîð-ôóíêöèè
âèäà Xc0, òî åñòü ïðîèçâîëüíîãî ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Ýòî ïîëíîñòüþ
ñîãëàñóåòñÿ ñ ïðåäëîæåíèåì 5.1.23.

Íàçâàíèå ìåòîäà ïðîèñõîäèò îò òîãî, ÷òî â ôîðìóëå äëÿ ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî
óðàâíåíèÿ x(t) = X(t)c ìû çàìåíÿåì ïîñòîÿííûé âåêòîð c ïåðåìåííûì (òî åñòü
âàðüèðóåì ïîñòîÿííóþ).

5.2 Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ âûñøèõ ïîðÿäêîâ

5.2.1 Ñâåäåíèå ê ñèñòåìå óðàâíåíèé

Ëèíåéíîå óðàâíåíèå ïîðÿäêà n � ýòî óðàâíåíèå âèäà

x(n) + an−1(t)x
(n−1) + ...+ a0(t)x = 0, (5.10)

208



5.2.1. Ñâåäåíèå ê ñèñòåìå óðàâíåíèé

ãäå ôóíêöèè aj : I → R íåïðåðûâíû íà èíòåðâàëå I âåùåñòâåííîé ïðÿìîé. Óðàâíå-
íèå (5.10) ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî îáùåé ñõåìå, îïèñàííîé
â ðàçäåëå 2.3.2. À èìåííî, ïîëîæèì:

y1 = x, y2 = ẋ, ..., yn = x(n−1).

Òîãäà

ẏ = A(t)y (5.11)

ãäå ìàòðèöà îïåðàòîðà A èìååò âèä

A(t) =


0 1 0 ... 0
0 0 1 ... 0
...

−a0(t) −a1(t) −a2(t) ... −an−1(t)

 (5.12)

Íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ ñèñòåìû (5.12)

y(t0) = y0

ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåìó íà÷àëüíîìó óñëîâèþ äëÿ óðàâíåíèÿ (5.10):

x(t0) = y01, ẋ(t0) = y02, ..., x
(n−1)(t0) = y0n. (5.13)

Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè äëÿ ëè-
íåéíûõ íåàâòîíîìíûõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ ñðàçó ñëåäóåò èç òåîðåìû 5.1.2.

Òåîðåìà 5.2.1. Äëÿ C1-ãëàäêèõ ôóíêöèé aj : I → R óðàâíåíèå (5.10) ñ íà÷àëüíûì
óñëîâèåì (5.13) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, îïðåäåëåííîå íà èíòåðâàëå I.

Íà ñàìîì äåëå, äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé aj , ñð. ñ çàìå÷à-
íèåì 5.1.3.

Ñïðàâåäëèâà òàêæå ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îá èçîìîðôèçìå, êîòîðàÿ ñðàçó ñëåäóåò
èç òåîðåìû 5.1.8.

Òåîðåìà 5.2.2. Ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (5.10) � n-ìåðíîå âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî, èçîìîðôíîå ïðîñòðàíñòâó íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Ïîýòîìó äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåøèòü óðàâíåíèå (5.10), äîñòàòî÷íî íàéòè n ëèíåéíî
íåçàâèñèìûõ åãî ðåøåíèé � ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé. Îñòàëüíûå ðåøå-
íèÿ áóäóò ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ýòèõ ðåøåíèé.

Ñëåäóþùèå äâà ðàçäåëà ïîâòîðÿþò ìàòåðèàë ðàçäåëîâ 5.1.4 è 5.1.5 äëÿ óðàâíåíèé
âûñøèõ ïîðÿäêîâ.
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5.2.2 Îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî è ôîðìóëà Ëèóâèëëÿ-Îñòðîãðàäñêîãî

Îïðåäåëåíèå 5.2.3. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû
x1 . . . xn
x′1 . . . x′n
...

. . .
...

x
(n−1)
1 . . . x

(n−1)
n

 (5.14)

íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëåì Âðîíñêîãî äëÿ ñèñòåìû ôóíêöèé xj è îáîçíà÷àåòñÿW (x1, . . . , xn).

Â ÷àñòíîñòè, îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé óðàâ-
íåíèÿ (5.10) � ýòî îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíäàìåíòàëüíîé ñè-
ñòåìû ðåøåíèé äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (5.11), (5.12).

Ïî ôîðìóëå Ëèóâèëëÿ-Îñòðîãðàäñêîãî, îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî ôóíäàìåíòàëü-
íîé ñèñòåìû ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (5.10) W (t) := W (x1(t), . . . , xn(t)) óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ

Ẇ = −an−1(t)W,

ïîñêîëüêó ñëåä ìàòðèöû (5.12) ðàâåí −an−1(t). Ýòî ïîçâîëÿåò ëåãêî íàéòè W (t).

Âûïîëíåí ñëåäóþùèé êðèòåðèé ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (5.10).

Ïðåäëîæåíèå 5.2.4. Íàáîð èç n ðåøåíèé x1, . . . , xn óðàâíåíèÿ (5.10) ÿâëÿåòñÿ
ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îïðåäåëèòåëü
Âðîíñêîãî W (x1, . . . , xn) íå îáðàùàåòñÿ â íîëü õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå. Â ýòîì
ñëó÷àå îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî íèãäå íå îáðàùàåòñÿ â íîëü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëèíåéíî çàâèñèìûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (5.10) îïðåäåëèòåëü
Âðîíñêîãî òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ, ïîñêîëüêó ñòîëáöû ìàòðèöû (5.14) ëèíåéíî
çàâèñèìû.

Åñëè æå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5.10) ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî åñòü ÿâëÿþòñÿ ôóíäà-
ìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé, òî îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëèòå-
ëåì Âðîíñêîãî ñîîòâåòñòâóþùåãî íàáîðà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ẋ = A(t)x è íèãäå íå
îáðàùàåòñÿ â 0 ïî ïðåäëîæåíèþ 5.1.12.

Êàêèå ôóíêöèè ìîãóò ñëóæèòü ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé äëÿ ëèíåé-
íîãî óðàâíåíèÿ ïîðÿäêà n?

Îòâåò äà¼ò ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 5.2.5. Ëþáûå n ôóíêöèé xj : I → R êëàññà Cn, äëÿ êîòîðûõ îïðå-
äåëèòåëü Âðîíñêîãî W (x1(t), . . . , xn(t)) íå ðàâåí íóëþ ïðè âñåõ t ∈ I, ÿâëÿþòñÿ
ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé íåêîòîðîãî óðàâíåíèÿ ïîðÿäêà n íà îòðåçêå
I ñ íåïðåðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî ïîêàçûâàåò, êàê âûïèñûâàòü óðàâíåíèå ïîðÿäêà n ïî ôóíäàìåí-
òàëüíîé ñèñòåìå ðåøåíèé.
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5.2.3. Ëèíåéíûå íåîäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ. Ìåòîä âàðèàöèè ïîñòîÿííûõ

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì t ∈ I è âûïèøåì n+ 1 âåêòîðîâ âèäà

v0 =


x1(t)
x2(t)
x3(t)
. . .
xn(t)

 , v1 =


x′1(t)
x′2(t)
x′3(t)
. . .
x′n(t)

 , v2 =


x′′1(t)
x′′2(t)
x′′3(t)
. . .
x′′n(t)

 , . . . , vn =


x
(n)
1 (t)

x
(n)
2 (t)

x
(n)
3 (t)
. . .

x
(n)
n (t)

 (5.15)

â ïðîñòðàíñòâå Rn. Ïåðâûå n âåêòîðîâ èç ýòîãî ñïèñêà ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òàê êàê
èíà÷å îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî W (x1, . . . , xn) áûë áû ðàâåí íóëþ. Çíà÷èò, âåêòîðû
v0, . . . , vn−1 îáðàçóþò áàçèñ â Rn. Ïîýòîìó âåêòîð vn ìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì
ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ v0, . . . , vn−1. Ïóñòü −aj(t) � êî-
ýôôèöèåíòû ýòîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè. Òîãäà vn = −an−1(t)vn−1 − an−2(t)vn−2 −
· · · − a0v0, òî åñòü

x
(n)
j = −an−1(t)x

(n−1)
j − an−2(t)x

(n−2)
j − · · · − a0(t)xj

äëÿ âñåõ 1 ⩽ j ⩽ n è âñåõ t ∈ I. Èòàê, ôóíêöèè xj ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ

x(n) + an−1(t)x
(n−1) + · · ·+ a0(t)xj = 0.

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû aj ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà vn ïî âåêòîðàì v0, . . . , vn−1

íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò âðåìåíè. Äåéñòâèòåëüíî, êîýôôèöèåíòû âåêòîðîâ vj � íåïðå-
ðûâíûå ôóíêöèè ïî t, òàê êàê xj ∈ Cn. Ìåòîä Êðàìåðà ïîçâîëÿåò âûïèñàòü ÿâ-
íûå àëãåáðàè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ aj ÷åðåç êîýôôèöèåíòû âåêòîðîâ vj . Êàê ëåãêî
óáåäèòüñÿ, â çíàìåíàòåëÿõ ýòèõ âûðàæåíèé îêàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî
W (x1(t), . . . , xn(t)), êîòîðûé íå îáðàùàåòñÿ â 0. Çíà÷èò, aj ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè
ôóíêöèÿìè âðåìåíè.

5.2.3 Ëèíåéíûå íåîäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ. Ìåòîä âàðèàöèè
ïîñòîÿííûõ

Ëèíåéíûì íåîäíîðîäíûì óðàâíåíèåì ïîðÿäêà n íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå âèäà

x(n) + a1(t)x
(n−1) + . . .+ an(t)x = b(t). (5.16)

Åñëè ëèíåéíîå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå (5.10) ðåøåíî, òî ñîîòâåòñòâóþùåå íåîäíîðîä-
íîå óðàâíåíèå (5.16) âñåãäà ìîæíî ðåøèòü ìåòîäîì âàðèàöèè ïîñòîÿííûõ.
Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èìååò âèä:

ẏ = A(t)y + b̃(t), (5.17)

ãäå A(t) � òà æå ìàòðèöà, ÷òî è â (5.12), à b̃(t) = (0, 0, . . . , b(t))t.
Ïóñòü x1, . . . , xn �ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (5.10),

è

Y =

 x1, . . . xn
...

x
(n−1)
1 . . . x

(n−1)
n
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� ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ðåøåíèé ñèñòåìû (5.12). Â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ ìåòîäîì âàðèàöèè ïîñòîÿííûõ äëÿ ñèñòåì (ñì. ðàçäåë 5.1.5), îáùåå ðåøåíèå
ñèñòåìû (5.17) èìååò âèä y = Y c(t), ãäå âåêòîð-ôóíêöèÿ c(t) = (c1(t), . . . , cn(t))

t

íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ
ċ = Y −1b̃. (5.18)

Ó÷èòûâàÿ ñâÿçü ìåæäó óðàâíåíèåì (5.16) è ñèñòåìîé (5.17) ïîëó÷àåì, ÷òî ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (5.16) èìååò âèä

x(t) = x1(t)c1(t) + · · ·+ xn(t)cn(t). (5.19)

Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ìû âçÿëè ôîðìóëó äëÿ îáùåãî ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ
x = c1x1 + . . . cnxn è ïðîâàðüèðîâàëè ïîñòîÿííóþ, çàìåíèâ ïîñòîÿííûé âåêòîð c =
(c1, . . . , cn)

t ïåðåìåííûì; îòñþäà ïðîèñõîäèò íàçâàíèå ìåòîäà.

5.2.4 Ðåøåíèå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âûñøèõ ïîðÿäêîâ ñ ïîñòîÿííûìè
êîýôôèöèåíòàìè

Ìû ïåðåõîäèì ê ñëó÷àþ, êîãäà ëèíåéíîå óðàâíåíèå ïîðÿäêà n óäà¼òñÿ ïîëíîñòüþ
ðåøèòü � ñëó÷àþ ïîñòîÿííûõ êîýôôèöèåíòîâ.
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå âèäà

anx
(n) + an−1x

(n−1) + ...+ a0x = 0, (5.20)

ãäå aj � êîíñòàíòû. Ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ � ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ôóíäàìåí-
òàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé.
Ìû áóäåì èñêàòü ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5.20) â âèäå x(t) = eλt.

Äëÿ íà÷àëà ââåäåì óäîáíûå îáîçíà÷åíèÿ.
Ïóñòü p := d

dt � îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé â ñåáÿ, êîòîðîå îïðåäåëå-
íî äëÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé è êàæäîé ôóíêöèè ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå å¼
ïðîèçâîäíóþ: pf = f ′ = ḟ . Îòîáðàæåíèå, îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ è îáëàñòü çíà÷å-
íèé êîòîðîãî � íåêîòîðûå ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé, ÷àñòî íàçûâàþò îïåðàòîðîì.
Ïóñòü pn � ýòî îïåðàòîð p, ïðèìåí¼ííûé n ðàç: pnf = f (n). Äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà
M(z) = mnz

n +mn−1z
n−1 + . . .+m0 ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ïîëîæèì

M(p) := mnp
n +mn−1p

n−1 + . . .+m0.

Ýòà ôîðìóëà îïðåäåëÿåò äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåí-
òàìè M(p). Çàïèñü âèäàM(p)x(t) îçíà÷àåò ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ äèôôåðåíöèàëü-
íîãî îïåðàòîðà M(p) ê ôóíêöèè x(t).
Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (5.20) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå L(p)x(t) = 0, ãäå L(z) :=

zn + an−1z
n−1 + . . .+ a0.

Îïðåäåëåíèå 5.2.6. Ìíîãî÷ëåí L(z) = zn + an−1z
n−1 + . . .+ a0 íàçûâàåòñÿ õàðàê-

òåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì óðàâíåíèÿ (5.20).

Óïðàæíåíèå 89. Äîêàæèòå, ÷òî ýòîò ìíîãî÷ëåí ñîâïàäàåò ñ õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèì ìíîãî÷ëåíîì ìàòðèöû (5.12) ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà.
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Âûÿñíèì, êàê îïåðàòîð M(p) äåéñòâóåò íà ýêñïîíåíòó eλt.

Ëåììà 5.2.7. Äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà M âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

M(p)eλt =M(λ)eλt. (5.21)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïðîâåðèì ýòî ðàâåíñòâî äëÿ âñåõ îäíî÷ëåíîâM(p) = pk:

pkeλt = (eλt)(k) = λkeλt =M(λ)eλt.

Òàê êàê îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (5.21) ëèíåéíû ïî M , óòâåðæäåíèå âûïîëíåíî è äëÿ
ëþáîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè îäíî÷ëåíîâ, òî åñòü äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè λ � êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà L(z), òî L(p)eλt =
0. Íî óñëîâèå L(p)x(t) = 0 � ýòî è åñòü óðàâíåíèå (5.20)! Çíà÷èò, ôóíêöèÿ x(t) = eλt

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (5.20).
Ýòî ñîîáðàæåíèå ïîçâîëÿåò íàéòè ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé â ñëó÷àå,

êîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí L(z) èìååò n ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ êîðíåé
λ1, λ2, . . . , λn.

Ïðåäëîæåíèå 5.2.8. Ïóñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí L(z) èìååò n ðàç-
ëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ êîðíåé λ1, λ2, . . . , λn. Òîãäà ñèñòåìà ðåøåíèé eλ1t, eλ2t,
. . . , eλnt áóäåò ôóíäàìåíòàëüíîé äëÿ óðàâíåíèÿ (5.20).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðåäûäóùåé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèè eλjt áóäóò ðåøåíè-
ÿìè óðàâíåíèÿ (5.20). Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî îíè ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Ëåììà 5.2.9. Åñëè ÷èñëà λ1, . . . , λn ∈ R ðàçëè÷íû, òî ôóíêöèè eλ1t, . . . , eλnt ëè-
íåéíî íåçàâèñèìû íàä R.

Äîêàçàòåëüñòâî ñ ïîìîùüþ ìåòîäà �äåëåíèÿ ñ äèôôåðåíöèðîâàíèåì�. Óòâåðæäåíèå
äîêàæåì èíäóêöèåé ïî n. Áàçà n = 1 î÷åâèäíà. Ïóñòü óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ ëþ-
áîãî íàáîðà èç n− 1 ðàçëè÷íûõ ÷èñåë λ1 . . . λn−1. Ïóñòü

α1e
λ1t + . . .+ αne

λnt ≡ 0. (5.22)

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ýòî ðàâåíñòâî:

α1λ1e
λ1t + . . .+ αnλne

λnt ≡ 0

Äîìíîæèì ïåðâîå òîæäåñòâî íà λn è âû÷òåì åãî èç âòîðîãî:

n−1∑
k=1

αk(λk − λn)e
λkt ≡ 0

Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè, α1 = α2 = · · · = αn−1 = 0. Òîãäà èç ðàâåíñòâà
(5.22) ñëåäóåò, ÷òî αn = 0. Èòàê, èç ðàâåíñòâà (5.22) ñëåäóåò, ÷òî âñå ÷èñëà αj
íóëåâûå. Çíà÷èò, ôóíêöèè eλ1t, . . . , eλnt ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä R.
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Äîêàçàòåëüñòâî ñ ïîìîùüþ îïðåäåëèòåëÿ Âàí äåð Ìîíäà. Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèè
g1(t) = eλ1t, . . . , gn(t) = eλnt ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Åñëè áû ýòè ôóíêöèè áûëè ëè-
íåéíî çàâèñèìû, òî èõ çíà÷åíèÿ â òî÷êàõ 1, 2, . . . , n áûëè áû ëèíåéíî çàâèñèìûìè
âåêòîðàìè. Çíà÷èò, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà

g1(1) g1(2) . . . g1(n)
g2(1) g2(2) . . . g2(n)
. . .
gn(1) gn(2) . . . gn(n)

 =


eλ1 e2λ1 . . . enλ1

eλ2 e2λ2 . . . enλ2

. . .
eλn e2λn . . . enλn


èìååò ìàêñèìàëüíûé ðàíã. Íî îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëèòå-
ëåì Âàí äåð Ìîíäà äëÿ xj = eλj è, êàê èçâåñòíî, ðàâåí∣∣∣∣∣∣∣∣


x1 x21 . . . xn1
x2 x22 . . . xn2
. . .
xn x2n . . . xnn


∣∣∣∣∣∣∣∣ = Πi<j(xj − xi) ̸= 0,

÷òî è òðåáîâàëîñü.

Òåì ñàìûì, äîêàçàíî è ïðåäëîæåíèå 5.2.8.

Íà ñàìîì äåëå, ôóíêöèè eλ1t, . . . , eλnt ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä R è â òîì ñëó÷àå,
êîãäà êàêèå-òî èç ÷èñåë λj êîìïëåêñíûå. ×òîáû ðàáîòàòü ñ êîìïëåêñíî-çíà÷íûìè
ôóíêöèÿìè, íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 5.2.10. Ïóñòü f : R → C � êîìïëåêñíî-çíà÷íàÿ ôóíêöèÿ. Ïðîèçâîä-
íîé ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

f ′(t) = lim
h→0

f(t+ h)− f(t)

h

(åñëè òàêîé ïðåäåë ñóùåñòâóåò).

Óïðàæíåíèå 90. Ïðîñòðàíñòâî C � ýòî äâóìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä
R. Ïðîâåðüòå, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò ñî ñòàíäàðòíûì îïðåäåëåíèåì ïðî-
èçâîäíîé âåêòîð-ôóíêöèè.

Óïðàæíåíèå 91. Äîêàæèòå, ÷òî f ′(t) = d
dt Re f + i ddt Im f.

Îïðåäåëåíèå 5.2.11. Êîìïëåêñíàÿ ýêñïîíåíòà � ýòî ñóììà êîìïëåêñíîãî ñòåïåí-
íîãî ðÿäà ez =

∑∞
n=0

zn

n! .

Äëÿ êîìïëåêñíûõ ýêñïîíåíò âåðíà çíàìåíèòàÿ ôîðìóëà Ýéëåðà:

e(x+iy) = ex(cos y + i sin y).

Å¼ ãåîìåòðè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî â ðàçäåëå 3.1.2.
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Óïðàæíåíèå 92. Äîêàæèòå ôîðìóëó Ýéëåðà, ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì êîìïëåêñ-
íîé ýêñïîíåíòû è ðàçëîæåíèåì ôóíêöèé ex, cosx, sinx â ðÿäû Òåéëîðà.

Óïðàæíåíèå 93. Ïðîâåðüòå, ÷òî d
dte

λt = λeλt, λ ∈ C.

Ýòè îïðåäåëåíèÿ ïîçâîëÿþò ðàçîáðàòüñÿ ñî ñëó÷àåì, êîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêèé
ìíîãî÷ëåí L(z) èìååò n ðàçëè÷íûõ êîìïëåêñíûõ êîðíåé.

Ïðåäëîæåíèå 5.2.12. Ïóñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí L(z) èìååò n ðàç-
ëè÷íûõ êîìïëåêñíûõ êîðíåé λ1, λ2, . . . , λn. Òîãäà êîìïëåêñíî-çíà÷íûå ôóíêöèè
eλ1t, eλ2t, . . . , eλnt ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè íàä C ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (5.20).

Îïðåäåëåíèå ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ôóíêöèé íàä C ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî îïðå-
äåëåíèþ 5.1.5.
Äîêàçàòåëüñòâî äîñëîâíî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 5.2.8: ôóíêöèè

eλt óäîâëåòâîðÿþò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (5.20), åñëè ïðîèçâîäíûå ñ÷è-
òàòü â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 5.2.10, è îêàçûâàþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè íàä C. Íî
íàñ èíòåðåñóþò âåùåñòâåííûå ôóíäàìåíòàëüíûå ñèñòåìû ðåøåíèé, ïîýòîìó ñèñòåìà
ðåøåíèé eλt íàì íå ïîäõîäèò.
Çàìåòèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí L(z) èìååò âåùåñòâåííûå êîýôôèöèåíòû. Çíà÷èò, åñëè

L(λ) = 0, òî L(λ̄) = L(λ) = 0. Ïîýòîìó âñå íåâåùåñòâåííûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà L
ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû ñîïðÿæ¼ííûõ. Òî åñòü åãî êîðíè èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

{λk}lk=1

⋃
{µk ± iνk}rk=1,

ãäå µk, νk è λk âåùåñòâåííû è 2r + l = n.

Ïðåäëîæåíèå 5.2.13. Ïóñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí óðàâíåíèÿ (5.20) èìå-
åò ðàçëè÷íûå êîðíè: l âåùåñòâåííûõ, λk, 1 ⩽ k ⩽ l, è r ïàð êîìïëåêñíî ñîïðÿæåí-
íûõ: µs ± iνs, 1 ⩽ s ⩽ r; n = k + 2r. Òîãäà ôóíêöèè

eλkt, k ⩽ l eµst cos νst, eµst sin νst, s ⩽ r (5.23)

îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (5.20) íàä R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäëîæåíèå 5.2.12 ïîêàçûâàåò, ÷òî ôóíêöèè

eλkt, k ⩽ l, e(µs±iνs)t, s ⩽ r, (5.24)

ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè (íàä C) ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (5.20). Òàê êàê ýòîò
íàáîð ñîñòîèò èç n ôóíêöèé, ýòè ôóíêöèè îáðàçóþò áàçèñ â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (5.20), òî åñòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé. Ïî ôîðìóëå
Ýéëåðà,

eµst cos νst =
1

2
(e(µs+iνs)t + e(µs−iνs)t), eµst sin νst =

1

2i
(e(µs+iνs)t − e(µs−iνs)t).

(5.25)
Ïîýòîìó ñèñòåìà èç n ôóíêöèé (5.23) îòëè÷àåòñÿ îò áàçèñà (5.24) íåâûðîæäåííîé
ëèíåéíîé çàìåíîé. Çíà÷èò, íàáîð âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé (5.23) òîæå ÿâëÿåòñÿ áà-
çèñîì â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (5.20), òî åñòü ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé
ðåøåíèé.
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Ìû ïîëíîñòüþ ðàññìîòðåëè ñëó÷àé, êîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí íå èìå-
åò êðàòíûõ êîðíåé. Íî åñëè ó íåãî åñòü êðàòíûå êîðíè, ñèñòåìà eλjt óæå íå ÿâëÿåòñÿ
ôóíäàìåíòàëüíîé, òàê êàê â íàáîðå eλjt íåò n ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé.
Íàâîäÿùåå ñîîáðàæåíèå. Â íåêîòîðîì ñìûñëå, êîðåíü êðàòíîñòè 2 � ýòî äâà

ñîâïàâøèõ êîðíÿ êðàòíîñòè 1. Êîãäà ýòè êîðíè åùå íå ñîâïàëè, íî î÷åíü áëèçêè, èì
ñîîòâåòñòâóþò ðåøåíèÿ eλ1t è eλ2t. Ðàçíîñòü ýòèõ ðåøåíèé òîæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ (5.20). Ïðàâäà, ýòà ðàçíîñòü ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, êîãäà λ1 è λ2 ñáëèæàþòñÿ.

Ïîäåëèì å¼ íà λ1 − λ2. Ó âûðàæåíèÿ eλ2t−eλ1t
λ2−λ1 óæå åñòü íåíóëåâîé ïðåäåë: îí ðàâåí

lim
λ2→λ1

eλ2t − eλ1t

λ2 − λ1
= teλ1t.

Ïîýòîìó åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî äëÿ êðàòíîãî êîðíÿ λ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ áóäåò
ôóíêöèÿ teλt.

Ïðèìåð 5.2.14. Âîçüì¼ì óðàâíåíèå ẍ = 0. Ó åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà
z2 åñòü êðàòíûé êîðåíü 0. Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ, êðîìå ôóíêöèè φ1(t) =
e0·t ≡ 1, ôóíêöèÿ φ2(t) = te0·t = t.

Â îáùåì ñëó÷àå ýòîò ôàêò ìîæíî ïðîâåðèòü ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû ñäâèãà, êîòîðûé
ïîçâîëÿåò ëåãêî âû÷èñëÿòü ïðîèçâîäíûå îò âûðàæåíèé âèäà tkeλt.

Ëåììà 5.2.15 (Ôîðìóëà ñäâèãà). Äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà L è äëÿ ëþáîé äîñòà-
òî÷íî ãëàäêîé ôóíêöèè f âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

L(p)
(
f(t)eλt

)
= eλtL(p+ λ)f(t).

Ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà � ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà
L(p) ê ôóíêöèè f(t)eλt; ïðàâàÿ ÷àñòü � ïðîèçâåäåíèå ýêñïîíåíòû íà ðåçóëüòàò ïðè-
ìåíåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà L(p+ λ) ê ôóíêöèè f(t).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëà ñäâèãà ëèíåéíà ïî L. Ïîýòîìó å¼ äîñòà-
òî÷íî äîêàçàòü äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ âèäà L(z) = zk. Ýòî óòâåðæäåíèå ìû äîêàæåì
èíäóêöèåé ïî k; ôóíêöèÿ f ïðåäïîëàãàåòñÿ Ck-ãëàäêîé. Äëÿ k = 0 óòâåðæäåíèå
òðèâèàëüíî.
Áàçà èíäóêöèè: k = 1, L(z) = z. Ïîëó÷àåì p

(
f(t)eλt

)
= (f(t)eλt)′ = eλt(f ′(t) +

λf(t)) = eλt(p+ λ)f(t), ÷òî è òðåáîâàëîñü.
Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü óòâåðæäåíèå äëÿ L(p) = pk óæå äîêàçàíî. Òîãäà äëÿ L(p) =

pk+1 ïîëó÷àåì:

pk+1(feλt) = pk(eλt(p+ λ)f(t)) = eλt(p+ λ)k(p+ λ)f(t) = eλt(p+ λ)k+1f(t).

Â ïåðâîì ðàâåíñòâå ìû âîñïîëüçîâàëèñü óòâåðæäåíèåì áàçû èíäóêöèè, âî âòîðîì
� ïðåäïîëîæåíèåì èíäóêöèè.

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ïîçâîëÿåò íàéòè k ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (5.20), ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ êîðíþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà êðàòíîñòè k.
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5.2.4. Ðåøåíèå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âûñøèõ ïîðÿäêîâ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Ïðåäëîæåíèå 5.2.16. Ïóñòü λ � êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà, èìå-
þùèé êðàòíîñòü k. Òîãäà ôóíêöèè

eλt, teλt, . . . , tk−1eλt

ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (5.20).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê λ � êîðåíü êðàòíîñòè k, òî L(z) = M(z)(z − λ)k äëÿ
íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà M . Ïðèìåíèì ôîðìóëó ñäâèãà. Äëÿ r ⩽ k − 1

L(p)(treλt) = eλtL(p+ λ)tr = eλtM(p+ λ)pk(tr) = 0,

òàê êàê pk(tr) = (tr)(k) = 0. Ýòî è çíà÷èò, ÷òî ôóíêöèÿ treλt óäîâëåòâîðÿåò äèôôå-
ðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (5.20).

Ïðèìåíÿÿ ýòî ïðåäëîæåíèå äëÿ âñåõ (ïðîñòûõ è êðàòíûõ) êîðíåé õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà, ìû íàéäåì n íåçàâèñèìûõ êîìïëåêñíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ �
êîìïëåêñíóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé. Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ïîçâî-
ëÿåò íàõîäèòü âåùåñòâåííóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé äëÿ óðàâíåíèÿ
(5.20) ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Ïðåäëîæåíèå 5.2.17. Ïóñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí óðàâíåíèÿ (5.20) èìå-
åò êîìïëåêñíûå êîðíè µs ± iνs êðàòíîñòåé Ks, s ⩽ r, è âåùåñòâåííûå êîðíè
λm,m ⩽ l, êðàòíîñòåé K ′

m. Òîãäà ôóíêöèè

tkeµst cos(νst), k < Ks, s ⩽ r, (5.26)

tkeµst sin(νst), k < Ks, s ⩽ r, (5.27)

tkeλmt k < K ′
m,m ⩽ l (5.28)

îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé äëÿ óðàâíåíèÿ (5.20).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî ýòèõ ôóíêöèé ðàâíî 2
∑
Ks+∑

K ′
m, òî åñòü ñóììå êðàòíîñòåé âñåõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà L. Ïî îñíîâíîé òåîðåìå

àëãåáðû, ýòà âåëè÷èíà ðàâíà n � ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà L. Èòàê, â ñèñòåìå n ôóíêöèé.
Âñå ôóíêöèè âèäà tkeλmt è tke(µs±iνs)t ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ â ñèëó

ïðåäûäóùåãî ïðåäëîæåíèÿ. Ðàâåíñòâî (5.25) ïîêàçûâàåò, ÷òî ôóíêöèè (5.26), (5.27)
òîæå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî íàøà ñèñòåìà ôóíê-
öèé ëèíåéíî íåçàâèñèìà.
Òàê êàê ôóíêöèè (5.26) è (5.27) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ôóíêöèé

tke(µs±iνs)t, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 5.2.18. Äëÿ ëþáûõ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë λj ñèñòåìà ôóíê-
öèé

eλ1t, teλ1t, . . . , tk1eλ1t;

eλ2t, teλ2t, . . . , tk2eλ2t;

. . .

eλnt, teλnt, . . . , tkneλnt

(5.29)

ëèíåéíî íåçàâèñèìà íàä C.

217



5 Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ è ñèñòåìû

Ëåììà äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà �äåëåíèÿ ñ äèôôåðåíöèðîâàíèåì�.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ èíäóêöèåé ïî n.
Áàçà èíäóêöèè: n = 1. Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ôóíêöèé eλ1t, teλ1t, t2eλ1t, . . .

ñëåäóåò èç ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ìîíîìîâ 1, t, . . . , tm.
Øàã èíäóêöèè. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òîãäà ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñëåäóþ-

ùåãî âèäà ðàâíà íóëþ:

eλ1tP1(t) + · · ·+ eλntPn(t) ≡ 0,

ãäå Pj � íåêîòîðûå ìíîãî÷ëåíû.
Ðàçäåëèì ýòî âûðàæåíèå íà eλnt è áóäåì äèôôåðåíöèðîâàòü, ïîêà ïîñëåäíåå ñëà-

ãàåìîå � ìíîãî÷ëåí Pn(t) � íå ïðåâðàòèòñÿ â íîëü. Âûðàæåíèå ïðèìåò âèä

(e(λ1−λn)tP1(t))
(k) + (e(λ2−λn)tP2(t))

(k) + · · ·+ 0 ≡ 0,

ãäå k = degPn. Â ëåâîé ÷àñòè ñòîèò êîìáèíàöèÿ (n− 1) âûðàæåíèé âèäà eµjtQj(t).
Êàæäîå òàêîå âûðàæåíèå íå ðàâíî íóëþ: k-ÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè ìîæåò áûòü
ðàâíà íóëþ òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ � ìíîãî÷ëåí.
Ìû ïîëó÷èëè íåòðèâèàëüíóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ n−1 âûðàæåíèé âèäà eµjtQj(t),

ðàâíóþ íóëþ. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè.

Òåì ñàìûì, äîêàçàíî è ïðåäëîæåíèå 5.2.17.

5.2.5 Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ âûñøèõ ïîðÿäêîâ ñî ñïåöèàëüíîé ïðàâîé
÷àñòüþ

Ðàññìîòðèì íåîäíîðîäíîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå ïîðÿäêà n ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôè-
öèåíòàìè:

L(p)x = f(t) (5.30)

Åãî ìîæíî ðåøèòü ìåòîäîì âàðèàöèè ïîñòîÿííîé è ïîëó÷èòü ôîðìóëó äëÿ ðåøåíèÿ,
ñîäåðæàùóþ èíòåãðàëû. Íî åñëè ôóíêöèÿ f(t) èìååò ñïåöèàëüíûé âèä � ÿâëÿåò-
ñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé êâàçèìíîãî÷ëåíîâ � ðåøåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü ãîðàçäî
ïðîùå è áåç èíòåãèðîâàíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 5.2.19. Êâàçèìíîãî÷ëåíîì íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå ìíîãî÷ëåíà p
íà ýêñïîíåíòó eµx, µ ∈ C. ×èñëî µ íàçûâàåòñÿ ïîêàçàòåëåì êâàçèìíîãî÷ëåíà, à
ñòåïåíü p � ñòåïåíüþ êâàçèìíîãî÷ëåíà.
Ïðîñòðàíñòâî êâàçèìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå m ñ ïîêàçàòåëåì µ íàä C ìû

îáîçíà÷èì Kµ
m(C).

Ñíà÷àëà ñäåëàåì ñëåäóþùåå ïðîñòîå íàáëþäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 5.2.20. Åñëè ôóíêöèÿ x1 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ L(p)x = f1,
à ôóíêöèÿ x2 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ L(p)x = f2, òî ôóíêöèÿ x = x1 + x2
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ L(p)x = f1 + f2.
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5.2.5. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ âûñøèõ ïîðÿäêîâ ñî ñïåöèàëüíîé ïðàâîé ÷àñòüþ

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, L(p)x = L(p)x1 + L(p)x2 = f1 + f2 = f .

Òåïåðü ìû áóäåì çàíèìàòüñÿ òîëüêî ñëó÷àåì, êîãäà â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ
ñòîèò êâàçèìíîãî÷ëåí. Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü ÿâëÿåòñÿ ñóììîé êâàçèìíîãî÷ëåíîâ ñ ðàç-
íûìè ïîêàçàòåëÿìè, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåäûäóùèì ïðåäëîæåíèåì.
×òîáû íàéòè âñå ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ L(p)x = f(t), íóæíî íàéòè

îäíî ÷àñòíîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ è ïðèáàâèòü ê íåìó âñåâîçìîæíûå ðåøå-
íèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ L(p)x = 0 (ñì. ïðåäëîæåíèå 5.1.23).
Ïîýòîìó íàì äîñòàòî÷íî íàó÷èòüñÿ íàõîäèòü îäíî ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî
óðàâíåíèÿ L(p)x = f(t), ãäå f � êâàçèìíîãî÷ëåí.

Îïðåäåëåíèå 5.2.21. Óðàâíåíèå L(p)x = f , ãäå f(t) ∈ Kµ
m(C) � êâàçèìíîãî÷ëåí,

íàçûâàåòñÿ íåðåçîíàíñíûì, åñëè ïîêàçàòåëü êâàçèìíîãî÷ëåíà µ íå ÿâëÿåòñÿ êîð-
íåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà L. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ
ðåçîíàíñíûì.

Òåîðåìà 5.2.22 (î íåðåçîíàíñíîì ñëó÷àå). Ïóñòü óðàâíåíèå (5.30) íåðåçîíàíñíîå è
f(t) ∈ Kµ

m(C) � êâàçèìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m. Òîãäà ó íåãî åñòü ðåøåíèå, ïðèíàäëå-
æàùåå ïðîñòðàíñòâó Kµ

m(C). Òàêîå ðåøåíèå åäèíñòâåííî è èìååò ñòåïåíü ðîâíî
m.
Èòàê, óðàâíåíèå èìååò ÷àñòíîå ðåøåíèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ êâàçèìíîãî÷ëåíîì

ñ òåì æå ïîêàçàòåëåì è òîé æå ñòåïåíè, ÷òî è ïðàâàÿ ÷àñòü.

Ïîëüçóÿñü ýòîé òåîðåìîé, ìîæíî èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.30) ñ íåîïðåäå-
ëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè: ïîäñòàâèòü â óðàâíåíèå êâàçèìíîãî÷ëåí x(t) ∈ Kµ

m(C)
îáùåãî âèäà è ïîäîáðàòü êîýôôèöèåíòû ýòîãî ìíîãî÷ëåíà, ÷òîáû óðàâíåíèå ïðàâ-
ðàùàëîñü â ðàâåíñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì x = q(t)eµt è ïðèìåíèì ôîðìóëó ñäâèãà (ëåììà 5.2.15):

L(p)
(
q(t)eµt

)
= eµtL(p+ µ)q(t).

Ïóñòü f(t) = r(t)eµt. Òîãäà x(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ åñëè è òîëüêî åñëè
L(p+µ)q(t) = r(t). Îñòàëîñü äîêàçàòü òàêîå ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü Pn � ïðîñòðàíñòâî
ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå n.

Ïðåäëîæåíèå 5.2.23. Åñëè ìíîãî÷ëåí M èìååò íåíóëåâîé ñâîáîäíûé ÷ëåí, òî
îïåðàòîð M(p) çàäà¼ò èçîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâà Pn íà ñåáÿ.

Òàê êàê λ íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà L, ñâîáîäíûé ÷ëåí ìíîãî÷ëåíàM(x) :=
L(x + λ) íåíóëåâîé. Ïîýòîìó èç ïðåäëîæåíèÿ áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå
L(p + λ) â ïðîñòðàíñòâå Pn îáðàòèìî, òî åñòü ó óðàâíåíèÿ L(p + λ)q(t) = r(t) åñòü
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñòåïåíè deg q = deg r = m. Ýòî äîêàçûâàåò òåîðåìó 5.2.22.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ. Ïóñòü M(p) = m0 +m1p + · · · +mkp
k, m0 ̸= 0. Çà-

ìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå p è åãî ñòåïåíè ïîíèæàþò ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà. Ïîýòîìó â
ñóììå

M(p)q(t) = m0q(t) +m1
d

dt
q(t) + · · ·+mk

dk

dtk
q(t)
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âñå ñëàãàåìûå, êðîìå ïåðâîãî, èìåþò ñòåïåíü ìåíüøå n, à ïåðâîå ñëàãàåìîå èìååò
ñòåïåíü n. Çíà÷èò, ìíîãî÷ëåí M(p)q(t) èìååò ñòåïåíü n.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð M(p) ñîõðàíÿåò ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà, ïîýòîìó íè-
êàêîé íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí îí íå ìîæåò ïåðåâîäèòü â íîëü. Çíà÷èò, îïåðàòîð M(p)
çàäà¼ò èçîìîðôèçì.

×òîáû ïîÿñíèòü, ïî÷åìó ñëó÷àé, êîãäà µ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
ìíîãî÷ëåíà, íàçûâàåòñÿ ðåçîíàíñíûì, ïðèâåä¼ì òàêîé ïðèìåð.

Ïðèìåð 5.2.24. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

ẍ+ x = sinωt =
1

2i
(eiωt − e−iωt).

Ýòî óðàâíåíèå îïèñûâàåò ïðóæèííûé ìàÿòíèê, ê êîòîðîìó ïðèêëàäûâàþò ïåðèîäè-
÷åñêè èçìåíÿþùóþñÿ âíåøíþþ ñèëó f(t) = sinωt. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí
óðàâíåíèÿ èìååò âèä L(z) = z2 + 1, åãî êîðíè ðàâíû ±i. Ïîýòîìó íåðåçîíàíñíûé
ñëó÷àé � ýòî ñëó÷àé ω ̸= 1. Ïðåäûäóùàÿ ëåììà ïîêàçûâàåò, ÷òî ðåøåíèåì óðàâíå-
íèÿ áóäåò ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ýêñïîíåíò eiωt è e−iωt, òî åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
sinωt è cosωt. Òàêóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ëåãêî íàéòè ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ
êîýôôèöèåíòîâ. Ïîëîæèì x(t) = a sinωt + b cosωt è ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â
óðàâíåíèå. Ïîëó÷èì

−aω2 sinωt− bω2 cosωt+ a sinωt+ b sinωt = sinωt,

îòêóäà b = 0, a = 1
1−ω2 , è

x÷àñò(t) =
sinωt

1− ω2
.

Çíà÷èò, ìàÿòíèê êîëåáëåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé àìïëèòóäîé 1
1−ω2 , à ïåðèîä êîëåáàíèé

òàêîé æå, êàê è ó âíåøíåé ñèëû. Ïðè ïîäõîäå ê ðåçîíàíñó ω = ±1 àìïëèòóäà ðàñòåò.

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ x ÷àñò è îáùåãî
ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ẍ = −x:

x(t) =
sinωt

1− ω2
+ c cos t+ d sin t.

òî åñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé, ðàâíûì ÷àñòîòå âíåøíåé
ñèëû, è êîëåáàíèÿ ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé (ñ êîòîðîé ñèñòåìà êîëåáëåòñÿ â îòñóò-
ñòâèè âíåøíåé ñèëû).

Åñëè æå ω = ±1 (ðåçîíàíñíûé ñëó÷àé), òî ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îáùèì ðåøåíèåì
áóäåò ôóíêöèÿ

x(t) = ∓ t

2
cos t+ c cos t+ d sin t.

Ïðè t→ ∞ àìïëèòóäà òàêèõ êîëåáàíèé ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.
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5.2.6. Ìåòîä êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä

Èòàê, ïðè ïîäõîäå ê ðåçîíàíñó àìïëèòóäà êîëåáàíèé ïðóæèííîãî ìàÿòíèêà óâå-
ëè÷èâàåòñÿ. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ïîíÿòèþ ðåçîíàíñà, ïðèíÿòîìó â ôèçèêå. Êîãäà íà
ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó âîçäåéñòâóåò ïåðèîäè÷åñêè ìåíÿþùàÿñÿ âíåøíÿÿ ñèëà, ÷à-
ñòîòà êîòîðîé áëèçêà ê ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå ñèñòåìû, ýòà ñèñòåìà âõîäèò â ðåçî-
íàíñ: àìïëèòóäà å¼ êîëåáàíèé ðåçêî âîçðàñòàåò. Èçâåñòíî, ÷òî ïåðåä ìîñòîì êîëîííå
ñîëäàò äàþò êîìàíäó ¾èäòè íå â íîãó¿: èíà÷å, åñëè ðèòì èõ øàãà áóäåò áëèçîê ê
ðåçîíàíñíîìó çíà÷åíèþ, ìîñò ìîæåò ðàçðóøèòüñÿ.
Êàê æå ðåøàòü óðàâíåíèå â ðåçîíàíñíîì ñëó÷àå, êîãäà µ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç êîðíåé

õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äà¼ò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.2.25. (î ðåçîíàíñíîì ñëó÷àå) Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå L(p)x = f ñ ïðàâîé
÷àñòüþ f ∈ Kµ

m(C). Ïóñòü ïîêàçàòåëü µ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
ìíîãî÷ëåíà L êðàòíîñòè k (åñëè µ � íå êîðåíü L, òî ìû ñ÷èòàåì k = 0). Òîãäà
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé êâàçèìíîãî÷ëåí g ∈ Kµ

m(C), äëÿ êîòîðîãî ôóíêöèÿ x =
tkg(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (5.30).
Èòàê, ó óðàâíåíèÿ åñòü ðåøåíèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ êâàçèìíîãî÷ëåíîì ñ òåì æå

ïîêàçàòåëåì, ÷òî è ïðàâàÿ ÷àñòü, íî åãî ñòåïåíü íà k âûøå, ÷åì ñòåïåíü ïðàâîé
÷àñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àå k = 0 óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç òåîðåìû 5.2.22.
Ïóñòü k > 0. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî µ = λ1; ïîëîæèì
L(z) =: (z − µ)kM(z). Ïî ôîðìóëå ñäâèãà

M(p)(p− µ)k
(
q(t)eµt

)
= eµtM(p+ µ)pkq(t).

Çíà÷èò, x(t) = q(t)eµt ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ åñëè è òîëüêî åñëè M(p +
µ)pkq(t) = r(t). Ïî ïðåäëîæåíèþ 5.2.23, îïåðàòîð M(p + µ) â Pm îáðàòèì. Çíà-
÷èò, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìíîãî÷ëåí s(t), äëÿ êîòîðîãî M(p+ µ)(s(t)) = r(t) è
deg s = m. Òàêèì îáðàçîì, îñòàëîñü ðåøèòü óðàâíåíèå pkq(t) = s(t), òî åñòü

dk

dtk
q(t) = s(t), (5.31)

ãäå q ∈ Pm+k, s ∈ Pm. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî k ðàç ïðîèíòåãðèðîâàòü ðàâåíñòâî
(5.31). Ñòåïåíü ïîëó÷åííîãî ìíîãî÷ëåíà q áóäåò ðîâíî m + k. Îí áóäåò îïðåäåëåí
íåîäíîçíà÷íî: ïðèáàâëåíèå ê q ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè íå âûøå k−1 íå íàðóøàåò
ðàâåíñòâî. Ïîýòîìó ìîæíî íàéòè ìíîãî÷ëåí q, íå ñîäåðæàùèé îäíî÷ëåíîâ ñòåïåíè
íèæå k. Îí èìååò âèä tkq̃. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ èìååò âèä tkq̃eµt, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

5.2.6 Ìåòîä êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä

Íàó÷èâøèñü ðåøàòü ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ñ îäíèì êâàçèìíîãî÷ëåíîì â ïðàâîé ÷à-
ñòè, ìû, òåì ñàìûì, íàó÷èëèñü íàõîäèòü ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ñóììîé
êâàçèìíîãî÷ëåíîâ â ïðàâîé ÷àñòè (ñì. ïðåäëîæåíèå 5.2.20). Ýòî ïîçâîëÿåò ðåøàòü
óðàâíåíèÿ, â ïðàâîé ÷àñòè êîòîðûõ ñòîèò ïðîèçâåäåíèå êâàçèìíîãî÷ëåíà íà ñèíóñ
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èëè êîñèíóñ. Äåéñòâèòåëüíî, òàêàÿ ïðàâàÿ ÷àñòü ÿâëÿåòñÿ ñóììîé äâóõ êâàçèìíî-
ãî÷ëåíîâ, ïîñêîëüêó

sinωt =
eiωt − e−iωt

2i
, cosωt =

eiωt + e−iωt

2i
.

Îäíàêî äëÿ âåùåñòâåííîãî îïåðàòîðà L óðàâíåíèÿ

L(p)x = Q(t)eαt cosβt è L(p)x = Q(t)eαt sinβt (5.32)

ñ âåùåñòâåííûì ìíîãî÷ëåíîì Q è âåùåñòâåííûìè α è β ðåøàþòñÿ ïðîùå. Çàìåòèì,
÷òî äëÿ f(t) := Q(t)e(α+iβ)t âûïîëíåíî

Q(t)eαt cosβt = Re f(t), Q(t)eαt sinβt = Im f(t).

Ïóñòü z(t) = x(t) + iy(t) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

L(p)z = f(t). (5.33)

Åñëè äâå êîìïëåêñíûå ôóíêöèè ðàâíû, òî ðàâíû èõ äåéñòâèòåëüíûå è ìíèìûå ÷à-
ñòè. Èç (5.33) ñëåäóåò

L(p)x = Re f(t) = Q(t)eαt cosβt, L(p)y = Im f(t) = Q(t)eαt sinβt,

òî åñòü x(t) = Re z(t) è y(t) = Im z(t) � ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (5.32).
Èòàê, ÷òîáû ðåøèòü óðàâíåíèÿ (5.32), äîñòàòî÷íî ðåøèòü óðàâíåíèå (5.33) ñ êîì-

ïëåêñíûì êâàçèìíîãî÷ëåíîì â ïðàâîé ÷àñòè, à çàòåì âçÿòü âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ
÷àñòü ðåøåíèÿ. Â ýòîì è ñîñòîèò ìåòîä êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä.
Ñëåäóþùèé ïðèìåð îáúÿñíÿåò ïðîèñõîæäåíèå íàçâàíèÿ ìåòîäà. Ðàññìîòðèì âå-

ùåñòâåííîå óðàâíåíèå
L(p)x = sinωt (5.34)

Íàïðèìåð, òàêîé âèä èìååò óðàâíåíèå ẍ + x = sinωt äâèæåíèÿ ïðóæèííîãî ìà-
ÿòíèêà ïîä âîçäåéñòâèåì âíåøíåé ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû f(t) = sinωt, êîòîðîå ìû
ðàññìàòðèâàëè ðàíåå. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä, çàìåíèì
óðàâíåíèå (5.34) íà óðàâíåíèå

L(p)z = eiωt. (5.35)

Â íåðåçîíàíñíîì ñëó÷àå, êîãäà L(iω) ̸= 0, ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.35) èìååò
âèä

z ÷àñò = ceiωt,

ãäå c = 1
L(iω) . Ïóñòü c = reiφ � òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà çàïèñè êîìïëåêñíîãî

÷èñëà c. Òîãäà ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.34) ðàâíî

x ÷àñò = Im ceiωt = r sin(ωt+ φ).

×èñëî c íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíîé àìïëèòóäîé ðåøåíèÿ x ÷àñò . Cèñòåìà êîëåáëåòñÿ
ñ àìïëèòóäîé r = |c|, ðàâíîé ìîäóëþ êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû c. ×àñòîòà êîëåáàíèé
ðàâíà ÷àñòîòå âíåøíåé ñèëû. Êîëåáàíèå ñèñòåìû ñäâèíóòî ïî ôàçå îòíîñèòåëüíî
âíåøíåé ñèëû f(t) = sinωt; ñäâèã ôàçû φ = arg c ðàâåí àðãóìåíòó êîìïëåêñíîé
àìïëèòóäû. Èòàê, êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà ñîäåðæèò èíôîðìàöèþ îá àìïëèòóäå è
ôàçå ðåøåíèÿ.
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5.2.7. (*)Ðåêóððåíòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

5.2.7 (*)Ðåêóððåíòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìîòðåíû ëèíåéíûå ðåêóððåíòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òî åñòü
òàêèå, êàæäûé ÷ëåí êîòîðûõ ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïðåäûäóùèå îäíîé è òîé
æå ôîðìóëîé, íåçàâèñèìî îò íîìåðà ÷ëåíà:

xk+n = an−1xk+n−1 + · · ·+ a0xk, k ⩾ 0. (5.36)

Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû óêàçàòü ôîðìóëó îáùåãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, à
òàêæå íàó÷èòüñÿ íàõîäèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (5.36) ñ äàííûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì
x0, x1, . . . , xn−1. Ïåðâàÿ çàäà÷à ïàðàëëåëüíà íàõîæäåíèþ îáùåãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî
îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, âòîðàÿ � çàäà÷å Êîøè äëÿ
òàêèõ óðàâíåíèé. Îäíàêî ðåêóððåíòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âîøëè â ìàòåìàòèêó
ãîðàçäî ðàíüøå, ÷åì äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ.

Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ïðèäóìàíà èòàëüÿíñêèì ó÷åíûì Ôèáîíà÷÷è6, æèâøèì â 13-ì
âåêå.

Íåêòî ïðèîáðåë ïàðó íîâîðîæäåííûõ êðîëèêîâ è ïîìåñòèë èõ â îãîðîæåííûé
ñî âñåõ ñòîðîí çàãîí. Ñêîëüêî ïàð êðîëèêîâ áóäåò ÷åðåç ãîä, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî
êàæäàÿ ïàðà êðîëèêîâ ñî âòîðîãî ìåñÿöà æèçíè êàæäûé ìåñÿö äàåò â êà÷åñòâå
ïðèïëîäà íîâóþ ïàðó êðîëèêîâ?

Ýòà çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà òàêîé çàäà÷å: Íàéäèòå ñóììó ïåðâûõ 12 ÷ëåíîâ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè, çàäàííîé ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì

xk+2 = xk+1 + xk, (5.37)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì: x0 = 0, x1 = 1. Çàäà÷ó ïðîùå ðåøàòü â îáùåì âèäå: Ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü, óäîâëåòâîðÿþùóþ ñîîòíîøåíèþ (5.37), íàçîâ¼ì ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòüþ Ôèáîíà÷÷è. Íàéäèòå ôîðìóëó äëÿ îáùåãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ôèáî-
íà÷÷è.

Ðåøåíèå ýòîé îáîáùåííîé çàäà÷è î êðîëèêàõ áûëî ïîëó÷åíî Äå Ìóàâðîì. Íà
ñîâðåìåííîì ÿçûêå îíî çâó÷èò òàê.

Ïðîñòðàíñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Ôèáîíà÷÷è ëèíåéíî è äâóìåðíî. Áàçèñ â
íåì îáðàçóþò äâå ãåîìåòðè÷åñêèå ïðîãðåññèè. ×òîáû íàéòè çíàìåíàòåëè ýòèõ ïðî-
ãðåññèé, íàäî ïîäñòàâèòü ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ {qk} â óðàâíåíèå (5.37). Ïî-
ëó÷èòñÿ óñëîâèå qk+2 = qk+1+qk, èç êîòîðîãî â íåòðèâèàëüíîì ñëó÷àå q ̸= 0 ñëåäóåò
õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

q2 = q + 1,

îòêóäà ìîæíî íàéòè q. Èòàê, äâå ãåîìåòðè÷åñêèå ïðîãðåññèè, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿ-

þò óðàâíåíèþ (5.37) � ýòî
(
1−

√
5

2

)k
è
(
1+

√
5

2

)k
. Ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôèáî-

6Ëåîíàðäî Ïèçàíñêèé (1170 � 1250) � îäèí èç ñàìûõ ÿðêèõ ìàòåìàòèêîâ ñðåäíåâåêîâîé Åâðî-
ïû. Êðîìå çíàìåíèòîé çàäà÷è î êðîëèêàõ, èçâåñòåí êàê àâòîð êíèãè �Liber Abaci�, â êîòîðîé
ïîïóëÿðèçîâàë ïîçèöèîííóþ äåñÿòè÷íóþ ñèñòåìó ñ÷èñëåíèÿ.
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íà÷÷è åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ýòèõ äâóõ:

xk = c1

(
1−

√
5

2

)k
+ c2

(
1 +

√
5

2

)k
.

×òîáû íàéòè îáùèé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ôèáîíà÷÷è ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
x0 = 0, x1 = 1, íàéäåì c1 è c2, èñõîäÿ èç íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ:

c1 + c2 = 0,

c1
1−

√
5

2
+ c2

1 +
√
5

2
= 1,

îòêóäà

c1 = − 1√
5
, c2 =

1√
5
.

Îêîí÷àòåëüíî,

xk =
1√
5

(1 +
√
5

2

)k
−

(
1−

√
5

2

)k .

(ôîðìóëà Áèíå).

Óäèâèòåëüíî, ÷òî ðåøåíèå ÷èñòî öåëî÷èñëåííîé çàäà÷è âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èððà-
öèîíàëüíîñòè!

Îáùàÿ òåîðèÿ ðåêóððåíòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èçëîæåíà íèæå â çàäà÷àõ.

1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþ (5.36), ëèíåéíî íàä R è n-ìåðíî. Äîêàæèòå, ÷òî ïðî-
ñòðàíñòâî êîìïëåêñíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþ (5.36),
ëèíåéíî íàä C. Êàêîâà åãî ðàçìåðíîñòü íàä C?

2. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäîìó íà÷àëüíîìó óñëîâèþ x0, . . . , xn−1 ñîîòâåòñòâóåò îäíà
è òîëüêî îäíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñîîòíîøåíèþ (5.36) (ìû
áóäåì íàçûâàòü åå ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (5.36)).

3. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì äëÿ ñîîòíîøåíèÿ (5.36) íàçûâàåòñÿ ìíîãî-
÷ëåí

qn − an−1q
n−1 − · · · − a0 = 0. (5.38)

Ïóñòü λ1 . . . , λn � êîðíè ýòîãî ìíîãî÷ëåíà. Äîêàæèòå,÷òî åñëè ýòè êîðíè ðàç-
ëè÷íû, òî ãåîìåòðè÷åñêèå ïðîãðåññèè (λj)

k îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå âñåõ
ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (5.36).

Â ÷àñòíîñòè, íàäî ïîêàçàòü, ÷òî ýòè ïðîãðåññèè ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Êàê è â ñëó÷àå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé
íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé.
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5.2.7. (*)Ðåêóððåíòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

4. Ïóñòü ìíîãî÷ëåí L èìååòm ðàçëè÷íûõ êîðíåé λ1, . . . , λm êðàòíîñòåéK1, . . . ,Km.
Äîêàæèòå, ÷òî â êà÷åñòâå ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (5.36)
ìîæíî âçÿòü

λk1, kλ
k
1, . . . , k

K1−1λk1,

. . .

λkm, kλ
k
m, . . . , k

Km−1λkm.

(5.39)

Åñëè ýòè êîðíè âåùåñòâåííû, íàéäåííàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà âåùåñòâåí-
íà, åñëè êîìïëåêñíûå � êîìïëåêñíà.

Â ÷àñòíîñòè, íàäî ïîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà (5.39) ïðè ðàçëè÷íûõ λj ëèíåéíî
íåçàâèñèìà.

5. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, óäîâëåòâîðÿþùèå íåîäíîðîäíîìó ðåêóððåíò-
íîìó ñîîòíîøåíèþ

xk+n = an−1xk+n−1 + · · ·+ a0xk + bk+n. (5.40)

Äîêàæèòå, ÷òî îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.40) ðàâíî ÷àñòíîìó ðåøåíèþ ýòîãî
óðàâíåíèÿ ïëþñ îáùåå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî.

6. Ðåêóððåíòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñî ñïåöèàëüíîé íåîäíîðîäíîñòüþ â âèäå
äèñêðåòíîãî êâàçèìíîãî÷ëåíà:

xk+n = an−1xk+n−1 + · · ·+ a0xk + f(k + n), (5.41)

ãäå f � êâàçèìíîãî÷ëåí, ðåøàþòñÿ òàê æå, êàê ëèíåéíûå íåîäíîðîäíûå óðàâ-
íåíèÿ ñî ñïåöèàëüíîé ïðàâîé ÷àñòüþ. Åñëè ïîêàçàòåëü êâàçèìíîãî÷ëåíà f íå
ÿâëÿåòñÿ êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà (5.38), ãîâîðÿò, ÷òî óðàâíå-
íèå (5.40) íåðåçîíàíñíî; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíî ðåçîíàíñíî.

Äîêàæèòå, ÷òî â íåðåçîíàíñíîì ñëó÷àå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.40) ñ äèñêðåòíûì
êâàçèìíîãî÷ëåíîì â ïðàâîé ÷àñòè èìååò ÷àñòíîå ðåøåíèå â âèäå äèñêðåòíîãî
êâàçèìíîãî÷ëåíà ñ òåì æå ïîêàçàòåëåì è òîé æå ñòåïåíè.

7. Äîêàæèòå, ÷òî â ðåçîíàíñíîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (5.40) èìååò ðåøåíèå â âèäå
êâàçèìíîãî÷ëåíà ñ òåì æå ïîêàçàòåëåì λ, ÷òî è â ïðàâîé ÷àñòè, è ñî ñòåïåíüþ,
ðàâíîé ñóììå ñòåïåíè ïðàâîé ÷àñòè è êðàòíîñòè λ êàê êîðíÿ õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîãî ìíîãî÷ëåíà (5.38).

8. Íàéäèòå ðåêóððåíòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì:

a) xn = 3xn−1 − 2xn−2, x0 = 0, x1 = 1.

b) xn+2 = 2xn+1 − xn, x0 = x1 = 1.

c) xn+2 = xn−1 − xn, x0 = 0, x1 = 1.

d) xn+2 = −xn, x0 = 0, x1 = 1

e) xn = 3xn−1 − 2xn−2 + xn−3 + 1, x0 = x1 = x2 = 0.
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f) xn+3 = xn, x0 = 0, x1 = −1, x2 = 1.

9. Áàêòåðèè ïåðâîãî âèäà äåëÿòñÿ íà äâå êàæäóþ ÷åòíóþ ìèíóòó. Áàêòåðèÿ âòî-
ðîãî âèäà êàæäóþ íå÷åòíóþ ìèíóòó ïîæèðàåò îäíó áàêòåðèþ ïåðâîãî âèäà
(åñëè îíè åñòü) è íåìåäëåííî äåëèòñÿ íà äâå. Åñëè åñòü íå÷åãî, òî áàêòåðèÿ
âòîðîãî âèäà óìèðàåò. Âûæèâåò èëè âûìðåò êîëîíèÿ áàêòåðèé, â êîòîðîé â
íà÷àëüíûé ìîìåíò èìååòñÿ ìèëëèàðä áàêòåðèé ïåðâîãî âèäà è îäíà âòîðîãî
âèäà? Åñëè âûìðåò, òî çà ñêîëüêî ÷àñîâ?

5.2.8 (*) Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà â çàäà÷àõ

Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà èìåþò âèä:

tnx(n) + an−1t
n−1x(n−1) + · · ·+ a0xn = 0. (5.42)

Òåîðèÿ óðàâíåíèé Ýéëåðà ïàðàëëåëüíà äâóì èçëîæåííûì âûøå òåîðèÿì: ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé è ëèíåéíûõ ðåêóðåíòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
Õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì óðàâíåíèÿ (5.42) íàçûâàåòñÿ

L(λ) = λ(λ− 1) . . . (λ− n+ 1) + an−1λ(λ− 1) . . . (λ− n+ 2) + · · ·+ a0. (5.43)

1. Ïóñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí (5.43) èìååò ïîïàðíî ðàçëè÷íûå âåùå-
ñòâåííûå êîðíè λ1, . . . , λn. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå (5.42) èìååò ôóíäàìåí-
òàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé

x1(t) = tλ1 , . . . , xn(t) = tλn .

Â ñëó÷àå êîìïëåêñíîãî λ = α+ iβ ôóíêöèÿ tλ îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

tλ = eλ ln t = |λ|α(cosβ ln t+ i sinβ ln t).

2. Íàéäèòå õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí óðàâíåíèÿ(
t
d

dt

)2

x+ x = 0.

3. Ïóñòü
L(λ) = λn + bn−1λ

n−1 + · · ·+ b0

� õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí (5.43) óðàâíåíèÿ (5.42). Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà
óðàâíåíèå (5.42) èìååò âèä:(

t
d

dt

)n
x+ bn−1

(
t
d

dt

)n−1

x+ · · ·+ b0x = 0. (5.44)

4. Ðåøèòå óðàâíåíèå
t2ẍ+ tẋ− n2x = 0

ïðè êàæäîì öåëîì íåîòðèöàòåëüíîì n.
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5. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå (5.44) ïåðåõîäèò â óðàâíåíèå

x(n) + bn−1x
(n−1) + · · ·+ b0x = 0

ïðè çàìåíå t = ln τ .

6. Âûâåäèòå òåîðèþ óðàâíåíèé Ýéëåðà èç òåîðèè ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âûñøèõ
ïîðÿäêîâ ñ ïîìîùüþ ïðåäûäóùåé çàäà÷è.
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5.3 Ëèíåéíûå ñèñòåìû ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

5.3.1 Ýêñïîíåíòà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà êàê ðåøåíèå ëèíåéíîãî
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

Ìû óæå ïîëüçîâàëèñü íåêîòîðûìè ïîíÿòèÿìè ëèíåéíîé àëãåáðû: ïîíÿòèåì âåêòîð-
íîãî ïðîñòðàíñòâà, ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè, áàçèñà, ðàçìåðíîñòè, ëèíåéíîãî îïå-
ðàòîðà è åãî ìàòðèöû, îïðåäåëèòåëÿ è ñëåäà. Íàïîìíèì äðóãèå îïðåäåëåíèÿ èç
ëèíåéíîé àëãåáðû, êîòîðûå íàì ïîíàäîáÿòñÿ.
Ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà A � âåêòîð ξ ∈ Rn, ξ ̸= 0, äëÿ êîòîðîãî Aξ =

λξ äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà λ. Ýòî ÷èñëî λ íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì

îïåðàòîðà A.
Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà A � ìíîãî÷ëåí p(λ) = det(A −

λE). Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêî-
ãî ìíîãî÷ëåíà, ïîýòîìó êîëè÷åñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ðàâíî ñòåïåíè ýòîãî ìíî-
ãî÷ëåíà � ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà. Åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí èìååò
êîðåíü êðàòíîñòè k, ãîâîðÿò, ÷òî îïåðàòîð A èìååò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå (àëãåáðà-
è÷åñêîé) êðàòíîñòè k.
Ñîáñòâåííûé áàçèñ îïåðàòîðà A � íàáîð ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, êîòîðûå îá-

ðàçóþò áàçèñ. Òàê êàê ñîáñòâåííûå âåêòîðû ñ ðàçíûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè
ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ëþáîé îïåðàòîð ñ ðàçëè÷íûìè âåùåñòâåííûìè ñîáñòâåííûìè
çíà÷åíèÿìè èìååò ñîáñòâåííûé áàçèñ. Â ñîáñòâåííîì áàçèñå îïåðàòîð ñòàíîâèòñÿ
äèàãîíàëüíûì.

5.3.1.1 Îñíîâíàÿ òåîðåìà òåîðèè ëèíåéíûõ àâòîíîìíûõ ñèñòåì

Îïðåäåëåíèå 5.3.1. Ëèíåéíûì àâòîíîìíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì íà-
çûâàåòñÿ óðàâíåíèå âèäà ẋ = Ax, ãäå A : Rn → Rn � ëèíåéíûé îïåðàòîð.

Ïðèìåð 5.3.2. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå âèäà ẋ = ax, à â äâó-
ìåðíîì ñëó÷àå � ñèñòåìà óðàâíåíèé{

ẋ = ax+ by

ẏ = cx+ dy
(5.45)

Íà ðèñóíêå 5.1 èçîáðàæåíû ôàçîâûå ïîðòðåòû íåñêîëüêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé âèäà
(5.45). Íà ñàìîì äåëå, äëÿ ëþáîé íåâûðîæäåííîé 2 × 2-ìàòðèöû A (detA ̸= 0)
ôàçîâûé ïîðòðåò âåêòîðíîãî ïîëÿ v(x) = Ax èìååò îäèí èç ýòèõ ÷åòûðåõ âèäîâ.

Öåëü ýòîãî ïàðàãðàôà � íàéòè óðàâíåíèå òðàåêòîðèé ëèíåéíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé
â îáùåì âèäå, òî åñòü ðåøèòü óðàâíåíèå

ẋ = Ax, x ∈ Rn (5.46)

Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå óðàâíåíèå èìååò âèä ẋ = ax, è åãî ðåøåíèÿ � ôóíêöèè âèäà
φ(t) = eatφ(0). Îêàçûâàåòñÿ, ýòà ôîðìóëà âåðíà è â îáùåì ñëó÷àå.
Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ýêñïîíåíòû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, êîòîðîå äà¼òñÿ â êóðñå

ëèíåéíîé àëãåáðû.
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5.3.1. Ýêñïîíåíòà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà êàê ðåøåíèå ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

x

y

x

y
y

x

y

x

Ðèñ. 5.1: Ñåäëî, óçåë, ôîêóñ è öåíòð

Îïðåäåëåíèå 5.3.3. Ýêñïîíåíòîé ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A íàçûâàåòñÿ ñóììà ðÿäà

eA := E +A+
A2

2!
+ · · ·+ Ak

k!
+ . . . (5.47)

Íèæå ìû äîêàæåì, ÷òî ýòîò ðÿä âñåãäà ñõîäèòñÿ.

Òåîðåìà 5.3.4 (Îñíîâíàÿ òåîðåìà). Ìàòðèöà eAt ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ìàò-
ðèöåé ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (5.46). Ëþáîå ðåøåíèå φ(t) óðàâíåíèÿ (5.46) èìååò âèä

φ(t) = eAtφ(0). (5.48)

Îòîáðàæåíèå ïîòîêà çà âðåìÿ t óðàâíåíèÿ (5.46) ñîâïàäàåò ñ ëèíåéíûì îïåðà-
òîðîì eAt.

Çäåñü φ(0) � n-ìåðíûé âåêòîð, à eAt � ýêñïîíåíòà îïåðàòîðà A · t.
Ôîðìóëà â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (5.48) î÷åíü ¼ìêàÿ; â ÷àñòíîñòè, îíà îïèñûâàåò

âñå ÷åòûðå êàðòèíêè íà ðèñ. 5.1. Â áîëåå âûñîêèõ ðàçìåðíîñòÿõ ÷èñëî âîçìîæíûõ
êàðòèíîê ãîðàçäî áîëüøå, íî âñå îíè îïèñûâàþòñÿ ôîðìóëîé (5.48). Âïðî÷åì, ÷òîáû
å¼ ïðèìåíÿòü, íàäî óìåòü âû÷èñëÿòü ýêñïîíåíòû îïåðàòîðîâ.

Ïðèìåð 5.3.5. Ïóñòü ìàòðèöà A â áàçèñå e1, . . . , en äèàãîíàëüíà, è íà äèàãîíà-
ëè ñòîÿò ÷èñëà λ1, . . . , λn. Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà èìååò âèä ẋ1 =
λ1x1, ẋ2 = λ2x2, è ò.ä. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé ìîæ-
íî âçÿòü íàáîð âåêòîð-ôóíêöèé

{eλ1te1, . . . , eλnten}

Â áàçèñå e1, . . . , en ðåøåíèÿ èìåþò êîîðäèíàòû (eλ1t, 0, . . . , 0), (0, eλ2t, 0 . . . , 0), è ò.ä.
Çíà÷èò, ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ðåøåíèé â ýòîì áàçèñå � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà
ñ êîýôôèöèåíòàìè eλit íà äèàãîíàëè. Çàìåòèì, ÷òî îíà ñîâïàäàåò ñ eAt.

Åñëè ó îïåðàòîðà íåò êðàòíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, òî ó íåãî åñòü ñîáñòâåííûé
áàçèñ � áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. Â ñîáñòâåííîì áàçèñå ìàòðèöà îïåðàòîðà
äèàãîíàëüíà, ïîýòîìó ýêñïîíåíòó îïåðàòîðà ìîæíî íàéòè òàê æå, êàê â ïðèìåðå
5.3.5. Â ñëó÷àå, åñëè ñîáñòâåííûé áàçèñ êîìïëåêñíûé, ýòîò ìåòîä òðåáóåò äîïîë-
íèòåëüíûõ ïîÿñíåíèé (ñì. ðàçäåë 5.3.2). Ñëó÷àé, êîãäà ó îïåðàòîðà åñòü êðàòíûå
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è íåò ñîáñòâåííîãî áàçèñà, ñëîæíåå; îí ðàññìîòðåí â ðàçäåëå
5.3.5.
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Íåïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû. Íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ

φ(t) =

∞∑
k=0

Aktk

k!
φ(0)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (5.46). Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ýòî ðàâåíñòâî:

φ̇(t) =

∞∑
k=1

Aktk−1

(k − 1)!
φ(0) = A

∞∑
k=0

Aktk

k!
φ(0) = Aφ(t)

îòêóäà φ̇ = Aφ.

Ïîäñòàâëÿÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ e1 = (1, 0, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, 0, . . . , 0) è ò.ä., ìû
ïîëó÷àåì, ÷òî âåêòîð-ôóíêöèè eAte1, eAte2, è ò.ä. ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè
ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ, òî åñòü ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé. Íî åñëè ìàò-
ðèöó ïðèìåíèòü ê âåêòîðó ek, ìû ïîëó÷èì å¼ k-é ñòîëáåö. Ïîýòîìó êîîðäèíàòû
ðåøåíèé � â òî÷íîñòè ñòîëáöû ìàòðèöû eAt. Ýòî è çíà÷èò, ÷òî eAt ÿâëÿåòñÿ ôóí-
äàìåíòàëüíîé ìàòðèöåé ðåøåíèé ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ.

Îòîáðàæåíèå ïîòîêà óðàâíåíèÿ (5.46) ïåðåâîäèò òî÷êó x0 â çíà÷åíèå x(t), ãäå
x(t) = eAtx0 � ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x0. Çíà÷èò, îòîáðàæåíèå ïîòîêà �
ýòî îòîáðàæåíèå x0 7→ eAtx0, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Íàì îñòàëîñü äîêàçàòü äâà ïðåäëîæåíèÿ:

Ïðåäëîæåíèå 5.3.6. Ðÿä
∞∑
k=0

Aktk

k!
(5.49)

ñõîäèòñÿ äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà A.

Ïðåäëîæåíèå 5.3.7. Ñóììà ðÿäà (5.49) äèôôåðåíöèðóåìà, è ðÿä ìîæíî äèôôå-
ðåíöèðîâàòü ïî÷ëåííî: ïðîèçâîäíàÿ ñóììû ðÿäà ðàâíà ñóììå ðÿäà, ñîñòàâëåííîãî
èç ïðîèçâîäíûõ îò ÷ëåíîâ ðÿäà (5.49).

Ñíà÷àëà íóæíî ïîíÿòü, â êàêîì ñìûñëå ìû áóäåì ãîâîðèòü î ñõîäèìîñòè ðÿäà
èç îïåðàòîðîâ. Îïåðàòîðû â Rn îáðàçóþò n2-ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ìû
ââåäåì â íåì ìåòðèêó è áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà îòíîñèòåëüíî ýòîé
ìåòðèêè.

Â ïðîñòðàíñòâå îïåðàòîðîâ åñòü íåñêîëüêî åñòåñòâåííûõ ìåòðèê, íî îíè âñå ýê-
âèâàëåíòíû (òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ â ñìûñëå îäíîé ìåòðèêè òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ñõîäèòñÿ â ñìûñëå äðóãîé). Ìû ââåäåì ìåòðèêó, ñâÿçàííóþ
ñ îïåðàòîðíîé íîðìîé ∥A∥.
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5.3.1.2 Íîðìà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà

Ïóñòü â Rn îïðåäåëåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (x, y). Íîðìîé âåêòîðà åâêëèäîâîãî
ïðîñòðàíñòâà x ∈ Rn íàçûâàåòñÿ åãî ñêàëÿðíûé êâàäðàò |x| =

√
(x, x).

Îïðåäåëåíèå 5.3.8. Íîðìà îïåðàòîðà A : Rn → Rn � ýòî åãî ìàêñèìàëüíûé êîýô-
ôèöèåíò ðàñòÿæåíèÿ:

∥A∥ = max
x ̸=0

|Ax|
|x|

. (5.50)

Ëåììà 5.3.9. Íîðìà ∥A∥ êîððåêòíî îïðåäåëåíà (òî åñòü ìàêñèìóì â (5.50) äî-
ñòèãàåòñÿ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ðàñòÿíóòü âåêòîð x â λ ðàç, äðîáü |Ax|
|x| íå èçìåíèòñÿ: âåäü

|A(λx)| = |λ| · |Ax| è |λx| = |λ| · |x|. Ïîýòîìó

max
x ̸=0

|Ax|
|x|

= max
Sn−1

|Ax|,

ãäå Sn−1 = {x ∈ Rn | |x| = 1} � åäèíè÷íàÿ ñôåðà.

Ëåãêî äîêàçàòü (ñäåëàéòå ýòî!), ÷òî ôóíêöèÿ x 7→ |Ax| íåïðåðûâíà. Òàê êàê åäè-
íè÷íàÿ ñôåðà � êîìïàêò, ýòà ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà è ïðèíèìàåò ñâî¼ ìàêñèìàëüíîå
çíà÷åíèå íà ñôåðå, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ëåììà 5.3.10. Ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ A : Rn → Rn ñ ìåòðèêîé
ρ(A,B) = ∥A−B∥ ïîëíî (âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè ñõîäèòñÿ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëíîòó ïðîñòðàíñòâà ñ òàêîé íîðìîé ìû âûâåäåì èç ïîëíîòû åâ-
êëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. Ôèêñèðóåì áàçèñ â Rn; òîãäà ïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðîâ ìîæíî
îòîæäåñòâèòü ñ ïðîñòðàíñòâîì n × n-ìàòðèö. Â ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö âûáåðåì áà-
çèñ, ñîñòîÿùèé èç ìàòðè÷íûõ åäèíèö ekl (ìàòðèö, ó êîòîðûõ íà ìåñòå (k, l) ñòîèò
åäèíèöà, à â îñòàëüíûõ ìåñòàõ � íóëè). Òîãäà êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû � ýòî è åñòü
å¼ êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ïî òàêîìó áàçèñó: (akl) =

∑
aklekl.

Îïðåäåëèì íîâóþ íîðìó ∥ · ∥0 â ïðîñòðàíñòâå îïåðàòîðîâ: ïîëîæèì

∥A∥20 =
∑

a2kl

Òî åñòü íîðìà ìàòðèöû ðàâíà êîðíþ èç ñóììû êâàäðàòîâ å¼ êîîðäèíàò ïðè ðàçëî-
æåíèè ïî áàçèñó ekl. Ýòî îáû÷íàÿ åâêëèäîâà íîðìà â n2−ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, è
ïîëíîòà îòíîñèòåëüíî òàêîé íîðìû äîêàçàíà â êóðñå àíàëèçà.

Òåïåðü óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç òàêîãî ïðåäëîæåíèÿ:

Ïðåäëîæåíèå 5.3.11. Íîðìû ∥ · ∥0 è ∥ · ∥ ýêâèâàëåíòíû, ò.å. ñóùåñòâóþò ïîëî-
æèòåëüíûå êîíñòàíòû c, C òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà A

c∥A∥0 ⩽ ∥A∥ ⩽ C∥A∥0 (5.51)
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Äåéñòâèòåëüíî, èç ðàâåíñòâà (5.51) ñëåäóåò, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ak ñõî-
äèòñÿ ê A â ñìûñëå îäíîé èç íîðì (∥Ak − A∥0 → 0), òî îíà ñõîäèòñÿ è â ñìûñëå
äðóãîé íîðìû: ∥Ak−A∥ → 0. Êðîìå òîãî, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíäàìåíòàëüíà
â ñìûñëå îäíîé èç íîðì, òî îíà ôóíäàìåíòàëüíà è â ñìûñëå äðóãîé íîðìû. Ðàç äëÿ
íîðìû ∥ · ∥0 ëþáàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ, òî ýòî âåðíî è
äëÿ íîðìû ∥ · ∥.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 5.3.11 îá ýêâèâàëåíòíîñòè íîðì. Äîêàçàòåëüñòâî èäåé-
íî áëèçêî ê äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 5.3.9. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü îöåíêó (5.51) äëÿ
òåõ îïåðàòîðîâ A, äëÿ êîòîðûõ ∥A∥0 = 1, òî åñòü

∑
a2kl = 1 (âåäü åñëè óìíîæèòü

îïåðàòîð íà ÷èñëî, òî åãî íîðìà óìíîæèòñÿ íà ìîäóëü ýòîãî ÷èñëà). Çàìåòèì, ÷òî
ìíîæåñòâî ìàòðèö {A ∼ (akl) |

∑
a2kl = 1} � ýòî ñôåðà â n2-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå. Íà ýòîé ñôåðå ôóíêöèÿ A 7→ ∥A∥ � íåïðåðûâíàÿ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíàÿ
ôóíêöèÿ (äîêàæèòå ýòî!). Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà êîìïàêòå îãðàíè÷åíà:

∃c > 0, C > 0 : c ⩽ ∥A∥ ⩽ C,

à ýòî è åñòü íàøå íåðàâåíñòâî (5.51), òàê êàê ∥A∥0 = 1.

5.3.1.3 Ñõîäèìîñòü ðÿäà äëÿ ýêñïîíåíòû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà

Âûøå ìû äîêàçàëè, ÷òî ïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðîâ ñ íîðìîé ∥ · ∥ ïîëíî. Ïîýòîìó
ïðåäëîæåíèå 5.3.6 î ñõîäèìîñòè ðÿäà äëÿ ýêñïîíåíòû ñëåäóåò èç òàêîé ëåììû:

Ëåììà 5.3.12. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Sm =
∑m

k=0
Ak

k! ôóíäàìåíòàëüíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî

∥AB∥ ⩽ ∥A∥ · ∥B∥.

Äåéñòâèòåëüíî, ∥AB∥ = maxx ̸=0 |ABx| ⩽ maxx ̸=0 ∥A∥ · |Bx| ⩽ ∥A∥∥B∥. Â ÷àñòíîñòè,

∥Ak∥ ⩽ ∥A∥k.

Äîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Sm ôóíäàìåíòàëüíà:

∥Sm − Sl∥ =

∥∥∥∥∥
m∑
l+1

Ak

k!

∥∥∥∥∥ ⩽
m∑
l+1

∥A∥k

k!
(5.52)

Îáîçíà÷èì a := ∥A∥ è ðàññìîòðèì ðÿä äëÿ ýêñïîíåíòû ea. Ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ, ïî-

ýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ÷àñòíûõ ñóìì sn =
∑n

k=0
ak

k! ôóíäàìåíòàëüíà:

∀ ε > 0 ∃N ∈ N : ∀m, l > N |sm − sl| < ε.

Ðàâåíñòâî (5.52) îçíà÷àåò, ÷òî ∥Sm − Sl∥ < ∥sm − sl∥. Ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
Sn òîæå ôóíäàìåíòàëüíà.
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Íà ñàìîì äåëå, äëÿ ðÿäà
∑∞

k=0
Ak

k! âûïîëíåíî óñëîâèå Âåéåðøòðàññà: îí ìàæî-

ðèðóåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì ñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì
∑l+1

k=0
∥A∥k
k! . Ïîýòîìó ìû ìîãëè ïðîñòî

ïðèìåíèòü ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà ñõîäèìîñòè ðÿäà, íî âìåñòî ýòîãî ïîâòîðèëè åãî
äîêàçàòåëüñòâî â ñëó÷àå îïåðàòîðíîãî ðÿäà.

×òîáû çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû, íàì îñòàëîñü äîêàçàòü ïðåä-
ëîæåíèå 5.3.7 î ïî÷ëåííîì äèôôåðåíöèðîâàíèè ðÿäà äëÿ ýêñïîíåíòû. Ïîâòîðèì åãî
ôîðìóëèðîâêó â áîëåå ðàçâåðíóòîì âèäå:

Ïðåäëîæåíèå. Ðÿä eAt =
∑ tkAk

k! ìîæíî ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü:

(eAt)′ =
∑ tk−1Ak

(k − 1)!
(5.53)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé î ïî÷ëåííîì äèôôåðåíöèðîâà-
íèè ðÿäà:

Òåîðåìà 5.3.13 (Âåéåðøòðàññ). Åñëè ðÿä ôóíêöèé (èëè âåêòîð-ôóíêöèé) ðàâíî-
ìåðíî ñõîäèòñÿ íà îòðåçêå âìåñòå ñî ñâîèìè ïåðâûìè ïðîèçâîäíûìè7, òî åãî
ìîæíî ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü.

Ìû èìååì äåëî ñ ðÿäîì èç ìàòðèö, çàâèñÿùèõ îò t; ìàòðèöà � ýëåìåíò ïðîñòðàí-
ñòâà R(n2), ïîýòîìó å¼ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âåêòîð-ôóíêöèþ.

Ðÿä (5.53) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà ëþáîì îòðåçêå [−T, T ], òàê êàê îí îòëè÷àåòñÿ
îò ðÿäà äëÿ ýêñïîíåíòû ïî÷ëåííûì óìíîæåíèåì íà A, à ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü
ðÿäà äëÿ ýêñïîíåíòû äîêàçàíà âûøå. Ïîýòîìó òåîðåìà Âåéåðøòðàññà ïðèìåíèìà
íà îòðåçêå [−T, T ] ïðè ëþáîì T . Îòñþäà ìû ïîëó÷èì, ÷òî ðÿä ìîæíî äèôôåðåí-
öèðîâàòü âíóòðè ëþáîãî îòðåçêà âåùåñòâåííîé îñè, à çíà÷èò, íà âñåé âåùåñòâåííîé
îñè.

Òåì ñàìûì, çàêîí÷åíî è äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû.

Â îñíîâíîé òåîðåìå óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ eAtx0 äà¼ò ðåøåíèå äèôôåðåí-
öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ẋ = Ax ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = x0. Èç îáùåé òåîðåìû
ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ñëåäóåò, ÷òî äðóãèõ ðåøåíèé íåò. Íî â äàííîì
ñëó÷àå ïðîõîäèò ñîâñåì ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî åäèíñòâåííîñòè:

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ïóñòü x(t) �
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ẋ = Ax. Ïîëîæèì y(t) := e−Atx(t). Ïðîñòàÿ âûêëàäêà ïîêàçû-
âàåò, ÷òî ẏ = 0, ïîýòîìó y(t) ≡ const. Çíà÷èò, x(t) èìååò âèä eAtx0.

7Äîñòàòî÷íî òðåáîâàòü ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà èç ïðîèçâîäíûõ è ñõîäèìîñòè â îäíîé òî÷êå
� äëÿ èñõîäíîãî ðÿäà. Â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà òåîðåìó Âåéåðøòðàññà ôîðìóëèðóþò
èìåííî òàê.
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5.3.1.4 Ýêñïîíåíòà ñóììû îïåðàòîðîâ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ ýêñïîíåíòû ñóììû, êîòîðàÿ ïðèãîäèòñÿ
íàì â áóäóùåì.

Òåîðåìà 5.3.14. Ïóñòü A,B � êîììóòèðóþùèå ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ èç Rn â
Rn, òî åñòü AB = BA. Òîãäà

eA+B = eA · eB (5.54)

Óòâåðæäåíèå íåâåðíî, åñëè îïåðàòîðû íå êîììóòèðóþò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà � íàâîäÿùåå ñîîáðàæåíèå. Âûïèøåì ðÿä äëÿ ýêñïîíåí-
òû ñóììû è äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ýêñïîíåíò:

eA+B = E+(A+B)+
(A+B)(A+B)

2
+ · · · = E+(A+B)+

A2 +AB +BA+B2

2
+ . . .

è

eAeB = (E +A+
A2

2
+ . . . )(E +B +

B2

2
+ . . . ) = E + (A+B) +

A2 + 2AB +B2

2
+ . . .

Âèäíî, ÷òî óñëîâèå AB = BA îáåñïå÷èâàåò ñîâïàäåíèå ÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ïåðåéä¼ì ê äîêàçàòåëüñòâó. Íàïîìíèì, ÷òî ðÿäû äëÿ ýêñïîíåíòû ñõîäÿòñÿ àáñî-
ëþòíî, ïîýòîìó èõ ìîæíî ïåðåìíîæàòü ïî÷ëåííî. Çíà÷èò, íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü,
÷òî â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè çàïèñè

E + (A+B) +
(A+B)2

2
+ . . .

?
= (E +A+

A2

2
+ . . . )(E +B +

B2

2
+ . . . ) (5.55)

ñîâïàäàþò êîýôôèöèåíòû ïðè AkBl.

Çàïèøåì òàêèå æå òî÷íî ðÿäû äëÿ ýêñïîíåíò ea+b è eaeb, a, b ∈ R. Íàì èçâåñòíî,
÷òî ea+b = eaeb, ïîýòîìó

1 + (a+ b) +
(a+ b)2

2
+ · · · = (1 + a+

a2

2
+ . . . )(1 + b+

b2

2
+ . . . )

è êîýôôèöèåíòû ïðè akbl ñëåâà è ñïðàâà ñîâïàäàþò. Íî ýòè êîýôôèöèåíòû òàêèå
æå, êàê è â çàïèñè (5.55) (çäåñü ìû ïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî îïåðàòîðû êîììóòèðóþò).
Çíà÷èò, â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè çàïèñè (5.55) êîýôôèöèåíòû ïðè AkBl ñîâïàäàþò,
÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

5.3.1.5 Ëèíåéíûå ôàçîâûå ïîòîêè

Íàïîìíèì, ÷òî ôàçîâûé ïîòîê � ýòî ñåìåéñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ gt, ãëàäêîå ïî
t, x, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò ãðóïïîâîìó ñâîéñòâó gtgs = gt+s è g0 = id. Ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ëèíåéíûå ôàçîâûå ïîòîêè � ýòî ýêñïîíåíòû ëèíåéíûõ
îïåðàòîðîâ.
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5.3.1. Ýêñïîíåíòà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà êàê ðåøåíèå ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

Òåîðåìà 5.3.15. 1. Ïóñòü gt : Rn → Rn � ëèíåéíûé ôàçîâûé ïîòîê (êàæäîå
îòîáðàæåíèå gt ëèíåéíî). Òîãäà ñóùåñòâóåò ìàòðèöà A, äëÿ êîòîðîé gt =
eAt.

2. Íàîáîðîò, äëÿ êàæäîãî îïåðàòîðà A : Rn → Rn ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé {eAt |
t ∈ R} � ôàçîâûé ïîòîê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.4.27. Äåéñòâè-

òåëüíî, òàê êàê gt ëèíåéíî ïî x, åãî ãåíåðàòîð v(x) = d
dtg

t(x)|t=0 = limt→0
gt(x)−x

t òî-
æå ëèíååí ïî x (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ìîæåò ñõîäèòüñÿ òîëüêî ê
ëèíåéíîìó îïåðàòîðó). Çíà÷èò, ãåíåðàòîðîì ïîòîêà gt ÿâëÿåòñÿ ïîëå âèäà v(x) = Ax.
Íàïîìíèì, ÷òî ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ẋ = v(x) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèÿ φ(t) = eAtx. Ïî îïðåäåëåíèþ ãåíåðàòîðà, gt(x) = φ(t) = eAtx, ÷òî è òðåáî-
âàëîñü äîêàçàòü.
Âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñðàçó ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.4.25: ïîòîê ëþáîãî âåê-

òîðíîãî ïîëÿ, â òîì ÷èñëå ïîëÿ ẋ = Ax, ÿâëÿåòñÿ ôàçîâûì ïîòîêîì. Âïðî÷åì, ìîæíî
è íå ññûëàòüñÿ íà îáùóþ òåîðåìó 2.4.25, à ïðîñòî ïðîâåðèòü, ÷òî âñå îòîáðàæåíèÿ
eAt � äèôôåîìîðôèçìû è óäîâëåòâîðÿþò òð¼ì òðåáîâàíèÿì îïðåäåëåíèÿ 2.4.23.
Ýòî íåñëîæíîå óïðàæíåíèå ìû îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ.
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5 Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ è ñèñòåìû

5.3.2 Ëèíåéíûå ñèñòåìû â Cn. Êîìïëåêñèôèêàöèÿ è îâåùåñòâëåíèå

Íàïîìíèì, ÷òî íàðÿäó ñ âåêòîðíûìè ïðîñòðàíñòâàìè íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷è-
ñåë ìîæíî îïðåäåëèòü âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C.
Ýëåìåíòû òàêèõ ïðîñòðàíñòâ ìîæíî ñêëàäûâàòü è óìíîæàòü íà êîìïëåêñíûå ÷èñ-
ëà.
Ïîíÿòèå ýêñïîíåíòû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ìîæíî ïåðåíåñòè íà ñëó÷àé ïðîñòðàíñòâ

íàä C. Ýòî îáîáùåíèå áóäåò èñïîëüçîâàíî ïðè âû÷èñëåíèè ýêñïîíåíòû ëèíåéíîãî
îïåðàòîðà, íå èìåþùåãî âåùåñòâåííîãî ñîáñòåííîãî áàçèñà.

5.3.2.1 Êîìïëåêñèôèêàöèÿ è îâåùåñòâëåíèå ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ìàòðèöà

(
0 −1
1 0

)
ïîâîðîòà ïëîñêîñòè íà 90◦ èìååò ñîáñòâåí-

íûå çíà÷åíèÿ±i. Íî êàêîé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ýòîãî óòâåðæäåíèÿ? Âåäü ó íåòîæ-
äåñòâåííîãî ïîâîðîòà âåùåñòâåííîé ïëîñêîñòè âîîáùå íåò ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, à
çíà÷èò è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû åñòü ó êîìïëåêñèôèêàöèè
ïîâîðîòà, ê îïèñàíèþ êîòîðîé ìû è ïåðåõîäèì.

Îïðåäåëåíèå 5.3.16. Êîìïëåêñèôèêàöèÿ âåùåñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà Rn � ýòî
n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî Cn íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë:

Cn = {ξ + iη|ξ ∈ Rn, η ∈ Rn}

ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ íà êîìïëåêñíîå ÷èñëî, äåéñòâóþùåé ïî ðàñïðåäåëèòåëüíîìó
çàêîíó: äëÿ ëþáîãî ζ = ξ + iη ∈ Cn, α = a+ ib ∈ C ìû ïîëàãàåì

αζ = aξ − bη + i(aη + bξ).

Ìû îáîçíà÷àåì êîìïëåêñèôèêàöèþ ñëåäóþùèì îáðàçîì: Cn = CRn.

Îïðåäåëåíèå 5.3.17. Êîìïëåêñèôèêàöèÿ âåùåñòâåííî-ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A :
Rn → Rn � ýòî îïåðàòîð CA :C Rn → CRn, äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó:

CA : ξ + iη → Aξ + iAη.

Îòìåòèì, ÷òî áàçèñ â Rn ÿâëÿåòñÿ òàêæå áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà CRn íàä ïîëåì
C: ëþáîé âåêòîð ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé áàçèñíûõ âåêòîðîâ ñ êîìïëåêñíû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïîýòîìó ìàòðèöû îïåðàòîðîâ A è CA â âåùåñòâåííîì áàçèñå
ñîâïàäàþò.

Ïðèìåð 5.3.18. Êîìïëåêñèôèêàöèÿ ïîâîðîòà

(
0 −1
1 0

)
� ýòî îïåðàòîð CR2 →C R2

ñ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè

(
i
−1

)
è

(
−i
−1

)
è ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ±i.

Îïåðàöèÿ îâåùåñòâëåíèÿ èìååò äðóãóþ ïðèðîäó: îíà íå ìåíÿåò ãåîìåòðèþ ïðî-
ñòðàíñòâà, íî ìåíÿåò åãî ñòðóêòóðó. Îâåùåñòâëåíèå �çàáûâàåò� óìíîæåíèå íà êîì-
ïëåêñíûå ÷èñëà è �ïîìíèò� òîëüêî óìíîæåíèå íà âåùåñòâåííûå.
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5.3.2. Ëèíåéíûå ñèñòåìû â Cn. Êîìïëåêñèôèêàöèÿ è îâåùåñòâëåíèå

Îïðåäåëåíèå 5.3.19. Îâåùåñòâëåíèå ïðîñòðàíñòâà Cn - ýòî âåùåñòâåííîå ëèíåé-
íîå ïðîñòðàíñòâî RCn ñ òåì æå íàáîðîì âåêòîðîâ è óìíîæåíèåì íà âåùåñòâåííûå
÷èñëà òàêèì æå, êàê â Cn.

Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà RCn íàä R ðàâíà 2n. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ξ1, ..., ξn �
áàçèñ â Cn íàä C. Òîãäà ξ1, ..., ξn, iξ1, ..., iξn � áàçèñ â RCn íàä R. Äåéñòâèòåëüíî,
ýòè âåêòîðû ïîðîæäàþò âñå ïðîñòðàíñòâî RCn è ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä R. Ïîñëåä-
íåå äîêàçûâàåòñÿ îò ïðîòèâíîãî: åñëè áû ýòè 2n âåêòîðîâ áûëè ëèíåéíî çàâèñèìû,
âûïîëíÿëîñü áû ñîîòíîøåíèå

a1ξ1 + ...+ anξ
n + b1iξ

1 + ...+ bnξn = 0

òî åñòü â Cn áûëî áû âûïîëíåíî

(a1 + ib1)ξ
1 + ...+ (an + ibn)ξn = 0.

Ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê âåêòîðû ξj îáðàçóþò áàçèñ â Cn.

Îïðåäåëåíèå 5.3.20. Îâåùåñòâëåíèå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A : Cn → Cn � ýòî
îïåðàòîð RA : RCn → RCn, êîòîðûé ãåîìåòðè÷åñêè äåéñòâóåò òàê æå, êàê A, íî
ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííî ëèíåéíûì îïåðàòîðîì â 2n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå RCn.

Ïðèìåð 5.3.21. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà êîìïëåêñíîå ÷èñëî α = a+ bi
íà ïðîñòðàíñòâå C1: z 7→ αz. Îâåùåñòâëåíèå ýòîãî îïåðàòîðà â áàçèñå e1 = 1, e2 = i

èìååò ìàòðèöó

(
a −b
b a

)
. Äåéñòâèòåëüíî, αe1 =

(
a
b

)
, αe2 =

(
−b
a

)
.

Óïðàæíåíèå 94. Ïóñòü â áàçèñå ξ1, ..., ξn îïåðàòîð A èìååò ìàòðèöó ñ êîìïëåêñ-
íûìè ýëåìåíòàìè, îáîçíà÷àåìóþ òàêæå A. Äîêàæèòå, ÷òî â áàçèñå ξ1, ..., ξn, iξ1, ..., iξn

îïåðàòîð RA èìååò ìàòðèöó

(
ReA − ImA
ImA ReA

)
.

Óïðàæíåíèå 95. Âûðàçèòå ñîáñòâåííûå ÷èñëà îâåùåñòâëåíèÿ îïåðàòîðà A : Cn →
Cn ÷åðåç ñîáñòâåííûå ÷èñëà ñàìîãî îïåðàòîðà A.

5.3.2.2 Êîìïëåêñíàÿ ýêñïîíåíòà

Ëèíåéíîå óðàâíåíèå â Cn � ýòî óðàâíåíèå âèäà

ż = Az, z ∈ Cn, A : Cn → Cn (5.56)

ãäå A � êîìïëåêñíî-ëèíåéíûé îïåðàòîð.
Ïðîèçâîäíàÿ êîìïëåêñíîé âåêòîð-ôóíêöèè îïðåäåëÿåòñÿ òàê æå, êàê è â âåùå-

ñòâåííîì ñëó÷àå:

φ̇(t) = lim
h→0

φ(t+ h)− φ(t)

h

Åñëè âûäåëèòü ó ôóíêöèè φ âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòü: φ(t) = φ1(t) + iφ2(t),
òî ïîëó÷èì φ̇ = φ̇1 + iφ̇2.
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Îïðåäåëåíèå 5.3.22. Êðèâàÿ φ : R → Cn íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (5.56),
åñëè

φ̇ = Aφ(t) (5.57)

Ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (5.56) � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä C. Ýòî
äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê è â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå. Ýêñïîíåíòó îïåðàòîðà A : Cn →
Cn ìîæíî îïðåäåëèòü ïî àíàëîãèè ñ ýêñïîíåíòîé âåùåñòâåííîãî îïåðàòîðà.

Îïðåäåëåíèå 5.3.23. Ýêñïîíåíòîé îïåðàòîðà A : Cn → Cn íàçûâàåòñÿ ñóììà ðÿäà

eA =

∞∑
k=0

Ak

k!
. (5.58)

Òåîðåìà 5.3.24 (Îñíîâíàÿ òåîðåìà (äëÿ êîìïëåêñíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé)). Îá-
ùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.56) èìååò âèä

φ(t) = eAtφ(0) (5.59)

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò òîé æå ñõåìå, ÷òî è â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå. Ìû ïðèâåäåì
òîëüêî òó åãî ÷àñòü, â êîòîðîé äîêàçûâàåòñÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà äëÿ ýêñïîíåíòû. Ýòó
÷àñòü òîæå ìîæíî äîêàçàòü ïî àíàëîãèè ñ ïðåäëîæåíèåì 5.3.6 ðàçäåëà 5.3, íî íàì
áóäåò ïðîùå ñâåñòè å¼ ê âåùåñòâåííîìó ñëó÷àþ ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè îâåùåñòâëåíèÿ.

5.3.2.3 Êîìïëåêñèôèêàöèÿ è îâåùåñòâëåíèå ýêñïîíåíò

Âûÿñíèì, êàê ñâÿçàíû ïîíÿòèå êîìïëåêñíîé è âåùåñòâåííîé ýêñïîíåíòû.

Ïðåäëîæåíèå 5.3.25. Äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà A : Cn → Cn ðÿä (5.58) ñõîäèòñÿ, è

e
RA = ReA.

Äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà B : Rn → Rn

e
CB = CeB.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñõîäèìîñòü ðÿäà (5.58) ìîæíî äîêàçàòü òàê æå, êàê ýòî äåëà-
ëîñü â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå (ïðåäëîæåíèå 5.3.6 èç ðàçäåëà 5.3), íî íàì áóäåò ïðîùå
ñâåñòè å¼ ê ýòîìó ïðåäëîæåíèþ. Òàê êàê A ãåîìåòðè÷åñêè äåéñòâóåò â Cn òàê æå,
êàê RA � â R2n, òî ðÿä

∑∞
k=0

Ak

k! â Cn ñõîäèòñÿ òîãäà æå, êîãäà ðÿä
∑∞

k=0

RAk

k! � â

R2n. À ïîñëåäíèé ðÿä ñõîäèòñÿ ê e
RA ïî ïðåäëîæåíèþ 5.3.6 ðàçäåëà 5.3. Çàîäíî ìû

äîêàçàëè, ÷òî ReA = e
RA.

Îïåðàòîð CB â îãðàíè÷åíèè íà âåùåñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî Rn ⊂ Cn äåéñòâóåò
òàê æå, êàê è B. Ïîýòîìó â îãðàíè÷åíèè íà ýòî ïðîñòðàíñòâî e

CB è eB ñîâïàäàþò.
Íî åäèíñòâåííûé êîìïëåêñíî-ëèíåéíûé îïåðàòîð, êîòîðûé íà Rn äåéñòâóåò òàê æå,
êàê eB � ýòî CeB. Ïîýòîìó e

CB =C eB, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
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5.3.3 Ëèíåéíûå ñèñòåìû íà ïëîñêîñòè

Â ýòîì ðàçäåëå ìû, ïî÷òè íå ïîëüçóÿñü îáùåé òåîðèåé, íàðèñóåì âñåâîçìîæíûå
ôàçîâûå ïîðòðåòû ëèíåéíûõ ñèñòåì ẋ = Ax íà ïëîñêîñòè â ñëó÷àå, êîãäà îïåðàòîð
A íåâûðîæäåí, è ðåøèì ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ.

5.3.3.1 Ñëó÷àé âåùåñòâåííîãî ñîáñòâåííîãî áàçèñà

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî îïåðàòîðA èìååò âåùåñòâåííûé ñîáñòâåííûé áàçèñ ξ1, ξ2,
è ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàâíû λ1, λ2. Òîãäà ëèíåéíîå óðàâíåíèå
ẋ = Ax èìååò ðåøåíèÿ x1(t) = eλ1tξ1 è x2(t) = eλ2tξ2, êàê ëåãêî óáåäèòüñÿ: (eλ1tξ1)′ =
λ1e

λ1tξ1 = Aeλ1t, è òî æå äëÿ x2(t). Ïîýòîìó ëèíåéíûå êîìáèíàöèè

x(t) = c1e
λ1tξ1 + c2e

λ2tξ2 (5.60)

òîæå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ. ×òîáû íàéòè ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
x(0) = x0, äîñòàòî÷íî âûáðàòü c1, c2 òàê, ÷òî x0 = c1ξ

1 + c2ξ
2, òî åñòü ðàçëîæèòü

íà÷àëüíîå óñëîâèå ïî áàçèñó (ξ1, ξ2).
Èòàê, ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ îïèñûâàþòñÿ ôîðìóëîé (5.60).
×òîáû íàðèñîâàòü ôàçîâûé ïîðòðåò, ïåðåéäåì â ñîáñòâåííûé áàçèñ. Â ñîáñòâåííîì

áàçèñå ìàòðèöà îïåðàòîðàA äèàãîíàëüíàÿ, à êîîðäèíàòû ðåøåíèÿ ðàâíû (y1(t), y2(t)) =
(c1e

λ1t, c2e
λ2t). Åñëè c1 = 0, c2 = 0, òî ðåøåíèå ïîñòîÿííî, x(t) ≡ 0; ýòî îñîáàÿ

òî÷êà âåêòîðíîãî ïîëÿ, è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôàçîâàÿ êðèâàÿ � òî÷êà (0, 0). Åñëè
c1 = 0, c2 > 0, ôàçîâàÿ êðèâàÿ � ëó÷ y2 > 0. Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó-
÷àé c1 = 0, c2 < 0; c1 < 0, c2 = 0; c1 > 0, c2 = 0. Èòàê, ÷åòûðå êîîðäèíàòíûõ ëó÷à
ÿâëÿþòñÿ ôàçîâûìè êðèâûìè, íàïðàâëåíèå ñòðåëîê íà íèõ çàâèñèò îò çíàêà λ1, λ2.
Ïóñòü c1 ̸= 0, c2 ̸= 0. Òîãäà ôàçîâàÿ êðèâàÿ (c1e

λ1t, c2e
λ2t) ëåæèò íà ãðàôèêå

ôóíêöèè y2 = cy
λ2/λ1
1 è å¼ ôîðìà çàâèñèò îò çíàêîâ λ1, λ2.

� Åñëè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ, êðèâûå y2 = cy
λ2/λ1
1 ïîõîæè íà ãè-

ïåðáîëû è íå ïîäõîäÿò ê íóëþ. Òàêîé ôàçîâûé ïîðòðåò íàçûâàåòñÿ ñåäëîì. Ê
íóëþ ïîäõîäÿò òîëüêî ÷åòûðå ôàçîâûå êðèâûå, ñîâïàäàþùèå ñ êîîðäèíàòíûìè
ëó÷àìè; îíè íàçûâàþòñÿ ñåïàðàòðèñàìè ñåäëà. Òåðìèí ñåïàðàòðèñû ïðîèñõî-
äèò îò ñëîâà separate (ðàçäåëÿòü): ñåïàðàòðèñû ðàçäåëÿþò îêðåñòíîñòü îñîáîé
òî÷êè íà ÷åòûðå îáëàñòè ñ ðàçíûì ïîâåäåíèåì òðàåêòîðèé � ÷åòûðå ãèïåðáî-
ëè÷åñêèõ ñåêòîðà.

� Åñëè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îäíîãî çíàêà, êðèâûå y2 = cy
λ2/λ1
1 ïîäõîäÿò ê íó-

ëþ. Òàêîé ôàçîâûé ïîðòðåò íàçûâàåòñÿ óçåë. Åñëè λ2 > λ1, ôàçîâûå êðèâûå
êàñàþòñÿ Oy1 (ò.å. êàñàþòñÿ ξ

1); åñëè λ2 < λ1, ôàçîâûå êðèâûå êàñàþòñÿ Oy2
(ò.å. ξ2). Åñëè λ1 = λ2, ôàçîâûå êðèâûå ëåæàò íà ïðÿìûõ y2 = cy1. Òàêîé óçåë
íàçûâàåòñÿ äèêðèòè÷åñêèì.

Îò çíàêà λ1, λ2 çàâèñèò íàïðàâëåíèå ñòðåëîê íà ôàçîâûõ êðèâûõ. Åñëè λ1,2 >
0, òî ðåøåíèÿ (5.60) ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè t → +∞ è ê íóëþ ïðè
t → −∞. Òàêîé óçåë íàçûâàåòñÿ îòòàëêèâàþùèì. Åñëè λ1,2 < 0, òî ðåøåíèÿ
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x

y

x

y

x

y

x

y

Ðèñ. 5.2: Ñåäëî (λ1 > 0 > λ2), îòòàëêèâàþùèé óçåë (0 < λ1 < λ2), ïðèòÿãèâàþùèé
óçåë (0 < λ1 < λ2), îòòàëêèâàþùèé äèêðèòè÷åñêèé óçåë (0 < λ1 = λ2)

(5.60) ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè t→ +∞ è ê áåñêîíå÷íîñòè � ïðè t→ −∞. Òàêîé
óçåë íàçûâàåòñÿ ïðèòÿãèâàþùèì.

Óïðàæíåíèå 96. Ðèñóÿ ôàçîâûé ïîðòðåò, ìû íå ðàññìîòðåëè âûðîæäåííûé ñëó-
÷àé, êîãäà îïåðàòîð A èìååò âåùåñòâåííûé ñîáñòâåííûé áàçèñ, íî îäíî èëè îáà
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ðàâíû íóëþ. Êàê âûãëÿäèò ôàçîâûé ïîðòðåò â ýòîì ñëó-
÷àå?

5.3.3.2 Ñëó÷àé êîìïëåêñíîãî ñîáñòâåííîãî áàçèñà

Ïóñòü îïåðàòîðA èìååò êîìïëåêñíûé ñîáñòâåííûé áàçèñ ξ1, ξ2. Òîãäà ëèíåéíîå óðàâ-
íåíèå ẋ = CAx â Cn èìååò ðåøåíèÿ x1(t) = eλ1tξ1 è x2(t) = eλ2tξ2. Ýòî ìîæíî ïðî-
âåðèòü òàê æå, êàê è â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå. Âñå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ èìåþò
âèä

x(t) = ceλ1tξ1 + deλ2tξ2, (5.61)

ãäå c, d � êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ïî áàçèñó ξ1, ξ2.
Íà ïðîñòðàíñòâå Rn îïåðàòîðû A è AC ñîâïàäàþò, ïîýòîìó ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

ẋ = Ax â Rn ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ ẋ = CAx â Cn. Ïîýòîìó ôîðìóëà (5.61)
âåðíà è äëÿ (âåùåñòâåííûõ) ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ẋ = Ax.
Õîòÿ êîýôôèöèåíòû è ñîáñòâåííûå âåêòîðû êîìïëåêñíû, ñóììà â ïðàâîé ÷àñòè

ðàâåíñòâà (5.61) áóäåò âåùåñòâåííà, òàê êàê ðåøåíèå ñ âåùåñòâåííûì íà÷àëüíûì
óñëîâèåì äîëæíî ïîëó÷èòüñÿ âåùåñòâåííûì.
Çàìåòèì, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îòëè÷àþòñÿ ñîïðÿæåíèåì; λ1,2 = a ± ib. Íà-

ïîìíèì, ÷òî ïî ôîðìóëå Ýéëåðà e(a+ib)t = eat(cos bt + i sin bt), ïîýòîìó êîìïîíåíòû
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ẋ = Ax áóäóò ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ôóíêöèé eat cos bt è
eat sin bt.
Ýòà ôîðìóëà íå ïîçâîëÿåò ñðàçó íàðèñîâàòü ôàçîâûé ïîðòðåò óðàâíåíèÿ. Â ñëó-

÷àå âåùåñòâåííîãî áàçèñà ìû ìîãëè ïåðåéòè â ýòîò áàçèñ, à â ñëó÷àå êîìïëåêñíîãî
áàçèñà ìû íå ìîæåì ýòîãî ñäåëàòü, îñòàâàÿñü â R2. Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîêàçûâàåò,
êàê ïðèâåñòè îïåðàòîð A ê íåêîòîðîìó ñòàíäàðòíîìó âèäó â âåùåñòâåííîì áàçèñå.

Ëåììà 5.3.26. Åñëè îïåðàòîð A : R2 → R2 èìååò êîìïëåêñíûé ñîáñòâåííûé áàçèñ
è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàâíû a±bi, b ̸= 0, òî â íåêîòîðîì (âåùåñòâåííîì) áàçèñå

A èìååò ìàòðèöó

(
a −b
b a

)
.
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5.3.3. Ëèíåéíûå ñèñòåìû íà ïëîñêîñòè

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ξ + iη � ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà CA ñ ñîáñòâåííûì
çíà÷åíèåì a+ bi. Âîçüìåì áàçèñ ξ, η íà ïëîñêîñòè R2. Òàê êàê

CA(ξ + iη) = (a+ bi)(ξ + iη) = aξ − bη + i(bξ + aη),

òî A èìååò ìàòðèöó

(
a −b
b a

)
â áàçèñå ξ, η.

Ïåðåéäåì â áàçèñ ξ, η èç ýòîé ëåììû. Çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîðA ñ ìàòðèöåé

(
a −b
b a

)
ÿâëÿåòñÿ îâåùåñòâëåíèåì êîìïëåêñíîãî îäíîìåðíîãî îïåðàòîðà B : C → C, êîòîðûé
äåéñòâóåò óìíîæåíèåì íà (a+ib): Bz = (a+ib)z. Ïîýòîìó ðåøèòü óðàâíåíèå ẋ = Ax
� çíà÷èò ðåøèòü óðàâíåíèå

ż = λz, z ∈ C, ãäå λ = a+ bi. (5.62)

Îíî ñîîòâåòñòâóåò âåêòîðíîìó ïîëþ v(z) = λz íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè (ñì. ðèñ.
5.3).

y

x

y

x

Ðèñ. 5.3: Ôàçîâûå êðèâûå âåêòîðíîãî ïîëÿ ż = λz: ôîêóñ (Reλ < 0) è öåíòð λ ∈ iR−

Ïî òåîðåìå 5.3.24, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ èìååò âèä

z(t) = eλtz(0).

Ïîéìåì, êàê óñòðîåíà òðàåêòîðèÿ z(t) ýòîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî z(0) = 1. Ïîëó÷èì

eλt = eat+ibt = eat(cos bt+ i sin bt). (5.63)

Ýòà òî÷êà íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè r(t) = eat îò íóëÿ, å¼ ïîëÿðíûé óãîë ðàâåí
φ(t) = bt. Ïîýòîìó â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ òðàåêòîðèÿ òî÷êè çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì
r(φ) = e

a
b
φ. Ïðè a ̸= 0, b ̸= 0 ýòî ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ñïèðàëü ñ öåíòðîì â íóëå (òàêîé

ôàçîâûé ïîðòðåò íàçûâàåòñÿ ôîêóñîì). Åñëè a = 0, b ̸= 0, ýòî îêðóæíîñòü (òàêîé
ôàçîâûé ïîðòðåò íàçûâàåòñÿ öåíòðîì).
Ïðè a > 0 òðàåêòîðèè óõîäÿò íà áåñêîíå÷íîñòü ïðè t → +∞ è ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ

ïðè t → −∞; òàêîé ôîêóñ íàçûâàåòñÿ îòòàëêèâàþùèì. Åñëè a < 0, òðàåêòîðèè
óõîäÿò íà áåñêîíå÷íîñòü ïðè t → −∞ è ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè t → +∞. Òàêîé
ôîêóñ íàçûâàåòñÿ ïðèòÿãèâàþùèì.
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x

y

Ðèñ. 5.4: Îòòàëêèâàþùèé æîðäàíîâ óçåë ẋ = λx+ y, ẏ = λy, ãäå λ > 0

5.3.3.3 Ñëó÷àé, êîãäà îïåðàòîð A íå èìååò ñîáñòâåííîãî áàçèñà

Åñëè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A ñîâïàäàþò, ó îïåðàòîðà CA ìîæåò íå áûòü
ñîáñòâåííîãî áàçèñà. Òîãäà â íåêîòîðîì áàçèñå, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ æîðäàíîâûì8,

îïåðàòîð çàïèñûâàåòñÿ îäíîé æîðäàíîâîé êëåòêîé

(
λ 1
0 λ

)
. Çäåñü λ ̸= 0, ïîñêîëüêó

îïåðàòîð íåâûðîæäåí.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñèñòåìó, ñîîòâåòñòâóþùóþ æîðäàíîâîé êëåòêå:

ẋ = λx+ y (5.64)

ẏ = λy. (5.65)

Ýòà ñèñòåìà ëåãêî ðåøàåòñÿ. Ðåøåíèå âòîðîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä y(t) = ceλt;
òåïåðü ðåøåíèå ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ ìåòîäà âàðèàöèè ïî-
ñòîÿííîé. Ïîëó÷àåì x(t) = deλt + cteλt. Çíà÷èò, ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé
èìååò âèä

φ1 = eλt
(
1
0

)
; φ2 = eλt

(
t
1

)
. (5.66)

Ôàçîâûé ïîðòðåò ýòîé ñèñòåìû ïîêàçàí íà ðèñ.5.4 è íàçûâàåòñÿ æîðäàíîâ óçåë.
Ëó÷è, âõîäÿùèå â íîëü, ñîîòâåòñòâóþò ðåøåíèþ ±φ1. Êàê è äëÿ óçëà, ôàçîâûå
êðèâûå íàïðàâëåíû îò íóëÿ ïðè λ > 0 (îòòàëêèâàþùèé æîðäàíîâ óçåë) è ê íóëþ �
ïðè λ < 0 (ïðèòÿãèâàþùèé æîðäàíîâ óçåë).

Çàìå÷àíèå 5.3.27 (Òåðìèíîëîãè÷åñêîå çàìå÷àíèå: æîðäàíîâ óçåë.). Ñëåäóÿ Ïó-
àíêàðå, ýòîò ôàçîâûé ïîðòðåò íàçûâàþò âûðîæäåííûé óçåë. Îäíàêî îñîáàÿ òî÷-
êà ëèíåéíîé ñèñòåìû, îïåðàòîð êîòîðîé íåâûðîæäåí, íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé
îñîáîé òî÷êîé. Ïîýòîìó âûðîæäåííûé óçåë � íåâûðîæäåííàÿ îñîáàÿ òî÷êà. ×òî-
áû óñòðàíèòü ýòî íåñîîòâåòñòâèå, ìû ïðåäëàãàåì íîâûé òåðìèí.

8Ìàðè Ýíìîí Êàìèëü Æîðäàí (1838 � 1922) � ìàòåìàòèê, èçâåñòíûé ñâîèì âêëàäîì â òåîðèþ
ãðóïï, àëãåáðó, òîïîëîãèþ è àíàëèç.
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5.3.4. (*)Äðóãîå îïðåäåëåíèå ýêñïîíåíòû îïåðàòîðà

Ïóñòü òåïåðü îïåðàòîð A çàïèñàí â ïðîèçâîëüíîì áàçèñå, ξ1, ξ2 � åãî æîðäàíîâ
áàçèñ. Â ñèëó (5.66), ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ẋ = Ax, x ∈ R2,
èìååò âèä

φ1 = eλtξ1; φ2 = eλt(tξ1 + ξ2). (5.67)

Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû òîæå íàçûâàþò æîðäàíîâûì óçëîì. Âñå êîìïîíåíòû ðå-
øåíèÿ óðàâíåíèÿ â ëþáîì áàçèñå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ýêñïîíåíòû
eλt è ôóíêöèè teλt; ýòîò ôàêò ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà ïîâå-
äåíèÿ ðåøåíèé èëè äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñ íåîïðåäåëåííûìè
êîýôôèöèåíòàìè.

Çàìå÷àíèå 5.3.28. ×òîáû âûïèñàòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé (5.67),
íóæíî ñíà÷àëà íàéòè æîðäàíîâ áàçèñ. Â äâóìåðíîì ñëó÷àå ýòî äåëàåòñÿ ñîâñåì
ïðîñòî. Â êà÷åñòâå âòîðîãî áàçèñíîãî âåêòîðà âîçüìåì ëþáîé âåêòîð ξ2, êðîìå
ñîáñòâåííîãî. Â êà÷åñòâå ïåðâîãî áàçèñíîãî âåêòîðà âîçüìåì ξ1 := (A− λE)ξ2.

Óïðàæíåíèå 97. Äîêàæèòå, ÷òî â òàêîì áàçèñå ξ1, ξ2 ìàòðèöà îïåðàòîðà A �
æîðäàíîâà êëåòêà.

Óêàçàíèå: Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà A ðàâåí (x−λ)2. Ïî ôîðìóëå
Ãàìèëüíîòà-ßêîáè, åñëè ïîäñòàâèòü îïåðàòîð â åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí,
ïîëó÷èì 0, òî åñòü (A− λE)2 = 0.

Ïîëüçóÿñü ýòèì, äîêàæèòå, ÷òî âåêòîð ξ1 � ñîáñòâåííûé. Òåïåðü Aξ1 = λξ2 è

Aξ2 = ξ1 + λξ2, ïîýòîìó â áàçèñå ξ1, ξ2 ìàòðèöà îïåðàòîðà A èìååò âèä

(
λ 1
0 λ

)
.

Óïðàæíåíèå 98. Íà ðèñ. 5.4 íå èçîáðàæåí âûðîæäåííûé ñëó÷àé, êîãäà λ = 0.
Êàê âûãëÿäèò ôàçîâûé ïîðòðåò â ýòîì ñëó÷àå?

5.3.4 (*)Äðóãîå îïðåäåëåíèå ýêñïîíåíòû îïåðàòîðà

Îïðåäåëåíèå 5.3.29 (Íîâîå îïðåäåëåíèå ýêñïîíåíòû). Ýêñïîíåíòîé êîìïëåêñíîãî
îïåðàòîðà A : Cn → Cn íàçûâàåòñÿ ïðåäåë

eA = lim
k→∞

(
E +

A

k

)k
(5.68)

Òåîðåìà 5.3.30. Íîâîå îïðåäåëåíèå ýêñïîíåíòû ýêâèâàëåíòíî ñòàðîìó.

Â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà äîêàçûâàåòñÿ îäíîìåðíûé àíàëîã ýòîé òåîðåìû:

lim
k→∞

(
1 +

x

k

)k
= ex

äëÿ âåùåñòâåííîãî ÷èñëà x. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû äîêàæåì àíàëîã ýòîãî óòâåð-
æäåíèÿ äëÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà x, à çàòåì � òåîðåìó 5.3.30.
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5.3.4.1 Ôîðìóëà Ýéëåðà êàê ïðåäåëüíûé ñëó÷àé ôîðìóëû Ìóàâðà

Äëÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = x+ iy ýêñïîíåíòó ìîæíî îïðåäåëÿòü ñ ïîìîùüþ ôîð-
ìóëû Ýéëåðà: ez = ex(cos y + i sin y) (ôîðìóëà Ýéëåðà). Íî ìîæíî ïî àíàëîãèè ñ
âåùåñòâåííûì ñëó÷àåì îïðåäåëèòü ez = limk→∞(1+ z

k )
k. Ìû äîêàæåì, ÷òî ýòè îïðå-

äåëåíèÿ ýêâèâàëåíòíû.

Ïðåäëîæåíèå 5.3.31. Ïîëîæèì ez = limk→∞(1 + z
k )
k. Òîãäà âûïîëíåíà ôîðìóëà

Ýéëåðà: åñëè z = x+ iy, òî ez = ex(cos y + i sin y).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîêàæåì ñëåäóþùèå àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè äëÿ ìîäóëÿ è
àðãóìåíòà ÷èñëà (1 + z

k )
k.∣∣∣∣(1 + z

k

)k∣∣∣∣ = (1 + x

k
+ o

(
1

k

))k
(5.69)

arg
(
1 +

z

k

)k
= y + o(1) (5.70)

ïðè k → 0. Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ñðàçó ñëåäóåò ïðåäëîæåíèå: äåéñòâèòåëüíî, êàê
èçâåñòíî èç êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà,

lim
k→∞

(
1 +

x

k
+ o

(
1

k

))k
= lim

k→∞

(
1 +

x

k

)k
(1 + o(1)) = ex,

ïîýòîìó â ñèëó (5.69) ìîäóëü ÷èñëà (1 + z
k )
k ñòðåìèòñÿ ê ex; èç (5.70) ñëåäóåò, ÷òî

àðãóìåíò ýòîãî ÷èñëà ñòðåìèòñÿ ê y. Ïîýòîìó limk→∞(1 + z
k )
k = ex(cos y + i sin y),

÷òî è òðåáîâàëîñü.
Îñòàëîñü ïðîâåðèòü ñîîòíîøåíèÿ (5.69), (5.70). Ïî ôîðìóëå Ìóàâðà9, ìîäóëü ÷èñ-

ëà (1 + z
k )
k ðàâåí

∣∣1 + z
k

∣∣k. Çàìåòèì, ÷òî∣∣∣1 + z

k

∣∣∣ =√(1 + x

k

)2
+
y2

k2

Âñïîìíèì, ÷òî ðÿä Òåéëîðà äëÿ êâàäðàòíîãî êîðíÿ èìååò âèä

√
1 + u = 1 +

u

2
+O(u2)

Â äàííîì ñëó÷àå, ïîëîæèâ u = 2x
k + x2

k2
+ y2

k2
, ïîëó÷èì

∣∣1 + z
k

∣∣k =
(
1 + x

k + o
(
1
k

))k
,

÷òî è òðåáîâàëîñü.
Äàëåå, àðãóìåíò ÷èñëà (1+ z

k )
k ðàâåí k arg

(
1 + z

k

)
. Ïóñòü óãîë α � ïîëÿðíûé óãîë

òî÷êè
(
1 + z

k

)
= (1 + x

k ,
y
k ), òîãäà

tgα =
y
k

1 + x
k

=
y

k
+ o

(
1

k

)
9Àáðàõàì äå Ìóàâð (1667 � 1754) � ìàòåìàòèê, èçâåñòíûé ñâîèìè ðàáîòàìè ïî òåîðèè âåðîÿòíî-
ñòåé. Àâòîð ôîðìóëû, íîñÿùåé åãî èìÿ, è ôîðìóëû äëÿ îáùåãî ÷ëåíà ðÿäà Ôèáîíà÷÷è.
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Òàê êàê tgα ∼ α ïðè α→ 0, ïîëó÷àåì

α = arctg

(
y

k
+ o

(
1

k

))
=
y

k
+ o

(
1

k

)
îòêóäà arg(1 + z

k )
k = kα = y + o(1). Ìû ïðîâåðèëè ôîðìóëû (5.69), (5.70).

Òàê êàê

lim
k→∞

(
1 +

x

k
+ o

(
1

k

))k
= ex,

ìû ïîëó÷àåì, ÷òî (1 + z
k )
k ñòðåìèòñÿ ê êîìïëåêñíîìó ÷èñëó ñ ìîäóëåì ex è àðãó-

ìåíòîì y, òî åñòü ê ex(cos y + i sin y), ÷òî è òðåáîâàëîñü.

5.3.4.2 Ýêâèâàëåíòíîñòü äâóõ îïðåäåëåíèé ýêñïîíåíòû

Äîêàæåì òåîðåìó 5.3.30. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

∆k(A) =

(
E +A+ · · ·+ Ak

k!

)
−
(
E +

A

k

)k
→ 0 ïðè k → ∞.

Â ñëó÷àå n = 1, A = a ýòî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî â êóðñå àíàëèçà:

δk(a) =

(
1 + a+ · · ·+ ak

k!

)
−
(
1 +

a

k

)k
→ 0 ïðè k → ∞.

Ïóñòü ∥A∥ =: a, cj � êîôôèöèåíò ïðè Aj â ñóììå ∆k(A): ∆k(A) =
∑k

j=0 cjA
j .

Çàìåòèì, ÷òî îí ñîâïàäàåò ñ êîýôôèöèåíòîì ïðè aj â ñóììå δk(a).

Ñíà÷àëà ïðèâåäåì íåïðàâèëüíîå äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâîì ∥Aj∥ ⩽
∥A∥j = aj , îöåíèì

∥∆k(A)∥ = ∥
k∑
j=0

cjA
j∥ ⩽

k∑
j=0

cja
j = δk(a) (5.71)

Ïî äîêàçàííîìó â êóðñå àíàëèçà, δk(a) ñòðåìèòcÿ ê íóëþ.

Ãäå îøèáêà?

Â ýòîì ðàññóæäåíèè åñòü îøèáêà: â îöåíêå (5.71) âìåñòî |cj | ìû íàïèñàëè cj . Íî
íà ñàìîì äåëå, cj ⩾ 0, ïîýòîìó ðàññóæäåíèå ïðàâèëüíî.

Ëåììà 5.3.32. Êîýôôèöèåíòû cj íåîòðèöàòåëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïèøåì ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ cj :

cj =
1

j!
− Cjk

1

kj
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ãäå Cjk � áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû:

Cjk =
k!

j!(k − j)!

Ïðåîáðàçóåì:

cj =
1

j!

(
1− k!

(k − j)!kj

)
=

1

j!
(1− bkj) ,

ãäå

bkj =
k(k − 1) · (k − j + 1)

kj
⩽ 1

Ïîýòîìó cj ⩾ 0, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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5.3.5 Âû÷èñëåíèå ýêñïîíåíòû îïåðàòîðà â îáùåì ñëó÷àå

Â ýòîì ïàðàãðàôå îïèñàí àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ýêñïîíåíòû ëþáîãî ëèíåéíîãî îïå-
ðàòîðà. Íà÷íåì ñ ïðîñòåéøåãî ñëó÷àÿ.

5.3.5.1 Ñëó÷àé âåùåñòâåííîãî ñîáñòâåííîãî áàçèñà

Ïóñòü ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà A îáðàçóþò áàçèñ â Rn. Çàìåòèì, ÷òî åñëè
ó îïåðàòîðà A åñòü n âåùåñòâåííûõ ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, òî ó íåãî
âñåãäà åñòü âåùåñòâåííûé ñîáñòâåííûé áàçèñ.

Ëåììà 5.3.33. Åñëè ξ � ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà A ñ ñîáñòâåííûì çíà÷å-
íèåì ξ, òî eAξ = eλξ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû âûïèøåì ðÿä äëÿ ýêñïîíåíòû è ïîñìîòðèì, êàê ÷ëåíû ýòîãî
ðÿäà äåéñòâóþò íà âåêòîð ξ:

eAξ =

(
E +A+ · · ·+ Ak

k!
+ . . .

)
ξ = ξ + λξ + · · ·+ λk

k!
ξ + · · · = eλξ.

Ñëåäñòâèå 5.3.34. Ïóñòü îïåðàòîð A èìååò âåùåñòâåííûé ñîáñòâåííûé áàçèñ
ξ1, . . . , ξn ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè λ1, . . . , λn. Òîãäà ìàòðèöà îïåðàòîðà eA â
ýòîì áàçèñå äèàãîíàëüíàÿ, ñ êîýôôèöèåíòàìè eλj íà äèàãîíàëè.

Êàê âû÷èñëèòü eAx äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà x? Íóæíî ðàçëîæèòü âåêòîð x ïî
ñîáñòâåííûì âåêòîðàì è âîñïîëüçîâàòüñÿ ëèíåéíîñòüþ îïåðàòîðà A:

x =

n∑
j=1

cjξ
j ⇒ eAx =

n∑
j=1

cje
Aξj =

∑
cje

λjξj . (5.72)

Êàê òåïåðü íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà eA â êàêîì-íèáóäü äðóãîì áàçèñå f1, . . . , fn?
Çàìåòèì, ÷òî j-é ñòîëáåö ëþáîé ìàòðèöû � ýòî êîîðäèíàòû îáðàçà j-ãî áàçèñíîãî
âåêòîðà, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü eAf j , j = 1, 2, . . . , n ïî ôîðìóëå (5.72) è
çàïèñàòü ïî ñòîëáöàì ìàòðèöû.
Ìîæíî, êîíå÷íî, ïîñòóïèòü èíà÷å: íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà eA â ñîáñòâåííîì áà-

çèñå ξ1, . . . , ξn (ýòà ìàòðèöà äèàãîíàëüíàÿ, íà å¼ äèàãîíàëè ñòîÿò ÷èñëà eλ1 , . . . , eλn),
à ïîòîì ïåðåéòè â äðóãîé áàçèñ (f1, . . . , fn). Ðåçóëüòàò áóäåò òàêèì æå.

Ñëåäñòâèå 5.3.35. Ïóñòü îïåðàòîð A èìååò âåùåñòâåííûé ñîáñòâåííûé áàçèñ
ξ1, . . . , ξn ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè λ1, . . . , λn. Ïóñòü íà÷àëüíîå óñëîâèå x0 èìå-
åò êîîðäèíàòû (c1, . . . , cn) â ñîáñòâåííîì áàçèñå, òî åñòü x0 =

∑n
j=1 cjξ

j. Òîãäà
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ẋ = Ax ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = x0 èìååò âèä

x(t) =

n∑
j=1

cje
λjtξj .

Èòàê, âñå êîîðäèíàòû ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ â ñëó÷àå âåùåñòâåííîãî ñîá-
ñòâåííîãî áàçèñà � ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ýêñïîíåíò eλjt, ãäå λj � ñîáñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ îïåðàòîðà A.
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5.3.5.2 Ñëó÷àé êîìïëåêñíîãî ñîáñòâåííîãî áàçèñà

Â ýòîì ðàçäåëå ìû íàó÷èìñÿ âû÷èñëÿòü ýêñïîíåíòó îò îïåðàòîðà â ñëó÷àå, êîãäà îí
èìååò êîìïëåêñíûé ñîáñòâåííûé áàçèñ. Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ êîìïëåêñèôè-
öèðîâàòü îïåðàòîð, ñì. ïàðàãðàô 5.3.2.

Îïðåäåëåíèå 5.3.36. Ãîâîðÿò, ÷òî ó îïåðàòîðà A åñòü êîìïëåêñíûé ñîáñòâåííûé
áàçèñ, åñëè ó îïåðàòîðà CA åñòü áàçèñ èç (êîìïëåêñíûõ) ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.

Ëåììà 5.3.37. Ïóñòü ó îïåðàòîðà A åñòü êîìïëåêñíûé ñîáñòâåííûé áàçèñ (ξ1, . . . , ξn) ⊂
Cn ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè λ1, . . . , λn. Òîãäà ýêñïîíåíòà CeA â ýòîì áàçèñå
èìååò äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó ñ êîýôôèöèåíòàìè (eλ1 , . . . , eλn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîâòîðèì âûêëàäêó èç ëåììû 5.3.33 äëÿ îïåðàòîðà CA. Ìû ïî-
ëó÷èì, ÷òî e

CA èìååò äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó ñ êîýôôèöèåíòàìè (eλ1 , . . . , eλn) â

ñîáñòâåííîì áàçèñå. Ïî ïðåäëîæåíèþ 5.3.25 ïàðàãðàôà 5.3.2, e
CA = CeA, ÷òî è òðå-

áîâàëîñü.

Òåïåðü ìû ìîæåì íàéòè ìàòðèöó ýêñïîíåíòû CeA è â ëþáîì äðóãîì áàçèñå â Cn.
Òàê êàê ìû çíàåì êîìïëåêñèôèêàöèþ ýêñïîíåíòû CeA, ìû ìîæåì âû÷èñëèòü è ñàìó
ýêñïîíåíòó eA: âåäü íà ïðîñòðàíñòâå Rn ⊂ Cn îíè äåéñòâóþò îäèíàêîâî, ïîýòîìó â
ëþáîì âåùåñòâåííîì áàçèñå ìàòðèöû îïåðàòîðîâ CeA è eA îäèíàêîâû.

Ñëåäñòâèå 5.3.38. Ïóñòü îïåðàòîð A èìååò êîìïëåêñíûé ñîáñòâåííûé áàçèñ
ξ1, . . . , ξn. Ïóñòü íà÷àëüíîå óñëîâèå x0 ∈ Rn èìååò (êîìïëåêñíûå) êîîðäèíàòû
(c1, . . . , cn) â ñîáñòâåííîì áàçèñå, òî åñòü x0 =

∑n
j=1 cjξ

j. Òîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
ẋ = Ax ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x0 (â Rn) èìååò âèä

x(t) =
n∑
j=1

cje
λjtξj .

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî CeAtx0 =
∑
cje

λjtξj ïî ëåììå 5.3.37. Îäíàêî âåêòîð
eAtx0 âåùåñòâåííûé, òàê êàê âåêòîð x0 âåùåñòâåííûé è ýêñïîíåíòà âåùåñòâåííîãî
îïåðàòîðà âåùåñòâåííà; çíà÷èò, eAtx0 =

CeAtx0. Èòàê, e
Atx0 =

∑
cje

λjtξj .

Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëà λj è êîýôôèöèåíòû cj ìîãóò áûòü êîìïëåêñíûìè, íî ñóììà
áóäåò âåùåñòâåííîé. Òàê êàê eλt = etReλ(cos t Imλ+ i sin(t Imλ), òî êîìïîíåíòû ðå-
øåíèÿ áóäóò ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ôóíêöèé âèäà etReλj cos t Imλj , e

tReλj sin t Imλj .

Ïðèìåð 5.3.39. Êîìïëåêñèôèöèðîâàííûé ïîâîðîò (ñì. ïðèìåð 5.3.18) â ñîáñòâåí-
íîì áàçèñå ((1, i), (1,−i)) èìååò äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó

(−i 0
0 i

)
, ïîýòîìó ýêñïîíåíòà

eAt èìååò ìàòðèöó
(
e−it 0
0 eit

)
. Ýòî çíà÷èò, ÷òî âåêòîð (1, i) îíà ïåðåâîäèò â âåê-

òîð e−it(1, i), à âåêòîð (1,−i) � â âåêòîð eit(1,−i). Ïî ëèíåéíîñòè, âåêòîð (1, 0) =
1
2(1, i) +

1
2(1,−i) ïåðåõîäèò â

(
eit + e−it

2
,−ie

it − e−it

2
) = (cos t, sin t),
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à âåêòîð (0, 1) � â (− sin t, cos t).

Òàê ÷òî exp t
(
0 −1
1 0

)
=
(
cos t − sin t
sin t cos t

)
. Ýòî ïîëíîñòüþ ñîãëàñóåòñÿ ñ òåì, ÷òî ïîòîê

âåêòîðíîãî ïîëÿ v(x, y) = (−y, x) çà âðåìÿ t � ïîâîðîò íà óãîë t (ñì. ðàçäåë 4.3.5).

5.3.5.3 Ýêñïîíåíòà æîðäàíîâîé êëåòêè è îáùèé ñëó÷àé

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà èç êóðñà ëèíåéíîé àëãåáðû:

Òåîðåìà 5.3.40. Äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà A : Cn → Cn ñóùåñòâóåò æîðäàíîâ áàçèñ
� áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà îïåðàòîðà èìååò áëî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä:

JA =


J1 0 0
0 J2 0
. . . . . . . . . . . . .
0 0 Jm



ãäå ïî äèàãîíàëè ñòîÿò æîðäàíîâû êëåòêè J =


λ 1 . . . 0 0
0 λ . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . λ 1
0 0 . . . 0 λ


Ïîíÿòíî, ÷òî ýêñïîíåíòà îò æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìû èìååò âèä

eJA =


eJ1 0 . . . . . . 0
0 eJ2 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . . . . 0 eJm


Òåïåðü äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü ýêñïîíåíòó îò æîðäàíîâîé êëåòêè.Æîðäàíîâó êëåòêó
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå λE +N , ãäå E � åäèíè÷íûé îïåðàòîð,

N =


0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

...
. . .

. . .
...

0 0 0
. . . 1

0 0 0 . . . 0


� íèëüïîòåíòíûé îïåðàòîð.

Ìû ïðèìåíèì ôîðìóëó äëÿ ýêñïîíåíòû ñóììû êîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ: eA+B =
eAeB, åñëè AB = BA (ñì. òåîðåìó 5.3.14). Çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîð λE êîììóòèðóåò
ñ ëþáûì îïåðàòîðîì. Ïîýòîìó eJ = eλE+N = eλE · eN . ßñíî, ÷òî eλE � ýòî îïåðàòîð
óìíîæåíèÿ íà eλ.
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Ïîä äåéñòâèåì îïåðàòîðà N êàæäûé áàçèñíûé âåêòîð ïåðåõîäèò â ïðåäûäóùèé:
el 7→ · · · 7→ e2 7→ e1 7→ 0. Ïîýòîìó N l = 0 (ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî îïåðàòîð N íèëüïî-
òåíòåí). Ïîëó÷àåì

eN = E +N + · · ·+ N l−1

(l − 1)!
=



1 1 1
2

1
6 . . . 1

(l−1)!

0 1 1 1
2 . . . 1

(l−2)!

0 0 1 1 . . . 1
(l−3)!

...
...

. . .
. . .

. . .
...

... . . . . . .
. . .

. . . 1
0 . . . . . . . . . . 0 1


Çàîäíî âûïèøåì eNt, òàê êàê äëÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàì íóæíû âûðà-
æåíèÿ âèäà eAt:

eNt = E +Nt+ · · ·+ N l−1tl−1

(l − 1)!
=



1 t t2

2
t3

6 . . . tl−1

(l−1)!

0 1 t t2

2 . . . tl−2

(l−2)!

0 0 1 t . . . tl−3

(l−3)!
...

...
. . .

. . .
. . .

...
... . . . . . .

. . .
. . . t

0 . . . . . . . . . . 0 1


(5.73)

Çíà÷èò,

eJt = eλt


1 t t2

2 . . . tl−1

(l−1)!

0 1 t . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1

 (5.74)

Ìû ïîëó÷èëè ôîðìóëó äëÿ ýêñïîíåíòû îò æîðäàíîâîé êëåòêè, òî åñòü âûÿñíèëè,
êàê äåéñòâóåò îïåðàòîð eAt íà æîðäàíîâ áàçèñ. Ýòî ïîçâîëÿåò âûÿñíèòü, êàêóþ
ìàòðèöó îí èìååò â ëþáîì äðóãîì áàçèñå.
Â îáùåì ñëó÷àå, ÷òîáû âû÷èñëèòü ýêñïîíåíòó îïåðàòîðà â äàííîì áàçèñå (f1, . . . , fn),

íóæíî íàéòè æîðäàíîâ áàçèñ (e1, . . . , en) è æîðäàíîâó íîðìàëüíóþ ôîðìó îïåðàòî-
ðà, âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé äëÿ ýêñïîíåíòû æîðäàíîâîé êëåòêè, à ïîòîì âåð-
íóòüñÿ èç æîðäàíîâà áàçèñà â èñõîäíûé.

Ïðåäëîæåíèå 5.3.41. Ïóñòü îïåðàòîð A èìååò æîðäàíîâ áàçèñ

ξ11, . . . , ξ1n1 , ξ21, . . . , ξ2n2 , . . .

(âåùåñòâåííûé èëè êîìïëåêñíûé). Çäåñü âåêòîðû ξjm,m = 1, 2, . . . , nj, ñîîòâåò-
ñòâóþò j-é æîðäàíîâîé êëåòêå, êîòîðàÿ èìååò ðàçìåð nj.
Òîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ẋ = Ax ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = ξjm èìååò âèä

x(t) = eλjt(ξjm + tξj(m−1) +
t2

2!
ξj(m−2) + · · ·+ tm

m!
ξ1) (5.75)
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5.3.5. Âû÷èñëåíèå ýêñïîíåíòû îïåðàòîðà â îáùåì ñëó÷àå

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñ ëþáûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíà-
öèåé òàêèõ ðåøåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, íàïîìíèì, ÷òî îïåðàòîð eAt ñîõðàíÿåò ïðîñòðàí-
ñòâî, íàòÿíóòîå íà âåêòîðû (ξjm,m = 1, 2, . . . , nj), è åãî ìàòðèöà â ýòîì áàçèñå �
ýêñïîíåíòà æîðäàíîâîé êëåòêè eJt, ñì. (5.74). Êîîðäèíàòû âåêòîðà eAtξjm çàïèñàíû
ïî ñòîëáöàì òàêîé ìàòðèöû, çíà÷èò, îíè ðàâíû ts

s! e
λjt, s = m,m − 1, . . . , 0. Îòñþäà

ñëåäóåò ôîðìóëà 5.75.

Ñëåäñòâèå 5.3.42. Åñëè æîðäàíîâà ôîðìà îïåðàòîðà A ñîñòîèò èç êëåòîê ñ ñîá-
ñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè λ1, . . . , λk ðàçìåðîâ n1, n2, . . . , nk, òî êîîðäèíàòû ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ ẋ = Ax � ëèíåéíûå êîìáèíàöèè âûðàæåíèé âèäà pk(x)e

Reλkt sin Imλkt è
pk(x)e

Reλkt cos Imλkt; ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà pk íå áîëüøå, ÷åì nk−1, ãäå nk � ðàçìåð
íàèáîëüøåé æîðäàíîâîé êëåòêè, ñîîòâåòñòâóþùåé λk.

Ðàçìåð íàèáîëüøåé æîðäàíîâîé êëåòêè, ñîîòâåòñòâóþùåé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ
λ îïåðàòîðà A, òàêæå íàçûâàþò ãåîìåòðè÷åñêîé êðàòíîñòüþ λ êàê ñîáñòâåííîãî
çíà÷åíèÿ A, â îòëè÷èå îò îáû÷íîé (àëãåáðàè÷åñêîé) êðàòíîñòè.

5.3.5.4 Åùå ðàç îá óðàâíåíèÿõ âûñøèõ ïîðÿäêîâ

Êàê ìû îòìå÷àëè âûøå, óðàâíåíèÿ âûñøèõ ïîðÿäêîâ, êîòîðûå ìû ðàññìàòðèâàëè â
ðàçäåëå 5.2, ñâîäÿòñÿ ê ñèñòåìàì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ îïåðàòîðàìè ñïåöèàëüíîãî
âèäà

A =


0 1 0 ... 0
0 0 1 ... 0
...
−a0 −a1 −a2 ... −an−1

 . (5.76)

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí óðàâíåíèÿ ñîâïàäàåò ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî-
÷ëåíîì îïåðàòîðà A, à åãî êîðíè ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè îïåðàòîðà A
(ñ ñîõðàíåíèåì êðàòíîñòè).

Ñëåäñòâèå 5.3.42 äëÿ óðàâíåíèé âûñøèõ ïîðÿäêîâ ïðåâðàùàåòñÿ â óòâåðæäåíèå
ïðåäëîæåíèÿ 5.2.17, ñ åäèíñòâåííûì îòëè÷èåì: â ñëåäñòâèè 5.3.42 ñòåïåíü ìíîãî-
÷ëåíîâ pk íà 1 ìåíüøå ãåîìåòðè÷åñêîé êðàòíîñòè ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ, à â ïðåä-
ëîæåíèè 5.2.17 � àëãåáðàè÷åñêîé êðàòíîñòè. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ îïåðàòîðà âèäà
(5.76) ãåîìåòðè÷åñêàÿ è àëãåáðàè÷åñêàÿ êðàòíîñòü ëþáîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ
îäèíàêîâû. Ïîýòîìó çàêëþ÷åíèÿ ñëåäñòâèÿ 5.3.42 è ïðåäëîæåíèÿ 5.2.17 ñîâïàäàþò.

Ëåììà 5.3.43. Äëÿ îïåðàòîðà (5.76) ãåîìåòðè÷åñêàÿ è àëãåáðàè÷åñêàÿ êðàòíîñòü
ëþáîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ îäèíàêîâû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü λ � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà A. Ñîîòâåòñòâóþùèé
ñîáñòâåííûé âåêòîð íàõîäèòñÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé Aξ = λξ; èç ïåðâûõ n−1 óðâà-
íåíèé ñèñòåìû ñëåäóåò, ÷òî ñîáñòâåííûé âåêòîð ðàâåí (1, λ, λ2, . . . , λn) ñ òî÷íîñòüþ
äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè.
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Íàëè÷èå äâóõ æîðäàíîâûõ êëåòîê ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ îçíà÷àëî áû íàëè-
÷èå äâóõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ,
ïîñêîëüêó ó êàæäîé æîðäàíîâîé êëåòêè åñòü ñîáñòâåííûé âåêòîð. Çíà÷èò, ñîáñòâåí-
íîìó çíà÷åíèþ λ ñîîòâåòñòâóåò òîëüêî îäíà æîðäàíîâà êëåòêà, è å¼ ðàçìåð ðàâåí
àëãåáðàè÷åñêîé êðàòíîñòè λ.
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5.3.6. Ëèíåéíûå ñèñòåìû ñî ñïåöèàëüíîé ïðàâîé ÷àñòüþ

5.3.6 Ëèíåéíûå ñèñòåìû ñî ñïåöèàëüíîé ïðàâîé ÷àñòüþ

Ðåçóëüòàòû, êîòîðûå ìû äîêàæåì â ýòîì ðàçäåëå, ñîîòâåòñòâóþò ðåçóëüòàòàì ðàç-
äåëà 5.2.5 äëÿ óðàâíåíèé âûñøèõ ïîðÿäêîâ.

Ìû ðàññìîòðèì íåîäíîðîäíûå ëèíåéíûå ñèñòåìû, îäíîðîäíàÿ ÷àñòü êîòîðûõ àâ-
òîíîìíà:

ẋ = Ax+ b(t).

Òàê êàê ñîîòâåòñòâóþùåå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå ìû óæå óìååì ðåøàòü, ðåøåíèå
íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ âñåãäà ìîæíî íàéòè ìåòîäîì âàðèàöèè ïîñòîÿííûõ, ñì.
ðàçäåë 5.1.5. Ìåòîä âàðèàöèè ïîñòîÿííûõ äàåò îòâåò â âèäå èíòåãðàëà, è ïîâåäåíèå
íàéäåííîãî ðåøåíèÿ áûâàåò òðóäíî èññëåäîâàòü, ïîêà èíòåãðàë íå âçÿò. Ìû ðàññìîò-
ðèì çäåñü ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà íåîäíîðîäíûé ÷ëåí b(t) ðàâåí ñóììå (âåêòîðíûõ)
êâàçèìíîãî÷ëåíîâ. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå ìîæíî íàéòè ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ
êîýôôèöèåíòîâ, ïðè÷åì ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ ëåãêî èññëåäîâàòü äî òîãî, êàê ýòè êî-
ýôôèöèåíòû íàéäåíû.

5.3.6.1 Âåêòîðíûå êâàçèìíîãî÷ëåíû

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå êâàçèìíîãî÷ëåíà, ñì. ðàçäåë 5.2.5.

Îïðåäåëåíèå 5.3.44. Êâàçèìíîãî÷ëåíîì (íàä C) íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå ìíîãî-
÷ëåíà íà ýêñïîíåíòó

f(t) = eλtp(t).

×èñëî λ íàçûâàåòñÿ ïîêàçàòåëåì êâàçèìíîãî÷ëåíà, à ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà p � ñòå-
ïåíüþ êâàçèìíîãî÷ëåíà.

Îïðåäåëåíèå 5.3.45. Âåêòîðíûì êâàçèìíîãî÷ëåíîì (íàä C) íàçûâàåòñÿ ïðîèçâå-
äåíèå ñêàëÿðíîé ýêñïîíåíòû íà âåêòîðíûé ìíîãî÷ëåí:

f(t) = eλtP (t), λ ∈ C, (5.77)

ãäå

P (t) =
n∑
k=0

akt
k, ak ∈ Cn.

5.3.6.2 Íåðåçîíàíñíûé ñëó÷àé

Íàïîìíèì, ÷òî îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû � ýòî ñóììà îáùåãî
ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû è ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû (ïðåäëî-
æåíèå 5.1.23); ïîýòîìó äîñòàòî÷íî íàéòè îäíî ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

ẋ = A(t)x+ f(t), (5.78)

ãäå f � âåêòîðíûé êâàçèìíîãî÷ëåí.
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Îïðåäåëåíèå 5.3.46. Óðàâíåíèå (5.78) íàçûâàåòñÿ ðåçîíàíñíûì, åñëè ïîêàçàòåëü
âåêòîðíîãî êâàçèìíîãî÷ëåíà f ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà A, è
íåðåçîíàíñíûì â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Òåîðåìà 5.3.47. Íåðåçîíàíñíîå óðàâíåíèå (5.78) èìååò ÷àñòíîå ðåøåíèå, êîòîðîå
ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì êâàçèìíîãî÷ëåíîì òîé æå ñòåïåíè è ñ òåì æå ïîêàçàòåëåì,
÷òî è âåêòîðíûé êâàçèìíîãî÷ëåí f â ïðàâîé ÷àñòè.

Ýòà òåîðåìà ïîçâîëÿåò èñêàòü ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.78) ñ íåîïðåäåëåí-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè. Äî òîãî, êàê ðåøåíèå íàéäåíî, ìîæíî ìíîãîå ñêàçàòü î åãî
ïîâåäåíèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü λ � ïîêàçàòåëü êâàçèìíîãî÷ëåíà f , à m � åãî ñòåïåíü.

Íà ïðîñòðàíñòâå âåêòîðíûõ êâàçèìíîãî÷ëåíîâ ñ ïîêàçàòåëåì λ ðàññìîòðèì îòîá-
ðàæåíèå L, çàäàííîå ôîðìóëîé:

L : h 7→ d

dt
h−Ah.

Îáðàç âåêòîðíîãî êâàçèìíîãî÷ëåíà ñ ïîêàçàòåëåì λ � ñíîâà âåêòîðíûé êâàçèìíîãî-
÷ëåí ñ òåì æå ïîêàçàòåëåì. Ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (5.78) � ýòî ïðîîáðàç
âåêòîðíîãî êâàçèìíîãî÷ëåíà f ïîä äåéñòâèåì L; íàì íàäî äîêàçàòü, ÷òî òàêîé ïðî-
îáðàç ñóùåñòâóåò. Âìåñòî ýòîãî ìû ñðàçó äîêàæåì, ÷òî L � èçîìîðôèçì.

Ïóñòü h = eλtP , degP = m. Òîãäà

Lh = eλt(Ṗ + λP −AP ).

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå L íà ïðîñòðàíñòâå âåêòîðíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå
m:

LP = Ṗ + λP −AP. (5.79)

Îòîáðàæåíèÿ L è L ÿâëÿþòñÿ èëè íå ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèçìàìè îäíîâðåìåííî. Îòîá-
ðàæåíèå L ëèíåéíî è îòîáðàæàåò ïðîñòðàíñòâî âåêòîðíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå
âûøå m â ñåáÿ. ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî L � èçîìîðôèçì, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî
ÿäðî L ðàâíî íóëþ. Ýòî ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ:

Ïðåäëîæåíèå 5.3.48. Îòîáðàæåíèå L ñîõðàíÿåò ñòåïåíü âåêòîðíîãî ìíîãî÷ëå-
íà.

Èç ïðåäëîæåíèÿ íåìåäëåííî ïîëó÷àåì, ÷òî KerL = 0 (íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí ñî-
õðàíÿåò ñòåïåíü è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ìîæåò ïåðåéòè â íîëü). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
L � èçîìîðôèçì.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ. Ïóñòü P � âåêòîðíûé ìíîãî÷ëåí, atm � åãî ñòàð-
øèé ÷ëåí ñ âåêòîðíûì êîýôôèöèåíòîì a. Èìååì

L(atm) = amtm−1 + btm,
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ãäå
b = (λE −A)a.

Òàê êàê λ íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà A, îïåðàòîð A−λE íåâû-
ðîæäåí, Ker(A−λE) = 0; ïîýòîìó âåêòîð b íåíóëåâîé. Îòîáðàæåíèå L íå ïîâûøàåò
ñòåïåíü, ïîýòîìó ìëàäøèå ÷ëåíû P íå äàäóò ìîíîìà ñòåïåíè m. Çíà÷èò, ó LP ñòàð-
øèé ìîíîì ðàâåí btm è èìååò ñòåïåíü m.

5.3.6.3 Ðåçîíàíñíûé ñëó÷àé

Â ðåçîíàíñíîì ñëó÷àå ÷àñòíîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ êâàçèìíîãî÷ëåíîì ñ òåì æå ïîêà-
çàòåëåì, ÷òî è êâàçèìíîãî÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè, íî ñòåïåíü åãî ìîæåò áûòü âûøå.

Òåîðåìà 5.3.49. Ðåçîíàíñíîå óðàâíåíèå (5.78) èìååò ÷àñòíîå ðåøåíèå, êîòîðîå
ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì êâàçèìíîãî÷ëåíîì ñ òåì æå ïîêàçàòåëåì λ, ÷òî è âåêòîð-
íûé êâàçèìíîãî÷ëåí f â ïðàâîé ÷àñòè. Ñòåïåíü ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ íå ïðåâîñõîäèò
deg f + k, ãäå k � ðàçìåð ìàêñèìàëüíîé æîðäàíîâîé êëåòêè îïåðàòîðà A ñ ñîá-
ñòâåííûì çíà÷åíèåì λ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L � òîò æå îïåðàòîð (5.79), ÷òî è âûøå. Íàì íóæíî äîêà-
çàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðíîãî ìíîãî÷ëåíà Q ñòåïåíè m óðàâíåíèå

LP = Q (5.80)

èìååò ðåøåíèå ñòåïåíè íå âûøå degQ+ k, ãäå k òî æå, ÷òî â òåîðåìå 5.3.49.
Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5.80) âûáåðåì â ïðîñòðàíñòâå Rn â êà÷åñòâå áàçèñà æîð-

äàíîâ áàçèñ îïåðàòîðà A (åñëè A èìååò êîìïëåêñíûé æîðäàíîâ áàçèñ, áóäåì ðàáî-
òàòü â ïðîñòðàíñòâå Cn). Òîãäà óðàâíåíèå

LP ≡ Ṗ + (λE −A)P = Q (5.81)

ðàñïàäàåòñÿ íà ïîäñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùèå æîðäàíîâûì êëåòêàì îïåðàòîðà A.
Ìû áóäåì ñìîòðåòü òîëüêî íà ñàìóþ áîëüøóþ êëåòêó � êëåòêó ðàçìåðà k × k; èç
ðàññóæäåíèÿ áóäåò âèäíî, ÷òî â äðóãèõ ïîäñèñòåìàõ ñòåïåíü P áóäåò åùå íèæå.
Âîçüìåì èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Λ îïåðàòîðà A, ñîîòâåòñòâóþùåå êëåòêå

k × k, è ïóñòü e1, . . . , ek � áàçèñ, â êîòîðîì îãðàíè÷åíèå A íà ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî
èìååò ìàòðèöó

J =


λ 1 · 0
· · · ·
· · λ 1
0 · 0 λ

 ,

Çàìåòèì, ÷òî â áàçèñå e1, . . . , ek îïåðàòîð A− λE èìååò âèä:

J − λE =


0 1 · 0
· · · ·
· · 0 1
0 · 0 0

 ,
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Ïîýòîìó íà ïîäïðîñòðàíñòâå Λ óðàâíåíèå (5.81) ïðèìåò âèä:
Ṗ1 = P2 +Q1

Ṗ2 = P3 +Q2

. . .

Ṗk = Qk

ãäå Q1, . . . , Qk � êîìïîíåíòû âåêòîðíîãî ìíîãî÷ëåíà Q â áàçèñå e1, e2, . . . , ek, à
P1, . . . , Pk � êîìïîíåíòû P â ýòîì æå áàçèñå.

Òàêàÿ ñèñòåìà ðåøàåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì, íà÷èíàÿ ñ ïîñëåäíåé ñòðîêè. Êàæäûé
ðàç èíòåãðèðóåòñÿ ìíîãî÷ëåí, è ñòåïåíü ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïîâûøàåòñÿ íà 1:

degPk ⩽ degQk + 1 ⩽ m+ 1

degPk−1 ⩽ deg(Pk +Qk−1) + 1 ⩽ m+ 2,

. . .

degP1 ⩽ m+ k.

Ýòî äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Çàìå÷àíèå 5.3.50. Äëÿ óðàâíåíèé âûñøèõ ïîðÿäêîâ äâå ïðåäûäóùèå òåîðåìû ïðå-
âðàùàþòñÿ â òåîðåìû 5.2.22 è 5.2.25. Äëÿ òåîðåìû 5.3.47 ýòî î÷åâèäíî; äëÿ òåî-
ðåìû 5.3.49 ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ó ñèñòåì, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç óðàâíå-
íèé âûñøèõ ïîðÿäêîâ, êàæäîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ ñîîòâåòñòâóåò òîëüêî
îäíà æîðäàíîâà êëåòêà (ëåììà 5.3.43). Ïîýòîìó ðàçìåð ìàêñèìàëüíîé æîðäàíî-
âîé êëåòêè îïåðàòîðà A ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ ðàâåí êðàòíîñòè ÷èñëà λ êàê
êîðíÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà.

5.3.6.4 Ìåòîä êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä

Â ðàçäåëå 5.2.5 ìû óæå çàìåòèëè, ÷òî ïðîèçâåäåíèÿ p(t)eat sin bt è q(t)eat cos bt, ãäå
p, q � ìíîãî÷ëåíû, ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè ÷àñòÿìè êîìïëåêñíûõ êâàçèìíîãî÷ëå-
íîâ. Ýòî ïîçâîëÿåò ðåøèòü óðàâíåíèå ẋ = Ax + f(t), äëÿ êîòîðîãî f(t) � ïðîèç-
âåäåíèå âåêòîðíîãî êâàçîìíîãî÷ëåíà íà ñèíóñ èëè êîñèíóñ. Äëÿ óðàâíåíèé âûñøèõ
ïîðÿäêîâ ýòîò ìåòîä áûë èçëîæåí â 5.2.6.

Ïóñòü g � âåêòîðíûé êâàçèìíîãî÷ëåí ñ ïîêàçàòåëåì α ∈ R è âåùåñòâåííûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè, A : Rn → Rn � ëèíåéíûé îïåðàòîð. Ïóñòü z ÷àñò � ÷àñòíîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ

ż = Az + g(t)eiβt.

Ïîêàçàòåëü êâàçèìíîãî÷ëåíà â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåí α + iβ. Òîãäà âåùåñòâåííàÿ è
ìíèìàÿ ÷àñòü ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ñîâïàäàþò, ïîýòîìó

x ÷àñò = Re z ÷àñò è y ÷àñò = Im z ÷àñò
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� ÷àñòíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé

ẋ = Ax+ g(t) cosβt è ẏ = Ay + g(t) sinβt.
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5.4 Ìàëûå êîëåáàíèÿ è ôèãóðû Ëèññàæó

5.4.1 Ïðèìåð: øàðèê â ÷àøêå

Â ýòîì ðàçäåëå ìû èçó÷èì óðàâíåíèå ìàëûõ êîëåáàíèé, êîòîðîå ïðèìåíÿþò äëÿ
îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåì âáëèçè èõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà
ðàññìîòðèì äâèæåíèå øàðèêà áåç òðåíèÿ ïî äíó ÷àøêè, ôîðìà êîòîðîé çàäà¼ò-
ñÿ ãðàôèêîì ãëàäêîé ôóíêöèè ñ åäèíñòâåííûì ìèíèìóìîì â íóëå. Îáîçíà÷èì ýòó
ôóíêöèþ G.
Ïóñòü x = (x1, x2) � ïðîåêöèÿ ïîëîæåíèÿ øàðèêà íà ãîðèçîíòàëüíóþ ïëîñêîñòü.

Êîãäà x = (0, 0), ẋ = (0, 0), øàðèê íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè.

x1
x2

x3

Ðèñ. 5.5: Øàðèê â ÷àøêå

Âáëèçè òî÷êè (0, 0), ñ òî÷íîñòüþ äî ìàëûõ ÷ëåíîâ, êîòîðûìè ìû ïðåíåáðåãàåì,
óðàâíåíèå äâèæåíèÿ øàðèêà èìååò âèä

ẍ = − gradG(x). (5.82)

Ðàçëîæåíèå G â ðÿä Òåéëîðà íà÷èíàåòñÿ ñ êâàäðàòè÷íûõ ÷ëåíîâ, òàê êàê ýòà ôóíê-
öèÿ èìååò ìèíèìóì â íóëå. Îòáðàñûâàÿ ñòàðøèå ÷ëåíû, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî G �
êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, òî åñòü G(x) = 1

2(Ax, x) äëÿ íåêîòîðîé ñèììåòðè÷íîé ïîëî-
æèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé10 ìàòðèöû A. Òîãäà óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

ẍ = −Ax. (5.83)

Óïðàæíåíèå 99. Ïðîâåðüòå, ÷òî óðàâíåíèå (5.82) äëÿ G(x) = 1
2(Ax, x) ïðèíèìàåò

âèä (5.83).

10Åñëè ôóíêöèÿ G èìååò ìèíèìóì â íóëå, òî êâàäðàòè÷íûå ÷ëåíû å¼ ðÿäà Òåéëîðà â íóëå âñå-
ãäà çàäàþòñÿ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöåé. Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòà ìàòðèöà
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.
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Ýòî óðàâíåíèå (â ëþáîé ðàçìåðíîñòè, äëÿ ëþáîé ñèììåòðè÷íîé ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåë¼ííîé ìàòðèöû A) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ìàëûõ êîëåáàíèé.

5.4.2 Óðàâíåíèå ìàëûõ êîëåáàíèé è ôèãóðû Ëèññàæó

Ðåøèì óðàâíåíèå ìàëûõ êîëåáàíèé.
Íàïîìíèì, ÷òî ó ñèììåòðè÷íîãî çíàêîîïðåäåë¼ííîãî îïåðàòîðà âñåãäà åñòü îðòî-

ãîíàëüíûé ñîáñòâåííûé áàçèñ. Ïóñòü ξ1, . . . , ξn � îðòîãîíàëüíûé ñîáñòâåííûé áàçèñ
îïåðàòîðà A, λj � ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ A. Òîãäà λj > 0, òàê êàê
îïåðàòîð A ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí; ïîëîæèì λj = ω2

j .

Ïåðåéäåì â áàçèñ ξ1, . . . , ξn. Ñèñòåìà (5.83) ïðèìåò âèä ÿ = −Λy, ãäå Λ = diag(ω2
1, . . . , ω

2
n).

Ïîëó÷èì n óðàâíåíèé âèäà
ÿj = −ω2

j yj ;

èõ ðåøåíèÿ èìåþò âèä
yj = aj sinωjt+ bj cosωjt.

Èòàê, îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ìàëûõ êîëåáàíèé èìååò âèä

x(t) =

n∑
j=1

ξj(aj sinωjt+ bj cosωjt). (5.84)

Îïðåäåëåíèå 5.4.1. Êðèâàÿ x(t), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ (5.84) äëÿ n = 2,
íàçûâàåòñÿ ôèãóðîé Ëèññàæó11 (ñì. ðèñ. 5.6).

Äëÿ äâèæåíèÿ øàðèêà â ÷àøêå ìû èìååì n = 2, ïîýòîìó êðèâàÿ, ïî êîòîðîé
äâèæåòñÿ ïðîåêöèÿ øàðèêà íà ãîðèçîíòàëüíóþ ïëîñêîñòü, � ôèãóðà Ëèññàæó.

Óïðàæíåíèå 100. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ẍ = −Ax, ãäå A = 1
2 (

5 3
3 5 ).

Íàéòè ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = e1, ẋ(0) = 0.

Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà íàéä¼ì ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà A.
Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñîáñòâåííûå âåêòîðû èìåþò âèä ξ1 =

(
1
−1

)
, ξ2 = ( 11 ), à ñîîò-

âåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàâíû 1 è 4.
Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå èìååò âèä x(t) =

(
1
−1

)
(a1 sin t+ b1 cos t) + ( 11 ) (a2 sin 2t+

b2 cos 2t).
Îñòàëîñü ïîäîáðàòü a1, a2, b1, b2 òàê, ÷òîáû ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿëî íà÷àëüíûì

óñëîâèÿì. Èç óñëîâèÿ x(0) = ( 10 ) ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî b1 + b2 = 1, b1 − b2 = 0, òî åñòü
b1 = b2 = 1

2 ; èç óñëîâèÿ ẋ(0) = ( 00 ) ìû ïîëó÷àåì, ÷òî a1 + 2a2 = −a1 + 2a2 = 0, òî
åñòü a1 = a2 = 0. Èòàê, x(t) = 1

2

(
1
−1

)
cos t+ 1

2 (
1
1 ) cos 2t.

Â áàçèñå 1
2ξ

1, 12ξ
2 ðåøåíèå èìååò âèä (cos t, cos 2t). Òàê êàê cos 2t = 2 cos2 t − 1,

êðèâàÿ x(t) ëåæèò íà ïàðàáîëå y = 2x2 − 1; ðåøåíèå x(t) ïðîõîäèò ó÷àñòîê òàêîé
ïàðàáîëû, ñîîòâåòñòâóþùèé −1 < x < 1, çà âðåìÿ π, à ïîòîì äâèæåòñÿ îáðàòíî (ñð.
ñ ðèñ. 5.6, òðåòèé ðèñóíîê â ïåðâîé ñòðîêå). Â èñõîäíîì áàçèñå e1 = 1

2ξ
1 + 1

2ξ
2, e2 =

11Æþëü Àíòóàí Ëèññàæó (1822 � 1880) � ôèçèê, èçâåñòíûé ðàáîòàìè ïî îïòèêå è àêóñòèêå.

259



5 Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ è ñèñòåìû

Ðèñ. 5.6: Ôèãóðû Ëèññàæó ñ îòíîøåíèåì ω1/ω2 = 1/2 (ïåðâàÿ ñòðî÷êà), ω1/ω2 = 2/3
(âòîðàÿ ñòðî÷êà), ω1/ω2 = 3/4 (òðåòüÿ ñòðî÷êà), ω1/ω2 = 4/5 (÷åòâåðòàÿ
ñòðî÷êà)
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5.4.3. Ïåðåõîä íà òîð

1
2ξ

2 − 1
2ξ

1 ðåøåíèå áóäåò äâèãàòüñÿ âäîëü ïàðàáîëû, ïîâåðíóòîé íà óãîë π/4 (ñì.
ðèñ. 5.7).

Äâèæåíèå øàðèêà â ÷àøêå îêàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì ñ ïåðèîäîì 2π.

0 ξ1

ξ2

e1e2

0

x1

x2

Ðèñ. 5.7: Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.83) ñ ìàòðèöåé A â ñîáñòâåííîì áàçèñå ξ1, ξ2 è â
èñõîäíûõ êîîðäèíàòàõ x1, x2.

5.4.3 Ïåðåõîä íà òîð

Â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå ðåøåíèå x(t) ïîëó÷àëîñü ïåðèîäè÷åñêèì. Áóäåò ëè x(t) ïå-
ðèîäè÷åñêèì â îáùåì ñëó÷àå?

Çàïèøåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.83) â âèäå

x(t) =

n∑
j=1

ξjaj sin(ωjt+ αj)

Çíà÷åíèÿ aj , αj îïðåäåëÿþòñÿ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé, çíà÷åíèÿ ωj çàâèñÿò îò óðàâ-
íåíèÿ.

Ïóñòü R/2πZ � ôàêòîð-ìíîæåñòâî ïðÿìîé R ïî ñëåäóþùåìó îòíîøåíèþ ýêâèâà-
ëåíòíîñòè: τ ∼ τ+2πn äëÿ ëþáîãî öåëîãî n. Ìíîæåñòâî R/2πZ ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü
ñåáå êàê îòðåçîê [0, 2π] ñî ñêëååííûìè êîíöàìè; ñ òîïîëîãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ýòî
îêðóæíîñòü. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ýòó îêðóæíîñòü S1. Êëàññ ýêâè-
âàëåíòíîñòè òî÷êè τ ∈ R îáîçíà÷àåòñÿ (τ mod 2π) ∈ S1.

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè sin îäèíàêîâû â òî÷êàõ, îòëè÷àþùèõñÿ äîáàâëåíèåì 2π. Ïî-
ýòîìó ôóíêöèÿ sin êîððåêòíî îïðåäåëåíà íà îêðóæíîñòè S1. Ââåäåì îòîáðàæåíèå
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ϕj : R → S1, ïåðåâîäÿùåå t â òî÷êó (ωjt+ αj) mod 2π. Òîãäà

x(t) =

n∑
j=1

ξjaj sin(φj(t)),

òî åñòü x(t) åñòü ôóíêöèÿ îò φ1(t), . . . , φn(t).
Äëÿ ïðîñòîòû ïîëîæèì n = 2. ×òîáû âûÿñíèòü, ïåðèîäè÷íà ëè ôóíêöèÿ x(t),

äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü, ïåðèîäè÷íà ëè âåêòîð-ôóíêöèÿ φ(t) = (φ1(t), φ2(t)). Òàê
êàê çíà÷åíèÿ φ1(t), φ2(t) ëåæàò íà îêðóæíîñòè, çíà÷åíèÿ φ(t) áóäóò ëåæàòü íà
ïðîèçâåäåíèè äâóõ îêðóæíîñòåé � íà äâóìåðíîì òîðå T 2 = S1 × S1 = R2/2πZ2;

φ(t) = (ω1t+ α1, ω2t+ α2) mod 2πZ2.

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ φ(t) åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ íà òîðå

φ̇ = (ω1, ω2). (5.85)

Çàìå÷àíèå 5.4.2. Ìû ðàíüøå íå èìåëè äåëà ñ óðàâíåíèÿìè íà ïîâåðõíîñòÿõ, îò-
ëè÷íûõ îò Rn. Íî ñëó÷àé äâóìåðíîãî òîðà î÷åíü ïðîñò.
Ìíîæåñòâî T 2 � ýòî ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî äâóìåðíîé ïëîñêîñòè ïî îòíîøå-

íèþ ýêâèâàëåíòíîñòè (x, y) ∼ (x + 2πn, y + 2πm). Åãî ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñå-
áå êàê êâàäðàò ñî ñêëååííûìè ïðîòèâîïîëîæíûìè ñòîðîíàìè. Ñ òîïîëîãè÷åñêîé
òî÷êè çðåíèÿ T 2 � ýòî òîð (ïîâåðõíîñòü áóáëèêà).
Óðàâíåíèå (5.85) çàäà¼ò ïîñòîÿííîå âåêòîðíîå ïîëå íà ïëîñêîñòè. Åãî ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü êàê âåêòîðíîå ïîëå íà òîðå T 2, îòîæäåñòâèâ ýêâèâàëåíòíûå òî÷-
êè ïëîñêîñòè; òóò âàæíî, ÷òî îòîáðàæåíèÿ (x, y) 7→ (x+2πn, y+2πm) ñîõðàíÿþò
âåêòîðíîå ïîëå.
Ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.85) íà ïëîñêîñòè ïîñëå ôàêòîðèçàöèè ïðåâðàùàåòñÿ

â ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.85) íà òîðå. Ïîýòîìó ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ íà òîðå
èìåþò âèä (ω1t+ α1, ω2t+ α2) mod 2πZ2.

5.4.4 Îáìîòêè òîðà

Îïðåäåëåíèå 5.4.3. Ôàçîâûå êðèâûå óðàâíåíèÿ (5.85) íàçûâàþòñÿ îáìîòêàìè òî-
ðà.

Åñëè, íàïðèìåð, ω1 = ω2, òî âñå ôàçîâûå êðèâûå óðàâíåíèÿ (5.85) áóäåò çàìêíóòû
íà òîðå, òàê êàê èç òî÷êè (x, y) ôàçîâàÿ êðèâàÿ ïðèõîäèò â òî÷êó (x+2π, y+2π) ∼
(x, y) çà âðåìÿ 2π

ω1
= 2π

ω2
. Âîîáùå, åñëè ω1

ω2
∈ Q, êàæäàÿ êðèâàÿ φ(t) âîçâðàùàåòñÿ â

èñõîäíóþ òî÷êó φ(0). Ýòî äîêàçàíî íèæå.

Îïðåäåëåíèå 5.4.4. Óðàâíåíèå (5.85) íàçûâàåòñÿ ðåçîíàíñíûì, åñëè ω1
ω2

∈ Q, è
íåðåçîíàíñíûì â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïðåäëîæåíèå 5.4.5. Â ðåçîíàíñíîì ñëó÷àå ω1
ω2

∈ Q âñå îáìîòêè òîðà � çàìêíó-
òûå êðèâûå.
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2π

4π

y

0 2π 4π 6π x

Ðèñ. 5.8: Îáìîòêà òîðà, ω1
ω2

= 3
2 : ôàçîâàÿ êðèâàÿ óðàâíåíèÿ (5.85) íà ïëîñêîñòè è â

êâàäðàòå ñî ñêëååííûìè ñòîðîíàìè

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì ω1
ω2

= p
q , p, q ∈ Z. Çà âðåìÿ T = 2π

ω1
p ïðèðàùåíèå ôóíê-

öèè φ1 = ω1t + α1 ñîñòàâèò 2πp; ïðèðàùåíèå ôóíêöèè φ2 = ω2t + α2 ñîñòàâèò
2πω2
ω1

p = 2πq. Çíà÷èò, íà òîðå T 2 òðàåêòîðèÿ ïîëÿ (5.85) âîçâðàùàåòñÿ â èñõîäíóþ

òî÷êó çà âðåìÿ T . Èòàê, ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5.85) ïåðèîäè÷íû ñ ïåðèîäîì 2π
ω1
p, è

âñå îáìîòêè òîðà çàìêíóòû.

Ñëåäñòâèå 5.4.6. Â ðåçîíàíñíîì ñëó÷àå ω1
ω2

∈ Q ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ìàëûõ êîëåáà-
íèé (5.83) íà ïëîñêîñòè ïåðèîäè÷íû.

Â íåðåçîíàíñíîì ñëó÷àå φ(t) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìóþ ñ èððàöèîíàëüíûì óãëîì
íàêëîíà. Îíà íåçàìêíóòà íà òîðå. Áîëåå òîãî, âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 5.4.7. Â íåðåçîíàíñíîì ñëó÷àå ω1
ω2

/∈ Q êàæäàÿ îáìîòêà òîðà ïëîòíà íà
òîðå.

Ñëåäñòâèå 5.4.8. Â íåðåçîíàíñíîì ñëó÷àå ω1
ω2

/∈ Q ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ìàëûõ êîëå-

áàíèé ïëîòíî çàïîëíÿåò ïðÿìîóãîëüíèê [−a1, a1]× [−a2, a2] â áàçèñå ξ1, ξ2 (ñì. ðèñ.
5.9); çíà÷åíèÿ a1, a2 îïðåäåëÿþòñÿ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé (â òîì ÷èñëå âîçìîæåí
ñëó÷àé ai = 0, êîãäà ïðÿìîóãîëüíèê âûðîæäàåòñÿ).

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, x(t) =
∑
ξiai sin(φi(t)), è ïî òåîðåìå

5.4.7 çíà÷åíèÿ (sinφ1(t), sinφ2(t)) ïëîòíî çàïîëíÿþò êâàäðàò [−1, 1]×[−1, 1]. Îòñþäà
ñëåäóåò óòâåðæäåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.4.7. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå P � îòîáðàæå-
íèå ïåðâîãî âîçâðàùåíèÿ òðàåêòîðèè íà îêðóæíîñòü {x = 0}.
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Ðèñ. 5.9: Íåðåçîíàíñíûé ñëó÷àé ω1/ω2 =
√
2: êðèâàÿ (5.84) ïëîòíî çàïîëíÿåò êâàä-

ðàò. Íà ðèñóíêàõ èçîáðàæåíû âñå áîëåå äëèííûå ó÷àñòêè êðèâîé.

Åñëè òðàåêòîðèÿ ïîëÿ (5.85) íà÷èíàåòñÿ â òî÷êå (0, s) ýòîé îêðóæíîñòè, òî çà âðå-
ìÿ t = 2πω1 îíà ïðèõîäèò â òî÷êó (2π, s+2π ω1

ω2
) ∼ (0, s+2π ω1

ω2
) íà ýòîé îêðóæíîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå èìååò âèä P (s) = s+ 2π ω1
ω2
.

Ïîëîæèì a := ω1
ω2
; ïî ïðåäïîëîæåíèþ, ýòî ÷èñëî èððàöèîíàëüíî. Çàìåíà êîîð-

äèíàò x = s/2π íà îêðóæíîñòè ïîçâîëÿåò ïåðåéòè ê îòîáðàæåíèþ P̃ (x) = x + a
îêðóæíîñòè R/Z, ãäå a /∈ Q. Òàêîå îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ èððàöèîíàëüíûì ïîâî-
ðîòîì îêðóæíîñòè. Íàïîìíèì, ÷òî

Îïðåäåëåíèå 5.4.9. Îðáèòà òî÷êè x ïîä äåéñòâèåì âçàèìíî-îäíîçíà÷íîãî îòîáî-
ðàæåíèÿ f � ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê {fn(x) | n ∈ Z}.

Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùåé ëåììîé.

Ëåììà 5.4.10. Îðáèòû èððàöèîíàëüíîãî ïîâîðîòà P̃ ïëîòíû íà îêðóæíîñòè R/Z.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5.4.10. Äîêàæåì, ÷òî îðáèòà òî÷êè 0 ïîä äåéñòâèåì ïîâî-
ðîòà P̃ çàõîäèò â ëþáóþ äóãó íà îêðóæíîñòè. Ïóñòü äóãà èìååò äëèíó ε.

Ïóñòü N äîñòàòî÷íî âåëèêî, òàê ÷òî 1/N < ε. Ðàçäåëèì îêðóæíîñòü íà N ðàâíûõ
äóã äëèíû 1/N . Ðàññìîòðèì íàáîð òî÷åê îêðóæíîñòè (0, a, 2a, . . . , Na) mod Z. Ïî
ïðèíöèïó Äèðèõëå, èç ýòèõ N+1 òî÷åê ïî êðàéíåé ìåðå äâå ëåæàò íà îäíîé è òîé æå
äóãå äëèíû 1/N ; çíà÷èò, äëÿ íåêîòîðûõ k, l âûïîëíåíî |(ka− la) mod Z| < 1/N < ε.
Èòàê, îòîáðàæåíèå P̃ k−l � ýòî ïîâîðîò îêðóæíîñòè íà óãîë |(k − l)a mod Z| < ε.
Çíà÷èò, ìû ìîæåì äâèãàòüñÿ ïî îêðóæíîñòè �êîðîòêèìè øàãàìè� äëèíû ìåíüøå ε,
ïðèìåíÿÿ îòîáðàæåíèå P̃ k−l; ïîýòîìó òî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (0, (k − l)a, 2(k −
l)a, . . . ) mod Z ïîñåùàþò ëþáóþ äóãó äëèíû ε.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî êðèâàÿ φ(t) ïëîòíî çàïîëíÿåò òîð. Âûáåðåì òî÷êó (x, y) ∈ T
è ïîêàæåì, ÷òî îáìîòêà òîðà φ(t) çàõîäèò â ñêîëü óãîäíî ìàëóþ å¼ îêðåñòíîñòü.
Äåéñòâèòåëüíî, ïî ëåììå 5.4.10 ëþáàÿ îðáèòà îòîáðàæåíèÿ P̃ çàõîäèò â ñêîëü óãîäíî
ìàëóþ îêðåñòíîñòü òî÷êè (0, y−xω2

ω1
) íà îêðóæíîñòè {x = 0}. Çíà÷èò, äëÿ íåêîòîðîãî

t0 òî÷êà φ(t0) ëåæèò â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (0, y−xω2
ω1
), à òîãäà òî÷êà φ(t0+

x
ω1
)

ëåæèò â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (x, y).

Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåå óñèëåíèå ëåììû 5.4.10:
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Ëåììà 5.4.11. Îðáèòà èððàöèîíàëüíîãî ïîâîðîòà ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà
îêðóæíîñòè: äîëÿ òî÷åê îðáèòû, ïîïàäàþùèõ íà äóãó, ïðîïîðöèîíàëüíà å¼ äëèíå.
Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè D � äóãà äëèíû l, òî èç ïåðâûõ N òî÷åê ëþáîé îðáèòû íà
äóãó D ïîïàäàåò l ·N + o(N) òî÷åê.
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5.5 Çàäà÷è ê ãëàâå 5

Êîìïëåêñíûå ÷èñëà

1. Íàéäèòå: i1917;
(
1+i
1−i

)1945
;
(
1+

√
3i

1−
√
3i

)1991
.

2. Ðåøèòå óðàâíåíèÿ: z3 = 8; z3 = −8; z6 = 64; z6 = −64; z4 = −4.

3. Äîêàæèòå, ÷òî êîðíè óðàâíåíèÿ zn = 1 îáðàçóþò ãðóïïó ïî óìíîæåíèþ ïî-
ðÿäêà n.

4. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå îáðàòíóþ òåîðåìó.

Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ âûñøèõ ïîðÿäêîâ

5. Ðåøèòå ñëåäóþùèå ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ:

a) ẍ+ 2ẋ+ 2x = 0;

b) ẍ− 9ẋ+ 8x = 0;

c) x(4) − 9ẍ+ 8x = 0;

d) x(6) − 9x(3) + 8x = 0;

e) ẍ+ 2ẋ+ x = 0;

f) x(3) + ẍ− ẋ− x = 0;

g) x(3) − 6ẍ+ 12ẋ− 8x = 0;

h) x(6) + 16x(3) + 64x = 0;

i) x(6) + 64x = 0;

j) x(n) + x(n−1) + · · ·+ x′ + x = 0;

k) x(n) + nx(n−1) + n(n−1)
2 x(n−2) +

n(n−1)(n−2)
3! x(n−3)+· · ·+nx′+x = 0.

6. a) ßâëÿþòñÿ ëè ôóíêöèè sinx, sin(x+ 1), sin(x+ 2) ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè?

b) Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ a, b ôóíêöèè sin at è sin bt ëèíåéíî íåçà-
âèñèìû?

c) Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ a, b, c ôóíêöèè sin at, sin bt, sin ct ëèíåé-
íî íåçàâèñèìû?

7. Äîêàæèòå, ÷òî âåùåñòâåííûå ÷àñòè êâàçèìíîãî÷ëåíîâ ñ ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè
ïîêàçàòåëÿìè èëè ñòåïåíÿìè ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Óêàçàíèå: ñð. ñ äîêàçàòåëü-
ñòâîì ëåììû 5.2.18.

8. Ñîñòàâüòå ëèíåéíîå óðàâíåíèå ìèíèìàëüíîãî ïîðÿäêà a) ñ ïîñòîÿííûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè, b) ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, äëÿ êîòîðîãî sin t è sin 3t
ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè.

9. Ñîñòàâüòå ëèíåéíîå óðàâíåíèå ìèíèìàëüíîãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè, äëÿ êîòîðîãî sin t, sin3 t è sin 3t ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè.

10. Ðåøèòå óðàâíåíèå:

a) ẍ− 2ẋ+ x = 2 cosh t;
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b) ẍ− 4ẋ+ 5x = e2t sin t.

Óêàçàíèå: â ýòîé è ñëåäóþùåé çàäà÷å ôîðìóëà ñäâèãà çàìåòíî óïðîùàåò âû-
÷èñëåíèÿ

11. Íàéäèòå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ óðàâíåíèé ñ ïàðàìåòðîì:

a) x(3) − 8x = et cosωt;

b) x(4) + 4x = et sinωt;

c) x(4) − 16x = eat − bt.

12. Óðàâíåíèå êîëåáàíèé ïðóæèííîãî ìàÿòíèêà ñ âÿçêèì òðåíèåì èìååò âèä ẍ =
−x−εẋ, ãäå ε � êîýôôèöèåíò âÿçêîãî òðåíèÿ. Íà ìàÿòíèê äåéñòâóåò âíåøíÿÿ
ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèëà F (t) = sinωt.

(a) Íàéäèòå (åäèíñòâåííîå) ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå ìàÿòíèêà. Ïîêàæèòå, ÷òî
ïðè ε > 0 âñå îñòàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ñòðåìÿòñÿ ê ïåðèîäè÷åñêîìó ðå-
øåíèþ.

(b) Ïîñòðîéòå ãðàôèê çàâèñèìîñòè àìïëèòóäû ýòîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ
îò ω. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè ÷àñòîòû âíåøíåé ñèëû ω àìïëèòóäà íàèáîëüøàÿ?
Êàê ìåíÿåòñÿ ãðàôèê (è íàèáîëüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå àìïëèòóäû) ïðè ìà-
ëîì òðåíèè, ε → 0? Äàéòå ôèçè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ðåçóëüòàòàì âàøèõ
âû÷èñëåíèé.

13. Äëÿ êàæäîãî èç ñëåäóþùèõ óðàâíåíèé íàéäèòå ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ñ ÷à-
ñòîòîé ω, åñëè îíî ñóùåñòâóåò. Íàðèñóéòå ãðàôèê çàâèñèìîñòè àìïëèòóäû ýòî-
ãî ðåøåíèÿ îò ω (äëÿ òåõ ω, äëÿ êîòîðûõ ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò
è åäèíñòâåííî).

a) ẍ+ x = sinωt;

b) x(4) − 5ẍ+ 4x = sinωt;

c) x(4) − 16x = sinωt.

14. Ïóñòü èçâåñòíî îäíî íåíóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ au′′ + bu′ + cu = 0 � ôóíê-
öèÿ φ1. Çàïèñàâ äðóãèå ðåøåíèÿ â âèäå u(t) = ψ(t)φ1(t), ïîëó÷èòå óðàâíåíèå
âòîðîãî ïîðÿäêà íà ôóíêöèþ ψ âèäà Aψ′′ + Bψ′ + Cψ = 0 è óáåäèòåñü, ÷òî
C = 0 (à ïîòîìó ψ′ ëåãêî íàõîäèòñÿ).

15. Âîñïîëüçóéòåñü ýòèì ìåòîäîì äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé ñëåäóþùèõ óðàâíå-
íèé.

a) (x
2

2 + 1)y′′ − xy′ − y = 0;

b) xy′′ − (x+ 1)y′ + y = 0.

16. Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé x′ = a(t)x+ b(t)y, y′ = c(t)x+ d(t)y.
Ñëåäóÿ ãðàôó ßêîïî Ðèêêàòè, ïîëó÷èòå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ
z = y/x.
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Óðàâíåíèå z′ = P +Qz +Rz2, ãäå P,Q,R � ôóíêöèè t, íàçûâàþò óðàâíåíèåì
Ðèêêàòè.

17. (Òåîðåìà Ýéëåðà) Äàíî óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà âèäà

Au′′ +Bu′ + Cu = 0 (5.86)

ãäå A,B,C � ôóíêöèè t. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå u = eV . Óáåäèòåñü,
÷òî V ′ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ðèêêàòè. Îáðàòíî, äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå
Ðèêêàòè ìîæíî ñâåñòè ê óðàâíåíèþ âèäà (5.86). Ñâÿæèòå A,B,C è P,Q,R.

Ëèíåéíûå ñèñòåìû ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

18. a) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ðàâåíñòâî eAteBt ≡ e(A+B)t âåðíî äëÿ âñåõ t, òî AB =
BA.

b) Íàéäèòå òàêèå îïåðàòîðû A,B ÷òî eAeB = eA+B, íî AB ̸= BA.

19. a) Äîêàæèòå, ÷òî îáðàç êóáà ïîä äåéñòâèåì ëèíåéíîãî îïåðàòîðà � ïàðàë-
ëåëåïèïåä.

b) Äîêàæèòå, ÷òî îáðàç øàðà ïîä äåéñòâèåì ëèíåéíîãî îïåðàòîðà � ýëëèï-
ñîèä, è íàéäèòå îñè ýòîãî ýëëèïñîèäà.

20. Îïðåäåëèòå òèï îñîáîé òî÷êè è íàðèñóéòå ôàçîâûå ïîðòðåòû äëÿ ñëåäóþùèõ
ñèñòåì. Íàéäèòå ðåøåíèå ñ óêàçàííûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì.

a)

(
2 1
3 4

)
; x(0) = (2, 2);

b)

(
2 2
−1 4

)
; x(0) = (4, 0);

c)

(
2 8
3 4

)
; x(0) = (0, 5);

d)

(
2 1
−1 4

)
; x(0) = (0, 1);

21. Äëÿ ñëåäóþùèõ îïåðàòîðîâ A íàéäèòå eA. Íàðèñóéòå îáðàç åäèíè÷íîãî êâàä-
ðàòà12 è åäèíè÷íîãî êðóãà ïîä äåéñòâèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ eA. Íàðèñóéòå ôà-
çîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû ẋ = Ax. Íàéäèòå å¼ ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
x(0) = (1, 0).

12Çäåñü è äàëåå ïîä åäèíè÷íûì êâàäðàòîì ïîäðàçóìåâàåòñÿ ìíîæåñòâî [0, 1] × [0, 1] ⊂ R2, à ïîä
åäèíè÷íûì êðóãîì � êðóã ðàäèóñà 1 ñ öåíòðîì â íóëå.
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a)

(
0 1
1 0

)
b)

(
1 2
2 1

)
c)

(
5 3
3 5

)
.

d)

(
0 1
−1 0

)

e)

(
1 2
−2 1

)
f)

(
1 −2
0 1

)
g)

(
1 1
−1 −1

)

22. Íàéäèòå îòîáðàæåíèå ôàçîâîãî ïîòîêà gt äëÿ ñëåäóþùèõ ñèñòåì:

a) ẋ = −2x+ 2y, ẏ = −x äëÿ t = π;

b) ẋ = 2x+ 5y, ẏ = −x− 2y äëÿ t = π;

c) ẋ = x− 5y, ẏ = x− y äëÿ t = π/2;

d)
ẋ = (−3 + ln 2)x+ 5y

ẏ = −2x+ (3 + ln 2)y
äëÿ t = π.

Âî âñåõ ýòèõ çàäà÷àõ ïîñòàðàéòåñü ïîëó÷èòü îòâåò ïî÷òè áåç âû÷èñëåíèé:
íå íàõîäÿ ðåøåíèÿ ñ çàäàííûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì, íî ïîëüçóÿñü òåì,
êàêîé âèä èìååò ýòî ðåøåíèå.

23. (ñð. ñ ðàçäåëîì 4.3.5) Óðàâíåíèå êîëåáàíèé ïðóæèííîãî ìàÿòíèêà ñ âÿçêèì
òðåíèåì èìååò âèä ẋ = v, v̇ = −x − εv. Îïðåäåëèòå òèï îñîáîé òî÷êè (0, 0) íà
ïëîñêîñòè Oxv ïðè âñåâîçìîæíûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòà âÿçêîãî òðåíèÿ
ε, ε > 0. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ε ìàÿòíèê ñîâåðøàåò çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ
îòíîñèòåëüíî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ?

Íàéäèòå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x(0) = 1, v(0) = 0 ïðè
ε = 1, 2, 4. Îïèøèòå, êàê äâèæåòñÿ ãðóçèê íà ïðóæèíå â ýòèõ òðåõ ñëó÷àÿõ.

24. Äâà ãðóçèêà îäèíàêîâîé ìàññûm = 1 ñâÿçàíû òðåìÿ îäèíàêîâûìè ïðóæèíàìè
ñ êîýôôèöèåíòàìè æåñòêîñòè k = 1 òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Ñâîáîäíûå
êîíöû ïðóæèí çàêðåïëåíû. Â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ, ïîêàçàííîì íà ðèñóíêå,
ïðóæèíû íå ðàñòÿíóòû è íå ñæàòû.

Ïîëüçóÿñü çàêîíîì Ãóêà, ïîëó÷èòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ãðóçèêîâ (êàê è çà-
êîí Ãóêà, îíè áóäóò ðàáîòàòü òîëüêî âáëèçè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ). Íàéäèòå
âñå ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ ãðóçèêîâ è îïèøèòå èõ êà÷åñòâåííî. Íàéäèòå èõ
ïåðèîäû.

Îòâåò: âîçìîæíû äâà òèïà ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ãðóçèêîâ: êîãäà ãðó-
çèêè äâèæóòñÿ ñèììåòðè÷íî è êîãäà ãðóçèêè äâèæóòñÿ ñ ñîõðàíåíèåì ðàñ-
ñòîÿíèÿ ìåæäó íèìè. Ïåðâîå êîëåáàíèå èìååò ïåðèîä T = 2π, à âòîðîå �
ïåðèîä T = 2π/

√
3. Ëþáîå äðóãîå äâèæåíèå ÿâëÿåòñÿ ñóììîé òàêèõ êîëåáà-

íèé, à ïîòîìó àïåðèîäè÷íî.
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25. Íàðèñóéòå ôàçîâûå êðèâûå ñèñòåìû ẋ = Ax è íàéäèòå eAt äëÿ ñëåäóþùèõ
îïåðàòîðîâ A:

a)

1 0 0
0 2 0
0 0 3

;
b)

1 0 0
0 1 2
0 2 1

;
c)

−1 0 0
0 1 2
0 2 1

;
d)

1 0 0
0 1 −1
0 1 1

;

e)

−1 0 0
0 1 −1
0 1 1

;
f)

1 0 0
0 0 −1
0 1 0

;
g)

−1 0 0
0 0 −1
0 1 0

;

Óêàçàíèå: çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê äâóìåðíîé.

26. Íàéäèòå ýêñïîíåíòû eAt äëÿ ñëåäóþùèõ ìàòðèö A:

a)

(
2 0
3 2

)
;

b)

2 0 0
0 2 0
3 0 2

;
c)

1 0 2
0 1 2
0 0 1

;
d)

1 1 0
0 1 2
0 0 1

.
Óêàçàíèå: äåéñòâóéòå òàê æå, êàê ïðè âû÷èñëåíèè ýêñïîíåíòû îò æîðäàíîâîé
êëåòêè â ðàçäåëå 5.3.5.3.

27. Íàéäèòå îñîáûå òî÷êè è íàðèñóéòå ôàçîâûå êðèâûå ñèñòåìû ẋ = Ax äëÿ

A =

0 0 −1
0 0 −1
2 2 0


28. Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì ýêñïîíåíòû, íàéäèòå eAt äëÿ ñëåäóþùèõ îïåðàòîðîâ

A:

a)

 1 −1 −1
2 −2 −2
−1 1 1


b)

2 −1 0
3 −1 −1
1 0 −1

 .
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29. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïðèâåäåííûé ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè èìååò
ðàöèîíàëüíûé êîðåíü, òî ýòîò êîðåíü � öåëûé è ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ñâîáîä-
íîãî ÷ëåíà.

Â ñëåäóþùåé çàäà÷å âñå îïåðàòîðû âûáðàíû òàê, ÷òî ó íèõ åñòü õîòÿ áû îä-
íî öåëîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå. Åãî ëåãêî ïîäîáðàòü ñ ïîìîùüþ ïðåäûäóùåé
çàäà÷è.

30. Ðåøèòå ñèñòåìó ẋ = Ax è íàðèñóéòå ôàçîâûå êðèâûå â ñîáñòâåííîì áàçèñå äëÿ
ñëåäóþùèõ îïåðàòîðîâ A. Íàéäèòå ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (1, 0, 0).

a)

1 −1 1
1 1 −1
2 −1 0

,
b)

 1 −2 −1
−1 1 1
1 0 −1


c)

3 −1 1
1 1 1
4 −1 4


d)

0 −1 1
1 −2 1
4 −1 3


e)

 2 1 0
1 3 −1
−1 2 3



f)

 2 −1 2
1 0 2
−2 1 −1


g)

 1 0 1
−5 2 −9
1 1 −3


h)

3 −2 −1
3 −4 −3
2 −4 0


i)

1 −2 −1
3 −6 −3
2 −4 −2


j)

0 −2 −1
3 −7 −3
2 −4 −3



Ëèíåéíûå ñèñòåìû ñ íåïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

31. Îäíîìåðíîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå ẋ = a(t)x ìîæíî ðåøèòü â ÿâíîì âèäå ñ ïî-
ìîùüþ ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ è ïîëó÷èòü, ÷òî x(t) = c exp(

∫
a(t)dt).

Ïðèìåíèìà ëè ýòà ôîðìóëà â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå?

a) Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ìàòðèöûA(t) êîììóòèðóþò äðóã ñ äðóãîì ïðè ðàçíûõ
çíà÷åíèÿõ t, òî äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ẋ = A(t)x âåðíà ôîðìóëà x(t) =
exp(

∫
A(t)dt)c, ãäå c � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð.

b) Íà ïðèìåðå ñèñòåìû x′ = y, y′ = tx ïîêàæèòå, ÷òî ýòà ôîðìóëà íåâåðíà â
îáùåì ñëó÷àå.

32. Ïðèìåíèòå ôîðìóëó èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è äëÿ ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ ñèñòåì:
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a)
ẋ = tx+ y

ẏ = ty
b)

ẋ = x+ ty

ẏ = tx+ y
c)

ẋ = cos t · x+ sin t · y
ẏ = − sin t · x+ cos t · y

33. Âûÿñíèòå, äëÿ êàêèõ t ôàçîâûé ïîòîê g0,t äëÿ óðàâíåíèé èç ïðåäûäóùåé çà-
äà÷è ñîõðàíÿåò ôàçîâûé îáúåì.

34. Äîêàæèòå, ÷òî ôàçîâûé ïîòîê ñèñòåìû x′ = y, y′ = tx ñîõðàíÿåò ôàçîâûé
îáúåì.

Íåîäíîðîäíûå ëèíåéíûå ñèñòåìû

35. Ðåøèòå óðàâíåíèå (a) x′′ + x = tg t; (b) x′′ − x = 1
sinh t ; (c) x

′′ + 2x′ + x = t10e−t.

Óêàçàíèå: ïåðåéäèòå îò óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ê ñèñòåìå óðàâíåíèé ïåð-
âîãî ïîðÿäêà è âîñïîëüçóéòåñü ìåòîäîì âàðèàöèè ïîñòîÿííîé. Îòìåòèì,
÷òî â ïîñëåäíåé çàäà÷å òàêæå ïðèìåíèì ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöè-
åíòîâ, íî îí ïðèâîäèò ê ñèñòåìå ñ 11 íåèçâåñòíûìè.

36. Íàéäèòå ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû

a)
ẋ = y + et

ẏ = −x+ 1

b)
ẋ = y + 3 cosλt

ẏ = −x+ sinλt.

c)
ẋ = x− 5y + sinωt,

ẏ = x− y.

d)
ẋ = x− y,

ẏ = x+ y + et cosωt

37. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà a ñèñòåìà

ẋ = 2x+ y + 1

ẏ = −4x− 2y + a

èìååò õîòÿ áû îäíî îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå, îïðåäåëåííîå ïðè âñåõ t? Ïðè ýòîì
a íàéäèòå ïðåîáðàçîâàíèå ôàçîâîãî ïîòîêà ñèñòåìû.

38. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

ẋ = x− y + 1

ẏ = 2x− ay + 1

Ïðè êàêîì a âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû íåîãðàíè÷åíû íà R? Íàéäèòå èõ äëÿ ýòîãî
a.

Ìàëûå êîëåáàíèÿ
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39. Ðåøèòå óðàâíåíèe ẍ = −Ax, x ∈ R2, ñ çàäàííûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì. Íà-
ðèñóéòå â ïëîñêîñòè x ôàçîâóþ êðèâóþ, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò íàéäåííîìó
ðåøåíèþ.

a) A =

(
5 3
3 5

)
, x(0) = 0, ẋ(0) = (1, 0).

b) A =

(
5 4
4 5

)
, x(0) == (1, 0), ẋ(0) = 0.

c) A =

(
8 2
2 5

)
, x(0) = (1, 0), ẋ(0) = 0.

d) A =

(
13 5
5 13

)
, x(0) = 0, ẋ(0) = (0, 1).

40. Ïîêàæèòå, ÷òî ôîðìóëà äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ìàëûõ êîëåáàíèé âåðíà äëÿ
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ x′′ = −Ax è â òîì ñëó÷àå, êîãäà A � îïåðàòîð ñ ñîá-
ñòâåííûì áàçèñîì ξj è ïîëîæèòåëüíûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ωj . Òàêèì
îáðàçîì, ìîæíî íå òðåáîâàòü ñèììåòðè÷íîñòè ìàòðèöû A.

41. Íàðèñóéòå çàìûêàíèå íà ïëîñêîñòè R2 òðàåêòîðèè {x(t)|t ∈ R} ñèñòåìû

ẍ =

(
−5 −1
1 0

)
x

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = 0, ẋ(0) = (1, 0).

42. Íàðèñóéòå çàìûêàíèå íà ïëîñêîñòè R2 òðàåêòîðèè {x(t)|t ∈ R} ñèñòåìû

ẍ =

(
0 −1
2 −3

)
x

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = (1, 0), ẋ(0) = 0.

43. Íàéäèòå çàìûêàíèå îðáèòû ñèñòåìû φ̇ = ω ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì φ(0) = 0 íà
òðåõìåðíîì òîðå R3/Z3, ãäå ω = (1, 1,

√
2).

44. Íàéäèòå supt∈R(sin t+ sin
√
2t+ cos

√
2t).

45. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî 2k ìîæåò íà÷èíàòüñÿ ñ ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé êîìáè-
íàöèè öèôð.

Óêàçàíèå: ïåðåôîðìóëèðóéòå çàäà÷ó â òåðìèíàõ log 2k.

46. Âûÿñíèòå, äëÿ êàêèõ ÷èñåë λ < 0 < µ ìíîæåñòâî {λkµl | k ∈ N, l ∈ N} ïëîòíî
íà âåùåñòâåííîé îñè.

Â ñëåäóþùèõ çàäà÷àõ ìîæíî áåç äîêàçàòåëüñòâà ïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé 5.4.11.
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47. Äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f íà îêðóæíîñòè è ëþáîãî óãëà φ, äëÿ
êîòîðîãî îòíîøåíèå φ/2π èððàöèîíàëüíî, äîêàæèòå, ÷òî âðåìåííîå ñðåäíåå
ôóíêöèè f âäîëü îðáèòû èððàöèîíàëüíîãî ïîâîðîòà íà óãîë φ � âåëè÷èíà
limn→∞

1
n

∑n−1
k=0 f(kφ) � ðàâíà ïðîñòðàíñòâåííîìó ñðåäíåìó

∫
S1 f(x)dx.

48. Íàéäèòå limn→∞
1
n

∑n−1
0 f(k), ãäå f(x) = cos2 x+ sin2011 x.

49. Íàéäèòå âðåìåííîå ñðåäíåå ôóíêöèè e2iφ âäîëü îðáèòû ïîâîðîòà φ 7→ φ+2πα
íà îêðóæíîñòè S1 = R1/2πZ, ãäå α = 1

2 ;
1
3 ;

√
2;

√
2 +

√
3.
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6 Óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è òåîðåìû Øòóðìà

6.1 Ìåòîä Ôóðüå äëÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû îáñóäèì îáùèé ïîäõîä ê óðàâíåíèÿì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
êàê ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðûé
ïðèâîäèò ê ìåòîäó Ôóðüå. Ìû ïðèìåíèì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ê îäíîìåðíîìó
óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè, óðàâíåíèþ êîëåáàíèé ñòðóíû, ïðÿìîóãîëüíîé ìåì-
áðàíû è êðóãëîé ìåìáðàíû.

6.1.1 Óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ êàê îáûêíîâåííûå
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ôóíêöèîíàëüíûõ
ïðîñòðàíñòâàõ

Óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ìîæíî â ðÿäå ñëó÷àåâ ðàññìàòðèâàòü êàê
îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â áåñêîíå÷íîìåðíîì ôàçîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå. Ïðè ñïåöèàëüíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ áåñêîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî çàìå-
íÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü ìåòîäû, ðàçâèòûå â ãëàâå 5, ê
óðàâíåíèÿì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå âèäà

ut = Au, (6.1)

ãäå u � íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ îò âðåìåíè t è ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé x, A �
ëèíåéíûé èëè íåëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïå-
ðåìåííîé. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèÿ (6.1), â êîòîðûõ îïå-
ðàòîð A ëèíååí: äëÿ ëþáûõ äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ ôóíêöèé f, g îò ïðîñòðàíñòâåííîé
ïåðåìåííîé âûïîëíåíî A(αf + βg) = αAf + βAg. ×òîáû âûäåëèòü îäíî ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (6.1), çàäàåòñÿ íà÷àëüíîå óñëîâèå

u(x, 0) = f(x), (6.2)

ãäå f(x) � èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ îò ïðîñòðàíñòâåííîãî ïåðåìåííîãî x. Çàäà÷à Êîøè
ñîñòîèò â ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (6.1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (6.2).

Ñëó÷àé, êîãäà îïåðàòîð A ñîäåðæèò òîëüêî ïåðâûå ïðîèçâîäíûå, ðàññìîòðåí â
ðàçäåëå 7.4.

Ïðèìåð 6.1.1. Ðàññìîòðèì òâåðäîå òåëî, çàíèìàþùåå îáëàñòü Ω â ïðîñòðàíñòâå
R3; ïóñòü u(t, x) � òåìïåðàòóðà â òî÷êå x ∈ Ω ýòîãî òåëà â ìîìåíò âðåìåíè t. Òîãäà
ôóíêöèÿ u ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè ut = ∆u, ãäå ∆ � îïåðàòîð
Ëàïëàñà1:

∆u =
3∑
j=1

∂2u

∂x2j
.

1Ïüåð-Ñèìîí, ìàðêèç äå Ëàïëàñ (1749 � 1827) � ìàòåìàòèê, ìåõàíèê, ôèçèê, àñòðîíîì è ôè-
ëîñîô. Êàê ìàòåìàòèê íàèáîëåå èçâåñòåí áëàãîäàðÿ ñâîåìó âêëàäó â ìàòåìàòè÷åñêóþ ôèçèêó,
ëèíåéíóþ àëãåáðó è òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé.
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6.1.2. Ìåòîä Ôóðüå äëÿ óðàâíåíèé âèäà ut = Au.

Íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ òàêîãî óðàâíåíèÿ � íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóð
u(0, x). ×àñòî áûâàåò èçâåñòíî êðàåâîå óñëîâèå � ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóð íà ïî-
âåðõíîñòè òåëà. Âûâîä óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ìîæíî íàéòè â êíèãå Ñ.Ë.Ñîáîëåâà
¾Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè¿, ðàçäåë 1.5.

Óïðàæíåíèå 101. Ïðîâåðüòå, ÷òî îïåðàòîð Ëàïëàñà ëèíååí íà ïðîñòðàíñòâå
äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé â R3.

Óðàâíåíèå âèäà (6.1) ìîæíî âîñïðèíèìàòü êàê îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå, íî â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ñêàæåì, ÷òî ñîñòîÿíèå ñèñòåìû
â ìîìåíò âðåìåíè t0 � ýòî ôóíêöèÿ u(t0, x) ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé x. Òîãäà
ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì V ýòîé ñèñòåìû ñëóæèò ìíîæåñòâî ôóíêöèé îò x. Èñêî-
ìàÿ ôóíêöèÿ u(t, x) � ýòî êðèâàÿ â ïðîñòðàíñòâå V , ïàðàìåòðèçîâàííàÿ âðåìåíåì
t; êàæäàÿ òî÷êà êðèâîé u(t0, x) ∈ V � ýòî ñîñòîÿíèå ñèñòåìû â ôèêñèðîâàííûé ìî-
ìåíò âðåìåíè t = t0. Íà÷àëüíîå óñëîâèå u(0, x) = f(x) ôèêñèðóåò íà÷àëüíóþ òî÷êó
f ∈ V íà èñêîìîé êðèâîé u(t, x). Äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð A : V → V çàäà¼ò
âåêòîðíîå ïîëå â V ; óðàâíåíèå (6.1) îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîð ñêîðîñòè êðèâîé u(t, x)
ñîâïàäàåò ñ âåêòîðîì ýòîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ â êàæäîé òî÷êå êðèâîé.

6.1.2 Ìåòîä Ôóðüå äëÿ óðàâíåíèé âèäà ut = Au.

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî îïåðàòîð A èìååò êîíå÷íîìåðíîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî T . Òîãäà óðàâíåíèå (6.1) â ïðîñòðàíñòâå T ïðåâðàùàåòñÿ â óæå èçó÷åííóþ
íàìè çàäà÷ó � ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå:

Ut = AU (6.3)

íà ôóíêöèþ U : R → T , ãäå u(t, ·) = U(t) ∈ T . Ðàññìîòðèì ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïå-
ðàòîðà A â ïðîñòðàíñòâå T . Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå èç ëèíåéíîé àëãåáðû ðàáîòàåò
êàê â êîíå÷íîìåðíîì, òàê è â áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå:

Îïðåäåëåíèå 6.1.2. Âåêòîð ξ ∈ V , ξ ̸= 0, ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ëèíåé-
íîãî îïåðàòîðà A : V → V ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ, åñëè Aξ = λξ.

Òàê êàê îïåðàòîð äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé, âìåñòî �ñîáñòâåííûé âåêòîð
îïåðàòîðà A� ìû áóäåì ãîâîðèòü �ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ îïåðàòîðà A�.
Ïóñòü îïåðàòîð A èìååò â T áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ξ1, . . . , ξn ñ ñîáñòâåí-

íûìè çíà÷åíèÿìè λ1, . . . , λn. Òîãäà óðàâíåíèå (6.3) èìååò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó
ðåøåíèé Uj(t) = eλjtξj . Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.3) èìååò âèä

U(t) =
n∑
j=1

cje
λjtξj .

Âñïîìèíàÿ, ÷òî ξj ∈ T � ôóíêöèè ïåðåìåííîé x è U(t) = u(t, ·), ìû ïîëó÷àåì îáùåå
ðåøåíèå ñèñòåìû (6.1) â ïðîñòðàíñòâå T :

u(t, x) =

n∑
j=1

cje
λjtξj(x).
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Ïîïðîáóåì îáîáùèòü ýòîò ðåçóëüòàò íà áåñêîíå÷íîìåðíûé ñëó÷àé. Ìû áóäåì èñ-
êàòü îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (6.1) (â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå) ñëåäóþùèì
ñïîñîáîì.

� Ðåøèì ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó: íàéòè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1, λ2, . . . (ñïåêòð)
îïåðàòîðà A è ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ξ1, ξ2, . . . .

� Íàéäåì îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (6.1) â âèäå ñóììû ðÿäà:

u(x, t) =

∞∑
j=1

cje
λjtξj(x).

Â ýòîì è ñîñòîèò ìåòîä Ôóðüå2. Åãî òàêæå íàçûâàþò �ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåí-
íûõ�, ïîòîìó ÷òî â ôîðìóëå äëÿ áàçèñíûõ ðåøåíèé uj(x, t) = eλjtξj(x) ïåðåìåííûå
�ðàçäåëåíû�: ðåøåíèå ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ôóíêöèè îò x íà ôóíêöèþ îò t. Ìû íå
áóäåì îáñóæäàòü ïðèìåíèìîñòü ìåòîäà Ôóðüå â îáùåì ñëó÷àå (ñì3.), à îãðàíè÷èìñÿ
íåñêîëüêèìè ïðèìåðàìè.

Óïðàæíåíèå 102. Íàéäèòå âñå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îäíîìåðíîãî îïåðàòîðà Ëà-
ïëàñà f 7→ f ′′ â ïðîñòðàíñòâå áåñêîíå÷íî-äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé íà ïðÿìîé.

Óïðàæíåíèå 103. Íàéäèòå íåñêîëüêî ðåøåíèé îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðî-
âîäíîñòè ut = uxx. Äëÿ ýòîãî â êà÷åñòâå u âîçüìèòå u(t, x) = eλtξ(x), ãäå ξ �
êàêàÿ-íèáóäü ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ îïåðàòîðà f 7→ f ′′, a λ � ñîîòâåòñòâóþùåå
ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå.

Óïðàæíåíèå 104. Ó îïåðàòîðà f 7→ f ′′ åñòü äâóìåðíîå ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî, ïîðîæäåííîå âåêòîðàìè e1 = sinx è e2 = sin 2x (ïðîâåðüòå ýòî!). Íàðèñóéòå
ôàçîâûé ïîðòðåò óðàâíåíèÿ ut = uxx íà ïëîñêîñòè (e1, e2) è îïèøèòå, êàê âåäóò
ñåáÿ ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ.

6.1.3 Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè íà îêðóæíîñòè

Ðàññìîòðèì ïðîâîëî÷íîå êîëüöî, òîëùèíîé êîòîðîãî ìû ïðåíåáðåãàåì; ïóñòü x ∈ R
� óãëîâàÿ êîîðäèíàòà íà ýòîì êîëüöå (çíà÷åíèÿ x, îòëè÷àþùèåñÿ ïðèáàâëåíèåì
2π, ñîîòâåòñòâóþò îäíîé è òîé æå òî÷êå êîëüöà). Ïóñòü òåìïåðàòóðà ïðîâîëîêè â
òî÷êå x â ìîìåíò âðåìåíè t ðàâíà u(x, t). Ïóñòü íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóð
çàäà¼òñÿ ôóíêöèåé u(x, 0) = f(x). ßñíî, ÷òî ôóíêöèè u(t, ·) è f(·) � 2π-ïåðèîäè÷íû.
Ôóíêöèÿ u ïðè t > 0 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè

ut = uxx,

è âûïîëíåíî íà÷àëüíîå óñëîâèå

u|t=0 = f(x).

2Áàðîí Æàí-Áàòèñò Æîçåô Ôóðüå (1768 � 1830) � ìàòåìàòèê è ôèçèê. Àâòîð ìåòîäà Ôóðüå,
ïîâñåìåñòíî ïðèìåíÿåìîãî íå òîëüêî â ìàòåìàòèêå, íî â ôèçèêå è òåõíèêå.

3È.Ã.Ïåòðîâñêèé, "Ëåêöèè ïî óðàâíåíèÿì ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè"

278



6.1.3. Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè íà îêðóæíîñòè

Ìû èùåì ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ïðè íåîòðèöàòåëüíûõ t. Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ôóíêöèÿ u äâàæäû ãëàäêàÿ ïðè t > 0 è íåïðåðûâíàÿ ïðè t ⩾ 0.

Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè

Ïóñòü D � îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ: D : f → f ′. Â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ
òåïëîïðîâîäíîñòè ñòîèò ëèíåéíûé îïåðàòîð D2 : g 7→ g′′.
Ñíà÷àëà íàéäåì âñå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà D2 : f 7→ f ′′ â ïðîñòðàíñòâå

äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûõ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé. Äëÿ ýòîãî íàäî íàéòè âñå
2π-ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

X ′′ = λX.

Ïðè λ > 0, íåíóëåâûå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ � ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ýêñïîíåíò.
Îíè íåîãðàíè÷åíû íà ïðÿìîé, ñëåäîâàòåëüíî, íå ïåðèîäè÷íû. Ïðè λ = 0, ðåøåíèÿ
ýòîãî óðàâíåíèÿ � ôóíêöèè âèäà ax+ b. Èç íèõ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé ÿâëÿåòñÿ
òîëüêî êîíñòàíòà. Ïðè λ < 0, ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ èìåþò âèä

X(x) = a sin(
√
|λ|x) + b cos(

√
|λ|x).

Ýòè ðåøåíèÿ 2π-ïåðèîäè÷íû òîëüêî ïðè λ = −k2, k ∈ N.
Èòàê, ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà A íà îêðóæíîñòè � ýòî ôóíêöèè

1, cos kx, sin kx, k ∈ N

ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè 0,−k2 ñîîòâåòñòâåííî.
Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû ðåøèì óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè â îãðàíè÷åíèè íà

êîíå÷íîìåðíîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Tn, ïîðîæäåííîå ñîáñòâåííûìè ôóíê-
öèÿìè 1, cos kx, sin kx, k ⩽ n.

Ðåøåíèå â ïðîñòðàíñòâå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Tn òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå n.
Ýòî ïðîñòðàíñòâî ìîæíî îïðåäåëèòü äâóìÿ ñïîñîáàìè.

Tn = {Pn(sinx, cosx), ãäå Pn − âåùåñòâåííûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå n}

èëè

Tn =

{
a0 +

n∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) | ak, bk ∈ R

}
.

Óïðàæíåíèå 105. Äîêàæèòå ýêâèâàëåíòíîñòü ýòèõ îïðåäåëåíèé. Êàêîâà ðàç-
ìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà Tn?

Ïðîñòðàíñòâî Tn ïîðîæäåíî ïåðâûìè 2n+1 ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè îïåðàòîðà
D2, ïîýòîìó èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî D2. Çíà÷èò, åñëè íà÷àëüíîå óñëîâèå f ïðè-
íàäëåæèò Tn, ìîæíî èñêàòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè, äëÿ êîòîðûõ u(t0, x) ∈ Tn ïðè
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âñåõ t0, � òî åñòü èñêàòü ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ut = uxx â êîíå÷-
íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Tn, êàê îïèñàíî âûøå. Ñïåêòð îïåðàòîðà D

2 â ïðîñòðàíñòâå
Tn ñîñòîèò èç ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé 1, cos kx, sin kx, k = 1, . . . , n ñ ñîáñòâåííûìè çíà-
÷åíèÿìè 0,−k2 è ïîðîæäàþò âñå ïðîñòðàíñòâî Tn. Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè â ïðîñòðàíñòâå Tn èìååò âèä:

u(x, t) = a0 +
n∑
k=1

e−k
2t(ak cos kx+ bk sin kx). (6.4)

×òîáû ýòà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿëà íà÷àëüíîìó óñëîâèþ:

u(x, 0) = f(x),

íóæíî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî

f(x) = a0 +
n∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx). (6.5)

Èòàê, åñëè íà÷àëüíîå óñëîâèå f äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè íà îêðóæíîñòè
ÿâëÿåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì, f ∈ Tn, è èìååò âèä (6.5), òî óðàâíåíèå
òåïëîïðîâîäíîñòè èìååò ðåøåíèå (6.4).

Óïðàæíåíèå 106. Ïîäñòàâüòå âûðàæåíèå (6.4) â óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè è
ïðîâåðüòå íåïîñðåäñòâåííî, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì.

Âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ak, bk è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

Ðàññìîòðèì íà÷àëüíîå óñëîâèå f ∈ Tn óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Ôóíêöèÿ f ÿâ-
ëÿåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì, íî îíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â äðóãîì
âèäå, ÷åì (6.5); íàïðèìåð, f(x) = sin5(2x). Ïóñòü êîýôôèöèåíòû å¼ ðàçëîæåíèÿ ïî
ñîáñòâåííîìó áàçèñó ak è bk íàì íåèçâåñòíû. Êàê èõ íàéòè?
Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîëó÷èì ïðîñòûå èíòåãðàëüíûå ôîðìóëû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ

ak, bk, êîòîðûå ëåãêî îáîáùàþòñÿ íà ñëó÷àé ãëàäêîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ f .
×òîáû ïîëó÷èòü ïðîñòûå âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ak, bk, ââåäåì åâêëèäîâó

ñòðóêòóðó â ïðîñòðàíñòâàõ Tn.
Îäíà èç âàæíåéøèõ èäåé ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, âîçíèêøàÿ â ðàáîòàõ Ãèëü-

áåðòà4 è åãî ó÷åíèêîâ â íà÷àëå äâàäöàòîãî âåêà5, ñîñòîèò â òîì, ÷òî ôóíêöèîíàëüíîå
ïðîñòðàíñòâî ñòàíîâèòñÿ åâêëèäîâûì, åñëè â íåì ââåñòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïî
ôîðìóëå:

(f, g) =

∫
f(x)g(x)dx. (6.6)

4Äàâèä Ãèëüáåðò (1862 � 1943) � ìàòåìàòèê, êîòîðûé ñòîèò ó èñòîêîâ ñîâðåìåííîãî ôóíêöè-
îíàëüíîãî àíàëèçà. Èçâåñòåí òàêæå ñâîèì âêëàäîì â òåîðèþ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë, òåîðèþ
èíâàðèàíòîâ, òåîðèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, òåîðèþ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, âàðèà-
öèîííîå èñ÷èñëåíèå, òåîðèþ ÷èñåë è îñíîâàíèÿ ìàòåìàòèêè.

5ñì. êíèãó îá èñòîðèè ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà: History of Functional Analysis, Edited by Jean
Dieudonn�e, Volume 49, Pages 1-312 (1981).
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6.1.3. Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè íà îêðóæíîñòè

Èíòåãðèðîâàíèå íàäî âåñòè ïî îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé. Â äàííîì ñëó÷àå ìû
áóäåì èíòåãðèðîâàòü ïî îêðóæíîñòè.

Óïðàæíåíèå 107. Ïðîâåðüòå, ÷òî ýòà ôîðìóëà çàäà¼ò ñèììåòðè÷íóþ ïîëîæè-
òåëüíóþ áèëèíåéíóþ ôîðìó, òî åñòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Tn.

Êàê ìû çíàåì, îïåðàòîð D2 èìååò ñîáñòâåííûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå Tn, ñîñòî-
ÿùèé èç ôóíêöèé 1, cos kx, sin kx. Ñîáñòâåííûé áàçèñ îêàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì
îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (6.6).

Óïðàæíåíèå 108. Ïðîâåðüòå, ÷òî ôóíêöèè 1, cos kx, sin kx ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû
îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (6.6). Íàéäèòå èõ íîðìû.

Ïîäñêàçêà: ñëåäóåò ïîñ÷èòàòü èíòåãðàëû, êîòîðûå ðàâíû ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäå-
íèÿì (1, cos kx), (1, sin kx), (cos kx, sin lx), (cos kx, cos lx) è (sin kx, sin lx).

Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî îðòîãîíàëüíîñòè ñîáñòâåííîãî áàçèñà ñîñòîèò â òîì, ÷òî
îïåðàòîð D2 ñèììåòðè÷åí, ñì. ðàçäåë 6.1.4.
Èòàê, ôóíêöèè 1, cos kx, sin kx îáðàçóþò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ. Íàì íóæíî (ñì.

(6.5)) ðàçëîæèòü íà÷àëüíîå óñëîâèå f ïî ýòîìó áàçèñó. Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå èç
ëèíåéíîé àëãåáðû ïîêàçûâàåò, êàê íàéòè êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ïî îðòîãîíàëü-
íîìó áàçèñó.

Ïðåäëîæåíèå 6.1.3. Ðàçëîæåíèå âåêòîðà x ∈ Rn ïî îðòîãîíàëüíîìó áàçèñó ξ1, . . . , ξn
èìååò âèä x =

∑
ckξ

k, ãäå

ck =
(x, ξk)

(ξk, ξk)
. (6.7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

x =
n∑
j=1

cjξ
j .

Óìíîæèâ îáå ðàâåíñòâà íà ξk, ïîëó÷èì (x, ξk) = ck(ξ
k, ξk), îòêóäà ñëåäóåò (6.7).

Äëÿ íàøåãî áàçèñà â Tn, â ñèëó óïðàæíåíèÿ 108,

(1, 1) = 2π, (cos kx, cos kx) = (sin kx, sin kx) = π.

Ïîýòîìó ôîðìóëû (6.7) ïðèíèìàþò âèä

a0 =
(f, 1)

2π
, ak =

(f, cos kx)

π
, bk =

(f, sin kx)

π
.

Äðóãèìè ñëîâàìè, êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè f ∈ Tn ïî áàçèñó 1, cos kx, sin kx
ðàâíû

a0 =
1

2π

∫ 2π

0
f(x)dx,

ak =
1

π

∫ 2π

0
f(x) cos kxdx,

bk =
1

π

∫ 2π

0
f(x) sin kxdx.

(6.8)
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Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû óâèäèì, ÷òî ýòè ôîðìóëû áåç èçìåíåíèÿ ïåðåíîñÿòñÿ íà
ñëó÷àé ãëàäêèõ ôóíêöèé f .

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè íà îêðóæíîñòè

Ïóñòü C4(S1) � ïðîñòðàíñòâî 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ C4-ãëàäêèõ ôóíêöèé íà ïðÿìîé
(ñèìâîë S1 îçíà÷àåò îêðóæíîñòü: êàæäàÿ ôóíêöèÿ f ∈ C4(S1) çàäàåò ôóíêöèþ íà
îêðóæíîñòè ñ óãëîâîé êîîðäèíàòîé x).

Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì f ∈ C4(S1) îïèñàíû
â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 6.1.4. Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè íà îêðóæíîñòè ñ
íà÷àëüíûì óñëîâèåì f ∈ C4(S1) èìååò ðåøåíèå ïðè t ⩾ 0 âèäà

u(t, x) = a0 +

∞∑
k=1

e−k
2t(ak cos kx+ bk sin kx), (6.9)

ãäå a0, ak, bk âûðàæàþòñÿ ôîðìóëàìè (6.8).

Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëû (6.8) ñîâïàäàþò ñ èçâåñòíûìè ôîðìóëàìè äëÿ êîýôôèöè-
åíòîâ ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè f â ðÿä Ôóðüå. Â êóðñå àíàëèçà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà.

Òåîðåìà 6.1.5. 6 Ëþáàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàçëàãàåòñÿ
â ðÿä Ôóðüå: â êàæäîé òî÷êå x ∈ R âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

f(x) = a0 +
∞∑
k=1

ak cos kx+ bk sin kx,

ãäå ak, bk íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì (6.8).

Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå Cm-ãëàäêîé ôóíêöèè óáûâàþò êàê k−m:

|ak| < Ck−m, |bk| < Ck−m

äëÿ íåêîòîðîãî C > 0.

Â íåêîòîðîì ñìûñëå, ðÿä Ôóðüå � ýòî ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f ïî áåñêîíå÷íîìó îð-
òîãîíàëüíîìó áàçèñó 1, sin kx, cos kx; ôîðìóëû (6.8) äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ
ïîëó÷àþòñÿ èç òåõ æå ñîîáðàæåíèé, ÷òî è â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå. Íî ìû íå áóäåì
ïîêà äàâàòü îïðåäåëåíèå îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
è óòî÷íÿòü, â êàêîì èìåííî ïðîñòðàíñòâå ìû ðàáîòàåì (ñì. êîíåö ðàçäåëà 6.1.6).
Ìû ïðîñòî âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòîì 6.1.5 î ñõîäèìîñòè ðÿäà Ôóðüå è ôîðìóëàõ
äëÿ åãî êîýôôèöèåíòîâ.

6Ñì. Â.À.Çîðè÷ �Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç�, Ó. Ðóäèí �Îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà�.
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6.1.4. Cèììåòðè÷íîñòü îïåðàòîðà D2

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.1.4. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäûäóùåé òåîðåìîé. Çàìåòèì, ÷òî
ïðè t ⩾ 0 ðÿä (6.9) ìàæîðèðóåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ ÷èñëîâûì ðÿäîì

∑
Ck−4, òàê êàê ïðè

t ⩾ 0
|e−k2t(ak sin kt+ bk cos kt)| ⩽ Ck−4.

Ïîýòîìó îí ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ, è ôóíêöèÿ u(t, x) îïðåäåëåíà. Ðÿäû äëÿ å¼ ïðî-
èçâîäíûõ ut è uxx îäèíàêîâû è èìåþò âèä:

∞∑
k=1

−k2e−k2t(ak sin kt+ bk cos kt).

Ýòîò ðÿä ïðè t ⩾ 0 ìàæîðèðóåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ ÷èñëîâûì ðÿäîì
∑
Ck−2:

| − k2e−k
2t(ak sin kt+ bk cos kt)| ⩽ Ck−2.

Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà, ïî÷ëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ðÿäà (6.9) âîçìîæíî. Òàê
êàê ut è uxx çàäàþòñÿ îäíèì è òåì æå ðÿäîì, ìû ïîëó÷àåì ut = uxx, òî åñòü ôóíêöèÿ
u óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè.
Ïðîâåðèì, ÷òî ôóíêöèÿ u(t, x) íåïðåðûâíà ïðè t = 0 è óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíîìó

óñëîâèþ. Òàê êàê ðÿä ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ïðè t ⩾ 0, åãî ñóììà íåïðåðûâíà, è

u(x, 0) = a0 +

∞∑
k=1

ak cos kx+ bk sin kx.

Íî ýòî � ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè f , êîòîðûé ñõîäèòñÿ ê íåé, ïîñêîëüêó f ∈ C4. Èòàê,
u(x, 0) = f(0).

6.1.4 Cèììåòðè÷íîñòü îïåðàòîðà D2

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìû ïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà
D2 â ïðîñòðàíñòâàõ Tn ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû. Ýòî ïðîèñõîäèò îòòîãî, ÷òî îïåðàòîð
ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì.

Îïðåäåëåíèå 6.1.6. Îïåðàòîð A : V → V íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íûì îòíîñèòåëü-
íî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (·, ·), åñëè (Au, v) = (u,Av) äëÿ ëþáûõ u, v ∈ V .

Ïðåäëîæåíèå 6.1.7. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû ñèììåòðè÷íîãî îïåðàòîðà ñ ðàçíûìè
ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè îðòîãîíàëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u è v � ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà A ñ ðàçíûìè ñîá-
ñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè λ ̸= µ, òîãäà (Au, v) = (λu, v) = λ(u, v) è (u,Av) = (u, µv) =
µ(u, v). Òàê êàê ýòè âûðàæåíèÿ ðàâíû â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè, è òàê êàê λ ̸= µ,
ïîëó÷àåì (u, v) = 0.

Äîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð D2 ñèììåòðè÷åí.

Ïðåäëîæåíèå 6.1.8. Îïåðàòîð D êîñîñèììåòðè÷åí â ïðîñòðàíñòâå Tn îòíîñè-
òåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (·, ·): (Df, g) = −(f,Dg).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ôîðìóëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì,∫ 2π

0
f ′(x)g(x)dx = −

∫ 2π

0
f(x)g′(x)dx+ f(x)g(x)|2π0 . (6.10)

Âíåèíòåãðàëüíûé ÷ëåí ðàâåí íóëþ, òàê êàê âñå ôóíêöèè â Tn ïåðèîäè÷åñêèå ñ ïå-
ðèîäîì 2π. Èòàê, (Df, g) = −(f,Dg).

Ïðåäëîæåíèå 6.1.9. Îïåðàòîð D2 ñèììåòðè÷åí è íåïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí â
ïðîñòðàíñòâå Tn îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (·, ·).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì (D2f, g) = −(Df,Dg) = (f,D2g), ïîýòîìó îïåðàòîð D2

ñèììåòðè÷åí.

Òàê êàê (D2f, f) = −(Df,Df), îïåðàòîð D2 íåïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí.

Òàêèì æå îáðàçîì ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð D2 ñèììåòðè÷åí â ïðîñòðàíñòâå
C2(S1). Ïðàâäà, îí íå îòîáðàæàåò ïðîñòðàíñòâî C2(S1) â ñåáÿ, òàê êàê âòîðàÿ ïðî-
èçâîäíàÿ ãëàäêîé ôóíêöèè íåîáÿçàòåëüíî ãëàäêàÿ; íî ðàâåíñòâî (D2f, g) = (f,D2g)
èìååò ñìûñë è äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê ïðåäëîæåíèå 6.1.9.

Òàê êàê îïåðàòîð D2 ñèììåòðè÷åí, ê íåìó ïðèìåíèìî ïðåäëîæåíèå 6.1.7. Ïîýòî-
ìó åãî ñîáñòâåííûå âåêòîðû ñ ðàçíûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè îðòîãîíàëüíû.
Ñîáñòâåííûå âåêòîðû cos kx, sin kx ñ îäèíàêîâûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì (−k2) òî-
æå îêàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíû, êàê ïîêàçûâàåò ïðîñòàÿ âûêëàäêà. Îòñþäà ñëåäóåò
îðòîãîíàëüíîñòü ñîáñòâåííîãî áàçèñà 1, cos kx, sin kx îïåðàòîðà D2.

6.1.5 Ìåòîä Ôóðüå äëÿ óðàâíåíèé âèäà utt = Au. Óðàâíåíèå
êîëåáàíèé ñòðóíû

Ðàññìîòðèì ìàëûå êîëåáàíèÿ ñòðóíû äëèíû 1 ñ çàêðåïëåííûìè êîíöàìè. Ïóñòü òî÷-
êà ñòðóíû ñ êîîðäèíàòîé x â ìîìåíò âðåìåíè t ñäâèíóëàñü â âåðòèêàëüíîì íàïðàâ-
ëåíèè íà âåëè÷èíó u(x, t); ïóñòü u è ux ìàëû. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî óðàâíåíèå ìàëûõ
êîëåáàíèé ñòðóíû èìååò âèä

utt = c uxx. (6.11)

Âûâîä ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî íàéòè â êíèãå Ñ.Ë.Ñîáîëåâà ¾Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ôèçèêè¿, ðàçäåë 1.2. Óðàâíåíèå êîëåáàíèé ñòðóíû � ÷àñòíûé ñëó÷àé âîëíîâîãî
óðàâíåíèÿ.

Ñäåëàâ çàìåíó âðåìåíè, ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî c = 1. Êîíöû ñòðóíû çàêðåïëåíû,
ïîýòîìó âûïîëíåíî òàêæå êðàåâîå óñëîâèå

u(0, t) = u(1, t) = 0.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè u, C2-ãëàäêèå ïðè x ∈ [0, 1], t ∈ R. Â ÷àñòíîñòè,
äëÿ ôèêñèðîâàííîãî t = t0 ôóíêöèÿ u(t0, x) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó C2,0([0, 1])
äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå ñ íóëåâûìè çíà÷åíè-
ÿìè íà åãî êîíöàõ.
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6.1.5. Êîëåáàíèÿ ñòðóíû

Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè

Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî íàéäåì ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà D2 : f 7→ f ′′ â ïðîñòðàí-
ñòâå C2,0([0, 1]). Óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ èìååò âèä f ′′ = λf , ïðè÷åì
âûïîëíåíî êðàåâîå óñëîâèå f(0) = f(1) = 0.

� Åñëè λ > 0, ðåøåíèÿìè òàêîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñóììû ýêñïîíåíò f(x) =

ae
√
λt + be−

√
λt. Èç êðàåâîãî óñëîâèÿ ñëåäóåò a + b = 0 è ae

√
λ + be−

√
λ = 0,

îòêóäà a = b = 0.

� Åñëè λ = 0, ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè f(x) = ax + b. Èç
êðàåâîãî óñëîâèÿ ïîëó÷àåì b = 0, a+ b = 0, ïîýòîìó ñíîâà a = b = 0.

� Îñòàåòñÿ ñëó÷àé λ < 0; ïîëîæèì λ = −ω2. Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ f ′′ = −ω2f
èìåþò âèä f(x) = K sin(ωx + c). Èç êðàåâûõ óñëîâèé ïîëó÷àåì, ÷òî c = 0 è
ω = πk.

Èòàê, ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà D2 íà ïðîñòðàíñòâå C2,0([0, 1]) èìåþò âèä
ξk = sinπkx, k = 1, 2, . . . , à ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàâíû λk =
−(πk)2.

Ñèììåòðè÷íîñòü è îòðèöàòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü îïåðàòîðà D2.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà A îðòîãîíàëüíû îòíîñèòåëü-
íî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

(f, g) :=

∫ 1

0
f(x)g(x)dx. (6.12)

Óïðàæíåíèå 109. Ïðîâåðüòå îðòîãîíàëüíîñòü ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé: (sin kx, sin lx) =
0 ïðè k ̸= l.

Â îðòîãîíàëüíîì ñîáñòâåííîì áàçèñå ξk îïåðàòîðD2 èìååò äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó
ñ îòðèöàòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè λk íà äèàãîíàëè. Ïîýòîìó îí ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷-
íûì è îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûì îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (6.38).
Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî ñèììåòðè÷íîñòè è îòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè îïåðà-

òîðà D2 àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ 6.1.9.

Óïðàæíåíèå 110. Äîêàæèòå àíàëîã ïðåäëîæåíèÿ 6.1.9 äëÿ f ∈ C2,0([0, 1])

Âîëíîâîå óðàâíåíèå êàê óðàâíåíèå ìàëûõ êîëåáàíèé. Ðåøåíèå â
êîíå÷íîìåðíîì ñîáñòâåííîì ïîäïðîñòðàíñòâå

Óðàâíåíèÿ âèäà utt = Au ñ îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûì ñèììåòðè÷íûì îïåðàòî-
ðîì A : Rn → Rn (óðàâíåíèÿ ìàëûõ êîëåáàíèé äëÿ óðàâíåíèé Íüþòîíà) ìû óæå
ðàññìàòðèâàëè â ðàçäåëå 5.4. Íàïîìíèì, êàê âûãëÿäÿò èõ ðåøåíèÿ.
Ïeðåéäåì â ñîáñòâåííûé áàçèñ ξj îïåðàòîðà A; ïîëîæèì u =

∑n
j=1 xjξ

j . Òîãäà

óðàâíåíèå utt = Au ïðåâðàùàåòñÿ â ñèñòåìó óðàâíåíèé ẍj = −ω2
jxj íà êîìïîíåíòû

285



6 Óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è òåîðåìû Øòóðìà

âåêòîðà u. Ýòà ñèñòåìà ëåãêî ðåøàåòñÿ: ïîëó÷àåì xj = (aj cosωjt + bj sinωjt). Ïî-
ýòîìó ðåøåíèå ñèñòåìû utt = Au ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé âèäà

(aj cosωjt+ bj sinωjt)ξ
j . (6.13)

×òîáû ïðèìåíèòü ýòîò ðåçóëüòàò ê îïåðàòîðó D2, íàäî îãðàíè÷èòü åãî íà êî-
íå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè. Ðàññìîòðèì
ïðîñòðàíñòâî

T 0
n =

{
f(x) =

n∑
k=1

ak sinπkx, ak ∈ R

}
.

Ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ utt = uxx â ïðîñòðàíñòâå T 0
n ÿâëÿþòñÿ ñóì-

ìàìè ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé âèäà

uk(x, t) = (a sinπkt+ b cosπkt) sinπkx. (6.14)

Óïðàæíåíèå 111. Ïîäñòàâüòå ôóíêöèè (6.14) â óðàâíåíèå êîëåáàíèé ñòðóíû è
ïðîâåðüòå, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè.

Òàêîå ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå ñòðóíû íàçûâàåòñÿ ñòîÿ÷åé âîëíîé (ñì. ðèñ. 6.1):
òî÷êè ñòðóíû 1

k ,
2
k , . . . ,

k−1
k íåïîäâèæíû, à ìåæäó íèìè ñòðóíà êîëåáëåòñÿ ââåðõ�

âíèç ñ ÷àñòîòîé k/2. Ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ utt = uxx â T 0
n ÿâëÿåòñÿ ñóììîé

ñòîÿ÷èõ âîëí (6.14) äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé k:

u(x, t) =
∑

1⩽k⩽n

(ak cosπkt+ bk sinπkt) sinπkx. (6.15)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ñòðóíû ñ çàäàííûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì

Çíàÿ íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå u(x, 0) = p(x) è ñêîðîñòü d
dtu(x, 0) = v(x) âñåõ òî÷åê

ñòðóíû, ãäå p, v ∈ T 0
n , ìîæíî âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíòû ak, bk. Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì

t = 0 â (6.15); ïîëó÷àåì

p(x) = u(x, 0) =
∑

1⩽k⩽n

ak sinπkx.

Èòàê, ak � êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ p ïî îðòîãîíàëüíîìó ñîáñòâåííîìó áàçèñó
ξk = sinπkx, ïîýòîìó ïî ïðåäëîæåíèþ 6.1.3,

ak =
(p(x), sinπkx)

(sinπkx, sinπkx)
.

Óïðàæíåíèå 112. Âû÷èñëèòå çíàìåíàòåëè.

Óïðàæíåíèå 113. Âûÿñíèòå, êàê íàõîäÿòñÿ êîýôôèöèåíòû bk ïî íà÷àëüíîé ñêî-
ðîñòè ñòðóíû.

Îòâåòû ïðèâåäåíû â ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è 9. â êîíöå ãëàâû.
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6.1.6. Îïåðàòîð Ëàïëàñà è åãî ñèììåòðè÷íîñòü

Ðèñ. 6.1: Ñòîÿ÷àÿ âîëíà: òðè ïîëîæåíèÿ ñòðóíû, êîëåáëþùåéñÿ ïî çàêîíó (6.14); k
ìåíÿåòñÿ îò îäíîãî äî ïÿòè.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ñòðóíû â ïðîñòðàíñòâå C2,0([0, 1]).

Äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ìû ñìîãëè ïåðåéòè îò ñëó÷àÿ f ∈ Tn ê ñëó÷àþ
f ∈ C4(S1). Òàêîå æå ðàññóæäåíèå ðàáîòàåò äëÿ óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ñòðóíû. Äëÿ
íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ p, v ∈ C2,0([0, 1]) ôîðìóëà (6.15) îñòàåòñÿ âåðíîé, íî êîíå÷íàÿ
ñóììà çàìåíÿåòñÿ ñóììîé ðÿäà; ôîðìóëû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ak, bk îñòàþòñÿ òà-
êèìè æå, êàê äëÿ p, v ∈ T 0

n . Ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû ïðèâåäåíà â çàäà÷å 9. â êîíöå
ðàçäåëà. ×èòàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ äîêàçàòü ýòó òåîðåìó ñàìîñòîÿòåëüíî.

Îñíîâíîé òîí è îáåðòîíû

Êîëåáàíèå ñòðóíû ïðè k = 1 ñîîòâåòñòâóåò îñíîâíîìó òîíó ñòðóíû. Åãî ÷àñòîòà
îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà äëèíå ñòðóíû, ñì. çàäà÷ó 5. â êîíöå ðàçäåëà. Ýòî íàáëþ-
äåíèå îáúÿñíÿåò ôàêò, îòêðûòèå êîòîðîãî ïðèïèñûâàþò Ïèôàãîðó: åñëè âçÿòü äâå
ñòðóíû îäèíàêîâîé òîëùèíû èç îäèíàêîâîãî ìàòåðèàëà, äëèíû êîòîðûõ îòíîñÿò-
ñÿ êàê öåëûå ÷èñëà p : q ïðè íåáîëüøèõ çíà÷åíèÿõ p, q, òî îíè áóäóò ¾ñîçâó÷íû¿.
Ïðè ñîîòíîøåíèè äëèí 2:1 ïîëó÷àåòñÿ èíòåðâàë, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ îêòàâîé, à ïðè
ñîîòíîøåíèè 3:2 ïîëó÷àåòñÿ êâèíòà7.

Êîëåáàíèÿ ïðè n = 2, 3, . . . äàþò çâóêè áîëüøåé ÷àñòîòû � îáåðòîíû, êîòîðûå çâó-
÷àò îäíîâðåìåííî ñ îñíîâíûì òîíîì. Îáåðòîíû �ñîçâó÷íû� îñíîâíîìó òîíó ñòðóíû,
òàê êàê èõ ÷àñòîòû êðàòíû ÷àñòîòå îñíîâíîãî òîíà. Ïîýòîìó ñòðóíà çâó÷èò ¾ìåëî-
äè÷íî¿.

6.1.6 Îïåðàòîð Ëàïëàñà è åãî ñèììåòðè÷íîñòü

Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå Rn çàäàíà åâêëèäîâà ñòðóêòóðà. Òîãäà íà ïðîñòðàíñòâå äâà-
æäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé çàäàí îïåðàòîð Ëàïëàñà ∆u = div gradu.
Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå

∆u =
n∑
j=1

∂2u

∂x2j
.

7Ýòî íå ñîâñåì âåðíî äëÿ ñîâðåìåííîãî ðàâíîìåðíî òåìïåðèðîâàííîãî ñòðîÿ. Â ñîâðåìåííîì ñòðîå
îêòàâó äåëÿò íà 12 îäèíàêîâûõ èíòåðâàëîâ � ïîëóòîíîâ. Ïîýòîìó ÷àñòîòû çâóêîâ, îáðàçóþùèõ
ïîëóòîí, îòíîñÿòñÿ êàê 12

√
2. Êâèíòà � ñåìü ïîëóòîíîâ, òî åñòü îòíîøåíèå ÷àñòîò äëÿ êâèíòû

ðàâíî íå â òî÷íîñòè 3 : 2 = 1.5, à 27/12 ≈ 1.4983.

287



6 Óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è òåîðåìû Øòóðìà

Îïåðàòîð D2 : f 7→ f ′′ ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì îïåðàòîðîì Ëàïëàñà. Èçó÷àÿ êî-
ëåáàíèÿ ñòðóíû, ìû çàìåòèëè, ÷òî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà D2 ïîïàðíî
îðòîãîíàëüíû, ïîòîìó ÷òî ýòîò îïåðàòîð ñèììåòðè÷åí â ïðîñòðàíñòâå C2,0([0, 1]).
Â óðàâíåíèè êîëåáàíèé ìåìáðàíû ìåñòî îïåðàòîðà D2 çàíèìàåò îïåðàòîð Ëàïëà-
ñà. Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì ñèììåòðè÷íîñòü è îòðèöàòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü
îïåðàòîðà Ëàïëàñà.

Ïóñòü Ω ∈ Rn � îáëàñòü ñ ãëàäêîé èëè êóñî÷íî-ãðàíèöåé, íàïðèìåð, øàð èëè
êóá. Äëÿ òàêèõ îáëàñòåé â àíàëèçå äîêàçàíà òåîðåìà Ôóáèíè8 î ñâåäåíèè êðàòíîãî
èíòåãðàëà ê ïîâòîðíîìó, êîòîðàÿ ïîíàäîáèòñÿ íàì â äàëüíåéøåì. Êðîìå òîãî, äëÿ
óäîáñòâà ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îáëàñòü Ω âûïóêëàÿ.

Ïóñòü C(Ω) � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ â çàìûêàíèè Ω, à
åãî ïîäïðîñòðàíñòâî C2,0(Ω) ⊂ C(Ω) ñîñòîèò èç ôóíêöèé, ïðîèçâîäíûå êîòîðûõ äî
âòîðîãî ïîðÿäêà îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû âíóòðè îáëàñòè Ω è íåïðåðûâíî ïðîäîë-
æàþòñÿ íà ãðàíèöó Ω, ïðè÷åì çíà÷åíèÿ ôóíêöèé íà ãðàíèöå íóëåâûå. Ìû ðàññìîò-
ðèì îïåðàòîð Ëàïëàñà ∆: C2,0(Ω) → C(Ω).

Îïðåäåëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ôóíêöèé èç C(Ω) ôîðìóëîé

(f, g) =

∫
Ω
f(x)g(x)dx (6.16)

Ïðåäëîæåíèå 6.1.10. Îïåðàòîð Ëàïëàñà â C2,0(Ω) ñèììåòðè÷åí è îòðèöàòåëüíî
îïðåäåëåí îòíîñèòåëüíî ýòîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

1) (∆u, v) = (u,∆v) äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé u, v ∈ C2,0(Ω);

2) (∆u, u) ⩽ 0 äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ C2,0(Ω), ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî
äëÿ u ≡ 0.

Ìû ïðèâåäåì ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî, õîòÿ âûêëàäêà íåíàìíîãî ñëîæíåå äîêà-
çàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 6.1.9 è ñîñòîèò â èíòåãðèðîâàíèè ïî ÷àñòÿì.

Ñíà÷àëà ìû äîêàæåì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó Ãðèíà9.

Ëåììà 6.1.11 (Ôîðìóëà Ãðèíà). Äëÿ ëþáûõ äâóõ ôóíêöèé u, v ∈ C2,0(Ω) âûïîëíåíî∫
Ω
∆u · vdx = −

∫
Ω
(gradu, grad v)dx. (6.17)

Â ïðàâîé ÷àñòè ïîä èíòåãðàëîì ñòîèò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ gradu è
grad v.

Èíòåãðàë, ñòîÿùèé â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (áåç çíàêà (−)) íàçûâàåòñÿ èíòåãðàë
Äèðèõëå.

8Ãâèäî Ôóáèíè (1879 � 1943) � ìàòåìàòèê, èçâåñòíûé ñâîèì âêëàäîì â ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç,
âàðèàöèîíííîå èñ÷èñëåíèå, òåîðèþ ãðóïï, ìàòåìàòè÷åñêóþ ôèçèêó è ïðîåêòèâíóþ ãåîìåòðèþ.

9Äæîðäæ Ãðèí (1793 � 1841) � ìàòåìàòè÷åñêèé ôèçèê, èçâåñòíûé ñâîèìè ðàáîòàìè ïî òåîðèè
ýëåêòðè÷åñòâà è ìàãíåòèçìà. Ïðåäëîæèë ôóíêöèþ Ãðèíà � âàæíûé èíñòðóìåíò òåîðèè óðàâ-
íåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè.
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6.1.6. Îïåðàòîð Ëàïëàñà è åãî ñèììåòðè÷íîñòü

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïåðåñå÷åíèå îáëàñòè Ω ñ ïðîèçâîëüíîé ïðÿìîé, ïà-
ðàëëåëüíîé îñè Ox1; â ñèëó âûïóêëîñòè, îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòðåçîê σ, ïàðàë-
ëåëüíûé îñè x1, êîíöû êîòîðîãî a, b ëåæàò íà ãðàíèöå îáëàñòè Ω. Òîãäà∫

σ
ux1x1vdx1 = ux1v|

b
a −

∫
σ
ux1vx1dx1.

Âíåèíòåãðàëüíûé ÷ëåí ðàâåí íóëþ, òàê êàê ôóíêöèÿ v ðàâíà íóëþ íà ãðàíèöå îá-
ëàñòè Ω. Ïðîèíòåãðèðóåì ýòî ðàâåíñòâî ïî ïåðåìåííûì x2, . . . , xn è ïåðåéäåì îò
êðàòíîãî èíòåãðàëà ê ïîâòîðíîìó, ïîëüçóÿñü òåîðåìîé Ôóáèíè:∫

Ω
ux1x1vdx = −

∫
Ω
ux1vx1dx.

Îñòàëîñü ñëîæèòü ýòî ðàâåíñòâî ñ àíàëîãè÷íûìè ðàâåíñòâàìè äëÿ x2, x3, . . . , xn.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 6.1.10. Ïóñòü u, v ∈ C2,0(Ω). Ñèììåòðè÷íîñòü îïå-
ðàòîðà Ëàïëàñà ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû Ãðèíà íå ìåíÿåòñÿ,
åñëè ïîìåíÿòü ìåñòàìè u è v:

(∆u, v) = −
∫
Ω
(gradu, grad v)dx = (u,∆v),

÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ïðèìåíèì ôîðìóëó Ãðèíà, ÷òîáû äîêàçàòü îòðèöàòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü îïå-
ðàòîðà Ëàïëàñà:

(∆u, u) = −
∫
Ω
| gradu|2dx ⩽ 0.

Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî åñëè gradu ≡ 0, òî åñòü ôóíêöèÿ u ïîñòîÿííà; òàê êàê
îíà ðàâíà íóëþ íà ãðàíèöå îáëàñòè Ω, ïîëó÷àåì u ≡ 0.

Èòàê, îïåðàòîð Ëàïëàñà îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåí.

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ìû áóäåì ïðèìåíÿòü äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà∆: C2,0(Ω) →
C(Ω).

Ïðåäëîæåíèå 6.1.12. Ïóñòü îïåðàòîð A îïðåäåëåí íà êàêîì-íèáóäü ïîäïðîñòðàí-
ñòâå ïðîñòðàíñòâà ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì è ñèììåòðè÷åí: (Au, v) = (u,Av).
Òîãäà cîáñòâåííûå âåêòîðû ýòîãî îïåðàòîðà ñ ðàçíûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè
îðòîãîíàëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ äîñëîâíî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû
6.1.7.

Â êóðñå ëèíåéíîé àëãåáðû îáñóæäàþòñÿ ñâîéñòâà êîíå÷íîìåðíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ
îïåðàòîðîâ; â ÷àñòíîñòè, êàæäûé òàêîé îïåðàòîð èìååò îðòîãîíàëüíûé ñîáñòâåííûé
áàçèñ. Â áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå ýòî íå âñåãäà òàê.
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Óïðàæíåíèå 114. Äëÿ ôèêñèðîâàííîé ôóíêöèè f ∈ C2,0(Ω) ðàññìîòðèòå îïåðà-
òîð óìíîæåíèÿ íà ýòó ôóíêöèþ A : u 7→ f · u. Ïîêàæèòå, ÷òî îí ñèììåòðè÷åí
îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (6.16). Äîêàæèòå, ÷òî ýòîò îïåðàòîð ìî-
æåò íå èìåòü íè îäíîé ñîáñòâåííîé ôóíêöèè.

Îêàçûâàåòñÿ, îäíàêî, ÷òî îïåðàòîð Ëàïëàñà èìååò îðòîãîíàëüíûé ñîáñòâåííûé
áàçèñ. Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ýòîãî ðàçäåëà ïîñâÿùåíà òî÷íîé ôîðìóëèðîâêå ýòîãî óòâåð-
æäåíèÿ; ïðè ïåðâîì ÷òåíèè å¼ ìîæíî ïðîïóñòèòü.
Ñíà÷àëà îáúÿñíèì, ÷òî òàêîå îðòîãîíàëüíûé áàçèñ â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàí-

ñòâå ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì. Îáùàÿ òåîðèÿ ïîëó÷àåòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòîé,
åñëè áåñêîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ïîëíî îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè dist(f, g) :=

√
(f − g, f − g),

ñîîòâåòñòâóþùåé ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ. Ê ñîæàëåíèþ, ïðîñòðàíñòâî C2,0([0, 1])
íåïîëíî.

Îïðåäåëåíèå 6.1.13. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè â íåì
ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè ñõîäèòñÿ.

Îïðåäåëåíèå 6.1.14. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì íàçû-
âàåòñÿ ãèëüáåðòîâûì, åñëè îíî ïîëíî îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè dist(f, g) =

√
(f − g, f − g).

Ìåòðèêà dist(f, g) :=
√

(f − g, f − g), ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäå-
íèþ (f, g) =

∫
Ω fgdx, íàçûâàåòñÿ ìåòðèêîé L2.

Óïðàæíåíèå 115. Ïðîâåðüòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî C2,0([0, 1]) íåïîëíî îòíîñèòåëü-
íî òàêîé ìåòðèêè, à çíà÷èò, íå ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì.

Óêàçàíèå: ðàññìîòðèòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé, êîòîðûå äîñòàòî÷íî áûñòðî
ñõîäÿòñÿ ê ðàçðûâíîé ôóíêöèè, è ïðîâåðüòå, ÷òî ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè.

Ëþáîå íåïîëíîå ïðîñòðàíñòâî ìîæíî ïîïîëíèòü, ôîðìàëüíî äîáàâèâ âñå ïðåäå-
ëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Êîøè. Ýòî ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå òåîðåìû î ïîïîëíåíèè
� îäíîãî èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ òåîðèè ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Ïîïîëíåíèå
ïðîñòðàíñòâà C2,0(Ω) ïî ìåòðèêå L2 îáîçíà÷àåòñÿ L2(Ω). Â ôóíêöèîíàëüíîì àíà-
ëèçå äà¼òñÿ ïðÿìîå îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà L2(Ω): ýòî ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ
ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëåí (êîíå÷íûé) èíòåãðàë Ëåáåãà10 îò |f |2.
Ïðîñòðàíñòâî L2(Ω) � îäèí èç âàæíåéøèõ ïðèìåðîâ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà.
Â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ îïðåäåëåíî ïîíÿòèå (áåñêîíå÷íîãî) áàçèñà.

Îïðåäåëåíèå 6.1.15. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ ξ1, ξ2, . . . ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàí-
ñòâà H íàçûâàåòñÿ áàçèñîì, åñëè ëþáîé âåêòîð v ∈ H ìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì
ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ðÿäà v =

∑∞
k=0 ckξ

k.

×àñòíûì ñëó÷àåì òàêîãî ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñó ÿâëÿåòñÿ ðÿä Ôóðüå äëÿ ôóíêöèé
f ∈ L2([0, 1]); òîãäà ðîëü áàçèñíûõ âåêòîðîâ èãðàþò ñèíóñû è êîñèíóñû 1, sin kx, cos kx.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà � îäèí èç çàìå÷àòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ ôóíêöèîíàëüíîãî àíà-

ëèçà. Êàê ìû óæå îòìå÷àëè, â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî ñèì-
ìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà ñóùåñòâóåò áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, íî â áåñêîíå÷íî-
ìåðíîì ñëó÷àå ýòî íå òàê (ñì. óïðàæíåíèå 114).

10Àíðè Ëåîí Ëåáåã (1875 � 1941) � ìàòåìàòèê, ñîçäàòåëü òåîðèè ìåðû è èíòåãðàëà Ëåáåãà.
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6.1.7. Êîëåáàíèÿ êâàäðàòíîé ìåìáðàíû

Òåîðåìà 6.1.16. Äëÿ ëþáîé îáëàñòè Ω ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé ñóùåñòâóåò íàáîð ñîá-
ñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà Ëàïëàñà ∆: C2,0(Ω) → C0(Ω), êîòîðûå îáðàçóþò îð-
òîãîíàëüíûé áàçèñ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà L2(Ω) ⊃ C2,0(Ω).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû äàëåêî âûõîäèò çà ðàìêè íàøåãî ó÷åáíèêà, ñì. 11.

Â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ ìû áóäåì íàõîäèòü âñå ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà
Ëàïëàñà, íî íå áóäåì äîêàçûâàòü, ÷òî îíè îáðàçóþò áàçèñ, õîòÿ ýòî âåðíî â ñèëó
òåîðåìû 6.1.16.

6.1.7 Êîëåáàíèÿ êâàäðàòíîé ìåìáðàíû. Îáùèé ìåòîä ðàçäåëåíèÿ
ïåðåìåííûõ.

Ðàññìîòðèì êîëåáàíèÿ ìåìáðàíû ñ çàêðåïëåííûì êðàåì, êîòîðàÿ èìååò ôîðìó êâàä-
ðàòà K ñî ñòîðîíîé 1. Ãðàíèöó êâàäðàòà ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ∂K. Ïóñòü òî÷êà ìåì-
áðàíû ñ êîîðäèíàòàìè (x, y) ∈ K â ìîìåíò âðåìåíè t ñäâèíóëàñü â âåðòèêàëüíîì
íàïðàâëåíèè íà âåëè÷èíó w(x, y, t). Óðàâíåíèå ìàëûõ êîëåáàíèé ìåìáðàíû (ïîñëå
çàìåíû ìàñøòàáà âðåìåíè) èìååò âèä

wtt = wxx + wyy (6.18)

Ýòî äâóìåðíûé âàðèàíò óðàâíåíèÿ (6.11) � äâóìåðíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå. Âûâîä
óðàâíåíèÿ ìàëûõ êîëåáàíèé ìåìáðàíû ìîæíî íàéòè â êíèãå Ñ.Ë.Ñîáîëåâà �Óðàâ-
íåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè�, ðàçäåë 1.3.

Êðàÿ ìåìáðàíû çàêðåïëåíû, ïîýòîìó

w|∂K = 0. (6.19)

Êàê è ðàíåå, íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî íàéäåì ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà Ëàïëàñà â
ïðîñòðàíñòâå C2,0(K).

Äëÿ ýòîãî ìû âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ â åãî òðàäèöèîííîé
ôîðìå. Ýòîò ìåòîä ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ

Ïóñòü ìû ðåøàåì ëèíåéíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ Au = 0 â îáëàñòè
Ω, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ îáëàñòåé: Ω = Ωx×Ωy. Ïóñòü x è
y � êîîðäèíàòû íà Ωx è Ωy ñîîòâåòñòâåííî. Ôóíêöèþ u ìû áóäåì èñêàòü â âèäå

u(x, y) = X(x)Y (y).

Ïóñòü óðàâíåíèå Au = A(X(x)Y (y)) = 0 óäàåòñÿ ïðèâåñòè ê âèäó Φ(x) = Ψ(y),
ãäå Φ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç X, à Ψ � ÷åðåç Y . Ýòî íàçûâàåòñÿ �ðàçäåëèòü ïåðåìåííûå�.
Êîãäà äâå ôóíêöèè îò ðàçíûõ ïåðåìåííûõ ðàâíû, òî îáå îíè � êîíñòàíòû. Ðàâåíñòâà
Φ(x) = const, Ψ(y) = const ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè íà ôóíêöèè X è Y , è, åñëè èõ
óäàåòñÿ ðåøèòü, ìû íàéäåì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Au = 0 âèäà u(x, y) = X(x)Y (y).

11Ì.À.Øóáèí, �Ëåêöèè ïî óðàâíåíèÿì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè�.
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, ìû èùåì ñîáñòâåííûå ôóíêöèè
îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà C2,0(K),

∆u = λu, u|∂K = 0,

â âèäå

u(x, y) = X(x)Y (y).

Êðàåâîå óñëîâèå çàñòàâëÿåò ïîëîæèòü X(0) = X(1) = 0 è Y (0) = Y (1) = 0.

Ïîäñòàâèâ u(x, y) = X(x)Y (y) â óðàâíåíèå (6.18), ïîëó÷èìX ′′(x)Y (y)+X(x)Y ′′(y) =
λX(x)Y (y), òî åñòü

X ′′(x)

X(x)
+
Y ′′(y)

Y (y)
= λ.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè íå çàâèñèò îò y, âòîðîå íå çàâèñèò îò x, à ñóììà íå
çàâèñèò îò x, y. Ðàâåíñòâî äîëæíî âûïîëÿòüñÿ äëÿ âñåõ x, y. Ïîýòîìó îáà ñëàãàåìûõ
äîëæíû áûòü êîíñòàíòàìè: X ′′/X = λ1 è Y

′′/Y = λ2. Ìû ïðèõîäèì ê ñïåêòðàëüíîé
çàäà÷å äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà îòðåçêå [0, 1], êîòîðàÿ ðåøåíà â ðàçäåëå 6.1.5. Å¼
ðåøåíèÿ � X(x) = sinπkx è Y (y) = sinπly.

Èòàê, ôóíêöèè âèäà uk,l(x, y) = sinπkx sinπly ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿ-
ìè îïåðàòîðà Ëàïëàñà â ïðîñòðàíñòâå C2,0(Ω). Ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ ðàâíû −π2(k2 + l2).

×òîáû ñâåñòè çàäà÷ó ê êîíå÷íîìåðíîé, ìû îãðàíè÷èì îïåðàòîð Ëàïëàñà íà ïðî-
ñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå åãî ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè, à èìåííî

S0
n =

f(x, y) = ∑
0⩽k+l⩽n

ak,l sinπkx sinπly

 .

Ïî ïðåäëîæåíèþ (6.1.10), îïåðàòîð Ëàïëàñà ñèììåòðè÷åí è îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåí
â S0

n îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

(f, g) =

∫
K
f(x, y)g(x, y)dxdy

Ïîýòîìó ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.18) â ïðîñòðàíñòâå S0
n ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ñòîÿ-

÷èõ âîëí:

u(x, y, t) =
∑

1⩽k+l⩽n

(ak,l cosπ
√
k2 + l2 t+ bk,l sinπ

√
k2 + l2 t) sinπkx sinπly

ãäå ak,l, bk,l íàõîäÿòñÿ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Åñëè íà÷àëüíîå óñëîâèå äîñòàòî÷íî
ãëàäêîå, íî íå ëåæèò â S0

n, ýòà ôîðìóëà ïî-ïðåæíåìó ïðèìåíèìà, íî ñóììà áóäåò
áåñêîíå÷íîé.

Óïðàæíåíèå 116. Âûïèøèòå àíàëîã ôîðìóëû (6.8): ïîëó÷èòå ôîðìóëû, ïî êî-
òîðûì, çíàÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ìîæíî íàéòè êîýôôèöèåíòû ak,l, bk,l.
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Êàê è äëÿ óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ñòðóíû, ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ñòîÿ÷èõ âîëí

� ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé uk,l. Íî òåïåðü ÷àñòîòû ýòèõ êîëåáàíèé
√
k2+l2

2 ïðè ðàç-
íûõ k, l íå ïðîïîðöèîíàëüíû, ñì. çàäà÷è 5., 7.. Ïîýòîìó ìåìáðàíà áóäåò èçäàâàòü
íå òàêîé ìåëîäè÷íûé çâóê, êàê ñòðóíà: ðàçíûå îáåðòîíû íå áóäóò ñîçâó÷íû. Ýòî
îòâå÷àåò íà âîïðîñ: ïî÷åìó ñòðóíà ïîåò, à áàðàáàí ãóäèò? Âïðî÷åì, ýòîò îòâåò
îòíîñèòñÿ ïîêà òîëüêî ê êâàäðàòíîìó áàðàáàíó � îáúåêòó âåñüìà ýêçîòè÷åñêîìó.
Ãîðàçäî ÷àùå âñòðå÷àåòñÿ êðóãëûé áàðàáàí, ê èçó÷åíèþ êîòîðîãî ìû è ïåðåõîäèì.

6.1.8 Êîëåáàíèÿ êðóãëîé ìåìáðàíû è ôóíêöèè Áåññåëÿ

Ðàññìîòðèì êðóãëóþ óïðóãóþ ìåìáðàíó D ðàäèóñà r0, êðàé êîòîðîé çàêðåïëåí.
Ïóñòü òî÷êà ìåìáðàíû (x, y) ∈ D â ìîìåíò âðåìåíè t ñìåñòèëàñü â âåðòèêàëü-
íîì íàïðàâëåíèè íà âåëè÷èíó w(x, y, t). Òîãäà ôóíêöèÿ w óäîâëåòâîðÿåò âîëíîâîìó
óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà è ðàâíà íóëþ íà ãðàíèöå êðóãà D:

wtt = ∆w, w|∂D = 0. (6.20)

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è íàéäåì ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà Ëàïëàñà â êðóãå.
Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî V0 = C2,0(D), òî÷êè êîòîðîãî � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè â
êðóãå D, C2-ãëàäêèå âíóòðè êðóãà è ðàâíûå íóëþ íà ãðàíèöå êðóãà. Êàê è ðàíüøå,
ââåä¼ì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(u, v) :=

∫
D
u(x, y)v(x, y)dxdy (6.21)

Òàê êàê îïåðàòîð Ëàïëàñà ñèììåòðè÷åí è îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåí îòíîñèòåëüíî
ýòîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (6.20) âíîâü áóäóò ñóììû
ñòîÿ÷èõ âîëí âèäà

w(t, x, y) = (a cosωt+ b sinωt)u(x, y),

ãäå u(x, y) � îäíà èç ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà ïðîñòðàíñòâå
C2,0(D), à λ = −ω2 � ñîîòâåòñòâóþùåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå.
Îñòàëîñü ðåøèòü ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà â êðóãå

∆u = λu, u ∈ C2,0(D).

Ìû íå ìîæåì ñðàçó ïðèìåíèòü ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ê ýòîé çàäà÷å, òàê
êàê â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ êðóã íå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì; çàòî â
ïîëÿðíûõ � ÿâëÿåòñÿ.
Ïåðåéäåì îò êîîðäèíàò (x, y) â êðóãå ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì (r, φ). Ôóíêöèÿ u

ïðè ýòîì èçìåíèòñÿ, íî ìû ñîõðàíèì äëÿ íå¼ ñòàðîå îáîçíà÷åíèå, è áóäåì ðàññìàò-
ðèâàòü ôóíêöèþ u(r, φ). Óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

λu = urr +
1

r
ur +

1

r2
uφφ, u(r0, φ) = 0, (6.22)

ñì. óïðàæíåíèå 8. è åãî ðåøåíèå.
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Òåïåðü ðàçäåëèì ïåðåìåííûå: u(r, φ) = R(r)Φ(φ). Èìååì

λR(r)Φ(φ) = R′′(r)Φ(φ) +
1

r
R′(r)Φ(φ) +

1

r2
Φ′′(φ)R(r).

Åñëè ðàçäåëèòü îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íà R(r)Φ(φ) è äîìíîæèòü íà r2, ìû ïîëó÷èì

λr2 = r2
R′′(r)

R(r)
+ r

R′(r)

R(r)
+

Φ′′(φ)

Φ(φ)
.

Ïðè ôèêñèðîâàííîì r óðàâíåíèå íà ôóíêöèþ Φ èìååò âèä Φ′′/Φ = µ, òî åñòü
Φ′′ = µΦ. Íî ÷òîáû ôóíêöèÿ u(r, φ) = R(r)Φ(φ) áûëà êîððåêòíî îïðåäåëåíà â êðó-
ãå, íóæíî, ÷òîáû ôóíêöèÿ Φ áûëà 2π-ïåðèîäè÷íà: Φ(φ + 2π) = Φ(φ). Ìû ïðèøëè
ê ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà îêðóæíîñòè. Îíà óæå ðåøåíà â
ðàçäåëå 6.1.3: ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èìåþò âèä µ = −n2, n = 0, 1, 2, . . . , à ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ðàâíû cosnx, sinnx. Èòàê, Φ(φ) = a cosnφ+b sinnφ
äëÿ íåêîòîðîãî n è µ = −n2.
Íàêîíåö, óðàâíåíèå íà ôóíêöèþ R ïîëó÷àåòñÿ áîëåå ñëîæíûì:

λr2 = r2
R′′

R
+ r

R′

R
− n2. (6.23)

Íàïîìíèì, ÷òî λ < 0. Ïóñòü λ = −ω2. Ïîëó÷àåì

r2R′′ + rR′ + (ω2r2 − n2)R = 0. (6.24)

Ýòî óðàâíåíèå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà ω; ñäåëàâ çàìåíó r 7→ ωr, ìû ñâåäåì çàäà÷ó
ê ñëó÷àþ ω = 1. Óðàâíåíèå

r2R′′ + rR′ + (r2 − n2)R = 0 (6.25)

íàçûâàþò óðàâíåíèåì Áåññåëÿ12 ïîðÿäêà n.

Åñëè ðàçðåøèòü óðàâíåíèå Áåññåëÿ ïîðÿäêà n îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé
(òî åñòü çàïèñàòü åãî â âèäå R′′ = . . . ), ó íåãî áóäåò îñîáåííîñòü ïðè r = 0. Ïîýòîìó
îáùàÿ òåîðèÿ, êîòîðóþ ìû ðàçâèâàëè âûøå äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ê íåìó íåïðè-
ìåíèìà. Òåì íå ìåíåå, ó óðàâíåíèé Áåññåëÿ âñåãäà åñòü àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ �
ôóíêöèè Áåññåëÿ.

Ïðåäëîæåíèå 6.1.17. Ïðè ëþáîì öåëîì n ⩾ 0 óðàâíåíèå Áåññåëÿ ïîðÿäêà n èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, àíàëèòè÷åñêîå â íóëå.

Ýòî ðåøåíèå èìååò íîëü ïîðÿäêà n â íóëå, òî åñòü èìååò âèä
∑∞

k=n akr
k. Ðÿä

ñõîäèòñÿ íà âñåé ïðÿìîé, è äàæå íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

Îïðåäåëåíèå 6.1.18. Ôóíêöèåé Áåññåëÿ ïîðÿäêà n íàçûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîå ðå-
øåíèå óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ ïîðÿäêà n, îïèñàííîå â ïðåäëîæåíèè 6.1.17, ñ óñëîâèåì
íîðìèðîâêè an = 1

2nn! . Ôóíêöèÿ Áåññåëÿ îáîçíà÷àåòñÿ Jn.

294



6.1.8. Êîëåáàíèÿ êðóãëîé ìåìáðàíû è ôóíêöèè Áåññåëÿ

1

y

0 10 20 x

J0

J1
J2

Ðèñ. 6.2: Ãðàôèêè ôóíêöèé J0, J1 è J2. Ïî ãðàôèêàì âèäíî, ÷òî J0(0) ̸= 0; J1(0) =
0, J ′

1(0) ̸= 0; íàêîíåö, J2(0) = J ′
2(0) = 0

Ãðàôèêè ôóíêöèé Áåññåëÿ ïîðÿäêà 0, 1 è 2 ïîêàçàíû íà ðèñ. 6.2.

Ïðåäëîæåíèå 6.1.17 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îáùåãî ðåçóëüòàòà î ðåøåíèÿõ ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé â îêðåñòíîñòè ôóêñîâîé îñîáîé òî÷êè (cì. ðàçäåë 6.1.8). Â ñëåäóþùåì
ðàçäåëå ìû ïðèâåäåì ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 6.1.17 ìåòîäîì ðàçëîæå-
íèÿ â ðÿä, íàéäÿ ðÿäû äëÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ.

Òàê êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.25) � ôóíêöèÿ Áåññåëÿ Jn(r), èñõîäíîå óðàâíåíèå
(6.24) èìååò ðåøåíèå R(r) = Jn(ωr). Òàê êàê ôóíêöèÿ u äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü
ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ u(r0, φ) = R(r0)Φ(φ) = 0, íàì íóæíî, ÷òîáû ÷èñëî ωr0 áûëî
îäíèì èç íóëåé ôóíêöèè Jn. Ðèñóíîê 6.2 íàâîäèò íà ìûñëü, ÷òî ó ôóíêöèé Áåññåëÿ
áåñêîíå÷íî ìíîãî íóëåé. Äåéñòâèòåëüíî, â ðàçäåëå 6.2.3 ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå êàê ñëåäñòâèå îáùåé òåîðèè äëÿ óðàâíåíèé Øòóðìà.

Òåîðåìà 6.1.19. Ó ôóíêöèé Áåññåëÿ Jn(r) áåñêîíå÷íî ìíîãî íóëåé, è ïðè r → ∞
ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè íóëÿìè ñòðåìèòñÿ ê π.

Åñëè n < m, òî íà èíòåðâàëå ìåæäó ñîñåäíèìè íóëÿìè ôóíêöèè Jn(r) âñåãäà
åñòü íîëü ôóíêöèè Jm(r).

Ïóñòü 0 < rn,1 < rn,2 < . . . � ïîëîæèòåëüíûå íóëè ôóíêöèè Jn. Ïîëîæèì ωn,j =
rn,j

r0
. Òîãäà ôóíêöèÿ R(r) = Jn(ωn,jr) èìååò íîëü â òî÷êå r0.

Îêîí÷àòåëüíî, ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà Ëàïëàñà â êðóãå ðàäèóñà r0 èìåþò
âèä

un,j(r, φ) = R(r)Φ(φ) = Jn(ωn,jr)(a cosnφ+ b sinnφ),

à ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàâíû −ω2
n,j , ãäå ωn,j âûðàæàþòñÿ ÷åðåç

íóëè ôóíêöèé Áåññåëÿ: ωn,j =
rn,j

r0
. Êàæäîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ îïåðàòîðà

Ëàïëàñà ñîîòâåòñòâóåò äâóìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé (4.1.6), ïî-
ðîæäåííîå ôóíêöèÿìè Jn(ωn,jr) cosnφ, Jn(ωn,jr) sinnφ.

12Ôðèäðèõ Âèëüãåëüì Áåññåëü (1784 - 1846) � àñòðîíîì è ìàòåìàòèê. Ïåðâûì îïðåäåëèë ðàññòî-
ÿíèå äî çâåçäû, èñïîëüçóÿ çâåçäíûé ïàðàëëàêñ.
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Ïîýòîìó êîëåáàíèÿ êðóãëîé ìåìáðàíû � ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ñòîÿ÷èõ âîëí:

w(t, r, φ) =

∞∑
n=0

∞∑
j=0

Jn(ωn,jr) cosnφ(an,j cosωn,jt+ cn,j sinωn,jt)+

+
∞∑
n=1

∞∑
j=0

Jn(ωn,jr) sinnφ(bn,j cosωn,jt+ dn,j sinωn,jt).

Òåïåðü îáñóäèì ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ êðóãëîé ìåìáðàíû. Ïóñòü íàì èçâåñòíî
íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå ìåìáðàíû w(0, r, φ) = p(r, φ), à íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ìåìáðàíû
íóëåâàÿ; òîãäà ìîæíî ïîëîæèòü cn,j = dn,j = 0, à êîýôôèöèåíòû an,j , bn,j äîëæíû
áûòü âûáðàíû òàê, ÷òî

p(r, φ) =
∑
n,j

Jn(ωn,jr)(an,j cosnφ+ bn,j sinnφ).

Ïî÷åìó æå òàêèå êîýôôèöèåíòû ñóùåñòâóþò è êàê èõ íàéòè?
Â ñèëó òåîðåìû 6.1.16, ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà Ëàïëàñà îáðàçóþò îð-

òîãîíàëüíûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå L2(D) ⊃ C2,0(D). Îðòîãîíàëüíîñòü ôóíêöèé
Jn(ωn,jr) cosnφ è Jn(ωn,jr) sinnφ ñëåäóåò äîêàçàòü íåïîñðåäñòâåííî, òàê êàê ó íèõ
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îäèíàêîâû.

Óïðàæíåíèå 117. Äîêàæèòå, ÷òî (Jn(ωn,jr) cosnφ, Jn(ωn,jr) sinnφ) = 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáàÿ C2-ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ ñ íóëåâûìè çíà÷åíèÿìè íà ãðàíèöå
êðóãà f ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû ðÿäà:

f(r, φ) =
∑
n,j

Jn(ωn,jr)(an,j cosnφ+ bn,j sinnφ), (6.26)

ïðè÷åì êîýôôèöèåíòû an,j , bn,j âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

an,j =
(f, un,j,1)

(un,j,1, un,j,1)
, bn,j =

(f, un,j,2)

(un,j,2, un,j,2)
. (6.27)

Â ÷àñòíîñòè, íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå ìåìáðàíû ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå òàêîãî ðÿäà.
Ôîðìóëû (6.27) ïîçâîëÿþò íàéòè êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ, à çíà÷èò � íàéòè
äâèæåíèå ìåìáðàíû ñ çàäàííûì íà÷àëüíûì ïîëîæåíèåì è íóëåâîé íà÷àëüíîé ñêî-
ðîñòüþ.
Ïîõîæèå ðàññóæäåíèÿ ðàáîòàþò, åñëè íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ìåìáðàíû íåíóëåâàÿ.

Óïðàæíåíèå 118. Íàéäèòå ôîðìóëû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ an,j , bn,j , cn,j , dn,j, åñëè
èçâåñòíî íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå è ñêîðîñòü ìåìáðàíû.

Ìû íå áóäåì îáñóæäàòü ñõîäèìîñòü ðÿäîâ; òðåáóåò äîêàçàòåëüñòâà è òîò ôàêò,
÷òî ïîëó÷åííûé ðÿä äëÿ ðåøåíèÿ ñõîäèòñÿ ê ãëàäêîé ôóíêöèè. Êðîìå òîãî, ìû íå
áóäåì îáñóæäàòü åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè.
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Åñëè íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå ìåìáðàíû p(r, φ) çàâèñèò òîëüêî îò r, ðÿä (6.26) ïðå-
âðàùàåòñÿ â ðÿä Ôóðüå-Áåññåëÿ

p(r) =
∑
n,j

an,jJn(ωn,jr).

Îí íàïîìèíàåò ðÿä Ôóðüå, íî ðîëü ñèíóñîâ è êîñèíóñîâ èãðàþò ôóíêöèè Áåññåëÿ.
Ðÿä Ôóðüå-Áåññåëÿ, êàê è ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé â ðÿäû ïî äðóãèì îðòîãîíàëüíûì
áàçèñàì â ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, èãðàåò áîëüøóþ ðîëü â çàäà÷àõ ìàòåìà-
òè÷åñêîé ôèçèêè.
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Ðèñ. 6.3: Òàê âûãëÿäèò ìåìáðàíà, êîòîðàÿ êîëåáëåòñÿ ïî çàêîíó w(t, x, y) =
J0(r) sin t, ïðè t = π/2. Ðàäèóñ ìåìáðàíû ðàâåí ïåðâîìó, âòîðîìó è òðå-
òüåìó íóëþ ôóíêöèè J0(r) ñîîòâåòñòâåííî.

Ðèñ. 6.4: Òàê âûãëÿäèò ìåìáðàíà, êîòîðàÿ êîëåáëåòñÿ ïî çàêîíó w(t, x, y) =
J1(r) cosφ sin t, ïðè t = π/2. Ðàäèóñ ìåìáðàíû ðàâåí ïåðâîìó, âòîðîìó è
òðåòüåìó íóëþ ôóíêöèè J1(r) ñîîòâåòñòâåííî.

Ðÿäû äëÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì ïðåäëîæåíèå 6.1.17, íàéäÿ ñòåïåííûå ðÿäû äëÿ ôóíêöèé
Áåññåëÿ Jn ìåòîäîì ðàçëîæåíèÿ â ðÿä. Óðàâíåíèå Áåññåëÿ ïîðÿäêà n ìû çàïèøåì
â âèäå

r
d

dr

(
r
dR

dr

)
+ (r2 − n2)R = 0. (6.28)

Áóäåì èñêàòü ôóíêöèþ Áåññåëÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà â âèäå J0(r) =
∑∞

k=0 akr
k. Îòìå-

òèì, ÷òî

r
d

dr

∞∑
k=0

akr
k =

∞∑
k=0

kakr
k.

Ïîýòîìó, ïîäñòàâëÿÿ ðÿä
∑∞

k=0 akr
k â óðàâíåíèå Áåññåëÿ ïîðÿäêà 0 (óðàâíåíèå (6.28)

äëÿ n = 0), ïîëó÷àåì:
∞∑
k=0

(k2ak + ak−2)r
k = 0.

Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷åíèé ìû ïîëîæèëè a−1 = a−2 = 0. Îòñþäà

k2ak = −ak−2
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Ðèñ. 6.5: Òàê âûãëÿäèò ìåìáðàíà, êîòîðàÿ êîëåáëåòñÿ ïî çàêîíó w(t, x, y) =
J2(r) cos 2φ sin t, ïðè t = π/2. Ðàäèóñ ìåìáðàíû ðàâåí ïåðâîìó, âòîðîìó
è òðåòüåìó íóëþ ôóíêöèè J2(r) ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðè k = 1 ýòî äàåò a1 = a−1 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

a1 = a3 = a5 = ... = a2k+1 = 0

è

a2k =
(−1)k

(2k(2k − 2)(2k − 4) · . . . · 2)2
a0 =

(−1)k

(k!)222k
a0

Â ñèëó óñëîâèÿ íîðìèðîâêè, J0(0) = 1, òî åñòü a0 = 1. Îêîí÷àòåëüíî,

J0(r) =

∞∑
k=0

(−1)k

(k!)2

(r
2

)2k
.

Óïðàæíåíèå 119. Ïðîâåðüòå, ÷òî ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ à) íà âñåé ÷èñëîâîé îñè;
á) íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

Òåïåðü íàéäåì ðÿä äëÿ ôóíêöèè Jn è ïðîâåðèì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì (ñ
òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè) àíàëèòè÷åñêèì íà ïðÿìîé ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
Áåññåëÿ ïîðÿäêà n. Ïîäñòàâèì ðÿä

∑∞
k=0 akr

k â óðàâíåíèå Áåññåëÿ ïîðÿäêà n; èìååì

∞∑
k=0

(k2ak + ak−2 − n2ak)r
k = 0

(ìû ñíîâà ïîëîæèëè a−1 = a−2 = 0), îòêóäà ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå
(k2 − n2)ak + ak−2 = 0, èëè

ak =
1

k2 − n2
ak−2 ïðè k ̸= n. (6.29)

Òàê êàê a−1 = a−2 = 0, ìû ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèì a0, a1, . . . , an−1 èç ñîîòíîøåíèÿ
(6.29) è ïîëó÷àåì, ÷òî âñå îíè ðàâíû íóëþ. Äëÿ k = n ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà èìååò
âèä 0 · an = an−2, è èç íåå íå ñëåäóåò an = 0.
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Äàëåå, äëÿ ëþáîãî k ⩾ 1

0 =an−1 = an+1 = · · · = an+2k+1;

an+2k =
(−1)k

((2k + n)2 − n2)((2k + n− 2)2 − n2) · . . . · ((n+ 2)2 − n2)
an =

=
(−1)k

(2k(2k + 2n)) · ((2k − 2)(2k + 2n− 2)) · . . . · 2(2n+ 2)
an =

(−1)kn!an
k!(n+ k)!22k

.

(6.30)
Äëÿ ôóíêöèè Áåññåëÿ ïîðÿäêà n, â ñèëó óñëîâèÿ íîðìèðîâêè, an = 1

n!2n . Ïîýòîìó

an = (−1)k

k!(n+k)!2n+2k è

Jn(r) =

∞∑
k=0

(−1)k

k!(n+ k)!

(r
2

)n+2k
. (6.31)

Óïðàæíåíèå 120. Ïðîâåðüòå, ÷òî ýòîò ðÿä òîæå ñõîäèòñÿ à) íà âñåé ÷èñëîâîé
îñè; á) íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n.

Äëÿ ëþáîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ ïîðÿäêà n âûïîëíåíû ñî-
îòíîøåíèÿ (6.30); çíà÷èò, ëþáîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ïðîïîðöèîíàëüíî ôóíêöèè
Áåññåëÿ ïîðÿäêà n.

Ôóêñîâû îñîáåííîñòè è ôóíêöèè Áåññåëÿ

Óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ èìåþò îñîáåííîñòü â íóëå, íî, òåì íå ìåíåå, äîïóñêàþò àíàëèòè-
÷åñêèå ðåøåíèÿ. Ýòî ïðîÿâëåíèå îáùåãî ôàêòà î ïîâåäåíèè àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé
âáëèçè îñîáåííîñòåé óðàâíåíèÿ, êîòîðûé ìû ñôîðìóëèðóåì â ýòîì ðàçäåëå.
Ìû íå áóäåì ïðèâîäèòü äîêàçàòåëüñòâî, ñì. [?]. Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìó îáû÷íî

äîêàçûâàþò äëÿ óðàâíåíèé ñ êîìïëåêñíûì âðåìåíåì: ïåðåìåííóþ r ñ÷èòàþò êîì-
ïëåêñíîé.

Îïðåäåëåíèå 6.1.20. Ãîâîðÿò, ÷òî ëèíåéíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà èìååò
ôóêñîâó îñîáóþ òî÷êó â íóëå, åñëè îíî èìååò âèä

r2R′′ + a1(r)rR
′ + a0(r)R = 0, (6.32)

ãäå aj(r) � àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè íóëÿ.

Åñëè ôóíêöèè aj(r) çàìåíèòü íà èõ çíà÷åíèÿ â íóëå, ó íàñ ïîëó÷èòñÿ óðàâíåíèå
Ýéëåðà, ðåøåíèÿ êîòîðîãî � ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ôóíêöèé âèäà rλ, ñì. ðàçäåë
5.2.8. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (6.32) è ðåøåíèÿ
ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ Ýéëåðà îäèíàêîâî âåäóò ñåáÿ â íóëå.

Îïðåäåëåíèå 6.1.21. ×èñëî λ íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì çíà÷åíèåì óðàâ-
íåíèÿ (6.32), åñëè ôóíêöèÿ rλ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ýéëåðà r2R′′+a1(0)rR

′+
a0(0)R = 0; äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè λ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ λ(λ−
1) + a1(0)λ+ a0(0) = 0.
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Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé
äâóìåðíî, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî îïèñàòü äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ óðàâíå-
íèÿ (6.32).

Òåîðåìà 6.1.22 (ñì. 13). Ïóñòü ëèíåéíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ôóêñîâîé
îñîáåííîñòüþ â íóëå èìååò âåùåñòâåííûå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ λ1, λ2.
Åñëè ðàçíîñòü λ1 − λ2 íåöåëàÿ, òî óðàâíåíèå èìååò äâà ðåøåíèÿ âèäà R(r) =
rλ1,2φ1,2(r), ãäå φ1,2 � àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè íóëÿ, φ1,2(0) ̸= 0.
Åñëè æå ðàçíîñòü λ1 − λ2 � öåëîå ÷èñëî, òî óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå òàêîãî
âèäà, ñîîòâåòñòâóþùåå áîëüøåìó õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó çíà÷åíèþ.

Óðàâíåíèå Áåññåëÿ ïîðÿäêà n èìååò ôóêñîâó îñîáåííîñòü â íóëå. Õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä λ(λ− 1) + λ− n2 = 0, åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ
� λ1,2 = ±n � èìåþò öåëóþ ðàçíîñòü. Ïîýòîìó ïî òåîðåìå 6.1.22 îíî èìååò ðåøåíèå
âèäà rnφ(r), ãäå ôóíêöèÿ φ àíàëèòè÷åñêàÿ, φ(0) ̸= 0.
Âûøå ìû íàøëè òàêîå ðåøåíèå ìåòîäîì ðàçëîæåíèÿ â ðÿä.

13Ñì.Þ.Ñ.Èëüÿøåíêî, Ñ.Þ.ßêîâåíêî, Àíàëèòè÷åñêàÿ òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Òîì
1, ãë.3.16.
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6.2 Òåîðåìû Øòóðìà.

Â ýòîé ãëàâå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèíåéíûå íåàâòîíîìíûå óðàâíåíèÿ âòîðîãî
ïîðÿäêà:

ẍ+ p(t)ẋ+ q(t)x = 0 (6.33)

êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè p, q. Âîîáùå ãîâîðÿ, òàêèå óðàâ-
íåíèÿ íå ðåøàþòñÿ â êâàäðàòóðàõ: ðåøåíèå íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå êîìïîçèöèè
èíòåãðèðîâàíèé, àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé è ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé (ýêñïîíåíò,
ëîãàðèôìîâ, ñèíóñîâ è êîñèíóñîâ). Óðàâíåíèÿ (6.33) èìåþò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëî-
æåíèÿ â ôèçèêå; â ÷àñòíîñòè, óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ èç ðàçäåëà 6.1.8 èìåþò âèä (6.33)
ïðè t ̸= 0, íî èìåþò îñîáåííîñòü â íóëå.

6.2.1 Ïðèâåäåíèå ê ñòàíäàðòíîìó âèäó

Îêàçûâàåòñÿ, óðàâíåíèå (6.33) âñåãäà ìîæíî óïðîñòèòü, èçáàâèâøèñü îò ÷ëåíà p(t)ẋ.

Ïðåäëîæåíèå 6.2.1. Óðàâíåíèå (6.33) ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

z̈ +Q(t)z = 0, (6.34)

ãäå Q(t) = −1
4p

2 − 1
2 ṗ+ q.

Óðàâíåíèå âèäà (6.34) íàçûâàåòñÿ ïðèâåä¼ííûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ñäåëàòü çàìåíó z = xe
1
2
P , ãäå Ṗ (t) = p(t). Ïîêàæåì,

êàê ïîäîáðàòü ýòó çàìåíó.
Ïóñòü x1(t), x2(t) � äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (6.33). Âû÷èñ-

ëèì îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî W (t) =
∣∣ x1 x2
ẋ1 ẋ2

∣∣. Ïî òåîðåìå Ëèóâèëëÿ-Îñòðîãðàäñêîãî
(òåîðåìà 5.1.20) ýòîò îïðåäåëèòåëü ðàâåí W (t) = W (0) exp(

∫
trA(t)dt) = Ce−P (t) ,

ãäå Ṗ (t) = p(t). Â ÷àñòíîñòè, îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî äëÿ óðàâíåíèÿ (6.33) ïîñòîÿ-
íåí åñëè è òîëüêî åñëè îíî ïðèâåä¼ííîå, p = 0. Çàìåòèì, ÷òî ïðè çàìåíå z = xf(t)
îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî óìíîæàåòñÿ íà f2(t):∣∣ z1 z2

ż1 ż2

∣∣ = ∣∣∣ fx1 fx2
fẋ1+ḟx1 fẋ2+ḟx2

∣∣∣ = ∣∣∣ fx1 fx2fẋ1 fẋ2

∣∣∣ = f2
∣∣ x1 x2
ẋ1 ẋ2

∣∣ .
Ïîýòîìó çàìåíà z(t) = x(t)e

P
2 ïðåâðàùàåò óðàâíåíèå (6.33) â óðàâíåíèå ñ ïîñòîÿí-

íûì îïðåäåëèòåëåì Âðîíñêîãî, òî åñòü â ïðèâåäåííîå. Îñòàëîñü âû÷èñëèòü íîâûé
êîýôôèöèåíò Q(t). Èìååì: ż = e

1
2
P
(
ẋ+ 1

2p(t)x
)
, è

z̈ = e
1
2
P

(
ẍ+

1

2
ṗ(t)x+

1

2
p(t)ẋ+

1

2
p(t)

(
ẋ+

1

2
p(t)x

))
=

= e
1
2
P

(
−p(t)ẋ− q(t)x+

1

2
ṗ(t)x+ p(t)ẋ+

1

4
p2(t)x

)
=

= e
1
2
P

(
−q(t)x+

1

2
ṗ(t)x+

1

4
p2(t)x

)
=

(
−q(t) + 1

2
ṗ(t) +

1

4
p2(t)

)
z.
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6.2.2. Òåîðåìû Øòóðìà î ñðàâíåíèè

6.2.2 Òåîðåìû Øòóðìà î ñðàâíåíèè

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîìîãàåò èññëåäîâàòü íóëè ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïî-
ðÿäêà.

Òåîðåìà 6.2.2 (Òåîðåìà Øòóðìà14 î ñðàâíåíèè). Ðàññìîòðèì äâà ïðèâåäåííûõ
óðàâíåíèÿ âèäà

ẍ+ q(t)x = 0

è
ẍ+Q(t)x = 0.

ãäå ôóíêöèè q è Q íåïðåðûâíû. Ïóñòü (íåíóëåâîå) ðåøåíèå ïåðâîãî óðàâíåíèÿ x(t)
îáðàùàåòñÿ â íîëü â òî÷êàõ a, b: x(a) = x(b) = 0.

� Ïóñòü íà îòðåçêå [a, b] âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî Q(t) > q(t). Òîãäà ëþáîå ðåøå-
íèå âòîðîãî óðàâíåíèÿ X(t) îáðàùàåòñÿ â íîëü íà èíòåðâàëå (a, b).

� Ïóñòü íà îòðåçêå [a, b] âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî Q(t) ⩾ q(t). Òîãäà ëþáîå ðåøå-
íèå âòîðîãî óðàâíåíèÿ X(t) îáðàùàåòñÿ â íîëü íà îòðåçêå [a, b]. Ïðè ýòîì
èëè îíî îáðàùàåòñÿ â íîëü è íà èíòåðâàëå (a, b), èëè q ≡ Q, X(a) = X(b) =
0.

Ãåîìåòðè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî. 15

Ìû äàäèì ãåîìåòðè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî áîëåå ñëàáîãî óòâåðæäåíèÿ: åñëè íà
îòðåçêå [a, b] âûïîëíåíî Q(t) > q(t), òî ëþáîå ðåøåíèå âòîðîãî óðàâíåíèÿ X(t) îá-
ðàùàåòñÿ â íîëü íà îòðåçêå [a, b].
Òàê êàê ôóíêöèè q è Q íåïðåðûâíû, ê íàøèì óðàâíåíèÿì ïðèìåíèìà òåîðåìà

ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Èç íå¼
ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî íóëåé ôóíêöèè x(t) äèñêðåòíî è â ýòèõ íóëÿõ ẋ(t) íå îáðà-
ùàåòñÿ â íîëü. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå a, b ìîæíî âçÿòü ñîñåäíèå íóëè ôóíêöèè x(t).
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî x(t) ïîëîæèòåëüíà íà îòðåçêå [a, b],
à òîãäà ẋ(a) > 0, ẋ(b) < 0.
Ïóñòü ðåøåíèå âòîðîãî óðàâíåíèÿ X(t) íå èìååò íóëåé íà îòðåçêå [a, b]. Áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî X(t) > 0 íà ýòîì îòðåçêå (åñëè ýòî íå òàê, ïåðåéäåì ê ôóíêöèè −X).
Ñâåäåì îáà íàøèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ê ñèñòåìàì

äâóõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà:{
ẋ = y

ẏ = −q(t)x
è {

Ẋ = Y

Ẏ = −Q(t)X

14Øàðëü Ôðàíñóà Øòóðì (1803 � 1855) � ìàòåìàòèê, èçâåñòíûé ñâîèìè ðàáîòàìè â òåîðèè èí-
òåãðàëüíûõ è äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Èçâåñòíà òåîðåìà î êîëè÷åñòâå è ðàñïîëîæåíèè
âåùåñòâåííûõ íóëåé ìíîãî÷ëåíà, êîòîðàÿ íîñèò åãî èìÿ.

15ñì. Â.È.Àðíîëüä, �Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ�, Ì: ÌÖÍÌÎ, 2012, ðàçäåë
3.27.7.
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0 x

y

(x(t), ẋ(t))

(X(t), Ẋ(t))

Ðèñ. 6.6: Êðèâûå (x(t), ẋ(t)) è (X(t), Ẋ(t)) íà ïëîñêîñòè Oxy íà îòðåçêå âðåìåíè
t ∈ [a, b].

Çàìåòèì, ÷òî òî÷êà (x(t), ẋ(t)) ñäåëàëà ïîëîáîðîòà âîêðóã íóëÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêè
íà ïëîñêîñòè Oxy, ïðîéäÿ îò òî÷êè (0, ẋ(a)) äî òî÷êè (0, ẋ(b)). À òî÷êà (X(t), Ẋ(t))
ïðè t ∈ [a, b] íàõîäèòñÿ â îòêðûòîé ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè. Ïîýòîìó â êàêîé-òî ìî-
ìåíò âðåìåíè t ∈ (a, b) ëó÷ l(t), âûõîäÿùèé èç íóëÿ è ñîäåðæàùèé òî÷êó (x(t), ẋ(t)),
îáîãíàë ëó÷ L(t), íà êîòîðîì ëåæèò òî÷êà (X(t), Ẋ(t)). Óìíîæàÿ ôóíêöèþ X(t)
íà ïîäõîäÿùóþ êîíñòàíòó, äîáüåìñÿ òîãî, ÷òîáû â ýòîò ìîìåíò òî÷êè (x(t), ẋ(t)) è
(X(t), Ẋ(t)) ñîâïàäàëè (ñì. ðèñ. (6.6)). Èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ëó÷ L(t) âðàùàåòñÿ
âîêðóã íóëÿ áûñòðåå, ÷åì ëó÷ l(t), è ïîýòîìó òàêîãî íå ìîæåò áûòü. Äåéñòâèòåëüíî,
ðàññìîòðèì ôóíêöèè φ(t) è Φ(t), ðàâíûå óãëîâûì êîîðäèíàòàì òî÷åê (x(t), ẋ(t)) è
(X(t), Ẋ(t)). Òîãäà èõ ïðîèçâîäíûå ðàâíû

φ̇ =
−ẋy + xẏ

x2 + y2
=

−y2 − q(t)x2

x2 + y2

è, àíàëîãè÷íî, Φ̇ = −y2−Q(t)x2

x2+y2
.Ïîýòîìó â òî÷êå t, äëÿ êîòîðîé (x(t), ẋ(t)) è (X(t), Ẋ(t))

ñîâïàäàþò, |Φ̇| > |φ̇|, è ëó÷ l(t) íå ìîæåò îáîãíàòü ëó÷ L(t).

Àíàëèòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî. 16 Ñíà÷àëà äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðå-
ìû. Êàê è ðàíüøå (ñì. ãåîìåòðè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî), ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî x(t) è
X(t) ïîëîæèòåëüíû íà èíòåðâàëå (a, b), ẋ(a) > 0 è ẋ(b) < 0.
Óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå íà X, à âòîðîå íà x, è çàïèøåì èõ ðàçíîñòü:

Xẍ− xẌ = (Q(t)− q(t))Xx.

Èíòåãðèðóÿ ïî îòðåçêó [a, b], ïîëó÷àåì∫ b

a
Xẍ− xẌdt =

∫ b

a
(Q(t)− q(t))Xxdt. (6.35)

16ñì. Ô. Òðèêîìè, �Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ�, Ì.: Èçä. èíîñòðàííîé ëèòåðàòóðû, 1962, ñòð.
133 � 136.
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Ïðàâàÿ ÷àñòü ñòðîãî áîëüøå íóëÿ. Íî èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè ðàâåí∫ b

a
(Xẍ− xẌ)dt =

∫ b

a

d

dt
(Xẋ− xẊ)dx = (Xẋ− xẊ)|ba = X(b)ẋ(b)−X(a)ẋ(a),

ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî x(a) = x(b) = 0. Òàê êàê ẋ(a) > 0, ẋ(b) < 0,
X(a) ⩾ 0, X(b) ⩾ 0, òî ýòî âûðàæåíèå íåïîëîæèòåëüíî. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (6.35) ìîæíî äîêàçàòü è âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïóñòü q ⩽ Q èX(t) > 0 íà èíòåðâàëå (a, b). Òîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà
(6.35) íåîòðèöàòåëüíà è ðàâíà íóëþ òîëüêî ïðè Q ≡ q, à ëåâàÿ ÷àñòü íåïîëîæèòåëü-
íà è ðàâíà íóëþ òîëüêî ïðè X(a) = X(b) = 0.

Ñëåäñòâèå 6.2.3. Ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ íóëÿìè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ẍ+ q(t)x = 0
ëåæèò íîëü ëþáîãî äðóãîãî íå ïðîïîðöèîíàëüíîãî åìó ðåøåíèÿ òîãî æå óðàâíåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü òåîðåìó î ñðàâíåíèè äëÿ q = Q.

Ñëåäñòâèå 6.2.4. Ïóñòü q(t) < 0 íà îòðåçêå [a, b]. Òîãäà ëþáîå íåíóëåâîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ ẍ+ q(t)x = 0 èìååò íå áîëåå îäíîãî íóëÿ íà ýòîì îòðåçêå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü λ > 0 òàêîâî, ÷òî íà íàøåì îòðåçêå q(t) < −λ < 0. Ìû
ïðèìåíèì òåîðåìó Øòóðìà äëÿ óðàâíåíèé ẍ+ q(t)x = 0 è ẍ− λx = 0. Çàìåòèì, ÷òî

ôóíêöèÿ e
√
λt ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ẍ − λx = 0 è íèãäå íå îáðàùàåòñÿ â

íîëü. Íî ïî òåîðåìå Øòóðìà îíà äîëæíà îáðàùàòüñÿ â íîëü ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ
íóëÿìè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ẍ+ q(t)x = 0.

Ïîýòîìó ó ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ẍ+ q(t)x = 0 íå áîëåå îäíîãî íóëÿ.

Ñëåäñòâèå 6.2.5. Ïóñòü íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèÿ q(t) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåí-
ñòâàì m2 < q(t) < M2, δ � ðàññòîÿíèå ìåæäó êàêèìè-òî ñîñåäíèìè íóëÿìè
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ẍ+ q(t)x = 0. Òîãäà

π

M
< δ <

π

m
.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè íåðàâåíñòâî m2 < q(t) < M2 âûïîëíÿåòñÿ íà âñåé ÷èñëîâîé îñè,
ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ẍ+ q(t)x = 0 èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî íóëåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ñðàâíèòü íàøå óðàâíåíèå ñ óðàâíåíèÿìè ẍ+m2x = 0
è ẍ +M2x = 0, ðåøåíèÿ êîòîðûõ � sin(mt + φ) è sin(Mt + ψ) ñîîòâåòñòâåííî. Ìû
ïîëó÷èì, ÷òî ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè íóëÿìè ôóíêöèè sin(mt+φ) äëÿ ëþáîãî φ åñòü
íîëü íàøåé ôóíêöèè, ïîýòîìó δ < π

m . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè
íóëÿìè íàøåé ôóíêöèè åñòü íîëü ôóíêöèè sin(Mt+ ψ) äëÿ ëþáîãî ψ, îòêóäà π

M <
δ.
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6.2.3 Íóëè ôóíêöèè Áåññåëÿ

Ìû ïðèìåíèì ê óðàâíåíèþ Áåññåëÿ ðåçóëüòàòû ðàçäåëà 6.2.2, ÷òîáû äîêàçàòü òåî-
ðåìó 6.1.19 î å¼ íóëÿõ. Ñíà÷àëà âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäëîæåíèåì 6.2.1 è ïðèâåäåì óðàâ-
íåíèå Áåññåëÿ ê âèäó ẍ + q(t)x = 0. Çàìåíà â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä R = u√

r
, è â

ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ïðèâåä¼ííîå óðàâíåíèå Áåññåëÿ

∂2u

∂r2
+

(
1 +

1
4 − n2

r2

)
u = 0. (6.36)

Èòàê, äëÿ ïðèâåä¼ííîãî óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ ôóíêöèÿ q(t) = 1 +
1
4
−n2

t2
îãðàíè÷åíà

è ñòðåìèòñÿ ê 1. Çíà÷èò, ïî òåîðåìå Øòóðìà î ñðàâíåíèè (ñì. ñëåäñòâèå 6.2.5) ó
ôóíêöèé Áåññåëÿ Jn(t) áåñêîíå÷íî ìíîãî íóëåé, è ïðè t → ∞ ðàññòîÿíèå ìåæäó
íóëÿìè ñòðåìèòñÿ ê π. Ïåðâîå óòâåæäåíèå òåîðåìû 6.1.19 äîêàçàíî.

Íà ñàìîì äåëå, ìîæíî äîêàçàòü áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå: Jn(t) = c cos(t−θ)√
t

+

O(t−
3
2 ) äëÿ íåêîòîðûõ c, θ.

Óïðàæíåíèå 121. Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé Øòóðìà î ñðàâíåíèè, äîêàæèòå âòîðîå
óòâåðæäåíèå òåîðåìû 6.1.19: åñëè n < m, òî ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ íóëÿìè ôóíê-
öèè Jn(t) âñåãäà åñòü íîëü ôóíêöèè Jm(t).

6.2.4 Çàäà÷à Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ

Íà ïðèìåðå óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ìåìáðàíû ìû âèäåëè, ÷òî áîëüøîå çíà÷åíèå èìå-
þò íóëè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (6.33). Ýòî ìîòèâèðóåò òàêóþ çàäà÷ó: íàéòè ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (6.33), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì x(a) = 0, x(b) = 0. Ðåøåíèå ñ òàêèìè
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ìîæåò è íå ñóùåñòâîâàòü, â îòëè÷èå îò ðåøåíèÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ îáû÷íûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x(a) = x1, x

′(a) = y1,
êîòîðîå ñóùåñòâóåò âñåãäà.

Çàäà÷åé Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå

ẍ+ (Q(t) + λR(t))x = 0 (6.37)

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

x(a) = 0, x(b) = 0.

Çäåñü ôóíêöèè Q,R íåïðåðûâíû íà [a, b] è R(t) > 0. Çíà÷åíèÿ λ, ïðè êîòîðûõ
óðàâíåíèå èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå, íàçûâàþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè çàäà÷è
Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ýòè ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè
îïåðàòîðà

x 7→ B(x) =
1

R(t)
(−ẍ+Q(t)x)

íà ïðîñòðàíñòâå C2,0([a, b]) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé íà
[a, b] ñ íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè çíà÷åíèÿìè.

306



6.2.4. Çàäà÷à Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ

Ìû ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìó î ñâîéñòâàõ ðåøåíèé çàäà÷è Øòóðìà-
Ëèóâèëëÿ.
Îïðåäåëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñ âåñîì R(t) ôîðìóëîé

(f, g) :=

∫ b

a
R(t)f(t)g(t)dt. (6.38)

Òåîðåìà 6.2.6. Ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷è Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ
äèñêðåòíî è èìååò âèä {λ0, λ1, . . . }, ãäå λi < λi+1, λn → ∞.
Êàæäîìó çíà÷åíèþ λk ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííîå (ñ òî÷íîñòüþ äî äîìíî-

æåíèÿ íà êîíñòàíòó) ðåøåíèå xk(t), êîòîðîå èìååò ðîâíî k íóëåé íà èíòåðâàëå
(a, b).
Ðåøåíèÿ xk ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû íà îòðåçêå [a, b] îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî

ïðîèçâåäåíèÿ (6.38): (xk, xl) = 0 ïðè k ̸= l.

Óïðàæíåíèå 122. Ðåøèòå çàäà÷ó Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ äëÿ [a, b] = [0, 2π], Q(t) ≡
0, R(t) ≡ 1. Ïðîâåðüòå, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû âåðíî. Ñ êàêîé ñêîðîñòüþ ðàñ-
òóò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λn?

Ìû çàêîí÷èì ýòîò ðàçäåë ñåðèåé çàäà÷, öåëü êîòîðîé � äîêàçàòü òåîðåìó 6.2.6.
Äîêàçàòåëüñòâî òàêæå ìîæíî íàéòè â êíèãå17.

1. Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàòîð B ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäå-
íèÿ (6.38): äëÿ ëþáûõ äâóõ C2-ãëàäêèõ ôóíêöèé f, g, îáðàùàþùèõñÿ â íîëü â
òî÷êàõ a, b, âûïîëíåíî (f,Bg) = (Bf, g).

Óêàçàíèå: ñèììåòðè÷íîñòü îïåðàòîðà x 7→ ẍ/R(t) äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê
ñèììåòðè÷íîñòü îïåðàòîðà x → ẍ â ðàçä. 6.1. Ñèììåòðè÷íîñòü âòîðîãî ñëàãà-
åìîãî î÷åâèäíà.

2. Âûâåäèòå èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 6.2.6, ñ÷è-
òàÿ, ÷òî ïðåäûäóùèå óòâåðæäåíèÿ ýòîé òåîðåìû óæå óñòàíîâëåíû.

Óêàçàíèå: ñì. ïðåäëîæåíèå 6.1.12 ðàçäåëà 6.1.

3. Äîêàæèòå, ÷òî äâà ðåøåíèÿ çàäà÷è Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ñ îäíèì è òåì æå λ
ïðîïîðöèîíàëüíû, òî åñòü âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà B îäíîêðàòíû.

Óêàçàíèå: äîáåéòåñü òîãî, ÷òîáû ó ýòèõ ðåøåíèé ñîâïàäàëà ïðîèçâîäíàÿ â
òî÷êå a, è çàêëþ÷èòå, ÷òî îíè ðàâíû ïî òåîðåìå ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåí-
íîñòè.

Â ñëåäóþùèõ çàäà÷àõ ìû èçó÷èì, êàê âåäóò ñåáÿ êîðíè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
(6.37) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(a) = 0, x′(a) = 1 ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà λ.

Óñëîâèå x′(a) = 1 íóæíî, ÷òîáû âûäåëèòü îäíî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ; òàê êàê
ðàçíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(a) = 0 ïðîïîðöèîíàëüíû,
íà ðàñïîëîæåíèå êîðíåé ýòî óñëîâèå íå âëèÿåò.

17Ô. Õàðòìàí, �Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ�.
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6 Óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è òåîðåìû Øòóðìà

Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ Q îïðåäåëåíà íà âñåé ïðÿìîé; åñëè îíà îïðå-
äåëåíà òîëüêî íà îòðåçêå [a, b], ìû äîîïðåäåëèì å¼ êîíñòàíòîé.

4. (a) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè q(t) íåíóëåâîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ ẍ+ q(t)x = 0 íå ìîæåò èìåòü êðàòíîãî êîðíÿ x(c) = 0, x′(c) = 0.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî êîðíè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (6.37) íà ïðÿìîé ñ íà÷àëüíûì
óñëîâèåì x(a) = 0, x′(a) = 1, ãëàäêî çàâèñÿò îò λ.

Óêàçàíèå: ýòî îáùèé ôàêò � êîðíè ôóíêöèè ãëàäêî çàâèñÿò îò ôóíêöèè, åñëè
îíè íå êðàòíûå. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðèìåíèòå òåîðåìó î íåÿâíîé ôóíêöèè
ê óñëîâèþ x(λ, t) = 0, ãäå x(λ, t) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.37) ñ íà÷àëüíûì
óñëîâèåì x(a) = 0, x′(a) = 1.

Â ñèëó ïðåäûäóùåé çàäà÷è ìû ìîæåì ãîâîðèòü î êîðíÿõ ðåøåíèÿ êàê î ôóíê-
öèÿõ, çàâèñÿùèõ îò λ. Ïðàâäà, ìû ïîêà íå çíàåì, ñêîëüêî èõ.

5. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ïî ìîäóëþ îòðèöàòåëüíîãî λ ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (6.37) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(a) = 0, x′(a) = 1 íå îáðàùàåòñÿ â
íîëü íà ïîëóèíòåðâàëå (a, b].

Óêàçàíèå: âîñïîëüçóéòåñü ñëåäñòâèåì 6.2.4.

6. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè áîëüøîì λ ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè êîðíÿìè óðàâíå-
íèÿ 6.37 ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(a) = 0, x′(a) = 1 èìååò ïîðÿäîê 1√

λ
.

Óêàçàíèå: ïðèìåíèòå ñëåäñòâèå 6.2.5.

7. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáîì λ ýòè êîðíè îáðàçóþò äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî � â
÷àñòíîñòè, èõ êîíå÷íîå èëè ñ÷åòíîå ÷èñëî, à íà ëþáîì êîíå÷íîì îòðåçêå �
ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî.

Óêàçàíèå: äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ èìååò òîëüêî ïðîñòûå êîðíè, òî ìíî-
æåñòâî å¼ êîðíåé äèñêðåòíî.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ïåðåíóìåðîâàòü âñå êîðíè íà ëó÷å [a,+∞) â ïîðÿäêå
âîçðàñòàíèÿ:

a = t0(λ) < t1(λ) < t2(λ) . . . ; êàæäàÿ ôóíêöèÿ tn ãëàäêàÿ â îáëàñòè îïðåäåëå-
íèÿ, íî åñëè ïðè êàêèõ-òî çíà÷åíèÿõ λ êîðíåé êîíå÷íîå ÷èñëî n, òî ôóíêöèè
tk, k > n áóäóò íå îïðåäåëåíû.

8. Ïîêàæèòå, ÷òî ìåæäó ñîñåäíèìè êîðíÿìè tn(λ0), tn+1(λ0) âñåãäà åñòü îäèí èç
êîðíåé tj(λ0 + δ) äëÿ δ > 0.

Óêàçàíèå: âîñïîëüçóéòåñü òåîðåìîé Øòóðìà î ñðàâíåíèè.

9. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè λ êîðíè óðàâíåíèÿ 6.37 ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
x(a) = 0, x′(a) = 1, ðàñïîëîæåííûå íà ëó÷å (a,+∞), ìîíîòîííî äâèæóòñÿ
âëåâî: âñå ôóíêöèè tn, n > 0 ñòðîãî ìîíîòîííî óáûâàþò.
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6.3 Îðòîãîíàëüíûå ìíîãî÷ëåíû è ôóíêöèè Áåññåëÿ
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Ðèñ. 6.7: Ãðàôèêè ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà Pn íà îòðåçêå [−1, 1] äëÿ n = 0, 1, 2, 3, 4, 5.

Óêàçàíèå: íàéäèòå ñàìûé ëåâûé êîðåíü óðàâíåíèÿ, êîòîðûé ÍÅ ñäâèíóëñÿ
âëåâî ïðè ïåðåõîäå îò λ0 ê λ0 + δ, è ïðèäèòå ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ ïðåäûäóùåé
çàäà÷åé.

10. Äîêàæèòå, ÷òî çàäà÷à Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ èìååò ñ÷åòíîå ÷èñëî îäíîêðàòíûõ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ0 < λ1 < λ2 . . . , ãäå λn → ∞, ñ ñîáñòâåííûìè ôóíêöè-
ÿìè xk(t), ïðè÷åì xk(t) èìååò ðîâíî k íóëåé íà èíòåðâàëå (a, b).

Ýòà çàäà÷à çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.2.6.

Óêàçàíèå: Ðàññìîòðèì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (6.37) íà ïðÿìîé ñ íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè x(a) = 0, x′(a) = 1. Ïóñòü λ âîçðàñòàåò îò −∞ äî +∞. Êîðíè
ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ tn(λ) ìîíîòîííî äâèæóòñÿ âëåâî, òî åñòü ïðè íåêî-
òîðûõ çíà÷åíèÿõ λ î÷åðåäíîé êîðåíü ïðèõîäèò íà îòðåçîê [a, b]. Ýòî è åñòü
èñêîìûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ. Îñòàëüíûå ñâîé-
ñòâà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñëåäóþò èç ïðåäûäóùèõ
çàäà÷.

6.3 Îðòîãîíàëüíûå ìíîãî÷ëåíû è ôóíêöèè Áåññåëÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû îïèøåì çàìå÷àòåëüíûå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè íåêîòîðûõ ëèíåé-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ � îðòîãîíàëüíûå ìíîãî÷ëåíû. Ìåòîä ðåíîðìà-
ëèçàöèè, êîòîðûé ìû òîæå èçëîæèì, ïîçâîëÿåò ñâÿçàòü èõ ñ ôóíêöèÿìè Áåññåëÿ.
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6 Óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è òåîðåìû Øòóðìà

6.3.1 Ìíîãî÷ëåíû Ëåæàíäðà

Îïðåäåëåíèå 6.3.1. Ìíîãî÷ëåíû Ëåæàíäðà18 � ýòî ñèñòåìà ìíîãî÷ëåíîâ Pn(t),
äëÿ êîòîðûõ

� Pn èìååò ñòåïåíü n;

� Pn ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû íà îòðåçêå [−1, 1] îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèç-
âåäåíèÿ (f, g) =

∫ 1
−1 f(t)g(t)dt;

� Pn(1) = 1.

Ìíîãî÷ëåíû Ëåæàíäðà ìîæíî ïîëó÷èòü, âçÿâ íàáîð ìíîãî÷ëåíîâ 1, t, t2, . . . è îð-
òîãîíàëèçîâàâ åãî ìåòîäîì Ãðàìà19 � Øìèäòà20. Ïåðâûå òðè ìíîãî÷ëåíà Ëåæàíäðà:
P0(t) = 1, P1(t) = t, P2(t) =

3t2

2 − 1
2 .

Óïðàæíåíèå 123. Âû÷èñëèòå ìíîãî÷ëåíû Ëåæàíäðà òðåòüåé è ÷åòâåðòîé ñòå-
ïåíè.

Ïðåäëîæåíèå 6.3.2. Ìíîãî÷ëåí Ëåæàíäðà Pn � ýòî ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà

L =
d

dt
(1− t2)

d

dt

ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λn = n(n+ 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî n îïåðàòîð L èìååò ñîáñòâåííóþ ôóíê-
öèþ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè n. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pn ïðîñòðàíñòâî
ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå íèæå n. Îïåðàòîð L äåéñòâóåò íà Pn, ïåðåâîäÿ ìîíîì td â
ìíîãî÷ëåí

L(td) = ((1− t2)dtd−1)′ = d(d− 1)td−2 − d(d+ 1)td

äëÿ d = 1, . . . , n; êðîìå òîãî, L(1) = 0. Ýòà ôîðìóëà ïîêàçûâàåò, ÷òî â áàçèñå
1, t, t2, . . . , tn îïåðàòîð L èìååò âåðõíå-òðåóãîëüíóþ ìàòðèöó ñ äèàãîíàëüíûìè ýëå-
ìåíòàìè (0,−2,−6, . . . ,−n(n+ 1)). Çíà÷èò, ýòè ýëåìåíòû è ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè
÷èñëàìè îïåðàòîðà L â ïðîñòðàíñòâå Pn, ïðè÷åì cîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ñ ñîáñòâåí-
íûì çíà÷åíèåì −d(d+ 1) � ýòî ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè d.
Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà L, íîðìèðîâàííûå óñëîâè-

åì Pn(1) = 1, � ýòî ìíîãî÷ëåíû Ëåæàíäðà. Äëÿ ýòîãî äîêàæåì, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå
Pn ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(f, g) =

∫ 1

−1
f(t)g(t)dt (6.39)

18Àäðèåí Ìàðè Ëåæàíäð (1752 � 1833) � ìàòåìàòèê, èçâåñòíûé ñâîèì âêëàäîì â òåîðèþ ýë-
ëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé, òåîðèþ ÷èñåë, âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå, òåîðèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé.

19É¼ðãåí Ïåäåðñåí Ãðàì (1850 � 1916) � ìàòåìàòèê, èçâåñòíûé ñâîèìè ðàáîòàìè â ìàòåìàòè÷åñêîé
ñòàòèñòèêå, òåîðèè ÷èñåë è ëèíåéíîé àëãåáðå.

20Ýðõàðä Øìèäò (1876 � 1959) � ìàòåìàòèê, ðàáîòàâøèé â îáëàñòè òåîðèè ôóíêöèé è ôóíêöèî-
íàëüíîãî àíàëèçà.
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6.3.2. Òåîðåìà Ìåëåðà-Ãåéíå äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà.

îïåðàòîð L ñàìîñîïðÿæåí. Äåéñòâèòåëüíî,

(Lf, g) =

∫ 1

−1

d

dt

(
(1− t2)f ′(t)

)
· g(t)dt = (1− t2)f ′(t)g(t)

∣∣1
−1

−
∫ 1

−1
(1− t2)f ′(t)g′(t)dt.

Âíåèíòåãðàëüíûé ÷ëåí â ýòîì âûðàæåíèè ðàâåí íóëþ èç-çà ìíîæèòåëÿ (1− t2), à â
èíòåãðàë ôóíêöèè f è g âõîäÿò ñèììåòðè÷íî. Çíà÷èò, èõ ìîæíî ïîìåíÿòü ìåñòàìè:

(Lf, g) = (Lg, f).

Èòàê, îïåðàòîð L ñàìîñîïðÿæåí. Çíà÷èò, åãî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îðòîãîíàëüíû.
Êàê óñòàíîâëåíî âûøå, îíè ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè ñòåïåíè 0, 1, 2, . . . , n. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ïîñëå íîðìèðîâêè îíè ñîâïàäàþò ñ ìíîãî÷ëåíàìè Ëåæàíäðà.

Èòàê, n-é ìíîãî÷ëåí Ëåæàíäðà óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ
LPn + n(n+ 1)Pn = 0, òî åñòü óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà

d

dt
((1− t2)x′) + n(n+ 1)x = 0. (6.40)

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå íåìåäëåííî âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ Ëå-
æàíäðà.

Ïðåäëîæåíèå 6.3.3. Ìíîãî÷ëåíû Ëåæàíäðà ÷åòíîé ñòåïåíè � ÷åòíûå ôóíêöèè,
à íå÷åòíîé ñòåïåíè � íå÷åòíûå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð ñèììåòðèè S:

(Sf)(t) = f(−t).

Îïåðàòîð S ñîõðàíÿåò ïðîñòðàíñòâà P1 ⊂ P2 ⊂ P3 ⊂ · · · ⊂ Pn è ñêàëÿðíîå ïðîèç-
âåäåíèå (6.39). Çàìåòèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí Pk îðòîãîíàëåí ïðîñòðàíñòâó Pk−1 â ñèëó
ïîñòðîåíèÿ; ñëåäîâàòåëüíî, ìíîãî÷ëåí SPk òîæå îðòîãîíàëåí ïðîñòðàíñòâó Pk−1.
Íî òàêîé ìíîãî÷ëåí � åäèíñòâåííûé ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè. Çíà÷èò,
SPk ïðîïîðöèîíàëåí Pk.
Ñòàðøèé ÷ëåí ìíîãî÷ëåíà ÷åòíîé ñòåïåíè ïåðåõîäèò â ñåáÿ ïðè ñèììåòðèè S, à

íå÷åòíîé ñòåïåíè � ìåíÿåò çíàê. Çíà÷èò,

SP2n = P2n, SP2n−1 = −P2n−1.

Ýòî è çíà÷èò, ÷òî ìíîãî÷ëåí P2n � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, à P2n−1 � íå÷åòíàÿ.

6.3.2 Òåîðåìà Ìåëåðà-Ãåéíå äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà.

Ðåíîðìàëèçàöèÿ

Ðåíîðìàëèçàöèÿ � ýòî ñîâåðøåííî íîâûé ñïîñîá ïåðåõîäà ê ïðåäåëó, íåïðèâû÷íûé
äëÿ òðàäèöèîííîãî àíàëèçà. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé fn : [0,

1
n ] →
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Ðèñ. 6.8: Ãðàôèêè ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà P10, P15, P20 íà îòðåçêå [−1, 1] (ñëåâà);
ãðàôèêè ôóíêöèé Pn(1− x

n) äëÿ n = 10, 15, 20(ñïðàâà).

R. Êóäà îíà ìîæåò ñõîäèòüñÿ ïðè n → ∞? Íà ïåðâûé âçãëÿä, íèêóäà: ïðè n → ∞
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé fn âûðîæäàþòñÿ â òî÷êó. Îäíàêî ôóíêöèè

gn : x 7→ f(
x

n
)

âñå îïðåäåëåíû íà îòðåçêå [0, 1] è ìîãóò ñõîäèòüñÿ ê ïðåäåëó, ñîäåðæàùåìó áîëüøóþ
èíôîðìàöèþ î ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn. Àíàëîãè÷íóþ îïåðàöèþ ìîæíî ïðîèçâîäèòü
íàä ìíîæåñòâàìè.

Óïðàæíåíèå 124. Ïóñòü C � êëàññè÷åñêîå Êàíòîðîâî ñîâåðøåííîå ìíîæåñòâî.
Ê ÷åìó ñõîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ

fn(C ∩ [0, 3−n]), ãäå fn(x) = 3nx?

Óïðàæíåíèå 125. Ïóñòü f � C1-ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, f(0) = 0. Ê ÷åìó ñõîäÿòñÿ
ôóíêöèè gn(x) = nf(x/n) íà îòðåçêå [−1, 1]?

Ïîäñêàçêà. Ãðàôèê ôóíêöèè gn ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè ðàññìàòðèâàòü ãðàôèê
ôóíêöèè f íà îòðåçêå [− 1

n ,
1
n ] â óâåëè÷èòåëüíîå ñòåêëî, äàþùåå óâåëè÷åíèå â n

ðàç.

6.3.2.1 Ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû Ìåëåðà � Ãåéíå

Íåêîòîðîå ïîíÿòèå î ïîâåäåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Pn âáëèçè òî÷êè t = 1 äàþò
ãðàôèêè ôóíêöèè P10, P15, P20 íà îòðåçêå [−1, 1] (ñì. ðèñ. 6.8 ñëåâà).
Ýòè ãðàôèêè ðåçêî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà. Íî ìû óâèäèì, ÷òî åñëè ïðàâèëüíî

ïåðåìàñøòàáèðîâàòü ãðàôèêè âáëèçè òî÷êè 1, îíè áóäóò èìåòü ïðèìåðíî îäèíàêî-
âóþ ôîðìó äëÿ áîëüøèõ n.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèè Pn(1− r

n) (ñì. ðèñ. 6.8 ñïðàâà) Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ìû ðàñ-
ñìàòðèâàåì ãðàôèê ôóíêöèè Pn âáëèçè òî÷êè 1 â �óâåëè÷èòåëüíîå ñòåêëî�, êîòîðîå
ðàñòÿãèâàåò ãðàôèê â n ðàç âäîëü îñè Ox, ñð. ñ çàäà÷åé 125. Âèäíî, ÷òî ýòè ôóíêöèè

312



6.3.2. Òåîðåìà Ìåëåðà-Ãåéíå äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà.
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Ðèñ. 6.9: Ãðàôèêè ôóíêöèé Pn(1− x2

2n2 ) (ñëåâà) è ôóíêöèè J0 (ñïðàâà).

íå ñõîäÿòñÿ: ïåðâûé ïîëîæèòåëüíûé íîëü ôóíêöèè ïðèáëèæàåòñÿ ê íóëþ ïðèìåðíî
ëèíåéíî ïî n. Ýòî íàâîäèò íà ìûñëü, ÷òî ïðàâèëüíåå âçÿòü óâåëè÷èòåëüíîå ñòåêëî,
êîòîðîå ðàñòÿãèâàåò âäîëü îñè Ox â n2 ðàç. Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèè Pn(1 − r

n2 )
ñõîäÿòñÿ ïðè n→ ∞, ïðè÷åì èõ ïðåäåë ñâÿçàí ñ ôóíêöèåé Áåññåëÿ.
×òîáû ïðîèëëþñòðèðîâàòü ýòî, íàðèñóåì ãðàôèêè ôóíêöèé

xn : r 7→ Pn(1−
r2

2n2
)

è ãðàôèê ôóíêöèè J0(r).
Ýòè ðèñóíêè ïîäñêàçûâàþò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 6.3.4 (Òåîðåìà Ìåëåðà21-Ãåéíå22).

lim
n→∞

Pn(1−
r2

2n2
) = J0(r).

Ñëåäóþùèå ðàçäåëû ïîñâÿùåíû äîêàçàòåëüñòâó ýòîãî óòâåðæäåíèÿ. Èäåÿ ñîñòîèò
â òîì, ÷òîáû âûïèñàòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ôóíêöèé Pn(1 − z2

2n2 ) è
ïðîâåðèòü ñõîäèìîñòü ýòèõ óðàâíåíèé ê óðàâíåíèþ Áåññåëÿ. Çàòåì èç ñõîäèìîñòè
óðàâíåíèé âûâåñòè ñõîäèìîñòü ðåøåíèé, íåñìîòðÿ íà íàëè÷èå îñîáåííîñòè â ïðàâîé
÷àñòè óðàâíåíèé.

Ñõîäèìîñòü äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ñõîäèìîñòü òåéëîðîâñêèõ
êîýôôèöèåíòîâ

Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ J0 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Áåññåëÿ

r
d

dr
(r
dx

dr
) + r2x = 0 (6.41)

21Ôåðäèíàíä Ãóñòàâ Ìåëåð (1835 � 1895) � ìàòåìàòèê, çàíèìàâøèéñÿ âîïðîñàìè òåîðèè ïîòåíöè-
àëà è èõ ïðèëîæåíèÿìè ê òåîðèè ýëåêòðîìàãíåòèçìà.

22Ãåíðèõ Ýäóàðä Ãåéíå (1821 � 1881), ìàòåìàòèê, èçâåñòûé ñâîèìè ðàáîòàìè â òåîðèè ñïåöèàëüíûõ
ôóíêöèé è âåùåñòâåííîì àíàëèçå.
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ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
x(0) = 1, x′(0) = 0.

Ðåíîðìàëèçîâàííûé ìíîãî÷ëåí Ëåæàíäðà

xn(r) = Pn(1−
r2

2n2
)

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ñ áëèçêîé ëåâîé ÷àñòüþ

r
d

dr
(r
dx

dr
· (1− r2

4n2
)) + (1 +

1

n
)r2x = 0 (6.42)

ñ òåì æå íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = 1, x′(0) = 0. Ïîäðîáíûé âûâîä ýòîãî óðàâíåíèÿ

âûãëÿäèò òàê. Ñäåëàåì â óðàâíåíèè (6.40) çàìåíó t = 1− r2

2n2 . Òàê êàê dx
dt = −dx

dr
n2

r ,
ïîëó÷èì

0 =
d

dt

(
(1− t2)

dx

dt

)
+ n(n+ 1)x = − d

dt

(
(2− r2

2n2
)
r2

2n2
dx

dr

n2

r

)
+ n(n+ 1)x =

= − d

dt

(
(2− r2

2n2
)
r

2

dx

dr

)
+ n(n+ 1)x =

n2

r

d

dr

(
(1− r2

4n2
)r
dx

dr

)
+ n(n+ 1)x =

= n2
(
1

r

d

dr

[
r
dx

dr
· (1− r2

4n2
)

]
+ (1 +

1

n
)x

)
. (6.43)

Ïîñëå óìíîæåíèÿ íà r2/n2 ïîëó÷èì (6.42).
Ïðè n → ∞, óðàâíåíèå (6.42) ïðåâðàùàåòñÿ â óðàâíåíèå (6.41). Îäíàêî ìû íå

ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
îò ïàðàìåòðà. Äåëî â òîì, ÷òî îñíîâíûå òåîðåìû îòíîñÿòñÿ ê óðàâíåíèÿì ñ ãëàä-
êîé ïðàâîé ÷àñòüþ, ðàçðåøåííûì îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé, òî åñòü èìå-
þùèì âèä x′′ = f(t, x, x′). Åñëè æå óðàâíåíèÿ (6.41) è (6.42) ïðåäñòàâèòü â òàêîì
âèäå, ïðàâûå ÷àñòè áóäóò èìåòü îñîáåííîñòü â íóëå. Ïîýòîìó òåîðåìà î íåïðåðûâíîé
çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ îò ïàðàìåòðà íåïðèìåíèìà.
Ðàçëîæåíèå ðåøåíèé â ðÿä ñïàñàåò ïîëîæåíèå.
Ïóñòü

J0(r) =
∞∑
k=0

akr
k, xn(r) =

∞∑
k=0

an,k r
k.

Òàê êàê xn � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 2n, ïîñëåäíèé ðÿä êîíå÷åí è îáðûâàåòñÿ íà ÷ëåíå
an,2n, íî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî íå óïðîùàåò ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïðè n→ ∞.
Íàéäåì êîýôôèöèåíòû ak è an,k. Ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ak

ïîëó÷åíà â ðàçäåëå 6.1.8 è èìååò âèä

a0 = 1, a2k = cka2k−2, ãäå ck = − 1

k2
; a2k+1 = 0.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïîäñòàâëÿÿ ðÿä äëÿ xn â óðàâíåíèå (6.42) è èñïîëüçóÿ xn(0) =
Pn(0) = 1, ïîëó÷àåì

an,0 = 1, an,2k = cn,k an,2k−2, ãäå cn,k =
1

4n2
(1− 2

k
)−

1 + 1
n

k2
; an,2k+1 = 0.
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6.3.2. Òåîðåìà Ìåëåðà-Ãåéíå äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà.

Ìû âèäèì, ÷òî

cn,k → ck ïðè n→ ∞.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

an,k → ak ïðè n→ ∞,

ïîñêîëüêó

a2k = Πkl=1cl, an,2k = Πkl=1cn,l. (6.44)

Èòàê, òåéëîðîâñêèå êîýôôèöèåíòû ôóíêöèé xn ñõîäÿòñÿ ê òåéëîðîâñêèì êîýô-
ôèöèåíòàì ôóíêöèè J0. Íî îòñþäà åùå íå ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ñàìèõ ôóíêöèé, êàê
ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé ïðèìåð.

Ïðèìåð 6.3.5. Ïóñòü fn(r) = n!rn. Òîãäà âñå òåéëîðîâñêèå êîýôôèöèåíòû ôóíêöèé
fn ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè n→ ∞, íî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn ðàñõîäèòñÿ âñþäó, êðîìå
íóëÿ.

Îäíàêî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Îò ñõîäèìîñòè êîýôôèöèåíòîâ ê ñõîäèìîñòè ôóíêöèé

Ëåììà 6.3.6 (Î ïî÷ëåííîì ïåðåõîäå ê ïðåäåëó äëÿ ñòåïåííûõ ðÿäîâ). Ïóñòü ñòå-
ïåííûå ðÿäû

f(z) = Σbmz
m, fn(z) = Σbn,mz

m,

ñõîäÿòñÿ â êðóãå |z| < R, è ïóñòü bm = limn→∞ bn,m. Ïóñòü, êðîìå òîãî, ñóùå-
ñòâóþò òàêèå C,K,N , ÷òî

|bn,m| < CR−m ∀m > K,n > N. (6.45)

Òîãäà fn ⇒ f â ëþáîì äèñêå |z| ⩽ r < R.

Ýòà ëåììà áëèçêà ê èçâåñòíîé èç êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà òåîðåìå î ïî÷ëåí-
íîì ïåðåõîäå ê ïðåäåëó â ÷èñëîâîì ðÿäå. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ â êðóãå
ðàäèóñà áîëüøå R, òî êîýôôèöèåíòû ðÿäà âñåãäà ìîæíî îöåíèòü ñâåðõó ãåîìåòðè-
÷åñêîé ïðîãðåññèåé âèäà CR−m. Óñëîâèå (6.45) îçíà÷àåò, ÷òî îöåíêà ðàâíîìåðíà ïî
n, òî åñòü âåëè÷èíà C íå çàâèñèò îò n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì r < R. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî K

∣∣fn(z)− f(z)
∣∣ ⩽ ∣∣ K∑

k=1

bn,kz
k −

K∑
k=1

bkz
k
∣∣+ ∣∣ ∞∑

k=K+1

bn,kz
k
∣∣+ ∣∣ ∞∑

k=K+1

bkz
k
∣∣ (6.46)

Âòîðîå ñëàãàåìîå ìû áóäåì îöåíèâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∣∣ ∞∑
K+1

bn,kz
k
∣∣ ⩽ ∞∑

K+1

CR−krk =
C(r/R)K+1

1− r/R
. (6.47)
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Ïîíÿòíî, ÷òî èç íåðàâåíñòâà (6.45) ñëåäóåò àíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâî äëÿ bm, ïî-
ýòîìó òàêèì æå îáðàçîì ìîæíî îöåíèòü è òðåòüå ñëàãàåìîå.

Òåïåðü ïðèñòóïèì ê äîêàçàòåëüñòâó òîãî, ÷òî fn ⇒ f â êðóãå ðàäèóñà r. Ôèêñè-
ðóåì ε > 0 è âûáåðåì K äîñòàòî÷íî áîëüøèì, ÷òîáû âòîðîå è òðåòüå ñëàãàåìîå â
(6.46) áûëè ìåíüøå ε; ýòî âîçìîæíî â ñèëó (6.47). Ôèêñèðîâàâ K, âûáåðåì N òàêèì
îáðàçîì, ÷òîáû ïðè n > N ïåðâîå ñëàãàåìîå áûëî ìåíüøå ε; ýòî âîçìîæíî, òàê êàê
bn,m → bm. Ìû ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî 0 < r < R è ëþáîãî ε > 0 ìîæíî âûáðàòü
N , òàê ÷òî ïðè |z| < r, n > N âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |fn(z) − f(z)| < 3ε. Ýòî è
îçíà÷àåò, ÷òî fn ⇒ f â ëþáîì äèñêå |z| ⩽ r < R.

Îêîí÷àíèå äîêàçàòåëüñòâà

Âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû Ìåëåðà � Ãåéíå. Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ
ëåììà.

Ëåììà 6.3.7. Ïóñòü ñòåïåííûå ðÿäû f(z) =
∑
a2kz

2k, fn(z) =
∑
an,2kz

2k ñõî-
äÿòñÿ âî âñåé ïëîñêîñòè. Ïóñòü èõ êîýôôèöèåíòû âûðàæàþòñÿ ôîðìóëàìè a2k =
Πkl=1cl, an,2k = Πkl=1cn,l, ãäå cl è cn,l � êîìïëåêñíûå ÷èñëà, òàêèå ÷òî cl → 0 ïðè
l → ∞ è cn,l → 0 ïðè min(n, l) → ∞. Êðîìå òîãî, ïóñòü cn,l → cl ïðè n→ ∞. Òîãäà
fn ⇒ f â ëþáîì äèñêå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðîâåðèì óñëîâèÿ ëåììû 6.3.6 íà êîýôôèöè-
åíòû a2k, an,2k ïðè ëþáîì R > 0. Î÷åâèäíî, ÷òî an,2k → a2k ïðè n → ∞. Ïðîâåðèì
óñëîâèå (6.45) äëÿ êîýôôèöèåíòîâ an,2k . Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå R. Âîçüìåì K è
N òàêèìè, ÷òî

|cn,l| < R−2 ïðè n > N, l > K.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî n > N, k > K

|an,2k| ⩽ |an,2K |R2K−2k. (6.48)

Ïîëîæèì C = R2K supn an,2K ; ýòîò ñóïðåìóì êîíå÷åí, òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
an,2K ñõîäèòñÿ ê a2K . Òåïåðü èç (6.48) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî an,2k ⩽ CR−2k äëÿ âñåõ
n > N, k > K. Óñëîâèÿ ëåììû 6.3.6 ïðîâåðåíû; ëåììà 6.3.7 äîêàçàíà.

Èç ëåììû 6.3.7 íåìåäëåííî ñëåäóåò òåîðåìà Ìåëåðà � Ãåéíå.

6.3.3 Ìíîãî÷ëåíû ßêîáè

Ðàçâèòûå âûøå ìåòîäû ïîçâîëÿþò èññëåäîâàòü ñóùåñòâåííî áîëåå îáùèé êëàññ îð-
òîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ � ìíîãî÷ëåíû ßêîáè � è èõ ñâÿçü ñ ôóíêöèÿìè Áåññåëÿ.

Ìíîãî÷ëåíû ßêîáè êàê ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
îïåðàòîðà

Ïóñòü α è β � ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà, áîëüøèå (−1).
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6.3.3. Ìíîãî÷ëåíû ßêîáè

Îïðåäåëåíèå 6.3.8. Ìíîãî÷ëåíû ßêîáè Pα,βn � ýòî ñèñòåìà ìíîãî÷ëåíîâ, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì:

� Ìíîãî÷ëåí Pα,βn èìååò ñòåïåíü n;

� Äëÿ n ̸= m ìíîãî÷ëåíû Pα,βn è Pα,βm îðòîãîíàëüíû íà îòðåçêå [−1, 1] ñ âåñîì
ρα,β = (1− t)α(1 + t)β ;

� Óñëîâèå íîðìèðîâêè:

ïðè öåëîì α, α = k, âûïîëíåíî P k,βn (1) = Cnn+k = (n+k)!
n!k! (çäåñü Ckn � áèíîìè-

àëüíûå êîýôôèöèåíòû);

ïðè ïðîèçâîëüíîì α âûïîëíåíî:

Pα,βn (1) =
(α+ 1)...(α+ n)

n!
.

Çàìå÷àíèå 6.3.9. Ïðè α = β = 0 ïîëó÷àåì ρα,β ≡ 1, è ìíîãî÷ëåíû ßêîáè ïðåâðà-
ùàþòñÿ â ìíîãî÷ëåíû Ëåæàíäðà.

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ìíîãî÷ëåíû ßêîáè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿ-
ìè íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ïðåäëîæåíèå 6.3.10. Ìíîãî÷ëåíû ßêîáè ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè
äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà

Lα,β =
d

dt
(1− t2)

d

dt
+ (β − α− (α+ β)t)

d

dt
.

ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè −n(n+ α+ β + 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïîâòîðÿåò ðàññóæäåíèÿ, ïðîâåäåííûå äëÿ ìíîãî-
÷ëåíîâ Ëåæàíäðà. Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî îïåðàòîð Lα,β ñàìîñîïðÿæåí â ïðîñòðàí-
ñòâå ìíîãî÷ëåíîâ, îãðàíè÷åííûõ íà îòðåçîê [−1, 1], ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(f, g) =

∫ 1

−1
fgρα,βdt (6.49)

Ðàâåíñòâî

(Lα,βf, g) = (f, Lα,βg) (6.50)

ïðîâåðÿåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì.

Óïðàæíåíèå 126. Ïðîâåðüòå ðàâåíñòâî (6.50).

Ïóñòü, êàê è âûøå, Pn � ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå n. Îíî
èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà Lα,β . Äåéñòâèòåëüíî,

Lα,βt
d = (−d(d+ 1)− d(α+ β))td + d(d− 1)td−2 + d(β − α)td−1.
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Ñëåäîâàòåëüíî, â áàçèñå 1, t, . . . , tn îïåðàòîð Lα,β çàïèñûâàåòñÿ äèàãîíàëüíîé ìàò-
ðèöåé ñ ýëåìåíòàìè 0,−(2 + α+ β), . . . ,−n(n+ 1 + α+ β) íà äèàãîíàëè. Ýòî è åñòü
ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà Lα,β .
Â êàæäîì èç ïðîñòðàíñòâ Pd, d = 0, . . . , n, îïåðàòîð Lα,β èìååò ñîáñòâåííûé îð-

òîãîíàëüíûé áàçèñ, ïî îäíîìó âåêòîðó â êàæäîì èç ìíîæåñòâ Pd \ Pd−1. Ïîñëå
íîðìèðîâêè âñå ýòè âåêòîðû ïðåâðàùàþòñÿ â ìíîãî÷ëåíû ßêîáè.

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû ïîëó÷èì îáîáùåíèå ôîðìóëû Ìåëåðà-Ãåéíå, äîêàçàííîé
âûøå äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà. Àñèìïòîòèêà ìíîãî÷ëåíîâ ßêîáè îêàçûâàåòñÿ
ñâÿçàíà ñ ôóíêöèÿìè Áåññåëÿ áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ.

Îáîáùåíèå ôîðìóëû Ìåëåðà-Ãåéíå

Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ Áåññåëÿ Jk(r) � ýòî ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ k-ìó óðàâ-
íåíèþ Áåññåëÿ

r
d

dr
(r
dx

dr
) + (r2 − k2)x = 0 (6.51)

ñ óñëîâèåì íîðìèðîâêè Jk(r) =
1

2kk!
rk+. . . ; ìíîãîòî÷èåì îáîçíà÷åíû ñòàðøèå ÷ëåíû

ðÿäà Òåéëîðà.

Òåîðåìà 6.3.11. Äëÿ ëþáîãî k ⩾ 0 è ïðîèçâîëüíîãî β > −1,

n−kP k,βn (1− r2

2n2
) → 2kr−kJk(r),

ãäå Jk(r) � k-ÿ ôóíêöèÿ Áåññåëÿ; ñõîäèìîñòü ðàâíîìåðíàÿ íà ëþáîì îòðåçêå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïëàí äîêàçàòåëüñòâà òàêîé æå, êàê äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà.
Ñíà÷àëà ìû ïðîâåðèì ñõîäèìîñòü â òî÷êå 0. Çàòåì íàéäåì äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâ-
íåíèÿ, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò ôóíêöèè

Xn(r) = n−kP k,βn (1− r2

2n2
) è X = 2kr−kJk

è âû÷èñëèì êîýôôèöèåíòû Òåéëîðà ýòèõ ôóíêöèé. Ïîñëå ýòîãî ìû ïðîâåðèì óñëî-
âèÿ ëåììû 6.3.7 è âûâåäåì èç íåå óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
Ñõîäèìîñòü â òî÷êå 0. Èìååì:

Xn(0) = n−kP k,βn (1) = n−kCnn+k =
(n+ k)(n+ k − 1)...(n+ 1)

nkk!
→ 1

k!
ïðè n→ ∞.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, X(0) = 2kr−kJk(r)|r=0 = 1
k! â ñèëó óñëîâèÿ íîðìèðîâêè äëÿ

ôóíêöèè Áåññåëÿ. Ñõîäèìîñòü â íóëå ïðîâåðåíà.
Òåïåðü ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ íà ôóíêöèè Xn è X. Íàïîìíèì,

÷òî ìíîãî÷ëåí P k,βn ïðè öåëûõ α = k óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ
Lk,βx = −n(n+ k + β + 1)x, òî åñòü

d

dt
(1− t2)

dx

dt
+ (β − k − (k + β)t)

dx

dt
+ n(n+ k + β + 1)x = 0.
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Òàêèì æå îáðàçîì, êàê äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà (ñì. (6.43)), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

ôóíêöèÿ Xn(r) = n−kP k,βn (1− r2

2n2 ) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

r
d

dr
((1− r2

4n2
)r
dx

dr
− (β − k − (k + β)(1− r2

2n2
))r

dx

dr
+ r2(1 +

k + β + 1

n
)x = 0. (6.52)

Òåïåðü íàéäåì óðàâíåíèå, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèÿ X = 2kr−kJk. Òàê êàê
ôóíêöèÿ Jk(r) = 2−krkX óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Áåññåëÿ ïîðÿäêà k, èìååì

r
d

dr
(r
d

dr
rkX) + (r2 − k2)rkX = 0 (6.53)

Òàê êàê

r
d

dr
(r
d

dr
rkX) = r

d

dr
(rk+1X ′ + krkX) = rk+2X ′′ + (2k + 1)rk+1X ′ + k2rkX,

óðàâíåíèå (6.53) ïîñëå äåëåíèÿ íà rk ïðèíèìàåò âèä

r2X ′′ + (2k + 1)rX ′ + r2X = 0

Ýòî æå óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

r
d

dr
r
dX

dr
+ 2kr

dX

dr
+ r2X = 0. (6.54)
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Èòàê, ôóíêöèÿ X óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (6.54), à ôóíêöèè Xn � óðàâíåíèþ
(6.52). Ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (6.52) ñòðåìèòñÿ ê ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (6.54) ïðè
n → ∞. Îäíàêî ìû ïî-ïðåæíåìó íå ìîæåì âîñïîëüçîâàòëüñÿ òåîðåìîé î íåïðå-
ðûâíîé çàâñèìîñòè ðåøåíèÿ îò ïàðàìåòðà, ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíò ïðè ñòàðøåé
ïðîèçâîäíîé îáðàùàåòñÿ â íîëü ïðè r = 0. Åñëè ðàçðåøèòü óðàâíåíèå (6.52) èëè
(6.54) îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé, òî ïðàâàÿ ÷àñòü áóäåò èìåòü îñîáåííîñòü
â íóëå.
Ìû âîñïîëüçóåìñÿ òåì æå ïðèåìîì, ÷òî â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Ìåëåðà � Ãåéíå

äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà. Âû÷èñëèì êîýôôèöèåíòû Òåéëîðà ôóíêöèéX = r−kJk
è Xn, òî÷íåå, âûðàçèì èõ ÷åðåç X(0), Xn(0). Çàòåì âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 6.3.7.
Äëÿ ôóíêöèè Jk ðàçëîæåíèå â ðÿä ïîëó÷åíî â ðàçäåëå 6.1.8, íî ìû âûâåäåì ðåêóð-

ðåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòîâ X íåïîñðåäñòâåííî èç óðàâíåíèÿ (6.54),
÷òîáû ïðîèëëþñòðèðîâàòü ñõîäñòâî X è Xn. Ðàçëîæèì X â ðÿä: X =

∑∞
0 amr

m.
Îòìåòèì, ÷òî

r
dX

dr
=

∞∑
m=0

mamr
m.

Ïîýòîìó êîýôôèöèåíò ïðè rm â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (6.54) èìååò âèä:

(m2 + 2km)am + am−2.

Ïîëó÷àåì, çàìåíÿÿ m íà 2m:

a2m = cma2m−2, cm = − 1

4m2 + 4km
; an = a0Π

m
l=0cl.

Òåïåðü ðàçëîæèì Xn â ðÿä: Xn =
∑
an,mr

m, è ïîäñòàâèì åãî â óðàâíåíèå (6.52).
Ïðèðàâíèâàÿ ê íóëþ êîýôôèöèåíòû ïîëó÷åííîãî ðÿäà ïðè rm, ïîëó÷àåì:

m2an,m−
m(m− 2)

4n2
an,m−2+2kman,m−

(m− 2)(k + β)

2n2
an,m−2+(1+

k + β + 1

n
)an,m−2 = 0.

Îòñþäà

an,m =

m(m−2)
4n2 + (m−2)(k+β)

2n2 − 1− k+β+1
n

m2 + 2km
an,m−2.

Çàìåíÿÿ m íà 2m, ïîëó÷èì:

an,2m = cn,man,2m−2, cn,m =

2m(2m−2)
4n2 + (k + β) (2m−2)(k+β)

2n2 − 1− k+β+1
n

4m2 + 4km
;

an,2m = an,0Π
m
l=0cn,l.

Âñå êîýôôèöèåíòû ïðè íå÷åòíûõ ñòåïåíÿõ íóëåâûå, òàê êàê Xm(r) = n−kP k,βn (1 −
r2

2n2 ) � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ. Âèäíî, ÷òî cn,m → cm ïðè n → ∞, è cn,m → 0 ïðè

min(n,m) → ∞. Ïîýòîìó äëÿ ðÿäîâ 1
a0
X = X

X(0) è
1

an,0
Xn = Xn

Xn(0)
âûïîëíåíû óñëî-

âèÿ ëåììû 6.3.7. Âûøå ìû ïðîâåðèëè, ÷òî Xn(0) → X(0). Çíà÷èò, Xn ⇒ X íà ëþáîì
îòðåçêå. Ýòî äîêàçûâàåò òåîðåìó.

320
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M

S

1

u
θ

O

Ðèñ. 6.10: Ïðèòÿæåíèå òåëà ê ýëëèïñîèäó âðàùåíèÿ.

6.3.4 Äîáàâëåíèå: ôîðìóëà Ðîäðèãà, ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå è
ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà

Ñèñòåìà ìíîãî÷ëåíîâ Pn âïåðâûå ïîÿâèëàñü â ðàáîòå Ëåæàíäðà23 ïî íåáåñíîé ìå-
õàíèêå. Îí èññëåäîâàë ñèëó ïðèòÿæåíèÿ òåëà ê ýëëèïñîèäó âðàùåíèÿ. Ïóñòü öåíòð
ýëëèïñîèäà ðàñïîëîæåí â íà÷àëå êîîðäèíàò O, à òåëî íàõîäèòñÿ â òî÷êå S, |OS| = 1;
ðàññìîòðèì òî÷êó M íà ýëëèïñîèäå è ïîëîæèì |OM | = u. Íüþòîíîâñêèé ïîòåíöè-
àë, êîòîðûé ñîçäàåòñÿ òî÷êîé M , ðàâåí 1

|SM | â òî÷êå S. Ïóñòü θ � óãîë ìåæäó OS

è OM , òîãäà |SM | =
√
1 + u2 − 2u cos θ (â ñèëó òåîðåìû êîñèíóñîâ). ×òîáû óçíàòü

ñèëó òÿæåñòè â òî÷êå S, âûðàæåíèå 1
|SM | ñëåäóåò ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî ýëëèïñîè-

äó. Äëÿ óäîáñòâà èíòåãðèðîâàíèÿ Ëåæàíäð ðàçëîæèë âûðàæåíèå 1
|SM | =

1√
1+u2−2ut

,

t = cos θ, ïî ñòåïåíÿì t, u. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî

1√
1 + u2 − 2ut

=

∞∑
n=0

Pn(t)u
n,

ãäå Pn � ìíîãî÷ëåíû Ëåæaíäðà.
Ãîâîðÿò, ÷òî Ψ(t, u) = 1√

1−2tu+u2
ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé äëÿ ìíîãî÷ëå-

íîâ Ëåæàíäðà. Ìû äîêàæåì ýòîò ôàêò, íî ïåðåä ýòèì íàéäåì ÿâíóþ ôîðìóëó è
ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà.

Òåîðåìà 6.3.12 (Ôîðìóëà Ðîäðèãà24). Äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà Pn âûïîëíåíî

Pn(t) =
1

2nn!

dn

dtn
[
(t2 − 1)n

]
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì Qn(t) = 1
2nn!

dn

dtn

[
(t2 − 1)n

]
. Ïîíÿòíî, ÷òî degQn = n.

Ìû ïðîâåðèì, ÷òî ìíîãî÷ëåíû Qn îðòîãîíàëüíû îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèç-
âåäåíèÿ

∫ 1
−1 fg dt è Qn(1) = 1; îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ìíîãî÷ëåíû Qn ñîâïàäàþò

ñ ìíîãî÷ëåíàìè Ëåæàíäðà.

23Legendre, A.-M. (1785) [1782]. "Recherches sur l'attraction des sph�ero��des homog�enes". M�emoires de
Math�ematiques et de Physique, pr�esent�es �a l'Acad�emie Royale des Sciences, par divers savans, et lus
dans ses Assembl�ees. X. Paris. pp. 411�435.

24Áåíæàìåí Îëèíä Ðîäðèã (1795 � 1851) � ìàòåìàòèê, ìåõàíèê è ýêîíîìèñò, â ìàòåìàòèêå èçâåñòåí
áëàãîäàðÿ ñâîèì ðàáîòàì ïî ãåîìåòðèè è òåîðèè ÷èñåë.
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Qn(1) = 1. Ïðè n-êðàòíîì äèôôåðåíöèðîâàíèè âûðàæåíèÿ (t2−1)n = (t−1)n(t+
1)n ïîëó÷àþòñÿ êîìáèíàöèè ïðîèçâåäåíèé (t − 1)l(t + 1)n−l, è åäèíñòâåííîå òàêîå
ïðîèçâåäåíèå, êîòîðîå íå îáíóëÿåòñÿ ïðè ïîäñòàíîâêå t = 1 � âûðàæåíèå (t+1)n((t−
1)n)(n), êîòîðîå ðàâíî 2nn! â åäèíèöå. Ïîñëå äåëåíèÿ íà 2nn! ïîëó÷àåì Qn(1) = 1.
Ìíîãî÷ëåíû Qn ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû. Ïóñòü n > m. ×òîáû ïðîâåðèòü

ðàâåíñòâî (Qn, Qm) = 0, âîçüìåì èíòåãðàë íåñêîëüêî ðàç ïî ÷àñòÿì.∫ 1

−1
[(t2−1)n](n)[(t2−1)m](m)dt = [(t2 − 1)n](n−1)[(t2 − 1)m](m)

∣∣∣1
−1

−
∫ 1

−1
[(t2−1)n](n−1)[(t2−1)m](m+1)dt.

Âíåèíòåãðàëüíûé ÷ëåí ðàâåí íóëþ, òàê êàê ïðè n−1-êðàòíîì äèôôåðåíöèðîâàíèè
âûðàæåíèÿ (t2 − 1)n ïîëó÷àþòñÿ êîìáèíàöèè ïðîèçâåäåíèé (t − 1)l(t + 1)n+1−l ïðè
l = 1, . . . , n, è âñå îíè ðàâíû íóëþ â òî÷êàõ −1 è 1. Åñëè ïîâòîðèòü ýòó îïåðàöèþ
n ðàç, ìû ïîëó÷èì âûðàæåíèå

∫ 1
−1[(t

2 − 1)n]((t2 − 1)m)(m+n)dt, ÷òî ðàâíî íóëþ, òàê

êàê deg(t2 − 1)m = 2m < m+ n.

Òåîðåìà 6.3.13. Ìíîãî÷ëåíû Ëåæàíäðà óäîâëåòâîðÿþò ðåêóððåíòíîìó ñîîòíî-
øåíèþ

(n+ 1)Pn+1(t) = (2n+ 1)tPn(t)− nPn−1(t). (6.55)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí tPn ∈ Pn+1 îðòîãîíàëåí âñåì ìíîãî÷ëå-
íàì ñòåïåíè íå âûøå n− 2. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè q ∈ Pn−2, òî (tPn, q) = (Pn, tq) = 0,
òàê êàê tq ∈ Pn−1, à ìíîãî÷ëåí Pn îðòîãîíàëåí âñåì ìíîãî÷ëåíàì ìåíüøåé ñòåïåíè.
Íî â ïðîñòðàíñòâå Pn+1 ïîäïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ, îðòîãîíàëüíûõ Pn−2, ïî-

ðîæäåíî ìíîãî÷ëåíàìè Pn−1, Pn è Pn+1. Ïîýòîìó

tPn = aPn+1 + bPn + cPn−1.

Îñòàëîñü âûÿñíèòü çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ a, b, c.
Íàïîìíèì, ÷òî ìíîãî÷ëåíû Ëåæàíäðà ÷åòíîé ñòåïåíè � ÷åòíûå ôóíêöèè, à íå÷åò-

íîé � íå÷åòíûå. Ïîýòîìó ìíîãî÷ëåí tPn èìååò òó æå ÷åòíîñòü, ÷òî è ìíîãî÷ëåíû
Pn+1, Pn−1, à ìíîãî÷ëåí Pn èìååò äðóãóþ ÷åòíîñòü. Îòñþäà b = 0.
Â ñèëó óñëîâèÿ íîðìèðîâêè, Pn(1) = 1; ïîäñòàâëÿÿ t = 1 â óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì

1 = a+ c.
Òåïåðü ñðàâíèì ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè. Â ñèëó ôîðìóëû

Ðîäðèãà, ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ìíîãî÷ëåíà Pn ðàâåí 1
2nn!(t

2n)(n) = (2n)!
2nn!n! . Ïðèðàâ-

íèâàÿ ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû, ïîëó÷àåì

(2n)!

2nn!n!
= a

(2n+ 2)!

2n+1(n+ 1)!(n+ 1)!

Îòñþäà a = 2(n+1)2

(2n+2)(2n+1) =
n+1
2n+1 , è â ñèëó ðàâåíñòâà a+c = 1, ïîëó÷àåì c = n

2n+1 .

Òåîðåìà 6.3.14 (Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà). Äëÿ âñÿ-
êîãî t íàéäåòñÿ êðóã íåêîòîðîãî ðàäèóñà u0, òàêîé ÷òî ïðè |u| ⩽ u0 âûïîëíåíî

Ψ(t, u) :=
1√

1− 2ut+ u2
=

∞∑
n=0

Pn(t)u
n.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî t âûïèøåì ðÿä Òåéëîðà ïî u äëÿ ôóíêöèè Ψ(t, u) â
òî÷êå u = 0. Çàìåòèì, ÷òî âñå ïðîèçâîäíûå Ψ(t, u) ïî u � ýòî ïðîèçâåäåíèÿ ìíîãî-
÷ëåíîâ ïî t, u íà ñòåïåíè êîðíÿ

√
1− 2tu+ u2. Ïðè ïîäñòàíîâêå u = 0 ýòîò êîðåíü

ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1, ïîýòîìó ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèè Ψ(t, u) ïî u èìååò âèä

Ψ(t, u) =
∞∑
n=0

Qn(t)u
n

äëÿ íåêîòîðûõ ìíîãî÷ëåíîâ Qn. Áîëåå òîãî, ýòîò ðÿä ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòàíîâêîé x =
−2ut + u2 èç ðÿäà äëÿ ôóíêöèè (1 + x)−1/2, êîòîðûé ñõîäèòñÿ ïðè |x| < 1. Çíà÷èò,
äëÿ êàæäîãî t ðÿä ñõîäèòñÿ äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî u.
Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåíû Qn ñîâïàäàþò ñ ìíîãî÷ëåíàìè Ëåæàíäðà.

Ìû ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íà ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ Ψ(t, u), êî-
òîðîå ïîñëå ïîäñòàíîâêè ðÿäà

∑
Qn(t)u

n ïðåâðàòèòñÿ â ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå
íà Qn; îêàæåòñÿ, ÷òî îíî ñîâïàäàåò ñ èçâåñòíûì íàì ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì
äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà.
Çàìåòèì, ÷òî

∂Ψ

∂u
=

d

du

1√
1− 2ut+ u2

=
t− u

(1− 2ut+ u2)3/2
=

t− u

1− 2ut+ u2
Ψ(t, u).

Óìíîæàÿ ýòî ðàâåíñòâî íà çíàìåíàòåëü è ïîäñòàâëÿÿ Ψ(t, u) =
∑
Qn(t)u

n, ïîëó÷àåì

(1− 2ut+ u2)
∑

nQn(t)u
n−1 = (t− u)

∑
Qn(t)u

n.

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè un, ïîëó÷àåì

(n+ 1)Qn+1(t)− 2tnQn(t) + (n− 1)Qn−1 = tQn(t)−Qn−1(t).

Ýòî óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ðåêóððåíòíîìó óðàâíåíèþ (6.55). Çíà÷èò, ìíîãî÷ëåíû
Qn óäîâëåòâîðÿþò òîìó æå ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ, ÷òî Pn. Îñòàëîñü çàìå-
òèòü, ÷òî Q0(t) = Ψ(t, 0) = 1 = P0(t) è Q1(t) =

∂Ψ
∂u |u=0 = t = P1(t), ïîýòîìó ìíîãî-

÷ëåíû Qn ñîâïàäàþò ñ ìíîãî÷ëåíàìè Pn.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ßêîáè Pα,βn òîæå ìîæíî ïîëó÷èòü ÿâíóþ ôîðìóëó
(êîòîðàÿ è â ýòîì ñëó÷àå íîñèò íàçâàíèå ôîðìóëû Ðîäðèãà), ðåêóððåíòíîå ñîîòíî-
øåíèå è ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ, íî âûêëàäêè ïîëó÷àþòñÿ áîëåå ãðîìîçäêèìè. Î
ìíîãî÷ëåíàõ ßêîáè è äðóãèõ îðòîãîíàëüíûõ ñèñòåìàõ ìíîãî÷ëåíîâ ìîæíî ïðî÷è-
òàòü â êíèãå Ã.Ñ¼ãå �Îðòîãîíàëüíûå ìíîãî÷ëåíû�. Â êîíöå ãëàâû ïðèâåäåíà ñåðèÿ
çàäà÷ î ñâîéñòâàõ ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ îò P−0.5,−0.5

n òîëüêî
íîðìèðîâêîé; ýòè ìíîãî÷ëåíû ïðèìåíÿþòñÿ â òåîðèè ïðèáëèæåíèé.

323



6 Óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è òåîðåìû Øòóðìà

Çàäà÷è ê ãëàâå 6

Ìåòîä Ôóðüå

1. a) Íàéäèòå âñå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå a) âåùåñòâåííûõ, b) êîìïëåêñíî-çíà÷íûõ
áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé íà ïðÿìîé.

b) Òîò æå âîïðîñ äëÿ ôóíêöèé íà îêðóæíîñòè R/2πZ.

2. Ðåøèòå ñëåäóþùèå çàäà÷è Êîøè:

a) Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè ut = uxx íà îêðóæíîñòè R/2πZ ñ íà÷àëüíûì
óñëîâèåì u|t=0 = sin2 x. Ïîñòðîéòå ãðàôèêè ôóíêöèè u(t, x) äëÿ t = 0 è
t = 1.

b) Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè ut = uxx íà îòðåçêå [0, 2π] ñ íóëåâûìè ãðà-
íè÷íûìè óñëîâèÿìè è íà÷àëüíûì óñëîâèåì u|t=0 = sin2 x. Ïîñòðîéòå ãðà-
ôèêè ôóíêöèè u(t, x) äëÿ t = 0 è t = 1. Ïî÷åìó ðåøåíèå íå ñîâïàäàåò ñ
ðåøåíèåì ïðåäûäóùåé çàäà÷è?

c) Âîëíîâîå óðàâíåíèå utt = uxx íà îêðóæíîñòè R/2πZ ñ íà÷àëüíûìè óñëî-
âèÿìè u|t=0 = sin2 x, ut|t=0 = 0.

d) Âîëíîâîå óðàâíåíèå utt = uxx íà îòðåçêå [0, 1] ñ íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè u|t=0 = sin 2πx, ut|t=0 = 0. Ïîñòðîéòå
ãðàôèêè ôóíêöèè u(t, x) äëÿ t = 0, t = 0.25 è t = 0.5.

e) Âîëíîâîå óðàâíåíèå utt = uxx íà îêðóæíîñòè R/2πZ ñ íà÷àëüíûìè óñëî-
âèÿìè u|t=0 = 0, ut|t=0 = sin3 x.

3. a) Âûÿñíèòå, êàêîâî ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóð â ïðîâîëî÷íîì
êîëüöå â óñëîâèÿõ òåîðåìû 6.1.4: äëÿ çàäà÷è Êîøè ut = uxx, u(0, x) = f(x)
íà îêðóæíîñòè íàéäèòå ïðåäåë limt→+∞ u(t, x).

b) Âûÿñíèòå, êàê ìåíÿåòñÿ ñðåäíÿÿ òåìïåðàòóðà ïðîâîëî÷íîãî êîëüöà â óñëî-
âèÿõ òåîðåìû 6.1.4: äëÿ òîé æå çàäà÷è Êîøè íàéäèòå çàâèñèìîñòü ñðåäíåé
òåìïåðàòóðû 1

2π

∫
S1 u(t, x)dx îò âðåìåíè.

4. a) Íàéäèòå îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè â ïðîñòðàíñòâå òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå n íà îòðåçêå [0, l] ñ íóëå-
âûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè.

b) Íàéäèòå ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóð limt→+∞ u(t, x) â êóñêå
ïðîâîëîêè äëèíû l, íà êîíöàõ êîòîðîé ïîääåðæèâàåòñÿ íóëåâàÿ òåìïå-
ðàòóðà.

5. Íàéäèòå îáùåå ðåøåíèå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ íà îòðåçêå [0, l] ñ íóëåâûìè êðàå-
âûìè óñëîâèÿìè, òî åñòü îïèøèòå êîëåáàíèÿ ñòðóíû äëèíû l ñ çàêðåïëåííûìè
êîíöàìè. Ïîêàæèòå, ÷òî âñå ðåøåíèÿ ïåðèîäè÷íû ïî t. Êàê ïåðèîäû ðåøåíèé
çàâèñÿò îò l?
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6. a) Íàðèñóéòå òðàåêòîðèþ x(t) ñèñòåìû ẍ = −Ax, ãäå

A =

(
5 4
4 5

)
, x(0) =

(
0
0

)
, ẋ(0) =

(
4
2

)
.

b) Ðåøèòå âîëíîâîå óðàâíåíèå utt = uxx íà îêðóæíîñòè R/2πZ ñî ñëåäóþ-
ùèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè:

u|t=0 = 0,

ut|t=0 = 12 cos3 x− cosx.

c) Íàéäèòå èçîìîðôèçì ïëîñêîñòè R2 íà ïëîñêîñòü, ïîðîæäåííóþ ôóíêöèÿ-
ìè cosx è cos3 x, êîòîðûé ïåðåâîäèò ðåøåíèÿ çàäà÷è a) â ðåøåíèÿ çàäà÷è
b).

7. Äîêàæèòå, ÷òî íå âñå êîëåáàíèÿ êâàäðàòíîé ìåìáðàíû ïåðèîäè÷íû.

8. Ïðîâåðüòå, ÷òî îïåðàòîð Ëàïëàñà ∆u = uxx + uyy â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ

èìååò âèä ∂2u
∂r2

+ 1
r
∂u
∂r +

1
r2
∂2u
∂φ2 .

Ðåøåíèå óïðàæíåíèÿ: Ïî òåîðåìå î ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé ôóíêöèè,

∂u

∂x
=
∂u

∂r
·
∂r

∂x
+
∂u

∂φ
·
∂φ

∂x

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ýòî ðàâåíñòâî åùå ðàç:

∂2u

∂x2
=
∂2u

∂r2
·
(
∂r

∂x

)2

+
∂u

∂r
·
∂2r

∂x2
+
∂2u

∂φ2
·
(
∂φ

∂x

)2

+
∂u

∂φ
·
∂2φ

∂x2
+ 2

∂2u

∂r∂φ
·
∂r

∂x
·
∂φ

∂x
.

×òîáû ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ∆u, ñëîæèì ýòî âûðàæåíèå ñ àíàëîãè÷íûì âûðàæåíèåì äëÿ ∂2u
∂y2 .

Èìååì

∆u =
∂2u

∂r2

1︷ ︸︸ ︷((
∂r

∂x

)2

+

(
∂r

∂y

)2
)

+
∂2u

∂φ2

1
r2︷ ︸︸ ︷((

∂φ

∂x

)2

+

(
∂φ

∂y

)2
)

+

+ 2
∂2u

∂r∂φ

(
∂r

∂x
·
∂φ

∂x
+
∂r

∂y
·
∂φ

∂y

)
︸ ︷︷ ︸

0

+
∂u

∂r

(
∂2r

∂x2
+
∂2r

∂y2

)
︸ ︷︷ ︸

1
r

+
∂u

∂φ

(
∂2φ

∂x2
+
∂2φ

∂y2

)
︸ ︷︷ ︸

0

.

×òîáû ïîñ÷èòàòü âûðàæåíèÿ â ñêîáêàõ, íóæíî ïîäñòàâèòü r =
√
x2 + y2 è φ = arctg y

x
. Ñòîèò

îòìåòèòü, ÷òî â ïåðâûõ äâóõ ñêîáêàõ íàïèñàíû êâàäðàòû äëèí ãðàäèåíòîâ ôóíêöèé r è φ, â òðåòüåé

� ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ýòèõ ãðàäèåíòîâ (ñð. ñ âûêëàäêîé èç ëåììû 4.4.7 ãëàâû 4.4), à âûðàæåíèÿ

â ïîñëåäíèõ äâóõ ñêîáêàõ � ýòî ∆r = 1
r
è ∆φ = 0.

9. Äîêàæèòå àíàëîã òåîðåìû 6.1.4 äëÿ îäíîìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ: ïîêà-
æèòå, ÷òî ðÿä

u(x, t) =

∞∑
k=1

sinπkx(ak cosπkt+ bk sinπkt)
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ñ êîýôôèöèåíòàìè

ak = 2

∫ 1

0
p(x) sinπkxdx, bk =

2

πk

∫ 1

0
v(x) sinπkxdx (6.56)

äàåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ñòðóíû íà îòðåçêå [0, 1] ñ íóëåâûìè êðàå-
âûìè óñëîâèÿìè è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè p(x), v(x) êëàññà C4.

Ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ìîæíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå ëåììû.

10. Ïóñòü äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f : [0, 1] → [0, 1] óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
f(0) = f(1) = 0. Äîêàæèòå, ÷òî îíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå f(x) =

∑∞
k=1 ak sinπkx,

ãäå ak íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì (6.56). Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ
C4-ãëàäêîé, òî êîýôôèöèåíòû Ôóðüå óáûâàþò êàê â òåîðåìå 6.1.5.

Ïîäñêàçêà: ìîæíî ñâåñòè ýòî óòâåðæäåíèå ê ïðåäëîæåíèþ î ñõîäèìîñòè îáû÷-
íîãî ðÿäà Ôóðüå, åñëè äîîïðåäåëèòü ôóíêöèþ f äî íå÷åòíîé 2-ïåðèîäè÷åñêîé
ôóíêöèè íà âñåé ÷èñëîâîé îñè è ðàçëîæèòü ýòó íîâóþ ôóíêöèþ â îáû÷íûé ðÿä
Ôóðüå ïî sinπkx, cosπkx. Êàê ëåãêî äîêàçàòü, ðÿä Ôóðüå íå÷åòíîé ôóíêöèè
íå ñîäåðæèò êîñèíóñîâ.

Îðòîãîíàëüíûå ìíîãî÷ëåíû

Ìíîãî÷ëåíû ×åáûøåâà Tn � ýòî ñèñòåìà ìíîãî÷ëåíîâ, îðòîãîíàëüíûõ ñ
âåñîì 1√

1−x2 íà îòðåçêå [−1, 1] è íîðìèðîâàííûõ óñëîâèåì Tn(1) = 1. Ìíîãî-

÷ëåíû ×åáûøåâà îòëè÷àþòñÿ îò ìíîãî÷ëåíîâ ßêîáè ñ α = β = −1
2 òîëüêî

íîðìèðîâêîé. Çàäà÷è 11. � 19. ïîñâÿùåíû ñâîéñòâàì ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà.

11. Âûïèøèòå T0, T1, T2, T3.

12. Âûïèøèòå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà.

13. Âûÿñíèòå, ÿâëÿåòñÿ ëè Tn ÷åòíîé èëè íå÷åòíîé ôóíêöèåé.

14. Äîêàæèòå, ÷òî cosnθ = Tn(cos θ).

Óêàçàíèå: ñäåëàéòå çàìåíó t = cos θ â äèôôåðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè äëÿ Tn.

15. Äîêàæèòå, ÷òî íà îòðåçêå [−1, 1] ìíîãî÷ëåí Tn óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó
|Tn(x)| ⩽ 1. Äîêàæèòå, ÷òî âñå n êîðíåé ýòîãî ìíîãî÷ëåíà ðàñïîëîæåíû íà
îòðåçêå [1, 1], è âûÿñíèòå, ñêîëüêî ðàç îí ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ −1, 1.

16. Äîêàæèòå, ÷òî ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ìíîãî÷ëåíà Tn ðàâåí 2n−1.

Óêàçàíèå: âîñïîëüçóéòåñü çàäà÷åé 14. è ôîðìóëîé Ìóàâðà.
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0.00
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P_3
P_4
P_5

Ðèñ. 6.11: Ìíîãî÷ëåíû ×åáûøåâà Tn äëÿ n = 0, 1, 2, 3, 4, 5.

17. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 2n−1,
ìíîãî÷ëåí Tn íàèìåíåå óêëîíÿåòñÿ îò íóëÿ íà îòðåçêå [−1, 1]: äëÿ ëþáîãî
ìíîãî÷ëåíà p,deg p = n, ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 2n−1, çíà÷åíèåmax[−1,1] |p(x)|
íå ìåíüøå, ÷åì äëÿ ìíîãî÷ëåíà ×åáûøåâà.

Óêàçàíèå: ïðåäïîëîæèòå, ÷òî íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí p ñ òåì æå ñòàðøèì
êîýôôèöèåíòîì óêëîíÿåòñÿ îò íóëÿ ìåíüøå, ÷åì Tn. Ðàññìîòðèòå ðàçíîñòü
p−Tn. Êàêóþ ñòåïåíü îíà èìååò? Â êàêèõ òî÷êàõ îíà çàâåäîìî ïîëîæèòåëü-
íà? Îòðèöàòåëüíà?

18. Äîêàæèòå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå Tn+1(t) = 2tTn(t)− Tn−1(t).

19. Ïîëó÷èòå ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà: 1−ut
1−2ut+u2

=∑∞
n=0 Tn(t)u

n.

Ñëåäóþùèå çàäà÷è ñîäåðæàò ïóòü ê äðóãîìó äîêàçàòåëüñòâó ôîðìóëû Ìåëåðà
� Ãåéíå, ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé.

20. (*)( Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà)

a) Äîêàæèòå, ÷òî

Pn(t) =
1

π

∫ π

−π

(
x+

√
x2 − 1 cos θ

)n
dθ
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b) Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî

Pn

(
1− z2

2n2

)
=

1

2π

∫ π

−π

(
1 +

iz

n
cos θ + o

(
1

n

))n
dθ =

1

2π

∫ π

−π
exp(iz cos θ)dθ+o(1)

(6.57)

Óêàçàíèå: a) ìîæíî ïðîâåðèòü, ðàñêðûâ ïî áèíîìó Íüþòîíà è ïîäûíòåãðàëü-
íîå âûðàæåíèå, è (t2 − 1)n â ôîðìóëå Ðîäðèãà.

21. (*)(Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ)

a) Äîêàæèòå, ÷òî

e
z
2(t−

1
t ) =

∞∑
n=−∞

Jn(z)t
n

b) Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî Jn = (−1)nJ−n.

c) Äîêàæèòå, ÷òî

cos(z cos θ) = J0(z) + 2
∞∑
n=1

J2n(z)(−1)n cos 2nθ. (6.58)

Óêàçàíèå: Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ìîæíî äîêàçàòü, ðàçëîæèâ ôóíêöèè Jn(z) è

ôóíêöèþ e
z
2(t−

1
t ) â ñòåïåííûå ðÿäû. Âòîðîå óòâåðæäåíèå ïîëó÷èòñÿ, åñëè

â ýòî ðàâåíñòâî âìåñòî t ïîäñòàâèòü −1
t . Òðåòüå óòâåðæäåíèå � ýòî âå-

ùåñòâåííàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà a) ïðè t = ei(θ+
π
2
) (òóò íóæíî èñïîëüçîâàòü

ðàâåíñòâî b)).

22. (*) (Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû Ìåëåðà�Ãåéíå) Äîêàæèòå, ÷òî

lim
n→∞

Pn(1−
r2

2n2
) = J0(r).

Óêàçàíèå: Âîçüìèòå âåùåñòâåííóþ ÷àñòü â (6.57), ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî Re exp(iz cos θ) =
cos(z cos θ). Âîñïîëüçóéòåñü ðàâåíñòâîì (6.58) âíóòðè èíòåãðàëà è ïðîèíòå-
ãðèðóéòå ðÿä ïî÷ëåííî, ÷òîáû ïîëó÷èòü Pn(1− x2/2n) = J0(x) + o(1).

Òåîðåìû Øòóðìà

23. (Òåîðåìà Ñîíèíà) Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Øòóðìà y′′ + f(x)y = 0. Ïóñòü f �
ïîëîæèòåëüíàÿ C1-ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà âñåé ïðÿìîé, ïðè÷åì
f ′ > 0.

a) Äîêàæèòå, ÷òî ó ëþáîãî íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ y áåñêîíå÷íî ìíîãî íóëåé, è
ìåæäó êàæäûìè äâóìÿ íóëÿìè çàêëþ÷åíà ðîâíî îäíà òî÷êà ëîêàëüíîãî
ìàêñèìóìà.
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b) Ïóñòü · · · < x−1 < x0 < x1 < . . . � òî÷êè ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà. Äîêàæè-
òå, ÷òî çíà÷åíèÿ |y| â ýòèõ òî÷êàõ óáûâàþò: · · · > |y(x0)| > |y(x1)| > . . . .
Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå êîëåáëåòñÿ âñå ìåíüøå è ìåíüøå.

Óêàçàíèå: ðàññìîòðèòå âûðàæåíèå (y′)2

f(x) + y2.

c) Ïóñòü ôóíêöèÿ f ïîëîæèòåëüíà è f ′ < 0. Ìîæåò ëè ó ðåøåíèÿ y áûòü
êîíå÷íîå ìíîæåñòâî íóëåé? Êàê âåäóò ñåáÿ ìàêñèìóìû ðåøåíèÿ y â ýòîì
ñëó÷àå?

24. (Òåîðåìà Ñîíèíà-Ïîéÿ-Áóòëåâñêîãî) Îáîáùèòå âòîðîé ïóíêò ïðåäûäóùåé çà-
äà÷è íà ñëó÷àé óðàâíåíèÿ âèäà (k(x)y′)′+f(x)y = 0, ãäå k, f � ïîëîæèòåëüíûå
C1-ãëàäêèå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå íà âñåé ïðÿìîé, ïðè÷åì (kf)′ > 0.
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7 Îñíîâíûå òåîðåìû è èõ ïðèìåíåíèÿ

7.1 Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ

äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû äîêàæåì òåîðåìó, êîòîðîé ïîëüçîâàëèñü â ýòîé êíèãå óæå ìíî-
ãî ðàç � òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ. Íàïîìíèì å¼ ôîðìóëèðîâêó (ñì. òåîðåìó 2.4.3).

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

ẋ = f(t, x), (7.1)

ãäå îòîáðàæåíèå f : Ω → Rn îïðåäåëåíî íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå Ω ⊂ R× Rn.

Òåîðåìà (Ëîêàëüíàÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè). Ïóñòü îòîáðà-
æåíèå f íåïðåðûâíî íà Ω. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû L ïðè ëþáîì ôèêñè-
ðîâàííîì çíà÷åíèè t ýòî îòîáðàæåíèå L-ëèïøèöåâî:

|f(t, x)− f(t, y)| ⩽ L|x− y|

äëÿ ëþáûõ òî÷åê (t, x), (t, y) ∈ Ω. Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè (t0, x0) ∈ Ω óðàâíåíèå ẋ =
f(t, x) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(t0) = x0 èìååò ðåøåíèå, îïðåäåëåííîå â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè t0. Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè â ýòîé îêðåñòíîñòè åäèíñòâåííî.

7.1.1 Ìåòîä Ïèêàðà

Â îñíîâå äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ëåæèò ìåòîä Ïèêàðà (â íåêîòîðûõ
èñòî÷íèêàõ � Ïèêàðà�Ëèíäåë¼ôà1), êîòîðûé ïîçâîëÿåò ïðèáëèæ¼ííî íàõîäèòü ðå-
øåíèÿ óðàâíåíèÿ ẋ = f(t, x).

Ìåòîä Ïèêàðà îïèñàí â ðàçäåëå 3.1.4 â îäíîìåðíîì ñëó÷àå. Çàìåòèì, ÷òî òàê æå,
êàê îïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðàë îò ôóíêöèè (ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíûõ ñóìì), ìû ìîæåì
îïðåäåëèòü èíòåãðàë îò âåêòîð-ôóíêöèè è îïåðàòîðíî-çíà÷íîé ôóíêöèè. Â êîîðäè-
íàòàõ äîñòàòî÷íî ïðîèíòåãðèðîâàòü âåêòîð-ôóíêöèþ èëè ìàòðèöó îïåðàòîðà ïîêîì-
ïîíåíòíî. Îñíîâíûå ñâîéñòâà èíòåãðàëà (ëèíåéíîñòü, ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà)
ñîõðàíÿþòñÿ.

Óïðàæíåíèå 127. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ èíòåãðàëà îò âåêòîð-ôóíêöèè f : R → Rn
âûïîëíåíà îöåíêà |

∫ b
a f(x)dx| ⩽

∫ b
a |f(x)|dx, ãäå | · | � íîðìà â Rn.

Ïîýòîìó ìåòîä Ïèêàðà äîñëîâíî ïåðåíîñèòñÿ íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé.

Ïðîâåðèì, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ẋ = f(t, x) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
x(t0) = x0 ðàâíîñèëüíî èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ íà íåïðåðûâíóþ âåêòîð-ôóíêöèþ
x(t):

x(t) = x0 +

∫ t

t0

f(τ, x(τ))dτ. (7.2)

1Ýðíñò Ëåîíàðä Ëèíäåë¼ô (1870 � 1946) � ìàòåìàòèê, èçâåñòíûé ðàáîòàìè ïî òåîðèè äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé, òåîðèè ðÿäîâ è òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé.
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Äåéñòâèòåëüíî, åñëè âåêòîð-ôóíêöèÿ x(t) óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâ-
íåíèþ è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ, òî (7.2) ïîëó÷àåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì äèôôåðåíöèàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ ïî îòðåçêó [t0, t]. Åñëè íåïðåðûâíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ x(t) óäîâëåòâî-
ðÿåò èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ, òî îíà äèôôåðåíöèðóåìà ïî òåîðåìå î ïðîèçâîäíîé
èíòåãðàëà ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì, è å¼ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà ẋ(t) = f(t, x(t));
íà÷àëüíîå óñëîâèå x(t0) = x0 ñëåäóåò èç (7.2) ïðè t = t0.
Ðàññìîòðèì îïåðàòîð A, êîòîðûé âåêòîð-ôóíêöèþ ψ ïåðåâîäèò â âåêòîð-ôóíêöèþ

âèäà

(Aψ)(t) := x0 +

∫ t

t0

f(τ, ψ(τ))dτ. (7.3)

Òîãäà èñêîìîå ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (à çíà÷èò, è çàäà÷è Êîøè äëÿ
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ) � ýòî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îïåðàòîðà A: âåêòîð-
ôóíêöèÿ φ, äëÿ êîòîðîé Aφ = φ.
Ìåòîä Ïèêàðà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû èñêàòü ýòó íåïîäâèæíóþ òî÷êó êàê ïðå-

äåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè φn:

φ0(t) ≡ x0, φ1 = Aφ0, φ2 = Aφ1, . . .

Íàøà çàäà÷à � äîêàçàòü, ÷òî òàêîé ìåòîä ðàáîòàåò â îáùåì ñëó÷àå.
Ìû ïðèâåäåì äâà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.4.3. Äëÿ ïåðâîãî èç íèõ íàì ïîíàäî-

áèòñÿ ïîíÿòèå ïîëíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà è ïðèíöèï ñæèìàþùèõ îòîáðà-
æåíèé.

7.1.2 Ïîëíûå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà è ïðèíöèï ñæèìàþùèõ
îòîáðàæåíèé

Ìàòåðèàë ýòîãî ðàçäåëà ïîëíîñòüþ èëè ÷àñòè÷íî ñîäåðæèòñÿ â êóðñå ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî àíàëèçà. ×èòàòåëü, çíàêîìûé ñ ïðèíöèïîì ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé â ïîëíîì
ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, ìîæåò åãî ïðîïóñòèòü.
Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî � ýòî ìíîæåñòâîX, íà êîòîðîì îïðåäåëåíî ðàññòîÿíèå

d(x, y) ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ åãî òî÷êàìè x, y.

Îïðåäåëåíèå 7.1.1. Ïàðà (X, d) èç ìíîæåñòâà X è ôóíêöèè d : X ×X → R íàçû-
âàåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì ñ ìåòðèêîé d, åñëè ôóíêöèÿ d óäîâëåòâîðÿåò
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì.

� ñèììåòðè÷íîñòü: d(x, y) = d(y, x).

� ïîëîæèòåëüíîñòü: d(x, y) ⩾ 0; ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà x = y.

� íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà: d(x, y) + d(y, z) ⩾ d(x, z).

Â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ ìîæíî ââåñòè îïðåäåëåíèå ñõîäÿùåéñÿ è ôóíäàìåí-
òàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, äîñëîâíî ïîâòîðÿþùèå àíàëîãè÷íûå îïðåäåëåíèÿ äëÿ
îòðåçêà.
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Îïðåäåëåíèå 7.1.2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} òî÷åê ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
(X, d) íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ ê òî÷êå a, åñëè d(xn, a) → 0: äðóãèìè ñëîâàìè,

∀ε > 0 ∃N ∈ N : ∀n > N d(xn, a) < ε.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} òî÷åê ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, d) íàçûâàåòñÿ ôóí-
äàìåíòàëüíîé, åñëè ñ íåêîòîðîãî ìåñòà òî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áëèçêè äðóã ê
äðóãó:

∀ε > 0 ∃N ∈ N : ∀n,m > N d(xn, xm) < ε.

Óïðàæíåíèå 128. Äîêàæèòå, ÷òî ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê ìåòðè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà ìîæåò áûòü íå áîëåå îäíîãî ïðåäåëà.

Óïðàæíåíèå 129. Äîêàæèòå, ÷òî ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáÿçàòåëüíî
ôóíäàìåíòàëüíà.

Óïðàæíåíèå 130. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì
åñòü ôóíäàìåíòàëüíàÿ, íî íå ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Óêàçàíèå: åñëè èç ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà âûêèíóòü íåñêîëüêî òî÷åê, òî ñâîé-
ñòâî ôóíäàìåíòàëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå íàðóøèòñÿ, à âîò ïðåäåë ìîæåò èñ-
÷åçíóòü.

Êàê èçâåñòíî, ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùåñòâåííûõ ÷èñåë (à òàê-
æå òî÷åê Rn) âñåãäà èìååò ïðåäåë. Ýòî ñâîéñòâî âûïîëíåíî äëÿ äîñòàòî÷íî øèðî-
êîãî êëàññà ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

Îïðåäåëåíèå 7.1.3. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, d) íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè
ëþáàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê ýòîãî ïðîñòðàíñòâà èìååò ïðå-
äåë.

Óïðàæíåíèå 131. ßâëÿþòñÿ ëè ìåòðè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè ñëåäóþùèå ïà-
ðû:

1. (R2, d), ãäå d((x1, x2), (y1, y2)) = |x1 − y1|+ |x2 − y2|;

2. (R2, d), ãäå d((x1, x2), (y1, y2)) = max(|x1 − y1|, |x2 − y2|);

3. (N, d), ãäå d(n,m) = |n−m|
1+|n−m| (çàìåòüòå, ÷òî d(n,m) ⩽ 1, òî åñòü âñå íàòó-

ðàëüíûå ÷èñëà ëåæàò âíóòðè íåêîòîðîãî åäèíè÷íîãî øàðà).

4. (X, d), ãäå X = {v ∈ R2 | |v| < 1}, d(v1, v2) = |v1 − v2| (çäåñü | · | � îáû÷íàÿ
åâêëèäîâà íîðìà)?

ßâëÿþòñÿ ëè îíè ïîëíûìè ìåòðè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè?

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, òî÷êè êîòîðîãî � íåïðåðûâíûå âåêòîð-
ôóíêöèè.
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Îïðåäåëåíèå 7.1.4. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî C([a, b],Rn) � ïðîñòðàíñòâî íåïðå-
ðûâíûõ âåêòîð-ôóíêöèé f : [a, b] → Rn. Ðàññòîÿíèå ìåæäó âåêòîð-ôóíêöèÿìè φ,ψ ∈
C([a, b],Rn) ðàâíî

d(φ,ψ) = max
[a,b]

|φ(t)− ψ(t)|. (7.4)

(çäåñü | · | � îáû÷íàÿ åâêëèäîâà íîðìà â Rn). Ýòà ìåòðèêà íàçûâàåòñÿ ìåòðèêîé C,
èëè ìåòðèêîé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè.

Cëåäóþùåå óïðàæíåíèå ìîòèâèðóåò ýòî íàçâàíèå.

Óïðàæíåíèå 132. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîð-ôóíêöèé ñõîäèòñÿ â ìåòðè÷å-
ñêîì ïðîñòðàíñòâå C([a, b],Rn) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ðàâíîìåðíî ñõî-
äèòñÿ.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå � êðèòåðèé Êîøè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè äëÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè âåêòîð-ôóíêöèé � âõîäèò â ñòàíäàðòíûé êóðñ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíà-
ëèçà.

Ïðåäëîæåíèå 7.1.5. Ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ âåêòîð-ôóíêöèé C([a, b],Rn) ñ
ìåòðèêîé (7.4) ïîëíî. Äðóãèìè ñëîâàìè, ôóíäàìåíòàëüíàÿ (îòíîñèòåëüíî ìåò-
ðèêè (7.4)) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîð-ôóíêöèé ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîð-ôóíêöèé {gn} ôóíäàìåíòàëü-
íà. Òîãäà äëÿ ëþáîãî t ïîñëåäîâàòåëüíîñòü gn(t) òåì áîëåå ôóíäàìåíòàëüíà, âåäü
|gn(t)− gm(t)| ⩽ max |gn(t)− gm(t)| = d(gn, gm). Çíà÷èò, ïðè ôèêñèðîâàííîì t ÷èñëî-
âàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü gn(t) ñõîäèòñÿ; å¼ ïðåäåë îáîçíà÷èì g(t). Ïðîâåðèì ðàâíî-
ìåðíóþ ñõîäèìîñòü.
Â ñèëó ôóíäàìåíòàëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {gn}, äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ

N , äëÿ êîòîðîãî n,m > N âëå÷åò |gn(t)− gm(t)| < ε ïðè âñåõ t ∈ [a, b]. Çàìåòèì, ÷òî

|gn(t)− g(t)| = lim
m→∞

|gn(t)− gm(t)|,

ïîýòîìó èç ïîñëåäíåé îöåíêè ñëåäóåò |gn(t)− g(t)| ⩽ ε äëÿ âñÿêîãî n > N è ëþáîãî
t ∈ [a, b]. Èòàê, äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéäåòñÿ N , òàêîå ÷òî èç n > N ñëåäóåò |gn(t) −
g(t)| < ε ïðè âñåõ t ∈ [a, b]. Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî gn ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê g.
Âåêòîð-ôóíêöèÿ g íåïðåðûâíà êàê ðàâíîìåðíûé ïðåäåë íåïðåðûâíûõ âåêòîð-

ôóíêöèé, ïîýòîìó ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó C([a, b],Rn).

Òåîðåìó 2.4.3 ìû áóäåì äîêàçûâàòü ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ñæèìàþùèõ îòîáðàæå-
íèé.

Îïðåäåëåíèå 7.1.6. Îòîáðàæåíèå A ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà â ñåáÿ íàçûâàåòñÿ
ñæèìàþùèì, åñëè äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû q, q ∈ [0, 1), âûïîëíåíî

d(Ax,Ay) ⩽ qd(x, y). (7.5)

Òåîðåìà 7.1.7 (Ïðèíöèï ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé). Ëþáîå ñæèìàþùåå îòîáðà-
æåíèå A ïîëíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X â ñåáÿ èìååò åäèíñòâåííóþ íåïî-
äâèæíóþ òî÷êó x, Ax = x.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè íåïîäâèæíûõ òî÷åê õîòÿ áû äâå � x è y, òî d(Ax,Ay) =
d(x, y), è íåðàâåíñòâî (7.5) íå âûïîëíåíî.

Äîêàæåì, ÷òî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ñóùåñòâóåò. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x0 ∈
X è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü å¼ îáðàçîâ {xn} ïîä äåéñòâèåì A: xn = Axn−1. Ïîêàæåì,
÷òî ïðåäåë ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé.

Äåéñòâèòåëüíî, ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò: âåäü èç (7.5) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî
k ∈ N âûïîëíåíî

d(xk, xk+1) ⩽ qkd(x0, x1), (7.6)

ïîýòîìó äëÿ ëþáûõ n < m

d(xn, xm) ⩽
m−1∑
k=n

d(xk, xk+1) ⩽
m−1∑
k=n

qkd(x0, x1) = d(x0, x1)q
n 1− qm−n

1− q
⩽

⩽ d(x0, x1)
qn

1− q
.

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n → ∞, òàê êàê q < 1. Ïîýòîìó ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ôóíäàìåíòàëüíà. Çíà÷èò, îíà ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå
x.

Ïîêàæåì, ÷òî x � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà A. Äåéñòâèòåëüíî, d(xn+1, Ax) ⩽ qd(xn, x)
è d(xn, x) → 0; çíà÷èò, d(xn+1, Ax) → 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî xn → Ax. Òàê êàê ó
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæåò áûòü òîëüêî îäèí ïðåäåë, òî Ax = x.

7.1.3 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ñ
ïîìîùüþ ïðèíöèïà ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà òîì, ÷òî îïåðàòîð A, îïðåäåëåííûé ôîðìóëîé (7.3),
� ñæèìàþùèé íà íåêîòîðîì ïîäìíîæåñòâå ïðîñòðàíñòâà C([t0 − ε, t0 + ε],Rn) äëÿ
ïðàâèëüíî âûáðàííîãî ε.

Ïðèìåíåíèå ïðèíöèïà ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé ê îïåðàòîðó A ìû ïðîâåäåì â
òðè ýòàïà. Ñíà÷àëà âûáåðåì ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, íà êîòîðîì äåéñòâóåò îïåðà-
òîð A. Ïîòîì äîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð A ïåðåâîäèò ýòî ïðîñòðàíñòâî â ñåáÿ. Íàêîíåö,
ïðîâåðèì, ÷òî îïåðàòîð ñæèìàåò.

Íà÷íåì ñ âûáîðà ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Ðàññìîòðèì òàêîå êîìïàêòíîå ìíî-
æåñòâî Π, ÷òî (t0, x0) ∈ Π ⊂ Ω. Äëÿ ïðîñòîòû âîçüì¼ì â êà÷åñòâå Π ìíîãîìåðíûé
öèëèíäð: ïðîèçâåäåíèå îòðåçêà [t0 − a, t0 + a] íà øàð Bb(x0) ðàäèóñà b ñ öåíòðîì
x0. Ìû âûáåðåì òàêèå a, b, ÷òî Π ⊂ Ω. Ïîëîæèì m = maxΠ |f |. Íàïîìíèì, ÷òî L
� êîíñòàíòà Ëèïøèöà ïî ïåðåìåííîé x äëÿ îòîáðàæåíèÿ f . Ðàññìîòðèì íàñòîëüêî
ìàëîå ε, ÷òî

1. Lε < 1;

2. êîíóñ K(t0,x0) = {(t, x) | |t − t0| < ε, |x − x0| ⩽ m|t − t0|} ñîäåðæèòñÿ â Π, ñì.
ðèñ. 7.1.
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ПK

t0

x0

t

x

t0-a t0+a

x0-b

x0-b

Ðèñ. 7.1: Êîíóñ K = K(t0,x0) è öèëèíäð Π â îäíîìåðíîì ñëó÷àå.

Íàïðèìåð, îáà óñëîâèÿ áóäóò âûïîëíåíû, åñëè

ε = min(a,
b

m
,
1

2L
). (7.7)

Ïîëîæèì I := [x0−ε, x0+ε]. Â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà, íà êîòîðîì áóäåò äåéñòâîâàòü
A, âîçüì¼ì ïðîñòðàíñòâî MI íåïðåðûâíûõ âåêòîð-ôóíêöèé íà I, ãðàôèêè êîòîðûõ
ëåæàò â êîíóñå K(t0,x0):

MI := {φ ∈ C(I,Rn) | |φ(t)− x0| ⩽ m|t− t0|}.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò ðåøåíèå x(t) äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ẋ =
f(t, x) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(t0) = x0, îïðåäåëåííîå íà îòðåçêå I, òî îíî ïðèíàä-
ëåæèò ïðîñòðàíñòâó MI . Äåéñòâèòåëüíî, ïðîèçâîäíàÿ âåêòîð-ôóíêöèè x(t) ðàâíà
f(t, x), ïîýòîìó å¼ íîðìà íå ïðåâîcõîäèò m; çíà÷èò, |x(t)− x0| ⩽ m|t− t0|.

Óïðàæíåíèå 133. Ïðîâåðüòå, ÷òî ìíîæåñòâî MI ⊂ C(I,Rn) ñ ìåòðèêîé (7.4)
ïîëíî.

Óêàçàíèå: äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî MI çàìêíóòî. Çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî
ïîëíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà âñåãäà ïîëíî (äîêàæèòå ýòî!).

Îñòàëîñü äîêàçàòü òàêèå äâå ëåììû.

Ëåììà 7.1.8. Îïåðàòîð A êîððåêòíî îïðåäåëåí íà ïðîñòðàíñòâå MI è îòîáðà-
æàåò ýòî ïðîñòðàíñòâî â ñåáÿ.

Ëåììà 7.1.9. Îïåðàòîð A ñæèìàåò íà ïðîñòðàíñòâå MI ñ êîíñòàíòîé q = Lε.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 7.1.8. Âîçüìåì ôóíêöèþ φ ∈ MI . Ïî îïðåäåëåíèþ MI ,
âñå òî÷êè ãðàôèêà âåêòîð-ôóíêöèè φ ëåæàò â êîíóñå K(t0,x0) ⊂ Π ⊂ Ω, íà êîòîðîì
îòîáðàæåíèå f îïðåäåëåíî. Ïîýòîìó ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â îïðåäåëåíèè
îïåðàòîðà A (7.3) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t ∈ I. Òàê êàê ýòî âûðàæåíèå íåïðåðûâíî,
ôóíêöèÿ Aφ êîððåêòíî îïðåäåëåíà.
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Òåïåðü ïðîâåðèì, ÷òî Aφ ∈ MI . Ïîíÿòíî, ÷òî Aφ íåïðåðûâíî ïî ïåðåìåííîé t;
íåðàâåíñòâî

|Aφ(t)− x0| =
∣∣∣∣∫ t

t0

f(τ, φ(τ))dτ

∣∣∣∣ ⩽ m|t− t0|,

ïîêàçûâàåò, ÷òî ãðàôèê ôóíêöèè Aφ ëåæèò â êîíóñå K(t0,x0). Èòàê, Aφ ∈ MI .

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 7.1.9. Ïóñòü φ,ψ ∈ MI . Íàì íóæíî îöåíèòü dist(Aφ,Aψ) =
maxI |Aφ(t)−Aψ(t)|. Çàìåòèì, ÷òî

|Aφ(t)−Aψ(t)| =
∣∣∣∣∫ t

t0

f(τ, φ(τ))− f(τ, ψ(τ))dτ

∣∣∣∣ ⩽
⩽
∫ t

t0

L|φ(τ)− ψ(τ)|dτ ⩽ L|t− t0| max
τ∈[t0,t]

|φ(τ)− ψ(τ)| ⩽ Lεdist(φ,ψ). (7.8)

Òàê êàê Lε < 1, îïåðàòîð A ñæèìàåò ñ êîíñòàíòîé q = Lε.

Ïî òåîðåìå î ñæèìàþùåì îòîáðàæåíèè, îïåðàòîð A èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó.
Ýòà íåïîäâèæíàÿ òî÷êà è ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì (îïðåäåë¼ííûì íà I = [t0− ε, t0+ ε])
ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ẋ = f(t, x) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(t0) = x0. Ýòî çàâåðøàåò
äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè.

Ó÷èòûâàÿ âûáîð ε, îäíîâðåìåííî ìû äîêàçàëè ñëåäóþùåå óòî÷íåíèå òåîðåìû
ñóùåñòâîâàíèÿ.

Ñëåäñòâèå 7.1.10. Â óñëîâèÿõ ëîêàëüíîé òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåí-
íîñòè, ïóñòü öèëèíäð Π = [t0−a, t0+a]×Bb(x0) ñîäåðæèòñÿ â Ω, è m = maxΠ |f |.
Òîãäà ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè, îïðåäåëåííîå íà îòðåçêå [t0 − ε, t0 + ε],
ãäå

ε = min(a,
b

m
,
1

2L
). (7.9)

Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ïðèáëèæåíèé Ïèêàðà. Ðàññòîÿíèå ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè ïðèáëèæåíè-
ÿìè Ïèêàðà îöåíèâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dist(φn+1, φn) ⩽ mLnεn+1. (7.10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñå óòâåðæäåíèÿ, êðîìå ïîñëåäíåé îöåíêè, ñëåäóþò èç äîêàçà-
òåëüñòâà òåîðåìû 2.4.3. Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî îïåðàòîð A ñæè-
ìàåò ñ êîíñòàíòîé q = Lε, ïîýòîìó â ñèëó (7.6), dist(φn+1, φn) ⩽ Lnεn dist(φ1, φ0).
Òàê êàê φ0(t) ≡ x0 è ãðàôèê ôóíêöèè φ1(t) ëåæèò â K, ìû èìååì dist(φ1, φ0) ⩽ mε,
îòêóäà ïîëó÷àåì îöåíêó 7.10.

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû óâèäèì, ÷òî íà ñàìîì äåëå ïðèáëèæåíèÿ Ïèêàðà ñõî-
äÿòñÿ ãîðàçäî áûñòðåå.
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7.1.4. Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè

Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ìû óæå äîêàçàëè âûøå (òåîðåìà 2.4.10
ðàçäåëà 2.4.2) ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Ãðîíóîëëà. Äàäèì äîêàçàòåëüñòâî ñ ïîìî-
ùüþ ïðèíöèïà ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé. Äîïóñòèì, ó çàäà÷è Êîøè äâà ðàçíûõ
ðåøåíèÿ; ïóñòü ïåðåñå÷åíèå èõ îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ � èíòåðâàë J ⊂ I, t0 ∈ J .
Òîãäà îáà ðåøåíèÿ â îãðàíè÷åíèè íà J ÿâëÿþòñÿ íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè ñæèìàþ-
ùåãî îïåðàòîðà A íà ïðîñòðàíñòâå MJ . Òàê êàê ó ñæèìàþùåãî îòîáðàæåíèÿ ìîæóò
áûòü òîëüêî îäíà íåïîäâèæíàÿ òî÷êà, ýòè ðåøåíèÿ ñîâïàäàþò íà J . Èòàê, ëþáûå
äâà ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ñîâïàäàþò òàì, ãäå îíè îáà îïðåäåëåíû. Â ýòîì ñëó÷àå
ìû óñëîâèëèñü ñ÷èòàòü ýòè ðåøåíèÿ îäèíàêîâûìè. Òåîðåìà 2.4.3 äîêàçàíà.

7.1.4 Ñâåðõýêñïîíåíöèàëüíàÿ ñõîäèìîñòü ïèêàðîâñêèõ ïðèáëèæåíèé
è äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è
åäèíñòâåííîñòè

Ïðåäûäóùåå äîêàçàòåëüñòâî äàåò ñïîñîá ñòðîèòü ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ êàê ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïèêàðîâñêèõ ïðèáëèæåíèé φ0 ≡ x0, φ1 =
Aφ0, . . . . Ïðèíöèï ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé (òåîðåìà 7.1.7) ãàðàíòèðóåò, ÷òî ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ïèêàðîâñêèõ ïðèáëèæåíèé ñõîäèòñÿ ñî ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé
ïðîãðåññèè íà èíòåðâàëå [t0 − ε, t0 + ε], ãäå ε âûáðàíî êàê â (7.9).
Ìû ïðèâåäåì äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè.

Åãî èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íåïîñðåäñòâåííî èññëåäîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïðèáëèæåíèé Ïèêàðà, íå ññûëàÿñü íà ïðèíöèï ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé. Ìû ïî-
êàæåì, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ, ïðè÷åì íà áîëüøåì îòðåçêå è ñ áîëåå
âûñîêîé ñêîðîñòüþ, ÷åì ýòî îáåñïå÷èâàåò ïðèíöèï ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé.
Ðàçìåð îêðåñòíîñòè [t0−ε, t0+ε], íà êîòîðîé ìû èùåì ðåøåíèå, îïðåäåëèì ñëåäó-

þùèì îáðàçîì. Êàê è ðàíåå, âûáåðåì a è b òàê, ÷òî öèëèíäð Π = [t0−a, t0+a]×Bb(x0)
öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â Ω. Ïîëîæèì m = maxΠ |f |.

Òåîðåìà 7.1.11. Â óñëîâèÿõ ëîêàëüíîé òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííî-
ñòè, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ẋ = f(t, x) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(t0) = x0 ñóùåñòâóåò
è åäèíñòâåííî íà îòðåçêå [t0 − ε, t0 + ε], ãäå ε := min(a, bm).

Èòàê, ðåøåíèå îïðåäåëåíî â îêðåñòíîñòè ðàäèóñà ε = min(a, bm). Ýòîò ðàçìåð,
âîîáùå ãîâîðÿ, áîëüøå, ÷åì â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, è íå çàâèñèò îò L � êîíñòàíòû
Ëèïøèöà îòîáðàæåíèÿ f .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì φ0(t) ≡ x0 è ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èòåðàöèé
φn = Anφ0.
Øàã 1: Âñå âåêòîð-ôóíêöèè φn(t) = Anφ0 îïðåäåëåíû.

Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî (τ, φn(τ)) ∈ Π äëÿ ëþáîãî τ ∈ [t0 − ε, t0 + ε]: ýòî áóäåò
îçíà÷àòü, ÷òî îòîáðàæåíèå f îïðåäåëåíî â òî÷êàõ (τ, φn(τ)), òàê êàê åãî îáëàñòü
îïðåäåëåíèÿ Ω ñîäåðæèò Π. Óòâåðæäåíèå (τ, φn(τ)) ∈ Π ìû äîêàæåì ïî èíäóêöèè.
Áàçà (n = 0) î÷åâèäíà. Ñäåëàåì øàã èíäóêöèè. Ïóñòü (τ, φk−1(τ)) ∈ Π, òîãäà

|φk(τ)− x0| =
∣∣∣∣∫ τ

t0

f(u, φk−1(u))du

∣∣∣∣ ⩽ |τ − t0|m ⩽ εm ⩽ b,
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îòêóäà (τ, φk(τ)) ∈ Π. Øàã èíäóêöèè ñäåëàí; èòàê, (τ, φn(τ)) ∈ Π äëÿ âñåõ íàòó-
ðàëüíûõ n.
Øàã 2: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {φn} ôóíäàìåíòàëüíà.
Êëþ÷åâóþ ðîëü èãðàåò ñëåäóþùàÿ îöåíêà: ïðè t ∈ [t0 − ε, t0 + ε]

|φn+1(t)− φn(t)| ⩽ m
Ln

(n+ 1)!
|t− t0|n+1. (7.11)

Òîò ôàêò, ÷òî îïåðàòîð A ñæèìàåò (ñì. ïðåäûäóùèé ðàçäåë), ïîçâîëÿë ïîëó÷èòü
áîëåå ñëàáóþ îöåíêó (7.10).
Íåðàâåíñòâî (7.11) ìû äîêàæåì ïî èíäóêöèè. Áàçà (n = 0):

|φ1(t)− φ0(t)| ⩽ |
∫ t

t0

f(τ, x0)dτ | ⩽ m|t− t0|,

÷òî è òðåáîâàëîñü.
Òåïåðü ñäåëàåì øàã èíäóêöèè. Ïóñòü íåðàâåíñòâî (7.11) óæå äîêàçàíî äëÿ n =

k − 1. Ñ÷èòàÿ t > t0, äëÿ n = k ïîëó÷àåì

|φk+1(t)− φk(t)| =
∣∣∣∣∫ t

t0

f(τ, φk(τ))− f(τ, φk−1(τ))dτ

∣∣∣∣ ⩽
⩽ L

∫ t

t0

|φk(τ)− φk−1(τ)|dτ ⩽ L ·mLk−1

k!

∫ t

t0

(τ − t0)
kdτ = m

Lk

(k + 1)!
|t− t0|k+1.

Â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ìû ïðèìåíèëè ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè. Â ñëó÷àå t < t0
äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî.
Èòàê, ìû äîêàçàëè îöåíêó (7.11). Èç íå¼ ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîð-

ôóíêöèé φn(t) íà îòðåçêå [t0 − ε, t0 + ε] ôóíäàìåíòàëüíà. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè n > l

max
t∈[t0−ε,t0+ε]

|φn(t)−φl(t)| ⩽
n∑

k=l+1

max
t∈[t0−ε,t0+ε]

|φk+1(t)−φk(t)| ⩽ m

∞∑
k=l+1

Lk

(k + 1)!
|t−t0|k+1.

Òàê êàê ðÿä
∑ Lk

(k+1)! |t−t0|
k+1 ñõîäèòñÿ (ýòî ðÿä äëÿ ýêñïîíåíòû L−1eL|t−t0|), ïðàâàÿ

÷àñòü ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, êîãäà l ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Ïîýòîìó ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü φn(t) ôóíäàìåíòàëüíà. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 7.1.5 î ïîëíîòå ïðîñòðàíñòâà
C([a, b],Rn), ñóùåñòâóåò ðàâíîìåðíûé ïðåäåë x(t) = limn→∞ φn(t).
Øàã 3: ïðåäåë x(t) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè φn ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äèôôå-

ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ x(t) óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ
(7.2). Çàìåòèì, ÷òî

max
t∈[t0−ε,t0+ε]

|f(t, φn(t))− f(t, x(t))| ⩽ L max
t∈[t0−ε,t0+ε]

|φn(t)− x(t)|,

ïîýòîìó f(t, φn(t)) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê f(t, x(t)). Ïåðåéäåì ê ïðåäåëó â ðàâåíñòâå

φn+1(t) = x0 +

∫ t

t0

f(τ, φn(τ))dτ,
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7.1.5. Òåîðåìà î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé

ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî ïîä çíàêîì èíòåãðàëà ìîæíî ïåðåõîäèòü ê ðàâíîìåðíîìó ïðå-
äåëó. Ïîëó÷èì, ÷òî âåêòîð-ôóíêöèÿ x(t) óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ
(7.2).
Øàã 4: Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè.

Ïóñòü x è y � äâà ðàçíûõ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ẋ = f(t, x) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
x(t0) = x0, îïðåäåëåííûõ íà îòðåçêå [t0−ε, t0+ε]. Ïî èíäóêöèè äîêàæåì ñëåäóþùóþ
îöåíêó: äëÿ t ∈ [t0 − ε, t0 + ε]

|Anx(t)−Any(t)| ⩽ Ln
|t− t0|n

n!
max

[t0−ε,t0+ε]
|x(t)− y(t)|. (7.12)

Îöåíêà äîêàçûâàåòñÿ ïî÷òè òàê æå, êàê íåðàâåíñòâî (7.11). Áàçà èíäóêöèè (n = 0)
î÷åâèäíà. Âûïîëíèì øàã èíäóêöèè. Ñ÷èòàÿ, ÷òî äëÿ n = k íåðàâåíñòâî (7.12) âåðíî,
ìû ïîëó÷àåì äëÿ n = k + 1 è t > t0

|Ak+1x(t)−Ak+1y(t)| =
∣∣∣∣∫ t

t0

f(τ,Akx(τ))− f(τ,Aky(τ))dτ

∣∣∣∣ ⩽
⩽ L

∫ t

t0

|Akx(τ)−Aky(τ)|dτ ⩽ L
Lk

k!

∫ t

t0

(τ − t0)
kdτ max

[t0,t0+ε]
|x(t)− y(t)| =

=
Lk+1

(k + 1)!
(t− t0)

k+1 max
[t0,t0+ε]

|x(t)− y(t)|.

Â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ìû âîñïîëüçîâàëèñü ïðåäïîëîæåíèåì èíäóêöèè. Ñëó÷àé
t < t0 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Íåðàâåíñòâî (7.12) äîêàçàíî.
Ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (7.12) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì t

è n → ∞, à ëåâàÿ ÷àñòü ðàâíà |x(t) − y(t)|, òàê êàê Ax = x, Ay = y. Çíà÷èò, äëÿ
ëþáîãî t ∈ [t0 − ε, t0 + ε] âûïîëíåíî x(t) = y(t). Ìû ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì,
÷òî ôóíêöèè x è y � äâà ðàçíûõ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íà îòðåçêå
[t0 − ε, t0 + ε].

7.1.5 Òåîðåìà î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ îò íà÷àëüíûõ
óñëîâèé

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ôèêñèðîâàííîãî t0 âåêòîð-ôóíêöèÿ t 7→ φ(t, x0) � ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ ẋ = f(t, x) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì φ(t0) = x0.

Òåîðåìà (Ëîêàëüíàÿ òåîðåìà î íåïðåðûâíîñòè ðåøåíèÿ ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì).
Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2.4.3 ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ẋ = f(t, x) íåïðåðûâíî çàâèñèò îò
íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ è âðåìåíè.
Áîëåå òî÷íî, äëÿ ëþáîé òî÷êè (t0, x0) ∈ Ω ñóùåñòâóåò å¼ îêðåñòíîñòü U ⊂ Ω,

òàêàÿ ÷òî îòîáðàæåíèå (t, x) 7→ φ(t, x) îïðåäåëåíî íà U è íåïðåðûâíî ïî ñîâîêóï-
íîñòè ïåðåìåííûõ â U .

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ìû ôèêñèðóåì t0-êîîðäèíàòó íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (t0, x0) è óòâåð-
æäàåì íåïðåðûâíóþ çàâèñèìîñòü òîëüêî îò íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ x0 è âðåìåíè t, íî
íå îò íà÷àëüíîãî âðåìåíè t0.
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7 Îñíîâíûå òåîðåìû è èõ ïðèìåíåíèÿ

Çàäà÷à 134. Ññûëàÿñü íà ïðåäûäóùóþ òåîðåìó, äîêàæèòå, ÷òî ðåøåíèå íåïðå-
ðûâíî çàâèñèò è îò íà÷àëüíîãî âðåìåíè t0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèáëèæåíèé Ïèêàðà íåïðå-
ðûâíî çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ, à ñõîäèìîñòü â ìåòîäå Ïèêàðà ðàâíîìåðíà ïî
íà÷àëüíîìó óñëîâèþ. Èç ýòîãî áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî ïðåäåë ïðèáëèæåíèé Ïèêàðà, òî
åñòü òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, òîæå íåïðåðûâíî çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî t0 = x0 = 0. Ïóñòü öèëèíäð Π = [−a, a]×Bb(0) öåëèêîì ëåæèò

â Ω. Äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ Bb/2(0) öèëèíäð [−a, a] × Bb/2(x) ëåæèò â Ω. Ñëåäñòâèå

7.1.10 ïîêàçûâàåò, ÷òî íà îòðåçêå t ∈ [−ε, ε], ãäå ε = min(a, b
2m ,

1
2L), ïðèáëèæåíèÿ

Ïèêàðà φn(t, y) äëÿ óðàâíåíèÿ ẋ = f(t, x) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì y ∈ Bb/2(0) ñõîäÿòñÿ
ê ðåøåíèþ φ(t, y) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = y.
Áîëåå òîãî, â ñèëó (7.11), âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|φn+1(t, y)− φn(t, y)| ⩽ m
Ln

(n+ 1)!
εn+1

äëÿ t ∈ [−ε, ε] (âïðî÷åì, íàì õâàòèò è áîëåå ñëàáîé îöåíêè (7.10) èç ñëåäñòâèÿ
7.1.10). Ýòà îöåíêà íå çàâèñèò îò y. Çíà÷èò, ñõîäèìîñòü φn(t, y) → φ(t, y) áóäåò
ðàâíîìåðíà ïî y.
Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî âñå âåêòîð-ôóíêöèè φn(t, y) íåïðåðûâíû ïî ñîâîêóïíî-

ñòè ïåðåìåííûõ. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ φ0(t, y) ≡ y ýòî î÷åâèäíî, à äëÿ φn+1 = Aφn �
ñëåäóåò èç òåîðåìû î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè èíòåãðàëà îò ïàðàìåòðà y è ïåðåìåí-
íîãî âåðõíåãî ïðåäåëà. Òàê êàê ðàâíîìåðíûé ïðåäåë íåïðåðûâíûõ âåêòîð-ôóíêöèé
íåïðåðûâåí, âåêòîð-ôóíêöèÿ φ(t, y) íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ íà
ìíîæåñòâå U = {t ∈ [−ε, ε], y ∈ Bb/2(0)}.

7.1.6 Òåîðåìû î âûõîäå íà ãðàíèöó êîìïàêòà. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

Òåîðåìà (Òåîðåìà î âûõîäå èíòåãðàëüíîé êðèâîé íà ãðàíèöó êîìïàêòà). Â óñëîâè-
ÿõ òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè, ïóñòü K ⊂ Ω � êîìïàêòíîå ìíî-
æåñòâî. Ïóñòü (t0, x0) ∈ K. Òîãäà ñóùåñòâóåò ðåøåíèå x(t) óðàâíåíèÿ ẋ = f(t, x)
ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(t0) = x0, ãðàôèê êîòîðîãî (èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ) âûõîäèò
íà ãðàíèöó K: äëÿ íåêîòîðîãî t1 > t0

(t1, x(t1)) ∈ ∂K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî åñëè äâå ðàçíûõ âåêòîð-ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ðåøå-
íèÿìè óðàâíåíèÿ ẋ = f(t, x) ñ îäíèì è òåì æå íà÷àëüíûì óñëîâèåì, òî â ñèëó
òåîðåìû 2.4.3 îíè ñîâïàäàþò íà ïåðåñå÷åíèè îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ. Ðàññìîòðèì ðå-
øåíèå x(t) ñ ìàêñèìàëüíîé ïî âêëþ÷åíèþ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ. Äîïóñòèì, ÷òî åãî
ãðàôèê ëåæèò âíóòðè K.
Äëÿ êàæäîé òî÷êè (t, x) ∈ K ðàññìîòðèì öèëèíäð, ñîäåðæàùèé ýòó òî÷êó è

öåëèêîì ëåæàùèé â Ω. Óìåíüøèì öèëèíäðû, ñäåëàâ èõ îòêðûòûìè. Ìû ïîëó-
÷èëè îòêðûòîå ïîêðûòèå êîìïàêòà K. Âûáåðåì èç íåãî êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå è
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7.1.7. Ëîìàíûå Ýéëåðà è òåîðåìà Ïåàíî î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ

âîçüìåì çàìûêàíèÿ öèëèíäðîâ. Òåïåðü ó íàñ åñòü êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî öèëèíäðîâ
Πi := [ti − ai, ti + ai]×Bbi(xi), i = 1, . . . , N , ïîêðûâàþùèõ K è ëåæàùèõ â Ω. Ïóñòü
m := maximaxΠi |f |.
Ïóñòü a = min ai, b = min bi. Äëÿ êàæäîé òî÷êè (t, x) ∈ K ïîêðûâàþùèé å¼ öè-

ëèíäð Πi (à çíà÷èò, è ìåíüøèé öèëèíäð Π = [t − a, t + a] × Bb(x)) öåëèêîì ëåæèò
â Ω. Ïî ñëåäñòâèþ 7.1.10, ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (t, x) ∈ K îïðåäåëåíî íà
îòðåçêå [t − ε, t + ε], ãäå çíà÷åíèå ε = min(a, bm ,

1
2L) íå çàâèñèò îò t, x. Â ÷àñòíî-

ñòè, îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ âåêòîð-ôóíêöèè x(t) âìåñòå ñ ëþáîé òî÷êîé t ñîäåðæèò
å¼ ε-îêðåñòíîñòü, ãäå ε íå çàâèñèò îò t. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð-ôóíêöèÿ x(t)
îïðåäåëåíà íà ëó÷å t > t0.

Ãðàôèê âåêòîð-ôóíêöèè x(t), t ∈ (t0,∞), � íåîãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî, ïîýòîìó
îí íå ìîæåò ñîäåðæàòüñÿ â îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå K. Ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâà-
åò, ÷òî ãðàôèê ìàêñèìàëüíîãî ðåøåíèÿ íå ìîæåò ñîäåðæàòüñÿ âíóòðè K, ïîýòîìó
âûõîäèò íà ãðàíèöó ∂K.

7.1.7 Ëîìàíûå Ýéëåðà è òåîðåìà Ïåàíî î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ

Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíà, íî íå ëèïøèöåâà, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ âñå
ðàâíî ñóùåñòâóåò (íî îíî ìîæåò íå áûòü åäèíñòâåííûì). Ìû äîêàæåì ýòî òîëüêî â
äâóìåðíîì ñëó÷àå.

Òåîðåìà (Òåîðåìà Ïåàíî). Çàäà÷à Êîøè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íà ïðÿ-
ìîé ñ íåïðåðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ èìååò ðåøåíèå â ìàëîé îêðåñòíîñòè íà÷àëüíîãî
óñëîâèÿ.

Áîëåå òî÷íî, ïóñòü ôóíêöèÿ f : Ω → R íåïðåðûâíà â îáëàñòè Ω ⊂ R2. Ïóñòü
ïðÿìîóãîëüíèê Π = [t0 − a, t0 + a] × [x0 − b, x0 + b] çàêëþ÷åí âíóòðè îáëàñòè Ω è
m := maxΠ |f |. Ïîëîæèì α := min(a, bm).

Òîãäà óðàâíåíèå ẋ = f(t, x) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(t0) = x0 èìååò õîòÿ áû îäíî
ðåøåíèå, îïðåäåëåííîå íà îòðåçêå [t0 − α, t0 + α].

Ìû äîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèáëèæåíèé Ýéëåðà, êîòîðóþ ìû ïîñòðî-
èëè â ðàçäåëå 3.1, � òî÷íåå, å¼ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, � ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê
òî÷íîìó ðåøåíèþ.

Åñòåñòâåííî çàäàòü âîïðîñ: Ïóñòü gk � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè íà îòðåçêå. Ïðè
êàêèõ óñëîâèÿõ èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {gn} ìîæíî âûáðàòü ðàâíîìåðíî ñõîäÿùó-
þñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü?

Ïîíÿòíî, ÷òî íåïðåðûâíûå ôóíêöèè gk äîëæíû áûòü îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíî-
ñòè, òî åñòü îãðàíè÷åíû îáùåé êîíñòàíòîé. Èíà÷å ïîñëåäîâàòåëüíîñòè gk(x) ìîãóò
îêàçàòüñÿ íåîãðàíè÷åííûìè. Èç ñëåäóþùåãî óïðàæíåíèÿ âèäíî, ÷òî ýòîãî íåäîñòà-
òî÷íî.

Óïðàæíåíèå 135. Äîêàæèòå, ÷òî èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè gk(t) = sin kt íåëüçÿ
âûáðàòü ðàâíîìåðíî ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Êëþ÷åâûì îêàçûâàåòñÿ óñëîâèå ðàâíîñòåïåííîé íåïðåðûâíîñòè.
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Îïðåäåëåíèå 7.1.12. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé gn : R → R íàçûâàåòñÿ ðàâíî-
ñòåïåííî íåïðåðûâíîé, åñëè äîñòàòî÷íî áëèçêèå òî÷êè ïîä äåéñòâèåì âñåõ ôóíêöèé
gn ïåðåõîäÿò â áëèçêèå:

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀n (|t1 − t2| < δ ⇒ |gn(t1)− gn(t2)| < ε).

Òåîðåìà 7.1.13 (Òåîðåìà Àðöåëà2 � Àñêîëè3). Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé {gn} íà îòðåçêå I

1. ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííà: sup |gn(t)| < +∞;

2. ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíà.

Òîãäà èç íå¼ ìîæíî âûáðàòü ðàâíîìåðíî ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé gn îãðàíè÷åíû îáùåé êîíñòàíòîé m, òî
|gn(t1) − gn(t2)| ⩽ m|t1 − t2|, ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü gn ðàâíîñòåïåííî íåïðå-
ðûâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ I ïîñëåäîâàòåëüíîñòü gn(x)
îãðàíè÷åíà. Çíà÷èò, ïî òåîðåìå Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà èç íå¼ ìîæíî âûáðàòü ñõî-
äÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Îäíàêî äëÿ ðàçíûõ òî÷åê x ýòè ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè áóäóò ðàçíûìè.

Ðàññìîòðèì ñ÷åòíîå âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî x1, x2, . . . xn, . . . íà îòðåçêå I �
íàïðèìåð, ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Ñíà÷àëà ñ ïîìîùüþ äèàãîíàëüíîãî ìå-
òîäà ìû âûáåðåì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü gm1 , gm2 , . . . íàøåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ôóíêöèé, êîòîðàÿ áóäåò ñõîäèòüñÿ â êàæäîé òî÷êå xk. Çàòåì ìû äîêàæåì, ÷òî ýòà
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ; òîëüêî â ýòîé ÷àñòè ðàññóæäåíèÿ ïðè-
ìåíÿåòñÿ ðàâíîñòåïåííàÿ íåïðåðûâíîñòü.

Äèàãîíàëüíûé ìåòîä

Ïóñòü ó íàñ åñòü áåñêîíå÷íàÿ òàáëèöà ÷èñåë ykn, k, n ∈ N, îãðàíè÷åííûõ â ñîâîêóï-
íîñòè. Êàê âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü å¼ ñòðîê òàê, ÷òîáû ïðè âû÷åðêèâàíèè
âñåõ îñòàëüíûõ ñòðîê âñå ñòîëáöû òàáëèöû ïðåâðàòèëèñü â ñõîäÿùèåñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè?

Îòâåò äàåò äèàãîíàëüíûé ìåòîä, îïèñàííûé íèæå. Ìû ïðèìåíÿåì ýòîò ìåòîä äëÿ
òàáëèöû ynk = gn(xk).

Ìû ñôîðìèðóåì èñêîìóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòðîê m1,m2, . . . ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì. Ñíà÷àëà èç ïåðâîãî ñòîëáöà òàáëèöû y1k âûáåðåì ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü y1n1

, y1n2
, . . . . Âû÷åðêíåì âñå ñòðîêè, êðîìå ñòðîê n1, n2, . . . ; òåïåðü ïåð-

âûé ñòîëáåö òàáëèöû � ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïîëîæèì m1 = n1, òî åñòü
ïåðâóþ ñòðîêó ìû áîëüøå âû÷åðêèâàòü íå áóäåì.

2×åçàðå Àðöåëà (1847 � 1912) � ìàòåìàòèê, èçâåñòíûé ðàáîòàìè ïî àëãåáðå, òåîðèè ôóíêöèé è
ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå.

3Äæóëèî Àñêîëè (1843 � 1896) � ìàòåìàòèê, èçâåñòíûé ñâîèì âêëàäîì â òåîðèþ ôóíêöèé âåùå-
ñòâåííîãî ïåðåìåííîãî è òåîðèþ ðÿäîâ Ôóðüå.
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Òåïåðü èç âòîðîãî ñòîëáöà îñòàâøåéñÿ òàáëèöû y2n1
, y2n2

, y2n3
. . . âûáåðåì ñõîäÿùó-

þñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü y2k1 , y
2
k2
, . . . (ìû ñ÷èòàåì k1 > 1) è âû÷åðêíåì âñå ñòðîêè,

êðîìå ïåðâîé è k1, k2, . . . ,. Âòîðîé ñòîëáåö òàáëèöû òîæå ñòàë ñõîäÿùåéñÿ ïîäïîñëå-
äîâàòåëüíîñòüþ. Ïîëîæèì m2 = k1.

Íà î÷åðåäíîì øàãå êîíñòðóêöèè ìû óæå äîáèëèñü òîãî, ÷òîáû ïåðâûå s ñòîëá-
öîâ òàáëèöû áûëè ñõîäÿùèìèñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè, à ïåðâûå s îñòàâøèõñÿ ñòðîê
m1,m2,ms óæå çàôèêñèðîâàíû è âû÷åðêèâàòüñÿ íå áóäóò. Ìû ðàññìàòðèâàåì s+1-é
ñòîëáåö, âûáèðàåì èç åãî ýëåìåíòîâ ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ys+1

l1
, ys+1
l2

, . . .
(ñ÷èòàÿ l1 > ms), è âû÷åðêèâàåì âñå ñòðîêè èç îñòàâøåéñÿ òàáëèöû, êðîìå ñòðîê
l1, l2, . . . è ïåðâûõ s ñòðîê. Òîãäà (s+ 1)-é ñòîëáåö òîæå ñòàíîâèòñÿ ñõîäÿùåéñÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòüþ. Ïîëîæèì ms+1 = l1.

Òàê îïðåäåëåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü mk îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî åñëè îñòà-
âèòü â òàáëèöå òîëüêî ñòðîêè ñ íîìåðàìè m1,m2, . . . , òî âñå ñòîëáöû òàáëèöû îêà-
æóòñÿ ñõîäÿùèìèñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè.

Ïðèìåíÿÿ äîêàçàííîå óòâåðæäåíèå ê òàáëèöå ykn = gn(xk), ìû íàõîäèì ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü m1,m2, . . . , äëÿ êîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé gmk

ñõîäèòñÿ âî
âñåõ òî÷êàõ x1, x2, . . . .

Ðàâíîñòåïåííàÿ íåïðåðûâíîñòü è ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü

Ìû äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðûðûâíûõ
ôóíêöèé fk ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíà è ñõîäèòñÿ íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk}, ïëîò-
íîé â I, òî îíà ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà I.

Ïðîâåðèì êðèòåðèé Êîøè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè: äëÿ ëþáîãî ε ñóùåñòâóåò N ,
òàêîé ÷òî äëÿ ëþáûõ m, k > N è äëÿ ëþáîãî x âûïîëíåíî |fm(x)− fn(x)| < ε.

Ôèêñèðóåì ε. Â ñèëó ðàâíîñòåïåííîé íåïðåðûâíîñòè, äëÿ íåêîòîðîãî δ èç |x−y| <
δ ñëåäóåò |fl(x)−fl(y)| < ε äëÿ âñåõ l. Òàê êàê ìíîæåñòâî {xn} âñþäó ïëîòíî, ìîæíî
âûáðàòü òàêîé íîìåð M , ÷òî â êàæäîì îòðåçêå äëèíû δ ñîäåðæèòñÿ îäíà èç òî÷åê
x1, . . . , xM (ãîâîðÿò, ÷òî íàáîð òî÷åê x1, . . . , xM îáðàçóåò δ-ñåòü). Íàêîíåö, òàê êàê
âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn(xl) ñõîäÿòñÿ, ìû ìîæåì âûáðàòü îáùèé íîìåðK, íà÷èíàÿ
ñ êîòîðîãî âñå çíà÷åíèÿ fn(xl), 1 ⩽ l ⩽M , ε-áëèçêè ê ïðåäåëó limn→∞ fn(xl).

Ìû ãîòîâû ïðîâåðèòü, ÷òî êðèòåðèé Êîøè âûïîëíåí äëÿ 4ε è íîìåðà K.

Äëÿ êàæäîé òî÷êè x íàéäåì òî÷êó δ-ñåòè xl, 1 ⩽ l ⩽ M , êîòîðàÿ ê íåé δ-áëèçêà.
Òîãäà çíà÷åíèÿ fn(x) è fn(xl) áóäóò ε-áëèçêè äëÿ ëþáîãî n â ñèëó ðàâíîñòåïåí-
íîé íåïðåðûâíîñòè. Íî äëÿ âñåõ n > K çíà÷åíèÿ fn(xl) áóäóò ε-áëèçêè ê ïðåäå-
ëó limn→∞ fn(xl), ïîýòîìó ïîïàðíî 2ε-áëèçêè. Çíà÷èò, çíà÷åíèÿ fn(x) äëÿ ðàçíûõ
n > K ïîïàðíî 4ε-áëèçêè, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ìû ïðèìåíèì òåîðåìó Àðöåëà-Àñêîëè â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Ïåàíî.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ïåàíî. Ìû íàéäåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ íà îòðåçêå [t0, t0+
α]; íà îòðåçêå [t0 − α, t0] ðàññóæäåíèå àíàëîãè÷íî. Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ôóíêöèé φn(t) ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ýéëåðà (ñì. ðàçäåë 3.1.2).

À èìåííî, ðàçîáüåì îòðåçîê [t0, t0 + α] íà n ïîäîòðåçêîâ îäèíàêîâîé äëèíû δn =
α/n; ïóñòü t0 = τ0 < τ1 < · · · < τn = t0 + α � èõ êîíöû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç [t]n
áëèæàéøóþ ñëåâà ê t òî÷êó èç íàáîðà {τj}. Òîãäà ïðèáëèæåíèå Ýéëåðà ñ øàãîì δn
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� ýòî íåïðåðûâíàÿ êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ φn, êîòîðàÿ èìååò èçëîìû â òî÷êàõ
τi è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ φ′

n(t) = f(τi, φn(τi) äëÿ ëþáîãî t ∈ [τi, τi+1], òî åñòü

φ′
n(t) = f([t]n, φn([t]n)) äëÿ t ∈ [t0, t0 + α]. (7.13)

Ýòî óñëîâèå, âìåñòå ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì φn(t0) = x0, ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ôóíê-
öèþ φn ïîñëåäîâàòåëüíî íà îòðåçêàõ [τ0, τ1], [τ1, τ2], . . . ; çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â êîíöàõ
îòðåçêîâ ðàâíû

φn(τk+1) = φn(τk) + δnf(τk, φn(τk)).

Óáåäèìñÿ, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà êîððåêòíî îïðåäåëåíà. Íàäî ïðîâåðèòü,
÷òî òî÷êà (τk, φn(τk)) ëåæèò â Ω. Äåéñòâèòåëüíî, τk < t0 + α < t0 + a; êðîìå òîãî,
ïî èíäóêöèè ëåãêî äîêàçàòü îöåíêó |φn(τk) − φn(τ0)| < m|τk − τ0| ⩽ mα ⩽ b. Èç
ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà (τk, φn(τk)) ëåæèò â Π, ïîýòîìó ñîäåðæèòñÿ â Ω. Èòàê, âñå
ïðèáëèæåíèÿ Ýéëåðà êîððåêòíî îïðåäåëåíû.

Ïðîèçâîäíûå φ′
n(t) îãðàíè÷åíû âåëè÷èíîé maxΠ |f | = m, ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ôóíêöèé φn ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíà. Êðîìå òîãî, çíà÷åíèÿ φn(t) ëåæàò
â [x0 − b, x0 + b] ïî äîêàçàííîìó âûøå, òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü φn ðàâíîìåð-
íî îãðàíè÷åííà. Ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü φn óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ òåîðåìû
Àðöåëà�Àñêîëè. Âûáåðåì èç íå¼ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
φnk

. Äîêàæåì, ÷òî å¼ ïðåäåë φ(t) � îäíî èç ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ. Íàì áóäåò ïðîùå ïîëüçîâàòüñÿ èíòåãðàëüíîé ôîðìîé äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ, ïîòîìó ÷òî ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ïîçâîëÿåò ïåðåõîäèòü ê ïðåäåëó
ïîä çíàêîì èíòåãðàëà.

Èíòåãðèðóÿ (7.13), ïîëó÷àåì

φnk
(t)− φnk

(0) =

∫ t

0
f([τ ]nk

, φnk
([τ ]nk

))dτ.

Ëåâàÿ ÷àñòü ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê φ(t)−φ(0) ïðè k → ∞. Ôóíêöèè f([τ ]nk
, φnk

([τ ]nk
))

ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê f(τ, φ(τ)), òàê êàê ôóíêöèè [τ ]nk
ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ ê τ ,

ôóíêöèè φnk
ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ ê φ, à ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà êîìïàêòå Π è

ïîòîìó ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïîä çíàêîì èíòåãðàëà, ïîëó÷àåì

φ(t)− φ(0) =

∫ t

0
f(τ, φ(τ))dτ,

ïîýòîìó φ � äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, è å¼ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà φ′(t) = f(t, φ(t)).

Áîëåå ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè â ñëåäóþùèõ êíèãàõ:

1. È. Ã.Ïåòðîâñêèé, ¾Ëåêöèè ïî òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé¿ � Ì.: Èçä-âî ÌÃÓ, 1984. ñì. ñòð. 42 (III.11 �Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâî-
âàíèÿ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ìåòîäîì Ïåàíî�).
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7.1.8. Òî÷íîñòü ìåòîäà Ýéëåðà: îöåíêà ÷åðåç ïîêàçàòåëü ñæàòèÿ îïåðàòîðà Ïèêàðà

2. À.Í.Êîëìîãîðîâ, Ñ.Â.Ôîìèí, ¾Ýëåìåíòû òåîðèè ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëü-
íîãî àíàëèçà¿. - Ì., Íàóêà, 1976. ñì. ñòð. 111 (II.7.5 �Òåîðåìà Ïåàíî�).

3. Ô.Õàðòìàí, ¾Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ¿. - Ì., Ìèð, 1970.
ñì. ñòð. 21 (II.2 �Òåîðåìà Ïåàíî�).

Â ïîñëåäíåé êíèãå èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ïåàíî íåñêîëüêî äðóãàÿ: îíà ñîñòî-
èò â òîì, ÷òîáû ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãëàäêèõ ôóíêöèé fn, ñòðåìÿùèõñÿ
ê f , è ñïåðâà ðåøèòü óðàâíåíèÿ ñ ïðàâûìè ÷àñòÿìè fn, à ïîòîì ðàññìîòðåòü ïðåäåë
òàêèõ ðåøåíèé.

7.1.8 Òî÷íîñòü ìåòîäà Ýéëåðà: îöåíêà ÷åðåç ïîêàçàòåëü ñæàòèÿ
îïåðàòîðà Ïèêàðà

Â ðàçäåëå 3.1.3 ìû îöåíèëè ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäà Ýéëåðà, èñïîëüçóÿ íåðà-
âåíñòâî Ãðîíóîëëà. Â ó÷åáíèêå Àðíîëüäà �Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâ-
íåíèÿ� ïðèâåäåíà èäåÿ äðóãîãî ñïîñîáà îöåíèòü òî÷íîñòü ìåòîäà Ýéëåðà íà íåáîëü-
øèõ îòðåçêàõ. Ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü òîò ôàêò, ÷òî îïåðàòîð Ïèêàðà ñæèìàåò
� òî÷íåå, ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 7.1.14. Ïóñòü A : M →M � ñæèìàþùèé îïåðàòîð îòíîñèòåëüíî
ìåòðèêè d(·) íà ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå M . Ïóñòü êîíñòàíòà ñæàòèÿ ðàâíà
q < 1. Ïóñòü p0 � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà äëÿ îïåðàòîðà A. Òîãäà ðàññòîÿíèå îò ïðî-
èçâîëüíîé òî÷êè p ∈ M äî íåïîäâèæíîé òî÷êè ñëåäóþùèì îáðàçîì îöåíèâàåòñÿ
÷åðåç d(Ap, p):

d(p, p0) ⩽
d(p,Ap)

1− q
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó òî÷êà p0 � íåïîäâèæíàÿ äëÿ îïåðàòîðà A, ïîëó÷àåì
d(Ap, p0) ⩽ qd(p, p0). Ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà

d(p, p0) ⩽ d(p,Ap) + d(Ap, p0) ⩽ d(p,Ap) + qd(p, p0).

Îòñþäà ñëåäóåò ïðåäëîæåíèå.

Òî÷íîå ðåøåíèå x(t) çàäà÷è Êîøè

ẋ = f(t, x), x(t0) = x0 (7.14)

� ýòî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îïåðàòîðà Ïèêàðà A. Îíî áóäåò èãðàòü ðîëü p0 â ïðåäû-
äóùåì ïðåäëîæåíèè. Ïðèáëèæåíèå Ýéëåðà φ áóäåò èãðàòü ðîëü p. Íà äîñòàòî÷íî
êîðîòêîì îòðåçêå îïåðàòîð Ïèêàðà ñæèìàåò, ïîýòîìó ìû ìîæåì îöåíèòü dist(φ, x)
ñ ïîìîùüþ ïðåäûäóùåãî ïðåäëîæåíèÿ � äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî îöåíèòü dist(Aφ,φ).

Ïðåäëîæåíèå 7.1.15. Ïóñòü ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà êîíñòàíòîém è L-ëèïøèöåâà
ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ. Ïóñòü îòðåçîê [t0, T ] = [t0, t0 + ε] äîñòàòî÷íî êî-
ðîòêèé, òàê ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð Ïèêàðà ñæèìàåò: äëèíà îòðåçêà ε
óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (7.7).

347



7 Îñíîâíûå òåîðåìû è èõ ïðèìåíåíèÿ

Ïóñòü φ � ëîìàíàÿ Ýéëåðà äëÿ çàäà÷è (7.14) ñ øàãîì δ, à x � òî÷íîå ðåøåíèå
çàäà÷è Êîøè (7.14). Òîãäà

|φ(t)− x(t)| ⩽ δεL(m+ 1)

(1− εL)
ïðè t ∈ [t0, T ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî â ìåòîäå Ýéëåðà ìû ðàññìàòðèâàåì òî÷êè t0 <
t1 < t2 < . . . íà ðàâíîì ðàññòîÿíèè δ äðóã îò äðóãà è ñòðîèì ïðèáëèæåíèå Ýéëåðà
� íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ φ, ëèíåéíóþ íà êàæäîì îòðåçêå [tk, tk+1], ïðè÷åì

φ′(t) = f(tk, φ(tk)) äëÿ t ∈ [tk, tk+1]. (7.15)

Ïî îïðåäåëåíèþ îïåðàòîðà Ïèêàðà

Aφ(t) = x0 +

∫ t

t0

f(τ, φ(τ))dτ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

φ(t) = x0 +

∫ t

t0

φ′(τ)dτ.

Âû÷òåì ýòè íåðàâåíñòâà, ÷òîáû îöåíèòü |φ−Aφ|:

|Aφ(t)− φ(t)| ⩽
∫ t

t0

|f(τ, φ(τ))− φ′(τ)|dt.

Îöåíèì ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå. Ïî (7.15), ïðîèçâîäíàÿ φ′(τ) â òî÷êå τ ∈
[tk, tk+1] ðàâíà f(tk, φ(tk)), òî åñòü áëèçêà ê f(τ, φ(τ)) â ñèëó ëèïøèöåâîñòè f :

|φ′(τ)− f(τ, φ(τ))| = |f(tk, φ(tk))− f(τ, φ(τ))| ⩽
⩽ L · dist((tk, φ(tk)) , (τ, φ(τ))) ⩽ L(|τ − tk|+ |φ(τ)− φ(tk)|) ⩽ L(δ +mδ).

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç îöåíêè

|φ(τ)− φ(tk)| ⩽ |τ − tk| · max
[tk,tk+1]

|φ′| ⩽ δm.

Èòàê, ìû îöåíèëè ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå è ïîëó÷èëè

|Aφ(t)− φ(t)| ⩽
∫ T

t0

L(m+ 1)δdt = (T − t0)L(m+ 1)δ = εL(m+ 1)δ.

Ïî ëåììå 7.1.9, îïåðàòîð Ïèêàðà ñæèìàåò ñ êîíñòàíòîé εL. Òåïåðü èç ïðåäëîæåíèÿ
(7.1.14) ñëåäóåò òðåáóåìàÿ îöåíêà íà dist(x, φ).

Ýòî ïðåäëîæåíèå äà¼ò îöåíêó íà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè â ìåòîäå Ýéëåðà. Ìû ïî-
êàçàëè, ÷òî φ íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè íå áîëåå O(δ) îò òî÷íîãî ðåøåíèÿ ïðè óñëî-
âèè, ÷òî äëèíà ðàññìàòðèâàåìîãî îòðåçêà äîñòàòî÷íî ìàëåíüêàÿ. Òàêèì îáðàçîì,
ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäà Ýéëåðà îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà äëèíå øàãà δ.
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7.1.8. Òî÷íîñòü ìåòîäà Ýéëåðà: îöåíêà ÷åðåç ïîêàçàòåëü ñæàòèÿ îïåðàòîðà Ïèêàðà

Ïîëó÷åííàÿ îöåíêà íà òî÷íîñòü ìåòîäà Ýéëåðà íåñêîëüêî îòëè÷àåòñÿ îò îöåíêè èç
ëåììû 3.1.4 ðàçäåëà 3.1.3, êîòîðóþ ìû ïîëó÷àëè ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Ãðîíóîëëà.
Íî è ýòà îöåíêà ëèíåéíà ïî äëèíå øàãà δ, òî åñòü ïîãðåøíîñòü â ìåòîäå Ýéëåðà ðàâíà
O(δ).
Çàìåòèì, ÷òî ïðåäëîæåíèå 7.1.15 íåïðèìåíèìî ïðè T > 1

2L , ìåæäó òåì êàê îöåíêà
èç ëåììû 3.1.4 ðàáîòàåò ïðè âñåõ T . Îäíàêî è â òîé îöåíêå ïðèñóòñòâóåò ÷ëåí eLT ,
êîòîðûé î÷åíü âåëèê ïðè T >> 1

L .
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7.2 Òåîðåìû î ãëàäêîñòè è óðàâíåíèå â âàðèàöèÿõ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì ðÿä òåîðåì î ãëàäêîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèé äèôôåðåí-
öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ îò íà÷àëüíîé òî÷êè, îò âðåìåíè è äîïîëíèòåëüíûõ ïàðàìåò-
ðîâ. Â ÷àñòíîñòè, ìû äîêàæåì òåîðåìó 2.4.6 î Cr-ãëàäêîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ îò
íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ. Íà÷íåì ñ r = 1.

7.2.1 Ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû î C1-ãëàäêîñòè

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â Rn:

ẋ = f(t, x), (t, x) ∈ Ω ⊂ Rn+1, t ∈ R, x ∈ Rn (7.16)

Ôèêñèðóåì íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0 ∈ R. Ïóñòü t 7→ φ(t, x0) � ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (7.16) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì φ(t0) = x0.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà � ýòî òåîðåìà 2.4.6 î Cr-ãëàäêîñòè äëÿ r = 1.

Òåîðåìà 7.2.1. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2.4.3, åñëè f ∈ C2(Ω), òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
ẋ = f(t, x) C1-ãëàäêî çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ è âðåìåíè.
Áîëåå òî÷íî, äëÿ ëþáîé òî÷êè (t0, x0) ∈ Ω ñóùåñòâóåò å¼ îêðåñòíîñòü U ⊂ Ω,

òàêàÿ ÷òî îòîáðàæåíèå (t, x) 7→ φ(t, x) ÿâëÿåòñÿ C1-ãëàäêèì íà U .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ìû ñíà÷àëà ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
â âàðèàöèÿõ � óðàâíåíèå íà äèôôåðåíöèàë ïî x îòîáðàæåíèÿ x 7→ φ(t, x).

7.2.2 Óðàâíåíèå â âàðèàöèÿõ

Ïóñòü ìû òî÷íî çíàåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (0, x0) �
âåêòîð-ôóíêöèþ x(t) := φ(t, x0), x(0) = x0. ×òîáû íàéòè áëèçêîå ðåøåíèå t 7→ φ(t, x)
ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x ≈ x0 ñ òî÷íîñòüþ o(x−x0), äîñòàòî÷íî çíàòü äèôôåðåíöèàë
ïî x îòîáðàæåíèÿ x 7→ φ(t, x) â òî÷êå x0:

X(t) =
∂φ(t, x)

∂x

∣∣∣∣
x=x0

(7.17)

òàê êàê ïî îïðåäåëåíèþ äèôôåðåíöèàëà

φ(t, x) = φ(t, x0) +X(t)(x− x0) + o(x− x0). (7.18)

Â ôèêñèðîâàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ìàòðèöà îïåðàòîðà X(t) : Rn → Rn èìååò êîì-
ïîíåíòû Xij(t) =

∂φi(t)
∂xj

, ãäå φ(t, x) = (φ1(t, x), φ2(t, x), . . . , φn(t, x)).

Òåîðåìà 7.2.2 (Óðàâíåíèå â âàðèàöèÿõ). Â óñëîâèÿõ òåîðåìû î C1-ãëàäêîñòè
(òåîðåìà 7.2.1) ïóñòü x(t) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = x0.

Òîãäà îïåðàòîð X(t) = ∂φ(t,x)
∂x

∣∣∣
x=x0

óäîâëåòâîðÿåò ëèíåéíîìó íåàâòîíîìíîìó óðàâ-
íåíèþ

Ẋ = A(t)X (7.19)
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7.2.2. Óðàâíåíèå â âàðèàöèÿõ

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì X(0) = E, ãäå

A(t) =
∂f(t, x)

∂x
|x=x(t)

� äèôôåðåíöèàë ïî x ïðàâîé ÷àñòè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â òî÷êå x(t).
Óðàâíåíèå (7.19) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì â âàðèàöèÿõ ïî íà÷àëüíîìó óñëî-

âèþ âäîëü ðåøåíèÿ x(t).

Óðàâíåíèå (7.19) � ýòî óðàâíåíèå íà îïåðàòîðíî-çíà÷íóþ ôóíêöèþ X(t). Â êîîð-
äèíàòíîé çàïèñè îíî ïðåâðàùàåòñÿ â ñèñòåìó èç n2 óðàâíåíèé íà ýëåìåíòû ìàòðèöû
Xij(t), çàâèñÿùèå îò âðåìåíè: Ẋij =

∑
k Aik(t)Xkj .

Çàìå÷àíèå 7.2.3. Çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîðíî-çíà÷íàÿ ôóíêöèÿ A(t) îïðåäåëÿåòñÿ
ïî ðåøåíèþ x(t) èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ. Ïîýòîìó, ÷òîáû òîëüêî âûïèñàòü óðàâíåíèå
â âàðèàöèÿõ, íóæíî óæå çíàòü x(t).

Ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7.2.2 � ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 7.2.1. Íè-
æå ìû ïðèâîäèì ýâðèñòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7.2.2, êîòîðîå îáúÿñíÿåò,
ïî÷åìó óðàâíåíèå â âàðèàöèÿõ èìååò òàêîé âèä.

Ýâðèñòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7.2.2 îá óðàâíåíèè â âàðèàöèÿõ. Çàïèøåì
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (7.1) íà âåêòîð-ôóíêöèþ φ(t, x0 + h):

φ̇(t, x0 + h) = f(t, φ(t, x0 + h)).

Äîïóñòèì, ãëàäêîñòü âåêòîð-ôóíêöèè φ äîñòàòî÷íà, ÷òîáû ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü
ýòî ðàâåíñòâî ïî h ïðè h = 0:

∂

∂h

∣∣∣∣
h=0

∂

∂t
φ(t, x0 + h) =

∂

∂x
f(t, x)

∣∣∣∣
x=φ(t,x0)=x(t)

· ∂

∂h
φ(t, x0 + h)

∣∣∣∣
h=0

= A(t)X(t).

Äîïóñòèì, ìû ìîæåì ïîìåíÿòü ìåñòàìè îïåðàöèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â ëåâîé ÷à-
ñòè ðàâåíñòâà. Ìû ïîëó÷èì ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îò ∂

∂h

∣∣
h=0

φ(t, x0 + h) = X(t).
Èòàê,

Ẋ(t) = A(t)X(t),

÷òî è òðåáîâàëîñü.

Èç óðàâíåíèÿ â âàðèàöèÿõ ëåãêî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå âàæíîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 7.2.4 (Ëèíåéíàÿ ÷àñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ ôàçîâîãî ïîòîêà â îñîáîé òî÷êå
âåêòîðíîãî ïîëÿ). Ðàññìîòðèì àâòîíîìíîå óðàâíåíèå ẋ = v(x) ñ îñîáîé òî÷êîé â
íóëå. Ïóñòü v(x) = Ax+ o(x). Òîãäà φ(t, x) = eAtx+ o(x): ëèíåéíàÿ ÷àñòü îòîáðà-
æåíèÿ ôàçîâîãî ïîòîêà âáëèçè îñîáîé òî÷êè ñîâïàäàåò ñ îòîáðàæåíèåì ôàçîâîãî
ïîòîêà ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ẋ = Ax.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü φ(t, x) = X(t)x+ o(x). Òîãäà îïåðàòîðíî-çíà÷íàÿ ôóíêöèÿ
X(t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ â âàðèàöèÿõ âäîëü íóëåâîãî ðåøåíèÿ x(t) ≡ 0. Îïåðà-
òîð A(t) = ∂v

∂x |x(t) â ýòîì ñëó÷àå íå çàâèñèò îò âðåìåíè, òàê êàê x(t) ≡ 0, è ñîâïàäàåò
ñ ëèíåéíîé ÷àñòüþ A âåêòîðíîãî ïîëÿ â îñîáîé òî÷êå. Óðàâíåíèå â âàðèàöèÿõ

Ẋ = AX

X(0) = E

� ýòî ëèíåéíîå óðàâíåíèå ñ ïîñòîÿííîé ïðàâîé ÷àñòüþ. Åãî ðåøåíèåì áóäåò ýêñïî-
íåíòà îïåðàòîðà At: X(t) = eAt, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

7.2.3 Ðàñøèðåííàÿ ñèñòåìà

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 7.2.1 è òåîðåìû 7.2.2. Âûïèøåì ðàñøèðåííóþ
ñèñòåìó óðàâíåíèé â Rn × Rn2 × R íà îòîáðàæåíèÿ φ,X:{

φ̇ = f(t, φ)

Ẋ = A(t, φ)X,
(7.20)

ãäå A(t, φ) = ∂f
∂x (t, φ). Çàäàäèì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ φ(0) = x, X(0) = E. Ïðàâàÿ

÷àñòü óðàâíåíèÿ (7.20) ïðèíàäëåæèò êëàññó C1, çíà÷èò, ïî òåîðåìå ñóùåñòâîâàíèÿ è
åäèíñòâåííîñòè, óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå (φ,X). Âåêòîð-ôóíêöèÿ φ, â ñèëó ïåðâîãî
óðàâíåíèÿ ñèñòåìû, è åñòü ðåøåíèå íàøåãî óðàâíåíèÿ (7.1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x.
ÎïåðàòîðX(t) � ðåøåíèå âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû, òî åñòü óðàâíåíèÿ â âàðèàöèÿõ
âäîëü ðåøåíèÿ φ(t, x0).

Òåïåðü ìû äîêàæåì, ÷òî X � ýòî äåéñòâèòåëüíî ïðîèçâîäíàÿ ðåøåíèÿ ïî íà÷àëü-
íîìó óñëîâèþ; ýòî íå ñëåäóåò èç âèäà ñèñòåìû (7.20).

7.2.4 Ïèêàðîâñêèå ïðèáëèæåíèÿ

Íàøå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ îò íà÷àëüíîãî
óñëîâèÿ îïèðàëîñü íà òî, ÷òî ïèêàðîâñêèå ïðèáëèæåíèÿ ê ðåøåíèþ äèôôåðåíöè-
àëüíîãî óðàâíåíèÿ ðàâíîìåðíî (ïî íà÷àëüíîìó óñëîâèþ x0) ñõîäÿòñÿ ê òî÷íîìó
ðåøåíèþ.

Âûïèøåì ïèêàðîâñêèå ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ðàñøèðåííîé ñèñòåìû (7.20) ñ íà÷àëü-
íûì óñëîâèåì (x,E). Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ðàñøèðåííîé
ñèñòåìå, èìååò òàêîé âèä:

φ(t, x) =x+

∫ t

0
f(τ, φ(τ, x))dτ

X(t, x) =E +

∫ t

0

∂f

∂x
(τ, φ(τ, x))X(τ, x)dτ
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7.2.4. Ïèêàðîâñêèå ïðèáëèæåíèÿ

Ïèêàðîâñêèå ïðèáëèæåíèÿ äëÿ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ φ(0) = x,X(0) = E â ýòîì ñëó-
÷àå îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè: (φ0, X0) = (x,E),

φm+1(t, x) =x+

∫ t

0
f(τ, φm(τ, x))dτ

Xm+1(t, x) =E +

∫ t

0

∂f

∂x
(τ, φm(τ, x))Xm(τ, x)dτ

Ìû çíàåì, ÷òî ïèêàðîâñêèå ïðèáëèæåíèÿ (φm, Xm) ðàâíîìåðíî ïî x ñõîäÿòñÿ ê
(φ,X) â íåêîòîðîé ìàëîé îêðåñòíîñòè t ∈ [ε, ε] (ñì. ñëåäñòâèå 7.1.10). Ñåé÷àñ ìû
äîêàæåì ïî èíäóêöèè (ñì. ëåììó 7.2.5 íèæå), ÷òî ∂φm

∂x = Xm. Ïîëüçóÿñü ðàâíîìåð-
íîé ñõîäèìîñòüþ ïèêàðîâñêèõ ïðèáëèæåíèé (φm, Xm) ê (φ,X), ïåðåéäåì ê ïðåäåëó
ïðè m → ∞; ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî ∂φ

∂x = X. Â ñèëó âòîðîãî óðàâíåíèÿ èç (7.20),
îïåðàòîðíî-çíà÷íàÿ ôóíêöèÿ X(t, x0) äëÿ ôèêñèðîâàííîãî x0 óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-

íåíèþ â âàðèàöèÿõ; ïî äîêàçàííîìó, X(t, x0) =
∂φ(t,x)
∂x |x=x0 . Ïîýòîìó

∂φ
∂x |x=x0 óäîâëå-

òâîðÿåò óðàâíåíèþ â âàðèàöèÿõ. Òåîðåìà 7.2.2 îá óðàâíåíèè â âàðèàöèÿõ äîêàçàíà
ïî ìîäóëþ ëåììû 7.2.5.
Çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7.2.1 î ãëàäêîñòè ïî ìîäóëþ ëåììû 7.2.5. Îïåðàòîðíî-

çíà÷íàÿ ôóíêöèÿ X(t, x) íåïðåðûâíà ïî t, x êàê ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ (7.20), ïîýòîìó äèôôåðåíöèàë ∂φ

∂x = X íåïðåðûâíî çàâèñèò îò t, x. Íåïðå-

ðûâíîñòü ïðîèçâîäíîé ∂φ
∂t ñëåäóåò èç ñàìîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íà φ.

Òåîðåìà î ãëàäêîñòè 7.2.1 äîêàçàíà ïî ìîäóëþ ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 7.2.5. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû î C1-ãëàäêîñòè (òåîðåìà 7.2.1) äëÿ ïèêàðîâ-
ñêèõ ïðèáëèæåíèé óðàâíåíèÿ (7.20) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (x,E), ãäå x ïðèíàäëå-
æèò ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, âûïîëíåíî

∂φm

∂x = Xm.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ëåììó ïî èíäóêöèè. Áàçà èíäóêöèè î÷åâèäíà: ∂φ0

∂x = E,
òàê êàê E � äèôôåðåíöèàë òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ.
Ïóñòü äëÿ (φm, Xm) óòâåðæäåíèå äîêàçàíî; òîãäà äëÿ (φm+1, Xm+1) ïîëó÷àåì

∂φm+1

∂x
=

∂

∂x

(
x+

∫ t

0
f(τ, φm(τ, x))dτ

)
= E+

∫ t

0

∂f

∂x
(τ, φm(τ, x)) ·

∂

∂x
φm(τ, x))dτ =

= E +

∫ t

0

∂f

∂x
(τ, φm(τ, x))Xm(τ, x)dτ = Xm+1(t, x). (7.21)

Ëåììà äîêàçàíà, òåì ñàìûì äîêàçàíà òåîðåìà îá óðàâíåíèè â âàðèàöèÿõ è òåîðåìà
î ãëàäêîñòè.
Ñôîðìóëèðóåì áåç äîêàçàòåëüñòâà áîëåå ñèëüíûé âàðèàíò òåîðåìû î ãëàäêîñòè,

ñì. ó÷åáíèê Â.È.Àðíîëüäà ¾Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ¿.

Òåîðåìà 7.2.6 (Óñèëåíèå òåîðåìû î ãëàäêîñòè). Â òåîðåìå 7.2.1 äîñòàòî÷íî òðå-
áîâàòü v ∈ C1(Ω).
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7 Îñíîâíûå òåîðåìû è èõ ïðèìåíåíèÿ

7.2.5 Òåîðåìà î Cr-ãëàäêîñòè (òåîðåìà 2.4.6)

Òåîðåìà (Òåîðåìà î ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì). Â óñëîâèÿõ òåî-
ðåìû 2.4.3, åñëè f ∈ Cr(Ω), r ⩾ 2, òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ẋ = f(t, x) Cr−1-ãëàäêî
çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ è âðåìåíè.
Áîëåå òî÷íî, äëÿ ëþáîé òî÷êè (t0, x0) ∈ Ω ñóùåñòâóåò å¼ îêðåñòíîñòü U ⊂ Ω,

òàêàÿ ÷òî îòîáðàæåíèå (t, x) 7→ φ(t, x) ÿâëÿåòñÿ Cr−1-ãëàäêèì íà U .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå èíäóêöèåé ïî r. Áàçó äà¼ò òåîðåìà
7.2.1.
Ïóñòü óòâåðæäåíèå óæå äîêàçàíî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ Cr+1-ãëàäêîé

ïðàâîé ÷àñòüþ. Äëÿ f ∈ Cr+2(Ω) âûïèøåì ðàñøèðåííóþ ñèñòåìó (7.20); å¼ ïðà-
âàÿ ÷àñòü ïðèíàäëåæèò Cr+1(Ω), ïîýòîìó â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè (φ,X) ∈
Cr(U). Çíà÷èò, X ∈ Cr(U), òî åñòü äèôôåðåíöèàë âåêòîð-ôóíêöèè φ ïî ïðîñòðàí-
ñòâåííûì ïåðåìåííûì Cr-ãëàäêèé. Ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè îò âåêòîð-ôóíêöèè
φ òîæå Cr-ãëàäêàÿ, ïîòîìó ÷òî îíà ðàâíà f(t, φ). Èòàê, äèôôåðåíöèàë âåêòîð-
ôóíêöèè φ � Cr-ãëàäêèé. Ïîýòîìó φ ∈ Cr+1(Ω), ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Åñëè â ýòîì äîêàçàòåëüñòâå ññûëàòüñÿ íà òåîðåìó 7.2.6, à íå íà òåîðåìó 7.2.1, òî
ïîëó÷èì óñèëåííóþ âåðñèþ òåîðåìû î ãëàäêîñòè: ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñ Cr-ãëàäêîé
ïðàâîé ÷àñòüþ Cr- (à íå Cr−1-) ãëàäêî çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ è âðåìåíè.

7.2.6 Ïðîèçâîäíàÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïî ïàðàìåòðó

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, çàâèñÿùèõ îò (ìíîãîìåðíî-
ãî) ïàðàìåòðà ε:

ẋ = f(t, x, ε), (t, x) ∈ Ω ⊂ Rn+1, ε ∈ B ⊂ Rk, (7.22)

ãäå B � îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Ðåøåíèå òàêîãî óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x
ìû îáîçíà÷èì φ(t, x, ε).
Âîïðîñ: êàêèì îáðàçîì ðåøåíèå φ çàâèñèò îò ýòîãî ïàðàìåòðà ε?
Îòâåò äà¼ò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, êîòîðàÿ íåìåäëåííî ñëåäóåò èç òåîðåìû î Cr-

ãëàäêîñòè.

Òåîðåìà 7.2.7. Ïóñòü f ∈ Cr(Ω × B), r ⩾ 2. Òîãäà ó ëþáîé òî÷êè âèäà (0, x0, ε0)
â Ω×B åñòü îêðåñòíîñòü U ⊂ Ω×B, òàêàÿ ÷òî φ ∈ Cr−1(U).

Èíûìè ñëîâàìè, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.22) ãëàäêî çàâèñèò è îò íà÷àëüíîãî óñëî-
âèÿ, è îò ïàðàìåòðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ïðèìåíèì òàêîé ïðè¼ì: ñåìåéñòâî óðàâíåíèé (7.22) ïðåâðà-
òèì â îäíî óðàâíåíèå {

ẋ = f(t, x, ε),

ε̇ = 0
(7.23)

(ñì. ðèñ. 7.2). Ïîñëå ýòîãî óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç òåîðåìû î Cr-ãëàäêîñòè
2.4.6.
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7.2.6. Ïðîèçâîäíàÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïî ïàðàìåòðó

ε<0 ε=0 ε>0

ε

Ðèñ. 7.2: Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (7.23)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû àíàëèçèðîâàòü ïðîèçâîäíóþ ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó, áûâàåò ïî-
ëåçíî âûïèñàòü óðàâíåíèå â âàðèàöèÿõ ïî ïàðàìåòðó. Îíî âûïèñûâàåòñÿ òàê æå, êàê
è óðàâíåíèå â âàðèàöèÿõ ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì. Ìû èùåì óðàâíåíèå íà âàðèàöèþ
ïî ïàðàìåòðó � íà îïåðàòîðíî-çíà÷íóþ ôóíêöèþ

Y (t, x) :=
∂φ(t, x, ε)

∂ε

∣∣∣∣
ε=0

.

Ýòà ôóíêöèÿ ïîêàçûâàåò, êàêèì îáðàçîì ìåíÿåòñÿ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ïðè ìàëîì
èçìåíåíèè ε: âåäü φ(t, x, ε) = φ(t, x, 0) + Y (t, x)ε+ o(|ε|).
Óïðàæíåíèå 136. Âûïèøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé â âàðèàöèÿõ äëÿ ñèñòåìû 7.23.
Íàéäèòå â ýòîé ñèñòåìå óðàâíåíèå íà Y (t, x).

Ýòà çàäà÷à äàåò îäèí ñïîñîá âûïèñàòü óðàâíåíèå â âàðèàöèÿõ ïî ïàðàìåòðó; ìû
âîñïîëüçóåìñÿ äðóãèì ñïîñîáîì � ïîâòîðèì ðàññóæäåíèÿ ðàçäåëà 7.2.2.
Ïóñòü f ∈ Cr(Ω × B), r ⩾ 3. Òîãäà ïî òåîðåìå 7.2.7 âåêòîð-ôóíêöèÿ φ ÿâëÿåòñÿ

C2-ãëàäêîé ïî ïåðåìåííûì x è ε. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî ε ïðè ε = 0 òîæäåñòâî

φ̇(t, x, ε) = f(t, φ(t, x, ε), ε).

Ïðîèçâîäíûå ïî t è ïî ε â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ìîæíî ïåðåñòàâëÿòü, òàê êàê
φ ∈ C2(U). Ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå â âàðèàöèÿõ ïî ïàðàìåòðó

Ẏ (t, x) = A(t)Y + b(t), (7.24)

ãäå

A(t) =
∂f

∂x
(t, φ(t, x, 0), 0), b(t) =

∂f

∂ε
(t, φ(t, x, 0), 0).

Òàê êàê φ(0, x, ε) ≡ x (ïîòîê çà íóëåâîå âðåìÿ � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå), òî
Y (0, x) = 0; ýòî � íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ óðàâíåíèÿ â âàðèàöèÿõ ïî ïàðàìåòðó.
Çàìåòèì, ÷òî (7.24) � ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå, à åãî îäíîðîäíàÿ ÷àñòü �

îáû÷íîå óðàâíåíèå â âàðèàöèÿõ ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì äëÿ óðàâíåíèÿ ẋ = f(t, x, 0).
Ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 7.2.8. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 7.2.7 ïðè r ⩾ 2 äèôôåðåíöèàë ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ ẋ = f(t, x, ε) ïî ïàðàìåòðó óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ â âàðèàöèÿõ ïî ïàðà-
ìåòðó (7.24) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì Y (0, x) = 0.
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7.2.7 Òåîðåìà îá èñêàæåíèè ôàçîâîãî îáúåìà

Âîïðîñ: â êàêèõ ñëó÷àÿõ îòîáðàæåíèå ïîòîêà gtv(x) âåêòîðíîãî ïîëÿ ẋ = v(x) óâåëè-
÷èâàåò îáúåì, Vol(gtv(U)) > VolU? Êîãäà îíî óìåíüøàåò îáúåì? Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ
íà v(x) îòîáðàæåíèå ïîòîêà ñîõðàíÿåò îáúåì?
Êàê âèäíî èç ñëåäóþùåé òåîðåìû, íà ýòîò âîïðîñ îòâå÷àåò äèâåðãåíöèÿ âåêòîð-

íîãî ïîëÿ div v.
Ïóñòü â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå çàäàíà åâêëèäîâà ñòðóêòóðà è âûáðàí áàçèñ, îðòî-

íîðìèðîâàííûé îòíîñèòåëüíî ýòîé åâêëèäîâîé ñòðóêòóðû. Â ýòîì áàçèñå ìû áóäåì
çàïèñûâàòü êîîðäèíàòû òî÷åê è êîìïîíåíòû âåêòîðíîãî ïîëÿ.

Îïðåäåëåíèå 7.2.9. Äèâåðãåíöèåé âåêòîðíîãî ïîëÿ íàçûâàåòñÿ ñëåä ìàòðèöû ÿêî-
áèàíà

div v := tr

(
dv

dx

)
.

Íàïðèìåð, äëÿ ïîëÿ íà ïëîñêîñòè v(x, y) = (p(x, y), q(x, y)) ïîëó÷àåòñÿ div v(x, y) =
∂p
∂x(x, y) +

∂q
∂y (x, y).

Òåîðåìà 7.2.10. Åñëè â îáëàñòè Ω ⊂ Rn äèâåðãåíöèÿ ïîëÿ v îòðèöàòåëüíà, div v <
0, è òðàåêòîðèè èç îáëàñòè U íå ïîêèäàþò Ω: gtv(U) ⊂ Ω ïðè t ∈ [0, T ], òî ôàçîâûé
îáúåì óìåíüøàåòñÿ: Vol gTv (U) < VolU .
Åñëè äèâåðãåíöèÿ ïîëÿ ïîëîæèòåëüíà â Ω, ôàçîâûé îáúåì óâåëè÷èâàåòñÿ. Åñëè

äèâåðãåíöèÿ ðàâíà íóëþ â Ω, ôàçîâûé îáúåì ñîõðàíÿåòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé div v < 0; îñòàëüíûå ñëó÷àè ðàññìàòðèâàþòñÿ
àíàëîãè÷íî.
Ïî ôîðìóëå î çàìåíå ïåðåìåííûõ â èíòåãðàëå,

Vol gTv (U) =

∫
gTv (U)

1 dx̃ =

∫
U
det

∣∣∣∣∂gTv (x)∂x

∣∣∣∣ dx
(ìû ñäåëàëè çàìåíó x̃ = gTv (x)). Ìû ïîêàæåì, ÷òî â ñëó÷àå div v < 0 ïîäûíòåãðàëü-
íîå âûðàæåíèå âñåãäà ìåíüøå åäèíèöû. Òîãäà èíòåãðàë îêàæåòñÿ ìåíüøå VolU , è
óòâåðæäåíèå áóäåò äîêàçàíî.

Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå ïîä èíòåãðàëîì X(t) = ∂gTv (x)
∂x � ýòî âàðèàöèÿ ðåøåíèÿ

ïî íà÷àëüíîìó óñëîâèþ. Ôèêñèðóåì íà÷àëüíîå óñëîâèå x0 ∈ U , è âáëèçè ðåøåíèÿ
x(t), x(0) = x0, âûïèøåì óðàâíåíèå â âàðèàöèÿõ:

Ẋ(t) =
∂v

∂x

∣∣∣∣
x(t)

X(t).

Ýòî ëèíåéíîå óðàâíåíèå íà ìàòðèöó X âèäà Ẋ = A(t)X. Ôîðìóëà Ëèóâèëëÿ �
Îñòðîãðàäñêîãî (ñì. òåîðåìó 5.1.20) ïîçâîëÿåò ïîíÿòü, êàê ìåíÿåòñÿ îïðåäåëèòåëü
X ñ òå÷åíèåì âðåìåíè:

d

dt
detX = a(t) detX,

356



7.3 Òåîðåìà î âûïðÿìëåíèè

ãäå a(t) = trA(t) = div v(x(t)). Òàêîå ëèíåéíîå îäíîìåðíîå óðàâíåíèå ëåãêî ðåøàåò-
ñÿ:

detX(t) = detX(0)e
∫ T
0 a(t)dt = 1 · e

∫ T
0 div v(x(t))dt. (7.25)

Òàê êàê äèâåðãåíöèÿ ïîëÿ v îòðèöàòåëüíà, èíòåãðàë òîæå áóäåò îòðèöàòåëåí, ïî-

ýòîìó detX = det ∂g
T
v (x)
∂x âñåãäà ìåíüøå åäèíèöû. Ýòî è òðåáîâàëîñü.

7.3 Òåîðåìà î âûïðÿìëåíèè

Êàê óñòðîåí ôàçîâûé ïîðòðåò âåêòîðíîãî ïîëÿ ëîêàëüíî, â îêðåñòíîñòè äàííîé òî÷-
êè a ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà?

� Åñëè a � îñîáàÿ òî÷êà, ýòî ñëîæíûé âîïðîñ; åìó ïîñâÿùåíà öåëàÿ òåîðèÿ,
ââåäåíèå â êîòîðóþ ñîäåðæèòñÿ â ðàçäåëå 8.3.

� Åñëè a � íåîñîáàÿ òî÷êà, ïîëå âáëèçè íå¼ âñåãäà óñòðîåíî îäèíàêîâî. Ôàçîâûé
ïîðòðåò ïîëÿ â îêðåñòíîñòè íåîñîáîé òî÷êè a ìîæíî âûïðÿìèòü: ñóùåñòâóåò
äèôôåîìîðôèçì H, ïåðåâîäÿùèé èñõîäíîå âåêòîðíîå ïîëå â ïîñòîÿííîå ïîëå
ẋ = (1, 0, . . . , 0).

Äåéñòâèå äèôôåîìîðôèçìà íà âåêòîðíîå ïîëå ìû îïðåäåëèëè â ðàçäåëå 4.1.3.

Òåîðåìà 7.3.1 (Òåîðåìà î âûïðÿìëåíèè). Ïóñòü v ∈ C2(Ω) � âåêòîðíîå ïîëå â
îáëàñòè Ω ⊂ Rn, v(a) ̸= 0. Òîãäà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U ∋ a ñóùåñòâóåò
äèôôåîìîðôèçì H, êîòîðûé ïåðåâîäèò ïîëå v â ïîëå H∗v = (1, 0, . . . , 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, ÷òî a = 0, è äëÿ âåêòîðà v(0) =
(v1(0), . . . , vn(0)) âûïîëíåíî v1(0) ̸= 0.
Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Rn ñ êîîðäèíàòàìè (t, x′), t ∈ R, x′ ∈ Rn−1, è ãèïåðïëîñ-

êîñòü Γ = {t = 0}. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå G ôîðìóëîé

G((t, x′)) := φ(t, (0, x′)),

ãäå t 7→ φ(t, x0) � ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ẋ = v(x) ñ íà÷àëüíûì
óñëîâèåì x0. Òîãäà îòîáðàæåíèå G ïåðåâîäèò òðàåêòîðèè ïîëÿ e1 = (1, 0, . . . , 0) â
òðàåêòîðèè ïîëÿ v, ñì. ðèñ. 7.3. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ýòîì îòîáðàæåíèè êàæäàÿ ïðÿ-
ìàÿ x′ = const ïåðåõîäèò â òðàåêòîðèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ, φ(t, (0, x′)), êîòîðàÿ íà÷è-
íàåòñÿ â òî÷êå (0, x′). Èòàê, ïðÿìûå x′ = const � òðàåêòîðèè ïîëÿ e1� ïåðåõîäÿò â
òðàåêòîðèè ïîëÿ v.
Èñêîìîå îòîáðàæåíèå H � îáðàòíîå ê G. Íàì íàäî òîëüêî ïðîâåðèòü, ÷òî îíî

ñóùåñòâóåò è òîæå C1-ãëàäêî â ìàëîé îêðåñòíîñòè íóëÿ. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äî-
êàçàòü, ÷òî äèôôåðåíöèàë G íåâûðîæäåí â íóëå, è ïðèìåíèòü òåîðåìó îá îáðàòíîì
îòîáðàæåíèè. Ìàòðèöà ßêîáè îòîáðàæåíèÿ G â òî÷êå 0 èìååò âèä

dG

d(t, x′)
(0) =

(
dφ

dt

∣∣∣∣
t=0,x′=0

dφ

dx′

∣∣∣∣
t=0,x′=0

)
=


v1(0) 0 . . . 0
v2(0) 1 . . . 0
. . .
vn(0) 0 . . . 1
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φ(t,(0,x'))
(0,x')

G

H

(0,x')
(t,x')

Г Г

Ðèñ. 7.3: Âûïðÿìëåíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ

Ïåðâûé ñòîëáåö ðàâåí ïðîèçâîäíîé ðåøåíèÿ t 7→ φ(t, (0, x′)) ïî âðåìåíè, òî åñòü âåê-
òîðó âåêòîðíîãî ïîëÿ v(0). Åäèíè÷íûé ìèíîð âîçíèêàåò êàê ÿêîáèàí òîæäåñòâåííî-
ãî îòîáðàæåíèÿ φ(0, (0, x′)) ≡ (0, x′). Ìàòðèöà ßêîáè èìååò îïðåäåëèòåëü v1(0) ̸= 0,
÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ñëåäñòâèå 7.3.2. Ôàçîâûé ïîòîê ñîõðàíÿåò ñâîé ãåíåðàòîð: (gtv)∗v = v.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 7.3.2 äëÿ ìàëûõ t. Äîêàæåì, ÷òî ïîä äåéñòâèåì gtv âåê-
òîð v(a) ïåðåéäåò â âåêòîð v(gtv(a)). Äëÿ ýòîãî ïðèìåíèì äèôôåîìîðôèçì H èç
òåîðåìû 7.3.1 ê ïîëþ v. Ïîëå v ïåðåéäåò â ïîëå e1 = (1, 0, . . . , 0), ôàçîâûé ïîòîê ïå-
ðåéäåò â gte1 = x+ te1 � ñåìåéñòâî ãîðèçîíòàëüíûõ ñäâèãîâ. Ãîðèçîíòàëüíûå ñäâèãè
ïåðåâîäÿò ãîðèçîíòàëüíûå âåêòîðû â ãîðèçîíòàëüíûå, ïîýòîìó (gte1)∗e1 = e1. Çíà-
÷èò, òàêîå óòâåðæäåíèå âåðíî è äî ïðèìåíåíèÿ äèôôåîìîðôèçìà H, òî åñòü äëÿ
èñõîäíîãî ïîëÿ v.

Óïðàæíåíèå 137. Äîêàæèòå ñëåäñòâèå äëÿ âñåõ t, äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëåí ïîòîê
gtv.

Ñëåäñòâèå 7.3.3 (Ñóùåñòâîâàíèå èíòåãðèðóþùèõ ìíîæèòåëåé). Ëþáîå àâòîíîì-
íîå óðàâíåíèå íà ïëîñêîñòè

ẋ = f(x, y),

ẏ = g(x, y)
(7.26)

â îêðåñòíîñòè íåîñîáîé òî÷êè èìååò ïåðâûé èíòåãðàë. Êðîìå òîãî, åãî ìîæíî
äîìíîæèòü íà ôóíêöèþ q(x, y) (èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü) òàê, ÷òî îíî ñòà-
íåò óðàâíåíèåì â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü H = (H1, H2) � äèôôåîìîðôèçì, âûïðÿìëÿþùèé ïîëå
v â îêðåñòíîñòè íåîñîáîé òî÷êè. Òîãäà ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè F = H2 ÿâëÿþòñÿ
òðàåêòîðèÿìè ïîëÿ v â ýòîé îêðåñòíîñòè. Ïîýòîìó ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì
èíòåãðàëîì óðàâíåíèÿ. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
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Ïî êðèòåðèþ ïåðâîãî èíòåãðàëà (ïðåäëîæåíèå 4.3.4), f(x, y)∂F∂x + g(x, y)∂F∂y = 0.

Çíà÷èò, f(x,y)g(x,y) = −Fy

Fx
, è äîìíîæåíèåì ìîæíî ïðåâðàòèòü óðàâíåíèå (7.26) â óðàâíå-

íèå ẋ = −Fy, ẏ = Fx, êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî ïôàôôîâó óðàâíåíèþ Fxdx + Fydy = 0
â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ áûâàåò ïîëåçíî âûïðÿìèòü ïîëå íå âáëèçè (íåîñîáîé) òî÷-
êè, à âäîëü òðàåêòîðèè. Åñëè òðàåêòîðèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàìêíóòóþ êðèâóþ,
òàêîãî âûïðÿìëåíèÿ íå ñóùåñòâóåò � ïîëå (1, 0, . . . , 0) íå èìååò çàìêíóòûõ òðàåê-
òîðèé.

Òåîðåìà 7.3.4 (Òåîðåìà î òðóáêå òðàåêòîðèé). Ïóñòü v ∈ C2(Ω) � âåêòîðíîå ïîëå
â îáëàñòè Ω ⊂ Rn, è ïóñòü γ(t), t ∈ [0, T ] � äóãà åãî òðàåêòîðèè, êîòîðàÿ íå ÿâëÿ-
åòñÿ íè òî÷êîé, íè çàìêíóòîé êðèâîé. Òîãäà â íåêîòîðîì îòêðûòîì ìíîæåñòâå
U , ñîäåðæàùåì ýòó äóãó, îïðåäåëåí äèôôåîìîðôèçì H, êîòîðûé ïåðåâîäèò ïîëå v
â ïîëå H∗v = (1, 0, . . . , 0).

Ïðè íåîáõîäèìîñòè óìåíüøèâ U , ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî H(U) ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé öèëèíäð � äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå îòðåçêà ïî ïåðâîé êîîðäèíàòå
è øàðà ïî îñòàëüíûì êîîðäèíàòàì. Ïîëó÷åííîå ìíîæåñòâî U íàçûâàåòñÿ òðóáêîé
òðàåêòîðèé âîêðóã γ. Ïîýòîìó òåîðåìà è íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé î òðóáêå òðàåêòîðèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî âî ìíîãîì ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î
âûïðÿìëåíèè. Ïóñòü a = γ(0) � íà÷àëüíàÿ òî÷êà êðèâîé γ(t). Êàê è ðàíåå, âûáå-
ðåì ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, ÷òî a = 0 è ïåðâàÿ êîìïîíåíòà ïîëÿ v â ýòîé òî÷êå
íåíóëåâàÿ: v1(0) ̸= 0. Ïîëîæèì Γ = {t = 0}. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå G ôîðìóëîé
G((t, x′)) = φ(t, (0, x′)); íà ïëîñêîñòè Γ îòîáðàæåíèå G òîæäåñòâåííî. Òàê êàê ðå-
øåíèå óðàâíåíèÿ ẋ = v(x) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = 0 îïðåäåëåíî íà îòðåçêå
[0, T ] (îíî ñîîòâåòñòâóåò òðàåêòîðèè γ(t)), îïðåäåëåíû è ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ
íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, áëèçêèìè ê íóëþ, íà îòðåçêå âðåìåíè [0, T ]. Çíà÷èò, îòîá-
ðàæåíèå G îïðåäåëåíî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè V îòðåçêà [0, T ]× {0}.
Êàê è ðàíåå, ïîêàæåì, ÷òî äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ G íåâûðîæäåí â êàæäîé

òî÷êå îòðåçêà [0, T ]× {0}. Äåéñòâèòåëüíî, ýòîò äèôôåðåíöèàë ðàâåí

dG

d(t, x′)
=

(
dφ

dt

dφ

dx′

)
,

íî òåïåðü íàì íàäî äîêàçàòü åãî íåâûðîæäåííîñòü ïðè x′ = 0 è âñåõ t ∈ [0, T ], à íå
òîëüêî ïðè t = 0.
Ìû çíàåì, ÷òî äèôôåðåíöèàë dφ

dx ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (ëèíåéíîãî) óðàâíåíèÿ â âà-

ðèàöèÿõ ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì dφ
dx |x=0 = E. Ïîýòîìó ýòîò äèôôåðåíöèàë íåâûðîæ-

äåí (íàïðèìåð, â ñèëó ôîðìóëû Ëèóâèëëÿ-Îñòðîãðàäñêîãî, ñì. âû÷èñëåíèå (7.25)).
Ìàòðèöà ßêîáè dG

d(t,x′) îòëè÷àåòñÿ îò ìàòðèöû ßêîáè dφ
dx òîëüêî ïåðâûì ñòîëáöîì.

Ýòîò ïåðâûé ñòîëáåö dφ
dt ðàâåí âåêòîðó âåêòîðíîãî ïîëÿ â òî÷êå γ(t). Èìååì

dφ

dt
= v(γ(t)) = (gtv)∗v(0) =

dφ

dx
v(0) =

∂φ

∂x1
v1(0) +

∂φ

∂x2
v2(0) + · · ·+ ∂φ

∂xn
vn(0).
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Âòîðîå ðàâåíñòâî âûïîëíåíî ïî ñëåäñòâèþ 7.3.2. Çíà÷èò, ïåðâûé ñòîëáåö ìàòðèöû
dG

d(t,x′) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ñòîëáöîâ ìàòðèöû
dφ
dx � âåêòîðîâ ∂φ

∂xj
, ïðè÷åì

êîýôôèöèåíò ïðè ∂φ
∂x1

â ýòîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ðàâåí v1(0) ̸= 0. Çíà÷èò, ìàòðèöà
dG

d(t,x′) íåâûðîæäåííà â êàæäîé òî÷êå îòðåçêà [0, T ]× {0}.
Äîêàçàòåëüñòâî åùå íå çàâåðøåíî: ñëåäóåò ïîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå G áóäåò

èíúåêòèâíûì â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè îòðåçêà [0, T ] × {0}. Â îòëè÷èå îò
òåîðåìû î âûïðÿìëåíèè, çäåñü èíúåêòèâíîñòü íå ñëåäóåò ñðàçó èç íåâûðîæäåííîñòè
äèôôåðåíöèàëà. Ïîñëå ýòîãî îñòàíåòñÿ ïîëîæèòü H = G−1, è äîêàçàòåëüñòâî áóäåò
çàêîí÷åíî.
Ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå G ÿâëÿåòñÿ èíüåêòèâíûì â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñò-

íîñòè îòðåçêà [0, T ]×{0}. Ïóñòü ýòî íå òàê; òîãäà φ(t, (0, x′)) = φ(t′, (0, x′′)) äëÿ äâóõ
ðàçíûõ òî÷åê (t, x′) è (t′, x′′) èç îêðåñòíîñòè îòðåçêà [0, T ]×{0}; áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
t ⩽ t′. Èìååì

(0, x′) = φ(0, (0, x′)) = φ(t′ − t, (0, x′′)) = φ(τ, (0, x′′)). (7.27)

Èòàê, òðàåêòîðèÿ òî÷êè (0, x′′) ∈ Γ ñíîâà ïåðåñåêàåò Γ â òî÷êå (0, x′) äëÿ íåêîòîðûõ
ìàëûõ x′, x′′ è íåêîòîðîãî τ èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè îòðåçêà [0, T ]. Ïîêàæåì, ÷òî
ýòî íåâîçìîæíî.
Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû î âûïðÿìëåíèè ìû äîêàçàëè, ÷òî îòîáðàæåíèå G

èíúåêòèâíî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêîå s, ÷òî ïðè
0 < |τ | < s è ïðè ìàëûõ x′, x′′ âûïîëíåíî (0, x′) ̸= φ(τ, (0, x′′)).
Ìû çíàåì, ÷òî òðàåêòîðèÿ γ(t) íå ÿâëÿåòñÿ íè òî÷êîé, íè çàìêíóòîé êðèâîé.

Ïîêàæåì, ÷òî îíà íå èìååò ñàìîïåðåñå÷åíèé. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè òðàåêòîðèÿ γ(t)
ñàìîïåðåñåêàåòñÿ, 0 = γ(T ) = gTv 0 äëÿ T ̸= 0, òî ïî ãðóïïîâîìó ñâîéñòâó ôàçîâîãî
ïîòîêà γ(s) = gsv0 = gsvg

T
v 0 = gT+sv 0 = γ(T +s) äëÿ ëþáîãî s, òî åñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ

t 7→ γ(t) ÿâëÿåòñÿ T -ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ẋ = v(x). Ïîýòîìó òðàåê-
òîðèÿ γ(t) � òî÷êà èëè çàìêíóòàÿ êðèâàÿ, è ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïî-
ëîæåíèåì òåîðåìû.
Òàê êàê êðèâàÿ γ íåñàìîïåðåñåêàþùàÿñÿ, äëÿ ìàëûõ ε äóãà òðàåêòîðèè {γ(t), t ∈

[s, T + ε]} íå ïîñåùàåò íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü òî÷êè 0 = γ(0), ïîýòîìó è ëþáàÿ
áëèçêàÿ äóãà òðàåêòîðèè ïîëÿ v íå ïîñåùàåò å¼. Èòàê, åñëè òî÷êà (0, x′′) äîñòàòî÷íî
áëèçêà ê íóëþ, òî äóãà å¼ òðàåêòîðèè {φ(t, (0, x′′)), t ∈ (−s, s)}, íå ïåðåñåêàåò Γ â
ñèëó âûáîðà s, à äóãà {φ(t, (0, x′′)), t ∈ [s, T + ε]} � â ñèëó áëèçîñòè ê äóãå {γ(t), t ∈
[s, T + ε]}. Ïîýòîìó ðàâåíñòâî (7.27) íåâîçìîæíî, è îòîáðàæåíèå G èíúåêòèâíî â
ìàëîé îêðåñòíîñòè îòðåçêà [0, T ]× {0}.
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7.4 Óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà

7.4 Ïåðâûå èíòåãðàëû è óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà

7.4.1 Íåçàâèñèìûå ñèñòåìû ïåðâûõ èíòåãðàëîâ

Íàïîìíèì, ÷òî ïåðâûé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ

ẋ = v(x), x ∈ Ω ⊂ Rn

� ýòî ôóíêöèÿ, ïîñòîÿííàÿ âäîëü ôàçîâûõ êðèâûõ. Íàïîìíèì êðèòåðèé ïåðâîãî
èíòåãðàëà (ïðåäëîæåíèå 4.3.4): ôóíêöèÿ F ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì óðàâíåíèÿ
ẋ = v(x), åñëè LvF ≡ 0, òî åñòü

v1(x)
∂F

∂x1
(x) + v2(x)

∂F

∂x2
(x) + · · ·+ vn(x)

∂F

∂xn
(x) ≡ 0. (7.28)

Åñëè ïîëå â Rn èìååò n− 1 ðàçíûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ, ýòî ïîçâîëÿåò ðåøèòü ñîîò-
âåòñòâóþùåå óðàâíåíèå. Òî÷íàÿ ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ
áóäóò äàíû íèæå, ñì. ïðèìå÷àíèå 7.4.5.

Îïðåäåëåíèå 7.4.1. Ñèñòåìà F = (F1, . . . , Fm) ïåðâûõ èíòåãðàëîâ êëàññà C1 íà-
çûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìîé â òî÷êå a, åñëè ðàíã îïåðàòîðà ∂F

∂x â òî÷êå a
ðàâåí m:

rank
∂F

∂x
(a) = m, (7.29)

òî åñòü åñëè äèôôåðåíöèàëû dFi(a) ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Ïðèìåð 7.4.2. Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïîëå ẋ = e1 = (1, 0, . . . , 0) â ïðîñòðàíñòâå Rn.
Ïóñòü x = (x1, x

′), òî åñòü x′ = (x2, . . . , xn). Òîãäà ïåðâûì èíòåãðàëîì áóäåò ëþáàÿ
ôóíêöèÿ âèäà Φ(x′), è íàîáîðîò: ëþáîé ïåðâûé èíòåãðàë èìååò òàêîé âèä. Äåéñòâè-
òåëüíî, ïåðâûé èíòåãðàë äîëæåí ïðèíèìàòü îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ âî âñåõ òî÷êàõ
òðàåêòîðèè � ïðÿìîé (t, x2, x3, . . . , xn), t ∈ Rn, ïîýòîìó îí äîëæåí áûòü ôóíêöèåé
êîîðäèíàò x2, . . . , xn.

Ïðîñòåéøàÿ ñèñòåìà n−1 ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ñîñòî-
èò èç êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé F1(x) = x2, F2(x) = x3, . . . , Fn−1(x) = xn. Ëþáîé äðó-
ãîé ïåðâûé èíòåãðàë âûðàæàåòñÿ ÷åðåç íèõ, òî åñòü èìååò âèä F = Φ(F1, . . . , Fn−1).

Îïðåäåëåíèå 7.4.3. Ñèñòåìà n− 1 ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ ïåðâûõ èíòåãðà-
ëîâ óðàâíåíèÿ ẋ = v(x) â Rn íàçûâàåòñÿ ïîëíîé ñèñòåìîé ïåðâûõ èíòåãðàëîâ.

Òåîðåìà 7.4.4. Ó óðàâíåíèÿ ẋ = v(x) ñ C2-ãëàäêîé ïðàâîé ÷àñòüþ â îêðåñòíîñòè
íåîñîáîé òî÷êè a âñåãäà ñóùåñòâóåò ïîëíàÿ ñèñòåìà ïåðâûõ èíòåãðàëîâ.

Äëÿ ëþáîé ïîëíîé ñèñòåìû ïåðâûõ èíòåãðàëîâ {F1, . . . , Fn−1} â íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòè òî÷êè a ëþáîé äðóãîé ïåðâûé èíòåãðàë F âûðàæàåòñÿ ÷åðåç {F1, . . . , Fn−1}:
F = Φ(F1, . . . , Fn−1).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîéñòâî ôóíêöèè áûòü ïåðâûì èíòåãðàëîì è ñâîéñòâî ôóíêöèî-
íàëüíîé íåçàâèñèìîñòè ñèñòåìû ôóíêöèé íå çàâèñÿò îò ñèñòåìû êîîðäèíàò, ïîýòîìó
ìû áóäåì äîêàçûâàòü òåîðåìó â òîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, â êîòîðîé îíà ïðîùå âñåãî.
Ïåðåéäåì â âûïðÿìëÿþùóþ êîîðäèíàòó ïîëÿ v; òåïåðü óòâåðæäåíèå äîñòàòî÷-

íî äîêàçàòü äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ ẋ = e1. Ñóùåñòâîâàíèå ïîëíîé ñèñòåìû ïåðâûõ
èíòåãðàëîâ äîêàçàíî â ïðèìåðå 7.4.2.
Ïóñòü {F1, . . . , Fn−1} � ïîëíàÿ ñèñòåìà ïåðâûõ èíòåãðàëîâ. Ïî ðàññóæäåíèþ èç

ïðèìåðà 7.4.2, ëþáîé ïåðâûé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ ẋ = e1 åñòü ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ
x2, . . . , xn, ïîýòîìó F1, . . . , Fn−1, F åñòü ôóíêöèè îò x2, . . . , xn.
Ïðèìåíèì òåîðåìó îá îáðàòíîé ôóíêöèè ê îòîáðàæåíèþ (x2, . . . , xn) 7→ (F1, . . . , Fn−1);

äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ íåâûðîæäåí â ñèëó óñëîâèÿ (7.29) ñ m = n − 1. Ïîëó-
÷èì, ÷òî ñóùåñòâóåò îáðàòíîå îòîáðàæåíèå:

(x2, . . . , xn) = Ψ(F1(x2, . . . , xn), . . . , Fn−1(x2, . . . , xn)).

Òàê êàê F åñòü ôóíêöèÿ îò x2, . . . , xn, îíà òîæå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç F1, . . . , Fn−1, ÷òî
è òðåáîâàëîñü.

Çàìå÷àíèå 7.4.5. Åñëè ìû íàøëè n−1 íåçàâèñèìûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ F1, . . . , Fn−1

àâòîíîìíîãî C2-ãëàäêîãî óðàâíåíèÿ x′ = v(x) â îêðåñòíîñòè òî÷êè a, ýòî âñåãäà
ïîçâîëÿåò ðåøèòü óðàâíåíèå. Äåéñòâèòåëüíî, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî âåêòîðû gradF1|a, . . . , gradFn|a, en îáðàçóþò áàçèñ, ãäå en � n-é êî-
îðäèíàòíûé âåêòîð. Òîãäà çàìåíà êîîðäèíàò (x1, . . . , xn) 7→ (F1, . . . , Fn−1, xn) íåâû-
ðîæäåííà â îêðåñòíîñòè òî÷êè a.
Ïîñëå ýòîé çàìåíû ïåðâûå n − 1 óðàâíåíèé ñèñòåìû ïðèìóò òðèâèàëüíûé âèä

F ′
j = 0, òàê êàê ôóíêöèè Fj � ïåðâûå èíòåãðàëû èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ. Ïîñëåäíåå

óðàâíåíèå ïðèìåò âèä x′n = w(F1, . . . , Fn−1, xn) äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè w. Òàê êàê
âñå ïåðâûå èíòåãðàëû ïîñòîÿííû, òî ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì
àâòîíîìíûì óðàâíåíèåì, ïîýòîìó åãî ìîæíî ðåøèòü ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðå-
ìåííûõ.

7.4.2 Ëèíåéíûå îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
ïåðâîãî ïîðÿäêà

Óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ � ýòî óðàâíåíèå íà ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå íåèç-
âåñòíîé ôóíêöèè u : Rn → R â êàæäîé òî÷êå íåêîòîðîé îáëàñòè Ω ⊂ Rn. Òàêèå
óðàâíåíèÿ ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â ïðèëîæåíèÿõ (ñì., íàïðèìåð, ðàçäåë 6). Òåîðèÿ óðàâ-
íåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äîñòàòî÷íî ñëîæíà; äàæå äëÿ òîãî, ÷òîáû îáåñïå÷èòü
ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ, ïðèõîäèòñÿ íàëàãàòü íà óðàâíåíèå íåòðè-
âèàëüíûå äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ.
Óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà � ýòî óðàâíåíèå, â êîòîðîå

âõîäÿò òîëüêî ïåðâûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå èñêîìîé ôóíêöèè. Îíî íàçûâàåòñÿ ëè-
íåéíûì, åñëè èñêîìàÿ ôóíêöèÿ è å¼ ïðîèçâîäíûå âõîäÿò â óðàâíåíèå ëèíåéíî.
Â ýòîì ðàçäåëå íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü óðàâíåíèÿ âèäà

a1(x)
∂u

∂x1
+ a2(x)

∂u

∂x2
+ · · ·+ an(x)

∂u

∂xn
= 0. (7.30)
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7.4.3. Çàäà÷à Êîøè äëÿ ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

Çàìå÷àíèå 7.4.6. Ýòî óðàâíåíèå åñòü êðèòåðèé ïåðâîãî èíòåãðàëà (7.28) äëÿ ïîëÿ
v = (a1(x), a2(x), . . . , an(x)). Ïîýòîìó óðàâíåíèå (7.30) îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ u(x)
íå ìåíÿåòñÿ âäîëü òðàåêòîðèé âåêòîðíîãî ïîëÿ v.

Ýòî íàáëþäåíèå ìîòèâèðóåò ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 7.4.7. Ïî óðàâíåíèþ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (7.30) îïðåäåëèì âåê-
òîðíîå ïîëå v := (a1(x), a2(x), . . . , an(x)). Óðàâíåíèå ẋ = v(x) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì
õàðàêòåðèñòèê äëÿ óðàâíåíèÿ (7.30); ôàçîâûå êðèâûå ïîëÿ v íàçûâàþòñÿ õàðàêòå-
ðèñòèêàìè óðàâíåíèÿ (7.30) â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Òåîðåìà 7.4.8. Ïóñòü ẋ = v(x) � óðàâíåíèå õàðàêòåðèñòèê äëÿ (7.30). Òîãäà
ëþáîå ðåøåíèå u(x) óðàâíåíèÿ (7.30) ïîñòîÿííî âäîëü õàðàêòåðèñòèê.
Â îêðåñòíîñòè íåîñîáîé òî÷êè ïîëÿ v îáùåå ðåøåíèå (7.30) èìååò âèä u =

Φ(F1, . . . , Fn−1), ãäå Φ � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç C1(Rn−1), à F = (F1, . . . , Fn−1)
� ïîëíàÿ ñèñòåìà ïåðâûõ èíòåãðàëîâ óðàâíåíèÿ õàðàêòåðèñòèê â îêðåñòíîñòè
òî÷êè a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óðàâíåíèå (7.30) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

Lvu = 0. (7.31)

Ýòî óñëîâèå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ôóíêöèÿ u � ïåðâûé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ õà-
ðàêòåðèñòèê (ñì. êðèòåðèé ïåðâîãî èíòåãðàëà (7.28)). Ïî òåîðåìå 7.4.4, ëþáîé ïåð-
âûé èíòåãðàë âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èíòåãðàëû ïîëíîé ñèñòåìû; îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
u = Φ(F1, . . . , Fn−1).

7.4.3 Çàäà÷à Êîøè äëÿ ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìû íàøëè âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (7.30). Íî óðàâíåíèÿ â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà ÷àñòî âîçíèêàþò âìåñòå ñ íà÷àëüíûìè óñëî-
âèÿìè; òðåáóåòñÿ íàéòè òî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíî-
ìó óñëîâèþ.
Äëÿ óðàâíåíèÿ (7.30) åñòåñòâåííîå íà÷àëüíîå óñëîâèå âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðà-

çîì. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè � óðàâíåíèå âèäà

a1(x)
∂u

∂x1
+ a2(x)

∂u

∂x2
+ · · ·+ an(x)

∂u

∂xn
= 0.

u|Γ = f

(7.32)

ãäå Γ ⊂ Rn � ãëàäêàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü (ïîâåðõíîñòü ðàçìåðíîñòè n − 1). Óñëîâèå
u|Γ = f íàçûâàåòñÿ íà÷àëüíûì óñëîâèåì äëÿ óðàâíåíèÿ (7.30), à ñàìà ïîâåðõíîñòü
Γ íàçûâàåòñÿ íà÷àëüíîé ïîâåðõíîñòüþ; ìû áóäåì îáîçíà÷àòü å¼ Γ̂.

Îïðåäåëåíèå 7.4.9. Òî÷êà p ∈ Γ íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé, åñëè â ýòîé
òî÷êå õàðàêòåðèñòèêà êàñàåòñÿ Γ, è íåõàðàêòåðèñòè÷åñêîé â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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Òåîðåìà 7.4.10 (Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè äëÿ óðàâíåíèÿ (7.32)).
Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (7.32) âñåãäà îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà â îêðåñòíîñòè
íåõàðàêòåðèñòè÷åñêîé òî÷êè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âáëèçè íåõàðàêòåðèñòè÷åñêîé òî÷êè p ∈ Γ âûïóñòèì èç âñåõ òî-
÷åê Γ õàðàêòåðèñòèêè � ôàçîâûå êðèâûå ïîëÿ v. Îíè çàïîëíÿò âñþ îêðåñòíîñòü òî÷-
êè p. Óðàâíåíèå (7.32) îçíà÷àåò, ÷òî âäîëü õàðàêòåðèñòèê çíà÷åíèå u íå ìåíÿåòñÿ;
íà ãèïåðïîâåðõíîñòè Γ îíî íàì èçâåñòíî. Ïîýòîìó ìû ìîæåì îïðåäåëèòü çíà÷åíèå
u â ïîëíîé îêðåñòíîñòè u (ñì. ðèñ. 7.4).
Ôîðìàëüíî ãîâîðÿ, ìû âûïðÿìëÿåì ïîëå v â îêðåñòíîñòè òî÷êè p. Ïîëå v ñòà-

íåò ïîñòîÿííûì ïîëåì e1 = (1, 0, . . . , 0). Ïîëîæèì x′ = (x2, . . . , xn). Ïîâåðõíîñòü
Γ â íîâîé êàðòå ñòàíåò ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ, êîòîðàÿ íå êàñàåòñÿ e1 âáëèçè p.
Ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè, å¼ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ãðàôèêà ôóíêöèè:
Γ = {(x1, x′) ∈ U | x1 = g(x′)}. Ìû çíàåì, ÷òî èñêîìàÿ ôóíêöèÿ u ïîñòîÿííà âäîëü
õàðàêòåðèñòèê, òî åñòü íå çàâèñèò îò x1. Âûïóñòèì èç òî÷êè (x1, x

′) õàðàêòåðèñòèêó
� ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ îñè Ox1. Îíà ïåðåñå÷¼ò Γ â òî÷êå (g(x′), x′) ∈ Γ. Ïîýòî-
ìó åäèíñòâåííûé ñïîñîá çàäàòü ôóíêöèþ u � ýòî ïîëîæèòü u(x1, x

′) := f(g(x′), x′);
òàêàÿ ôóíêöèÿ ïîñòîÿííà âäîëü õàðàêòåðèñòèê {x′ = const} è ñîâïàäàåò ñ f íà
Γ = {(g(x′), x′)}.
Ýòî äîêàçûâàåò òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè äëÿ óðàâíåíèÿ (7.32).

(x1,x')(x1,g(x1))(x1,0)

Ox2...xn Г

x1

Ðèñ. 7.4: Íà÷àëüíàÿ ïîâåðõíîñòü Γ è õàðàêòåðèñòèêè óðàâíåíèÿ (7.32) â âûïðÿìëÿ-
þùåé êàðòå ïîëÿ v

Óïðàæíåíèå 138. Ïðèâåäèòå ïðèìåð òàêîãî óðàâíåíèÿ âèäà (7.30) è òàêîé õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêîé òî÷êè p ∈ Γ, ÷òîáû ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòè òî÷êè p

� íå ñóùåñòâîâàëî;
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� íå áûëî åäèíñòâåííûì.

Ïîäñêàçêà: Ïóñòü õàðàêòåðèñòèêè êàñàþòñÿ ïîâåðõíîñòè Γ òàê, êàê ïîêàçàíî íà
ðèñóíêå 7.5; çíà÷åíèÿ uΓ = f èçâåñòíû. Â êàêîé îáëàñòè ìû ìîæåì îïðåäåëèòü
çíà÷åíèÿ u?

Г

Ðèñ. 7.5: Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ òî÷êà íà ïîâåðõíîñòè Γ

7.4.4 Íåîäíîðîäíûå ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
ïåðâîãî ïîðÿäêà

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè âèäà

a1(x)
∂u

∂x1
+ a2(x)

∂u

∂x2
+ · · ·+ an(x)

∂u

∂xn
= b(x).

u|Γ = f

(7.33)

êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò (7.32) íàëè÷èåì íåîäíîðîäíîñòè â ïðàâîé ÷àñòè.
Â ýòîì ñëó÷àå õàðàêòåðèñòèêè è õàðàêòåðèñòè÷åñêèå òî÷êè îïðåäåëÿþòñÿ òàê æå,

êàê è ðàíüøå. Íî òåïåðü u íå ïîñòîÿííà âäîëü õàðàêòåðèñòèê. Óðàâíåíèå (7.33)
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå Lvu = b(x): ìû çíàåì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè u âäîëü õàðàê-
òåðèñòèêè â êàæäîé òî÷êå.
Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðåìû êîíñòðóêòèâíî: îíî ñîäåðæèò ñïîñîá ðåøå-

íèÿ óðàâíåíèÿ (7.33).

Òåîðåìà 7.4.11 (Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè äëÿ óðàâíåíèÿ (7.33)).
Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (7.33) âñåãäà îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà â îêðåñòíîñòè
íåõàðàêòåðèñòè÷åñêîé òî÷êè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è ðàíüøå, âûïðÿìèì ïîëå v â îêðåñòíîñòè íåõàðàêòåðèñòè-
÷åñêîé òî÷êè p ∈ Γ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîëå v ñîâïàäàåò ñ ïîñòîÿííûì ïîëåì
e1 = (1, 0, . . . , 0), à ïîâåðõíîñòü Γ åñòü ìíîæåñòâî òî÷åê âèäà (g(x′), x′). Åñëè ìû
ðåøèì óðàâíåíèå â íîâûõ êîîðäèíàòàõ, äîñòàòî÷íî áóäåò ñäåëàòü îáðàòíóþ çàìåíó
êîîðäèíàò, ÷òîáû ðåøèòü åãî â ñòàðûõ êîîðäèíàòàõ.
Ïîñëå çàìåíû êîîðäèíàò óðàâíåíèå (7.33) ïðèíèìàåò âèä ∂

∂x1
u(x) = b̃(x). Ýòî

îäíîìåðíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íà ôóíêöèþ u(·, x′) íà êàæäîé ïðÿìîé
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{x′ = const}, è åãî íà÷àëüíîå óñëîâèå èìååò âèä u(g(x′), x′) = f(g(x′), x′). Åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå òàêîãî óðàâíåíèÿ íà êàæäîé ïðÿìîé x′ = const � ýòî ôóíêöèÿ

u(x1, x
′) = f(g(x′), x′) +

∫ x1

g(x′)
b̃(τ, x′)dτ.

7.4.5 Êâàçèëèíåéíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî
ïîðÿäêà

7.4.5.1 Îïðåäåëåíèÿ

Óðàâíåíèå âèäà

a1(x, u)
∂u

∂x1
+ a2(x, u)

∂u

∂x2
+ · · ·+ an(x, u)

∂u

∂xn
= b(x, u). (7.34)

íà íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ u : Rn → R íàçûâàåòñÿ êâàçèëèíåéíûì óðàâíåíèåì â ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû óðàâíå-
íèÿ � ôóíêöèè ak è b � íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìû.
Ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ëèíåéíà ïî ïðîèçâîäíûì èñêîìîé ôóíêöèè u, íî êîýô-

ôèöèåíòû ýòîé ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ìîãóò çàâèñåòü îò x, u. Ïîýòîìó óðàâíåíèå
òåðÿåò ñõîäñòâî ñ êðèòåðèåì ïåðâîãî èíòåãðàëà. Óðàâíåíèå (7.34) ðàññìàòðèâàþò
âìåñòå ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì âèäà

u|Γ = f, (7.35)

ãäå Γ ⊂ Rn � (n−1)-ìåðíàÿ ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü, à ôóíêöèÿ f : Γ → Rn íåïðåðûâíî-
äèôôåðåíöèðóåìà. Ãðàôèê ôóíêöèè f : Γ → R íàçûâàþò íà÷àëüíîé ïîâåðõíîñòüþ.
Çàäà÷à (7.34), (7.35) íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé Êîøè äëÿ êâàçèëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ.
Ðàññìîòðèì ðàñøèðåííîå (n+ 1)-ìåðíîå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî (x, z), x ∈ Rn, z ∈

R. Â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ëåæèò ãðàôèê èñêîìîé ôóíêöèè u.

Îïðåäåëåíèå 7.4.12. Âåêòîðíîå ïîëå v(x, z) := (a1(x, z), . . . , an(x, z), b(x, z)) â ðàñ-
øèðåííîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì âåêòîðíûì ïî-
ëåì óðàâíåíèÿ (7.34). Ñîîòâåòñòâóþùåå îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíå-
íèå íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì, à åãî ôàçîâûå êðèâûå � õàðàêòåðèñòèêàìè.

7.4.5.2 Ðîëü õàðàêòåðèñòèê ïðè ðåøåíèè êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ñëåäóþùàÿ ëåììà îïèñûâàåò ñâÿçü ìåæäó êâàçèëèíåéíûì óðàâíåíèåì è åãî õàðàê-
òåðèñòèêàìè.

Ëåììà 7.4.13. Óðàâíåíèå (7.34) äëÿ ãëàäêîé ôóíêöèè u ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî
ãðàôèê ôóíêöèè u : Rn → R â êàæäîé ñâîåé òî÷êå êàñàåòñÿ âåêòîðà õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ.
Ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ u : Ω → R â îáëàñòè Ω ⊂ Rn óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (7.34)

åñëè è òîëüêî åñëè âìåñòå ñ êàæäîé ñâîåé òî÷êîé ãðàôèê ôóíêöèè u ñîäåðæèò
ó÷àñòîê õàðàêòåðèñòèêè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòó òî÷êó.

366



7.4.5. Êâàçèëèíåéíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäåì êàñàòåëüíóþ ãèïåðïîâåðõíîñòü ê ãðàôèêó ôóíêöèè u â
òî÷êå p = (p1, . . . , pn) ∈ Rn.
Ïåðåñå÷åíèå ãðàôèêà ôóíêöèè u ñ âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòüþ âèäà {x1 = p1}

� ýòî êðèâàÿ (p1 + t, p2, . . . , pn, u(p1 + t, p2, . . . , pn)); êàñàòåëüíûé âåêòîð ê ýòîé
êðèâîé èìååò âèä (1, 0, . . . , 0, ∂u∂x1 |p). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîñòðîèòü åùå

(n−1) âåêòîðà, êîòîðûå êàñàþòñÿ ãðàôèêà ôóíêöèè u, à èìåííî (0, 1, 0, . . . , 0, ∂u∂x2 |p),
(0, 0, 1, . . . , 0, ∂u∂x3 |p) è ò.ä. Êàñàòåëüíàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü ê ãðàôèêó ôóíêöèè u â
òî÷êå p ñîäåðæèò âñå ýòè âåêòîðû, ïîýòîìó ïåðïåíäèêóëÿðíà èõ îáùåìó ïåðïåíäè-

êóëÿðó np =
(
∂u
∂x1

, ∂u∂x2 , . . . ,
∂u
∂xn

,−1
)
|p, ïðèëîæåííîìó â òî÷êå (p, u(p)).

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî óðàâíåíèå (7.34) ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ (v, n) = 0, òî åñòü
óñëîâèþ, ÷òî âåêòîð õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëÿ v ïåðïåíäèêóëÿðåí np äëÿ êàæäîãî
p. Çíà÷èò, óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî âåêòîðû âåêòîðíîãî ïîëÿ v êàñàþòñÿ
ãðàôèêà ôóíêöèè u â êàæäîé åãî òî÷êå. Ýòî äîêàçûâàåò ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû.
Îòñþäà ÿñíî, ÷òî âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû äîëæíî áûòü âåðíî. Äàäèì ñòðîãîå

äîêàçàòåëüñòâî.
Åñëè ãðàôèê ôóíêöèè u âìåñòå ñ êàæäîé ñâîåé òî÷êîé ñîäåðæèò ó÷àñòîê õàðàê-

òåðèñòèêè, òî êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü ê ãðàôèêó ñîäåðæèò âåêòîð õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîãî ïîëÿ. Â ñèëó ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ ëåììû, u óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (7.34).
Äîêàæåì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.
Ðàññìîòðèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå x′i = ai(x, z), z

′ = b(x, z) è ñäåëàåì â
í¼ì çàìåíó ïåðåìåííîé: âìåñòî z ââåäåì ïåðåìåííóþ w(x, z) = u(x) − z (äðóãèìè
ñëîâàìè, ñäåëàåì çàìåíó êîîðäèíàò â Rn+1). Ãðàôèê ôóíêöèè u ïåðåéäåò ïðè òàêîé
çàìåíå êîîðäèíàò â ãèïåðïëîñêîñòü w = 0. Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
ñèñòåìû çàìåíèòñÿ íà óðàâíåíèå

w′ =

(∑
ak(x, z)

∂u

∂xk
(x)− b(x, z)

)
|z=w−u(x).

Êîãäà w = 0, òî åñòü êîãäà u(x) = z, ýòî âûðàæåíèå ðàâíî íóëþ â ñèëó óðàâíåíèÿ.
Èòàê, ïîñëå çàìåíû êîîðäèíàò ìû ïîëó÷èëè âåêòîðíîå ïîëå, âåêòîðû êîòîðîãî íà
ïëîñêîñòè w = 0 ñîäåðæàòñÿ â ýòîé ïëîñêîñòè. Çíà÷èò, ó íîâîãî ïîëÿ ëþáàÿ ôàçîâàÿ
êðèâàÿ, êîòîðàÿ íà÷èíàåòñÿ íà ïëîñêîñòè w = 0, öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â íåé. Ïîýòîìó
äî çàìåíû êîîðäèíàò õàðàêòåðèñòèêà, íà÷èíàâøàÿñÿ íà ãðàôèêå ôóíêöèè u � íà
ïîâåðõíîñòè (u(x) − z = 0) � öåëèêîì ëåæàëà íà ýòîì ãðàôèêå, îòêóäà ñëåäóåò
âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû.

7.4.5.3 Ìåòîä ðåøåíèÿ êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (7.34) ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé 7.4.13
è ñîñòàâèòü n-ìåðíûé ãðàôèê èñêîìîé ôóíêöèè u èç 1-ìåðíûõ õàðàêòåðèñòèê. Íà-
÷àëüíîå óñëîâèå (7.35) ïîçâîëÿåò îäíîçíà÷íî âûáðàòü ýòè õàðàêòåðèñòèêè: èõ ñëå-
äóåò âûïóñêàòü èç òî÷åê íà÷àëüíîé ïîâåðõíîñòè Γ̂ = {(p, f(p)) | p ∈ Γ}.
Ñ àíàëèòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, äëÿ íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè u íóæíî ñäåëàòü ñëå-

äóþùåå:
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� Íàéòè óðàâíåíèå äëÿ õàðàêòåðèñòèêè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (x0, z0) ðàñøè-
ðåííîãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà; íàçîâåì ýòó êðèâóþ φ(x0, z0, t).

� Ïàðàìåòðèçîâàòü íà÷àëüíóþ ïîâåðõíîñòü � ãðàôèê Γ̂ = {(p, f(p)) | p ∈ Γ}
ôóíêöèè f . Ïóñòü ýòîò ãðàôèê ñîâïàäàåò ñ ïîâåðõíîñòüþ s 7→ γ(s), s ∈ Rn−1.

� Èñêîìûé ãðàôèê ôóíêöèè u � ýòî ïîâåðõíîñòü (s, t) 7→ φ(γ(s), t); îíà ñîñòîèò
èç õàðàêòåðèñòèê, âûïóùåííûõ èç òî÷åê íà÷àëüíîé ïîâåðõíîñòè Γ̂. Îñòàëîñü
ïðåäñòàâèòü ýòó ïîâåðõíîñòü êàê ãðàôèê íåêîòîðîé ôóíêöèè u, òî åñòü âûðà-
çèòü u ÷åðåç x èç ðàâåíñòâà (x, u) = φ(γ(s), t).

×òîáû ïîñëåäíèé øàã áûë âîçìîæåí, ìû íàëàãàåì ñëåäóþùåå óñëîâèå.

Îïðåäåëåíèå 7.4.14. Òî÷êà P = (p, f(p)) ∈ Γ̂ íàçûâàåòñÿ íåõàðàêòåðèñòè÷åñêîé,
åñëè ïðîåêöèÿ âåêòîðà v(P ) íà Ox (òî åñòü âåêòîð (a1(P ), . . . , an(P ))) íå êàñàåòñÿ
ïîâåðõíîñòè Γ â òî÷êå p.

Òåîðåìà 7.4.15 (Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè äëÿ óðàâíåíèÿ (7.34)).
Ó çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (7.33) âñåãäà åñòü åäèíñòâåííîå C1-ãëàäêîå ðåøåíèå,
îïðåäåëåííîå â îêðåñòíîñòè íåõàðàêòåðèñòè÷åñêîé òî÷êè P = (p, f(p)) ∈ Γ̂.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 7.4.13, ôóíêöèÿ u óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (7.34) åñëè
è òîëüêî åñëè å¼ ãðàôèê ñîñòîèò èç õàðàêòåðèñòèê.

Ïàðàìåòðèçóåì ãðàôèê ôóíêöèè f : ïóñòü îí ñîâïàäàåò ñ îáðàçîì C1-ãëàäêîãî
íåâûðîæäåííîãî îòîáðàæåíèÿ s 7→ γ(s). Âûïóñòèì õàðàêòåðèñòèêó φ(q, t) èç êàæäîé
òî÷êè q = γ(s) ýòîãî ãðàôèêà, áëèçêîé ê òî÷êå P . Îáúåäèíåíèå ýòèõ õàðàêòåðèñòèê
� ïîâåðõíîñòü (s, t) 7→ φ(γ(s), t) � äîëæíà áûòü ãðàôèêîì èñêîìîé ôóíêöèè u.

Çàìåòèì, ÷òî ýòà ïàðàìåòðèçàöèÿ C1-ãëàäêàÿ ïî òåîðåìå î ãëàäêîñòè ôàçîâî-
ãî ïîòîêà. Íåâûðîæäåííîñòü ïàðàìåòðèçàöèè è òîò ôàêò, ÷òî ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ
ãðàôèêîì, ñëåäóþò èç òîãî, ÷òî òî÷êà P íåõàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïðî-
èçâîäíàÿ ôóíêöèè φ(γ(s), t) ïî t ñîâïàäàåò ñ âåêòîðîì ïîëÿ v, à å¼ äèôôåðåíöèàë ïî
s ïðè t = 0 ñîâïàäàåò ñ äèôôåðåíöèàëîì îòîáðàæåíèÿ s 7→ γ(s). Ïîýòîìó îáðàç äèô-
ôåðåíöèàëà îòîáðàæåíèÿ (s, t) 7→ φ(γ(s), t) â òî÷êå, ñîîòâåòñòâóþùåé P , ÿâëÿåòñÿ
ñóììîé êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê Γ̂ è âåêòîðà v(P ). Èç óñëîâèÿ íåõàðàêòåðèñòè÷íî-
ñòè ñëåäóåò, ÷òî ýòî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî n-ìåðíî è íåâûðîæäåííî ïðîåêòèðóåòñÿ
íà ïðîñòðàíñòâî Ox.

Ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè, ïîëó÷åííûé ó÷àñòîê ïîâåðõíîñòè ÿâëÿåòñÿ ãðà-
ôèêîì ãëàäêîé ôóíêöèè âáëèçè òî÷êè P .

Ïðèìåð 7.4.16. (ñì. ðèñ. 7.6) Ïóñòü ãàçîâàÿ ñìåñü äâèæåòñÿ â óçêîé òðóáå; êî-
îðäèíàòíàÿ îñü x íàïðàâëåíà âäîëü îñè òðóáû. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ñêîðîñòü ñìåñè
îäèíàêîâà âî âñåõ òî÷êàõ êàæäîãî ñå÷åíèÿ òðóáû x = x0 è ðàâíà v(t, x0) â ìîìåíò
âðåìåíè t. Ïóñòü ρ(t, x) � ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü îäíîãî èç ãàçîâ â òî÷êå x â ìîìåíò
âðåìåíè t, òî åñòü ìàññà ãàçà íà åäèíèöó äëèíû òðóáû. Ñêîðîñòü è ïëîòíîñòü ãàçà
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ñâÿçàíû óðàâíåíèåì íåïðåðûâíîñòè (â äðóãèõ èñòî÷íèêàõ � óðàâíåíèå íåðàçðûâ-
íîñòè, ñïëîøíîñòè):

ρt + vρx + ρvx = 0. (7.36)

×òîáû âûâåñòè óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè, ðàññìîòðèì ó÷àñòîê òðóáû [x0, x0 +

δ]. Ìàññà ãàçà, êîòîðûé íàõîäèòñÿ â ýòîì ó÷àñòêå, ðàâíà
∫ x0+δ
x0

ρ(t, x)dx. Ýòà ìàññà
ìåíÿåòñÿ çà ñ÷åò òîãî, ÷òî ãàç ïðîíèêàåò â íàø ó÷àñòîê òðóáû ÷åðåç ñå÷åíèÿ x =
x0, x = x0 + δ ñî ñêîðîñòüþ v(x0) è −v(x0 + δ) ñîîòâåòñòâåííî. Òàê êàê ïëîòíîñòü
ãàçà â ýòèõ òî÷êàõ ðàâíà ρ(t, x0) è ρ(t, x0 + δ), ìû ïîëó÷àåì

d

dt

∫ x0+δ

x0

ρ(t, x)dx =

∫ x0+δ

x0

d

dt
ρ(t, x)dx = v(t, x0)ρ(t, x0)− v(t, x0 + δ)ρ(t, x0 + δ).

Åñëè ðàçäåëèòü ýòî óðàâíåíèå íà δ è ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè δ → 0, ìû ïîëó÷èì
ρt = −(vρ)′x, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
Ïóñòü ïîëå ñêîðîñòåé v èìååò âèä v(t, x) = x. Óðàâíåíèå (7.36) ïðèíèìàåò âèä

ρt + xρx + ρ = 0;

çàìåòèì, ÷òî äâå ïåðåìåííûå t, x â ýòîì óðàâíåíèè èãðàþò ðîëü x. Ðåøèì ýòî êâà-
çèëèíåéíîå óðàâíåíèå ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì ρ(0, x) = f(x) (çäåñü f(x) � íà÷àëüíàÿ
ïëîòíîñòü ãàçà).
Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä

t′s = 1, x′s = x, ρ′s = −ρ.

Âðåìÿ â õàðàêòåðèñòè÷åñêîì óðàâíåíèè ìû îáîçíà÷èëè s, òàê êàê ïåðåìåííàÿ t óæå
çàíÿòà â èñõîäíîì óðàâíåíèè. Êðèâàÿ Γ = (0, x) âñþäó òðàíñâåðñàëüíà âåêòîðàì
(1, x), ïîýòîìó óñëîâèå òåîðåìû 7.4.15 âûïîëíåíî.
Õàðàêòåðèñòèêà, âûïóùåííàÿ èç òî÷êè (t0, x0, ρ0), èìååò âèä t = s + t0, x =

x0e
s, ρ = ρ0e

−s. Õàðàêòåðèñòèêà, âûïóùåííàÿ èç òî÷êè (0, x0, f(x0)), çàäàíà óðàâ-
íåíèåì t = s, x = x0e

s, ρ = f(x0)e
−s. Ýòè ôîðìóëû � ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííûé

ãðàôèê ôóíêöèè ρ; ïåðåìåííûå s, x0 ñëóæàò ïàðàìåòðàìè íà ïîâåðõíîñòè. Îñòàëîñü
âûðàçèòü ρ ÷åðåç t, x. Ïîëó÷èì, ÷òî ðåøåíèåì êâàçèëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèÿ

ρ(t, x) = f(x/et)e−t.

Èç ýòîãî ðàâåíñòâà âèäíî, ÷òî ãðàôèê ïëîòíîñòè ðàñòÿãèâàåòñÿ ñî âðåìåíåì, íî
îáùåå êîëè÷åñòâî ãàçà

∫
ρ(t, x)dx ñî âðåìåíåì íå ìåíÿåòñÿ.

7.4.5.4 Ãëîáàëüíî îïðåäåëåííûå ðåøåíèÿ è óäàðíàÿ âîëíà

Òåîðåìà 7.4.15 ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ðåøåíèå êâàçèëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ â ìàëîé îêðåñò-
íîñòè íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ. Ñóùåñòâóåò ëè ãëîáàëüíî îïðåäåëåííîå ðåøåíèå êâàçèëè-
íåéíîãî óðàâíåíèÿ? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ çàâèñèò îò ðàñïîëîæåíèÿ õàðàêòåðèñòèê,
âûïóùåííûõ èç òî÷åê íà÷àëüíîé ïîâåðõíîñòè Γ̂.
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t

x

ρ

Г
1

Ðèñ. 7.6: Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè â òîíêîé òðóáå äëÿ ïîëÿ ñêîðîñòåé
v(x) = x. Æèðíûì âûäåëåíû ãðàôèêè ïëîòíîñòè ïðè t = 0 (íà÷àëüíàÿ
ïîâåðõíîñòü Γ̂) è ïðè t = 1. Íà ðèñóíêå ïîêàçàíû õàðàêòåðèñòèêè, âû-
ïóùåííûå èç òî÷åê Γ̂ è îáðàçóþùèå ãðàôèê ôóíêöèè ρ(t, x). Ïóíêòèðîì
îòìå÷åíû ïðîåêöèè õàðàêòåðèñòèê íà ïëîñêîñòü Otx.

Ðàññìîòðèì ïðîåêöèè ýòèõ õàðàêòåðèñòèê íà ïðîñòðàíñòâî Ox. Åñëè ïðîåêöèè õà-
ðàêòåðèñòèê çàïîëíÿþò íåêîòîðóþ îáëàñòü Ω è íå ïåðåñåêàþòñÿ â Ω, òî ïîâåðõíîñòü,
îáðàçîâàííàÿ õàðàêòåðèñòèêàìè, áèåêòèâíî ïðîåêòèðóåòñÿ íà Ω, ïîýòîìó ðåøåíèå
êâàçèëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ îïðåäåëåíî â îáëàñòè Ω (òàê, â ïðèìåðå 7.4.16 ýòî âåðíî
äëÿ Ω = R2). Åñëè æå ïðîåêöèè ïåðåñåêàþòñÿ, òî äâå òî÷êè íà ýòèõ õàðàêòåðèñòèêàõ
ëåæàò îäíà íàä äðóãîé. Ïîýòîìó ïîâåðõíîñòü, îáðàçîâàííàÿ õàðàêòåðèñòèêàìè, íå
ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì ôóíêöèè, è ðåøåíèå u íå îïðåäåëåíî â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ïðî-
åêöèé õàðàêòåðèñòèê. Ìû ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòîò ýôôåêò íà ïðèìåðå óðàâíåíèÿ
Áþðãåðñà ut + uux = νuxx äëÿ íóëåâîé âÿçêîñòè, ν = 0.
Çàäà÷à 36. ïîêàçûâàåò, ÷òî óðàâíåíèå Áþðãåðñà ñ íóëåâîé âÿçêîñòüþ îïèñûâàåò

äâèæåíèå ÷àñòèö â óçêîé òðóáå â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ÷àñòèöû íå âçàèìîäåéñòâóþò
è ïîòîìó ñêîðîñòü êàæäîé ÷àñòèöû ïîñòîÿííà.

Çàìå÷àíèå 7.4.17 (Î ïðîèñõîæäåíèè óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà). Â îáùåì ñëó÷àå äâè-
æåíèå æèäêîñòè èëè ãàçà îïèñûâàåò ñèñòåìà óðàâíåíèé Íàâüå4-Ñòîêñà5 Îá óðàâ-
íåíèÿõ Íàâüå�Ñòîêñà ìîæíî ïðî÷èòàòü â êíèãå6. Èññëåäîâàíèå óðàâíåíèé Íàâüå-
Ñòîêñà ïðåäñòàâëÿåò áîëüøóþ òðóäíîñòü. Â 1948 ãîäó ß.Áþðãåðñ7 ïðåäëîæèë
óðàâíåíèå ut + uux = νuxx êàê óïðîùåííûé âàðèàíò îäíîãî èç óðàâíåíèé ñèñòåìû
Íàâüå-Ñòîêñà.

4Êëîä Ëóè Ìàðè Àíðè Íàâüå (1785 � 1836) � ìåõàíèê è èíæåíåð, èçâåñòíûé ñâîèì âêëàäîì â
ìåõàíèêó ñïëîøíûõ ñðåä. Îäèí èç îñíîâàòåëåé òåîðèè óïðóãîñòè.

5Ñýð Äæîðäæ Ãàáðèåëü Ñòîêñ (1819 � 1903) � ôèçèê è ìàòåìàòèê, âíåñøèé çíà÷èòåëüíûé âêëàä
â ãèäðîäèíàìèêó, îïòèêó, ìàòåìàòè÷åñêóþ ôèçèêó.

6Áýò÷åëîð Äæ., Ââåäåíèå â äèíàìèêó æèäêîñòè, Ì:Ìèð, 1973.
7Èîõàííåñ (ßí) Ìàðòèíóñ Áþðãåðñ (1895 � 1981) � ôèçèê, èçâåñòíûé ñâîèìè ðàáîòàìè â îáëàñòè
ãèäðîäèíàìèêè è ãàçîâîé äèíàìèêè; òàêæå èçó÷àë äåôåêòû â êðèñòàëëè÷åñêèõ ðåøåòêàõ.
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Ðèñ. 7.7: Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ut + uux = 0 äëÿ íà÷àëüíîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé u(0, x) =
1 − x. Íà ðèñóíêå ïîêàçàíû õàðàêòåðèñòèêè, âûïóùåííûå èç òî÷åê íà-
÷àëüíîé ïîâåðõíîñòè Γ̂ è îáðàçóþùèå ãðàôèê ôóíêöèè u(t, x) ïðè t < 1.
Ïðè t = 1 ïîâåðõíîñòü ñîäåðæèò âåðòèêàëüíóþ ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷å-
ðåç òî÷êó (1, 1) ∈ Otx. Ïóíêòèðîì îòìå÷åíû ïðîåêöèè õàðàêòåðèñòèê íà
ïëîñêîñòü Otx.

Ïðèìåð 7.4.18. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Áþðãåðñà ñ íóëåâîé âÿçêîñòüþ ut+uux = 0.
Åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä t′s = 1, x′s = u, u′s = 0. Ðåøåíèÿ ýòîãî
óðàâíåíèÿ �

u = u0, x = u0s+ x0, t = s+ t0. (7.37)

Ïóñòü íà÷àëüíîå óñëîâèå èìååò âèä u(0, x) = 1−x. Õàðàêòåðèñòèêè, âûïóùåííûå
èç òî÷åê íà÷àëüíîé ïîâåðõíîñòè (t0, x0, u0) = (0, x0, 1− x0), èìåþò âèä

t = s, x = (1− x0)s+ x0, u = 1− x0. (7.38)

Ýòî óðàâíåíèå çàäàåò ãðàôèê ôóíêöèè u. Âûðàçèì u ÷åðåç t, x:

u(t, x) = 1− x− t

1− t
=

1− x

1− t
.

Ïðîåêöèè õàðàêòåðèñòèê íà ïëîñêîñòü Otx ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïó÷îê ïðÿìûõ x =
(1− x0)t+ x0. Âñå îíè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå (1, 1), ïîýòîìó ïðè t ⩾ 1 óðàâíåíèå íå
èìååò ðåøåíèÿ: ïîâåðõíîñòü, êîòîðàÿ äîëæíà áûëà áûòü ãðàôèêîì ôóíêöèè u, íå
ïðîåêòèðóåòñÿ íà ïëîñêîñòü Otx (ñì. ðèñ. 7.7).
Äåéñòâèòåëüíî, â ïîëó÷åííîé ôîðìóëå äëÿ u çíà÷åíèå u(1, x) íå îïðåäåëåíî. Çíà-

÷åíèå u ïðè t > 1 íå èìååò ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà.

Ïðèìåð 7.4.19. Ðàññìîòðèì òåïåðü íà÷àëüíîå óñëîâèå f(x) = e−4x2 äëÿ òîãî æå
óðàâíåíèÿ ut+uux = 0. Åãî õàðàêòåðèñòèêè çàäàíû óðàâíåíèåì (7.37) ñ t0 = 0, u0 =
e−4x2 . Èõ ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü Otx � ýòî ïó÷îê ïðÿìûõ x = e−4x2t + x0; êàê
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Ðèñ. 7.8: Ñëåâà � ïðîåêöèè õàðàêòåðèñòèê íà ïëîñêîñòü Otx äëÿ óðàâíåíèÿ ut +
uux = 0 ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì u(0, x) = e−4x2 . Óäàðíàÿ âîëíà ôîðìèðóåòñÿ
ïðè t ≈ 0.6. Ñïðàâà � ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è Êîøè, ïîëó÷åííûå ìåòîäàìè
ðàçäåëà 7.4.5.5, äëÿ t = 0, 0.5, 1, 1.5. Íà÷èíàÿ ñ t ≈ 0.6 ïîëó÷åííûå êðèâûå
íå ÿâëÿþòñÿ ãðàôèêàìè ôóíêöèé � íàñòîÿùèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ èìåþò
ðàçðûâ.

âèäíî ïî ðèñ. 7.8, ýòè ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè íà÷èíàÿ ñ t ≈
0.6. Çíà÷èò, ïðè áîëüøèõ t ó ýòîãî óðàâíåíèÿ íåò ðåøåíèÿ � ïîâåðõíîñòü, êîòîðàÿ
äîëæíà áûòü ãðàôèêîì ôóíêöèè u, íå ïðîåêòèðóåòñÿ îäíîçíà÷íî íà ïëîñêîñòü Otx.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî õàðàêòåðèñòèêè áóäóò ïåðåñåêàòüñÿ â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè
äëÿ ëþáîé íà÷àëüíîé ôóíêöèè u(0, x), ó êîòîðîé åñòü ó÷àñòêè óáûâàíèÿ. Òàêîé ýô-
ôåêò âîçíèêàåò è äëÿ äðóãèõ, áîëåå ñëîæíûõ óðàâíåíèé â ãàçîâîé äèíàìèêå. Êàê æå
áóäåò äâèãàòüñÿ ãàç, åñëè ó óðàâíåíèÿ íåò ðåøåíèÿ? Îêàçûâàåòñÿ, âî ìíîãèõ ñëó÷à-
ÿõ äâèæåíèå ãàçà îïèñûâàåò ðàçðûâíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ â òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè. Ãîâîðÿò, ÷òî ôîðìèðóåòñÿ óäàðíàÿ âîëíà. Âî-
îáùå ãîâîðÿ, óäàðíàÿ âîëíà � ýòî ñêà÷êîîáðàçíîå èçìåíåíèå äàâëåíèÿ èëè äðóãèõ
õàðàêòåðèñòèê ãàçà èëè æèäêîñòè. Ïîêàæåì, êàê ñòðîèòñÿ òàêîå ðàçðûâíîå ðåøå-
íèå.
Ïðîâåäåì ðàçðåç (t, c(t)) â ïëîñêîñòè Otx, íà÷èíàÿ ñ òîé òî÷êè, ãäå õàðàêòåðè-

ñòèêè ïåðåñåêëèñü âïåðâûå. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå, ðàçðûâíîå òîëüêî íà ðàçðåçå
(t, c(t)). Ãîâîðÿò, ÷òî ïî òðóáå äâèæåòñÿ óäàðíàÿ âîëíà: â ìîìåíò âðåìåíè t îíà
íàõîäèòñÿ â òî÷êå x = c(t).
Â ñèëó óðàâíåíèÿ, ôóíêöèÿ u ïî-ïðåæíåìó ïîñòîÿííà âäîëü îòðåçêîâ ïðÿìûõ

x = u(x0)t+ x0, íî ýòè îòðåçêè áîëüøå íå ïðîäîëæàþòñÿ çà ðàçðåç (t, c(t)), òàê êàê
íà ðàçðåçå óðàâíåíèå íå âûïîëíÿåòñÿ. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ðàçðåç ìîæíî ïðîâåñòè
òàê, ÷òî îòðåçêè ïðÿìûõ x = u(x0)t + x0 íå ïåðåñåêàþòñÿ � çíà÷èò, ôóíêöèÿ u
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì, ÷òî îíà ïîñòîÿííà âäîëü ýòèõ îòðåçêîâ.
Êàê óçíàòü, ãäå ïðîõîäèò ðàçðåç? Îäíîãî óðàâíåíèÿ çäåñü íåäîñòàòî÷íî. Â ãàçîâîé
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0 1 t

1

2

x

0 1 t

1

2

x

Ðèñ. 7.9: Ïðîåêöèè õàðàêòåðèñòèê íà ïëîñêîñòü Otx (ñëåâà) è óäàðíàÿ âîëíà (ñïðà-
âà) äëÿ óðàâíåíèÿ ut + uux = 0 ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì èç ïðèìåðà 7.4.20.

äèíàìèêå äëÿ ýòîãî ïðèìåíÿþò óñëîâèÿ Ðýíêèíà8�Ãþãîíèî9, êîòîðûå ñëåäóþò èç
çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ. Äëÿ óðàâíåíèÿ ut + uux = 0 óñëîâèå Ðýíêèíà-Ãþãîíèî èìååò
âèä

c′(t) =
u+(t, c(t)) + u−(t, c(t))

2
(7.39)

� ñêîðîñòü äâèæåíèÿ óäàðíîé âîëíû ðàâíà ñðåäíåìó ñêîðîñòåé ãàçà ñëåâà è ñïðàâà
îò ðàçðûâà. Â çàäà÷å 38. ïðåäëàãàåòñÿ âûâåñòè ýòî óñëîâèå èç èíòåãðàëüíîé ôîðìû
óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà.

Ïîëüçóÿñü óñëîâèåì (7.39), ìîæíî ïðåäñêàçàòü, êàê áóäåò äâèãàòüñÿ óäàðíàÿ âîë-
íà � â òîì ÷èñëå â ñëó÷àå, êîãäà íà÷àëüíîå óñëîâèå óðàâíåíèÿ ðàçðûâíî (êàê áûâàåò,
íàïðèìåð, ïðè âçðûâàõ). Ðàçðûâíîå ðåøåíèå áûâàåò òðóäíî íàéòè àíàëèòè÷åñêè, è
îáû÷íî åãî íàõîäÿò ÷èñëåííî. Ïðèâåäåì ïðîñòîé ïðèìåð, êîãäà ðàçðûâíîå ðåøåíèå
ìîæíî íàéòè àíàëèòè÷åñêè.

Ïðèìåð 7.4.20. (ñì. ðèñ. 7.9) Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ut + uux = 0 ñ ðàçðûâíûì
íà÷àëüíûì óñëîâèåì: u(x) = 1 ïðè x > 0 è u(x) = 2 ïðè x < 0. Ïðîåêöèè õàðàê-
òåðèñòèê ýòîãî óðàâíåíèÿ çàäàíû óðàâíåíèåì x = u(x0)t + x0; îíè ïåðåñåêàþòñÿ
íà ïëîñêîñòè Oxt. Ïóñòü ðàçðûâíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ u èìååò ðàçðûâ íà êðèâîé
(t, c(t)), êîòîðàÿ íà÷èíàåòñÿ â òî÷êå (0, 0). Òîãäà íàä ðàçðåçîì u = 1, à ïîä ðàçðåçîì
� u = 2 (òàê êàê ôóíêöèÿ u ïîñòîÿííà âäîëü îòðåçêîâ ïðÿìûõ x = u(x0)t + x0
âïëîñòü äî ðàçðåçà). Â ñèëó óñëîâèÿ Ðýíêèíà-Ãþãîíèî, ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ
óäàðíîé âîëíû ðàâíà c′(t) = 1.5, ïîýòîìó c(t) = 1.5t, òî åñòü ðàçðåç çàäàí óðàâíåíè-

8Óèëüÿì Äæîí Ìàêóîðí Ðàíêèí (Ðåíêèí) (1820 � 1872) � èíæåíåð, ôèçèê è ìåõàíèê, îäèí èç
îñíîâîïîëîæíèêîâ òåðìîäèíàìèêè.

9Ïüåð-Àíðè Ãþãîíèî (1851 � 1887) � ìàòåìàòèê è ìåõàíèê, îäèí èç îñíîâîïîëîæíèêîâ ãàçîâîé
äèíàìèêè.

373



7 Îñíîâíûå òåîðåìû è èõ ïðèìåíåíèÿ

åì x = 1.5t. Ýòî ïîçâîëÿåò ðåøèòü óðàâíåíèå:

u(t, x) =

{
1, x > 1.5t,

2, x < 1.5t.

Ìû âèäèì, ÷òî â òðóáå äâèæåòñÿ óäàðíàÿ âîëíà ñî ñêîðîñòüþ 1.5, è â òî÷êàõ óäàðíîé
âîëíû ñêîðîñòü ãàçà ìåíÿåòñÿ ñ 1 äî 2.

Åùå îäèí ïðèìåð óðàâíåíèÿ, â êîòîðîì âîçìîæíî ôîðìèðîâàíèå óäàðíîé âîëíû �
òðàíñïîðòíîå óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå äâèæåíèå ìàøèí ïî ïðÿìîëèíåéíîé äîðîãå,
ñì. çàäà÷ó 44..

7.4.5.5 Íåÿâíûå ðåøåíèÿ êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå Áþðãåðñà ãîðàçäî òðóäíåå ðåøèòü, åñëè íà÷àëüíîå óñëîâèå
íåëèíåéíî. Çàòðóäíåíèå âîçíèêàåò ñ ïîñëåäíèì øàãîì ðàññóæäåíèÿ, êîãäà u íóæíî
âûðàçèòü ÷åðåç îñòàëüíûå ïåðåìåííûå. Ìû ïðèâåäåì åùå îäèí ñïîñîá ðåøåíèÿ êâà-
çèëèíåéíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûé íå çàâèñèò îò ñëîæíîñòè íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ � íî
ðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿ â íåÿâíîì âèäå. Èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû çàïèñàòü óðàâíåíèå
íà÷àëüíîé ïîâåðõíîñòè â òåðìèíàõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ. Òàê êàê ïåðâûå èíòåãðàëû ïîñòîÿííû âäîëü ôàçîâûõ êðèâûõ, ýòî óðàâíåíèå
áóäåò âûïîëíåíî âî âñåõ òî÷êàõ ãðàôèêà u, ïîýòîìó áóäåò íåÿâíûì óðàâíåíèåì íà
èñêîìóþ ôóíêöèþ u.

Ïîäðîáíåå, ïðèìåíåíèå ýòîãî ìåòîäà ê çàäà÷å 7.34, 7.35 âûãëÿäèò ñëåäóþùèì
îáðàçîì.

� Íàéäåì ïîëíóþ ñèñòåìó ïåðâûõ èíòåãðàëîâ óðàâíåíèÿ õàðàêòåðèñòèê â îêðåñò-
íîñòè òî÷êè p. Îáîçíà÷èì ýòè ïåðâûå èíòåãðàëû φ1, . . . , φn.

� Ïàðàìåòðèçóåì ïîâåðõíîñòü Γ. Ïóñòü ïàðàìåòðèçàöèÿ èìååò âèä ξ : Rn−1 →
Γ ⊂ Rn, è ïóñòü q � êîîðäèíàòà íà Rn−1; òîãäà íà÷àëüíàÿ ïîâåðõíîñòü Γ̂
çàäàíà óñëîâèåì u = f(ξ(q)).

� ×åðåç êàæäóþ òî÷êó Γ ïðîâåäåì âåðòèêàëüíóþ (ïàðàëëåëüíóþ îñè Ou) ïðÿ-
ìóþ. Ïîëó÷èì ãèïåðïîâåðõíîñòü Z = {(ξ(q), u)}, êîòîðàÿ ñîäåðæèò íà÷àëüíóþ
ïîâåðõíîñòü Γ̂. Åñëè òî÷êà P = (p, f(p)) íåõàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ, ïåðâûå èíòå-
ãðàëû çàäàþò ëîêàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò íà Z, êàê ïîêàçàíî â ïðåäëîæå-
íèè 7.4.21 íèæå. Âûðàçèì ñòàðûå êîîðäèíàòû (q, u) íà Z ÷åðåç íîâûå: ïóñòü
u = U(φ1, . . . , φn) è q = Q(φ1, . . . , φn).

Èòàê, óðàâíåíèå u = f(ξ(q)), çàäàþùåå íà÷àëüíóþ ïîâåðõíîñòü Γ̂ ⊂ Z, ðàâíî-
ñèëüíî óñëîâèþ

U(φ1, . . . , φn) = f(Q(φ1, . . . , φn))

íà Z.
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� Òàê êàê ïåðâûå èíòåãðàëû ïîñòîÿííû âäîëü õàðàêòåðèñòèê, ýòî ðàâåíñòâî áó-
äåò ñîõðàíÿòüñÿ âäîëü êàæäîé õàðàêòåðèñòèêè. Çíà÷èò, íåÿâíîå óðàâíåíèå íà
èñêîìóþ ôóíêöèþ u èìååò âèä

U(φ1, . . . , φn) = f(Q(φ1, . . . , φn)).

Ïðåäëîæåíèå 7.4.21. Åñëè òî÷êà P = (p, f(p)) íåõàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ äëÿ êâà-
çèëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ, òî ïîëíàÿ ñèñòåìà ïåðâûõ èíòåãðàëîâ õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîãî óðàâíåíèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè P çàäà¼ò ëîêàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò íà
Z = {(x, u) | x ∈ Γ} â îêðåñòíîñòè òî÷êè P .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü φ1, . . . , φn � ïîëíàÿ ñèñòåìà ïåðâûõ èíòåãðàëîâ õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Òîãäà äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ x 7→ F (x) = (φ1(x), . . . , φn(x))
â òî÷êå p èìååò ðàíã n, ïîñêîëüêó ïåðâûå èíòåãðàëû íåçàâèñèìû. Íà âåêòîðå v(p)
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ äèôôåðåíöèàë dF îáíóëÿåòñÿ: dφk(v) = 0,
òàê êàê ôóíêöèè φk � ïåðâûå èíòåãðàëû. Èòàê, îäíîìåðíîå ÿäðî äèôôåðåíöèàëà
dF |p ïîðîæäåíî âåêòîðîì v(p).
Òàê êàê òî÷êà p íåõàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ, âåêòîð v(p) íå êàñàåòñÿ Z. Ïîýòîìó ÿä-

ðî îãðàíè÷åíèÿ dF (p)|Z ïóñòî, à çíà÷èò, F çàäà¼ò ëîêàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò â
îêðåñòíîñòè òî÷êè p.

Ïðèìåð 7.4.22. Âíîâü ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Áþðãåðñà ñ íóëåâîé âÿçêîñòüþ ut +
uux = 0. Ïóñòü íà÷àëüíîå óñëîâèå òàêîâî: u(0, x) = f(x).
Íàïîìíèì, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä t′s = 1, x′s = u, u′s = 0,

à åãî ðåøåíèÿ � u = u0, x = u0s + x0, t = s + t0. Â êà÷åñòâå ñèñòåìû èç äâóõ
íåçàâèñèìûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ âîçüìåì φ1(t, x, u) = x− tu è φ2(t, x, u) = u. Òîãäà
â îãðàíè÷åíèè íà ïëîñêîñòü Z = (0, x, u) ìû ìîæåì âûðàçèòü x, u ÷åðåç φ1, φ2:
x = φ1, u = φ2.
Çíà÷èò, óðàâíåíèå, çàäàþùåå Γ̂ ⊂ Z, èìååò âèä φ2 = f(φ1).
Íà êàæäîé õàðàêòåðèñòèêå çíà÷åíèÿ φ1, φ2 ïîñòîÿííû, ïîýòîìó ýòî ñîîòíîøåíèå

ñîõðàíèòñÿ âäîëü êàæäîé õàðàêòåðèñòèêè, âûïóùåííîé èç òî÷êè Γ̂. Èòàê, φ2 =
f(φ1) è åñòü íåÿâíîå óðàâíåíèå íà èñêîìóþ ôóíêöèþ u. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

f(x− tu) = u. (7.40)

Äëÿ íåêîòîðûõ ôóíêöèé f (íàïðèìåð, äëÿ ôóíêöèè f(x) = 1−x èç ïðèìåðà 7.4.18)
óðàâíåíèå (7.40) óäàåòñÿ ðåøèòü îòíîñèòåëüíî u è ïîëó÷èòü ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ
u. Çàìåòèì, ÷òî âäàëè îò òî÷êè p ýòî ìîæåò áûòü íåâîçìîæíî, êàê ïðîèñõîäèò
ïðè t = 1 â ïðèìåðå 7.4.18; ïðè t > 1 ïîëó÷åííîå ýòèì ìåòîäîì ðåøåíèå íå èìååò
ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà.
Äëÿ äðóãèõ ôóíêöèé f ðåøèòü òàêîå óðàâíåíèå íåâîçìîæíî, íî è íåÿâíîå ðåøåíèå

ïîçâîëÿåò ìíîãîå ñêàçàòü î ôóíêöèè u. Íàïðèìåð, äëÿ f(x) = e−4x2 (ñì. ïðèìåð
7.4.19) ïîëó÷àåì íåÿâíîå óðàâíåíèå e−4(x−tu)2 = u, èç êîòîðîãî íå óäà¼òñÿ ÿâíî
âûðàçèòü u. Ãðàôèêè ôóíêöèé u(t, x) äëÿ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé t ïîêàçàíû íà ðèñ.
7.8. Â îáëàñòè, ãäå õàðàêòåðèñòèêè ïåðåñåêàþòñÿ, êðèâûå e−4(x−tu)2 = u â ïëîñêîñòè
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Oxu ïåðåñòàþò áûòü ãðàôèêàìè, ïîýòîìó íå äàþò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ. Íàñòîÿùåå
ðåøåíèå áóäåò èìåòü ðàçðûâ.

Óïðàæíåíèå 139. Îïðåäåëèòå, ïðè êàêîì çíà÷åíèè t äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ôîð-
ìèðóåòñÿ óäàðíàÿ âîëíà.
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7.5 Çàäà÷è ê ãëàâå 7

Òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè. Ïðèíöèï ñæèìàþùèõ îòîáðà-

æåíèé

1. Ïîëíî ëè ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå [0, 1] ñ íîðìîé ∥f∥ =∫ 1
0 |f(x)|dx?

2. a) Íàéäèòå ïèêàðîâñêèå ïðèáëèæåíèÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è Êîøè ẋ = Ax,
x(0) = x0, ãäå A � ëèíåéíûé îïåðàòîð.

b) Íàéäèòå ëîìàíûå Ýéëåðà ñ øàãîì h äëÿ ýòîé çàäà÷è.

3. a) Íàéäèòå òðè ïåðâûõ ïèêàðîâñêèõ ïðèáëèæåíèÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è Êîøè
ẋ = x2 + t, x(0) = 1.

b) Èñïîëüçóÿ êîíñòðóêöèþ èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèí-
ñòâåííîñòè, îöåíèòå ñíèçó îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè
ẋ = x2 + t, x(0) = 0.

4. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâîM = { f ∈ C([0, 1]) | f(0) = 0,Lip f ⩽ 1 }. Äîêàæèòå,
÷òî îïåðàòîð Φ: f 7→ g, g(t) = f(t/2) + t

3 ïåðåâîäèò M â ñåáÿ, è íàéäèòå âñå
íåïîäâèæíûå òî÷êè ýòîãî îïåðàòîðà.

5. ßâëÿåòñÿ ëè ñæèìàþùèì â ïðîñòðàíñòâå C
([
−1

2 ,
1
2

])
îïåðàòîð

Φ: f 7→ g, g(t) = t− t3

3
+

∫ t

0
τf(τ)dτ?

Íàéäèòå âñå íåïîäâèæíûå òî÷êè ýòîãî îïåðàòîðà.

6. Íàéäèòå ÷èñëî ðåøåíèé ñëåäóþùèõ çàäà÷:

a)

(a+ 5)(a2 + 3a+ 2)y′′′ + (a+ 1)(a+ 2)y′′ − (a+ 5)y′ + (a+ 1)y = 3x4 − 1,

y(0) = −1, y′(0) =
1

4
,

b)

a(a2 − a− 2)y′′′ + a(a− 2)y′′ − (a+ 1)y′ + 4y = x3,

y(0) = 3, y′(0) = 4,

â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà a.

Òåîðåìû î ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì. Óðàâíåíèå â

âàðèàöèÿõ
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7. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ïî ïàðàìåòðó ε ïðè ε = 0 ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ

ẋ = −x+ ε sin t.

8. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ïî íà÷àëüíîìó óñëîâèþ a â òî÷êå a = 2 ðåøåíèÿ ñëåäó-
þùåé çàäà÷è Êîøè:

ẋ = −x4 + 2x2 + 8, x(0) = a.

9. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ïî íà÷àëüíîìó óñëîâèþ x(0) íóëåâîãî ðåøåíèÿ äëÿ ñëå-
äóþùèõ óðàâíåíèé è ñèñòåì.

a) ẋ = x sin t+ x2, x ∈ R1;

b) ẋ = Ax+ (x, x)t2, x ∈ R2, A =

(
0 1
1 0

)
;

c)

ẋ1 = sinx1 + 2 sinx3

ẋ2 = sinx2 + 2 sinx3

ẋ3 = sinx3 + sin2 x1

d)

ẋ = (sin t)(sinx) + x2
sin t

t
.

e)

ẋ = − sin y

ẏ = log(1 + x)

f)

ẋ = sin(x− 5y) + sin2(x− y),

ẏ = sin(x− y) + sin2(x− 5y)

10. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ïî ïàðàìåòðó äëÿ ðåøåíèé ñëåäóþùèõ ñèñòåì ñ íóëåâûì
íà÷àëüíûì óñëîâèåì:

a)

ẋ = − sin y

ẏ = log(1 + x) + µ sin t

ïî µ ïðè µ = 0;

b) ż = z2 + ε sin t ïî ε ïðè ε = 0, ãäå z ∈ C;
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c)

ẋ = sinx− sin y,

ẏ = sinx+ sin y + εet

ïî ε ïðè ε = 0.

11. Ïóñòü {gtv|t ∈ R}�ôàçîâûé ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ

ẋ = x− 5y +
1

x2 + 1

ẏ = x− y +
1

y2 + 1
,

D � åäèíè÷íûé êðóã ñ öåíòðîì â íóëå. Âåðíî ëè íåðàâåíñòâî V (gtvD) ⩾
e2tV (D), ãäå V � îáúåì?

12. Ïðè êàêoì äîñòàòî÷íîì óñëîâèè íà ôóíêöèþ a(t) íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

ẋ = xa(t) + x2f(t, x)

ñ 2π-ïåðèîäè÷åñêîé ïðàâîé ÷àñòüþ

a) ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííûì 2π-ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèåì?

b) ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ìàëîì âîçìóùåíèè (ò.å. áëèçêîå óðàâíåíèå ñ 2π-ïåðèîäè÷åñêîé
ïðàâîé ÷àñòüþ èìååò áëèçêîå 2π-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå)?

13. a) Íàéòè ïðîèçâîäíóþ ïî íà÷àëüíîìó óñëîâèþ x(0) = a ïðè a = 0 ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ ẋ+ sinx = 0.

b) Íàéòè ïðîèçâîäíóþ ïî ïàðàìåòðó ε ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ẋ+ sinx = ε cos t
ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = 0 ïðè ε = 0.

c) Íàéòè ïðîèçâîäíóþ 2π-ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ x′′ + sinx =
ε cos t, îáðàùàþùåãîñÿ ïðè ε = 0 â x ≡ 0, ïî ε ïðè ε = 0.

Òåîðåìà î âûïðÿìëåíèè

14. Âûïðÿìèòå âåêòîðíîå ïîëå v(x) íà ïðÿìîé â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 1, ãäå
v(x) = x; v(x) = x2; v(x) = xn; v(x) = sinx; v(x) =

√
x2 + 1.

15. Âûïðÿìèòå âåêòîðíîå ïîëå v(x) íà ïëîñêîñòè â îêðåñòíîñòè òî÷êè (1, 1), ãäå
v(x) ðàâíî 2x; (−x1, x2); (x1, 2x2); (x2,−x1); (2x1 + x2,−x1 + 2x2); (x1, sinx2);
(x2, x1 − x21); (x2,− sinx1) (â ïîñëåäíèõ äâóõ çàäà÷àõ èíòåãðàëîâ ìîæíî íå
áðàòü).

16. Âûïðÿìèòå ôàçîâûå êðèâûå óðàâíåíèÿ ẍ = x − x2 â îêðåñòíîñòè òî÷êè x =
0, ẋ = 1.
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17. Âûïðÿìèòå èíòåãðàëüíûå êðèâûå óðàâíåíèÿ ẋ = x+ cos t.

18. Âûïðÿìèòå ïîëå íàïðàâëåíèé óðàâíåíèÿ ẋ = x+ tet.

Ïåðâûå èíòåãðàëû è óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïî-

ðÿäêà

19. a) Íàéäèòå âñå íåïðåðûâíûå ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåìû

ẋ = Ax, A =

(
5 4
4 5

)
.

îïðåäåëåííûå â îêðåñòíîñòè íóëÿ.

b) Äëÿ êàêèõ çíà÷åíèé λ ñèñòåìà

ẋ = (A− λE)x

èìååò íåïîñòîÿííûå íåïðåðûâíûå ïåðâûå èíòåãðàëû, îïðåäåëåííûå â îêðåñò-
íîñòè íóëÿ?

20. Ñóùåñòâóåò ëè íåïîñòîÿííûé ïåðâûé èíòåãðàë ñèñòåìû

ẋ = x2 − 1,

ẏ = 1− y2,

íåïðåðûâíûé

a) â åäèíè÷íîì êðóãå (−1, 1)?

b) íà âñåé ïëîñêîñòè?

21. Íàéäèòå îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ yux + (x− x3)uy = 0.

22. Íàéäèòå îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ yux + (x3 − x)uy = 0.

23. Èìååò ëè åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñëåäóþùàÿ çàäà÷à Êîøè â îêðåñòíîñòè òî÷êè
(0, 0): yux + (x3 − x)uy = 0, u|x=0 = sin y?

24. Èìååò ëè åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñëåäóþùàÿ çàäà÷à Êîøè â îêðåñòíîñòè òî÷êè
(0, 0): yux + (x3 − x)uy = 0, u|x=0 = cos y?

25. Ñóùåñòâóåò ëè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

yux + (x2 − 1)uy = 0, u|x=0 = y2?

Åñëè ñóùåñòâóåò, òî åäèíñòâåííî ëè îíî?
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26. Ñóùåñòâóåò ëè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ

(x2 − y2)ux + 2xyuy = 0 (7.41)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì u|y=1 = cosx? Åñëè ñóùåñòâóåò, òî åäèíñòâåííî ëè îíî?

27. Íàéäèòå îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.41).

28. Èìåþò ëè ðåøåíèå â îêðåñòíîñòè òî÷êè (0, 1) ñëåäóþùèå çàäà÷è Êîøè:

(x2 − y2)ux + 2xyuy = 0

a) u|x2+y2=1 = sinx;

b) u|x2+y2=1 = cosx.

29. a) Ñóùåñòâóåò ëè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè:

(x2 − 1)ux + (1− y2)uy = 0, u|x+y=2 = x

â îêðåñòíîñòè òî÷êè (1, 1)?

b) Åäèíñòâåííî ëè îíî?

30. Âåðíî ëè, ÷òî âñå ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåìû

ẋ = x2(1− x)2,

ẏ = y,

íåïðåðûâíûå íà âñåé ïëîñêîñòè, ïîñòîÿííû?

31. Íàéäèòå îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû

uxy + uy(5x+ x2) = 0

Ñóùåñòâóåò ëè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíûìè óñëî-
âèÿìè u|y=1 = sinx, îïðåäåëåííîå âî âñåé ïîëóïëîñêîñòè y ⩾ 1?

32. Íàéäèòå îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ux + (−y + cos 2x)uy = 0. Âåðíî ëè, ÷òî
ëþáàÿ ãëàäêàÿ çàìêíóòàÿ íåñàìîïåðåñåêàþùàÿñÿ íà÷àëüíàÿ êðèâàÿ ñîäåðæèò
õîòÿ áû îäíó õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ òî÷êó ýòîãî óðàâíåíèÿ?

33. Íàïèøèòå êâàçèëèíåéíîå óðàâíåíèå, õàðàêòåðèñòèêè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ èí-
òåãðàëüíûìè êðèâûìè óðàâíåíèÿ ẋ = f(x, u), u̇ = g(x, u).

34. (*) Íàéäèòå âñå èíòåãðèðóþùèå ìíîæèòåëè äëÿ óðàâíåíèÿ αydx+ βxdy = 0.

Óêàçàíèå: ýòà çàäà÷à ïðèâîäèò ê êâàçèëèíåéíîìó óðàâíåíèþ íà èíòåãðèðó-
þùèé ìíîæèòåëü.
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35. Ðåøèòå óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè

ρt + vρx + ρvx = 0

(ñì. ïðèìåð 7.4.16) äëÿ ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ãàçà v(t, x) = −x ñ íà÷àëüíûì óñëî-
âèåì ρ(0, x) = f(x). Íàðèñóéòå ïðîåêöèè õàðàêòåðèñòèê óðàâíåíèÿ íà ïëîñ-
êîñòü Otx.

36. Ïðîâåðüòå, ÷òî óðàâíåíèå Áþðãåðñà ñ íóëåâîé âÿçêîñòüþ ut + uux = 0 ñëåäóåò
èç òîãî, ÷òî êàæäûé ìàëûé îáúåì âîäû äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ.

37. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ãëàäêîé ôóíêöèè u èç óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà ñ íóëåâîé âÿç-
êîñòüþ ut + uux = 0 ñëåäóåò, ÷òî

d

dt

∫ b

a
udx =

1

2
(u2(a)− u2(b)).

38. Ñ÷èòàÿ ýòî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå âûïîëíåííûì äëÿ ðàçðûâíîãî ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà, ïðè êîòîðîì ôîðìèðóåòñÿ óäàðíàÿ âîëíà (t, c(t)), äîêà-
æèòå óñëîâèå Ðýíêèíà-Ãþãîíèî c′(t) = 1

2(u+(t, c(t))− u−(t, c(t)).

Óêàçàíèå: ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ òàêîãî ðàçðûâíîãî ðåøåíèÿ âûïîëíåíî

d

dt

∫ b

a
udx =

∫ b

a
utdx+ c′(t) (u−(t, c(t))− u+(t, c(t))) .

Òåïåðü ïåðâîå ñëàãàåìîå ìîæíî âû÷èñëèòü, ïîëüçóÿñü èíòåãðàëüíûì óðàâíå-
íèåì íà èíòåðâàëàõ íåïðåðûâíîñòè [a, c(t)] è [c(t), b]; ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû
ìîæåì ïðèìåíèòü èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå íà âñåì èíòåðâàëå [a, b].

39. Ðåøèòå çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ ut+uux = 0, u|t=0 = f(x), íàðèñóéòå ïðî-
åêöèè õàðàêòåðèñòèê óðàâíåíèÿ íà ïëîñêîñòü Otx è óêàæèòå ìàêñèìàëüíûé
îòðåçîê [a, b], a ⩽ 0 ⩽ b, äëÿ êîòîðîãî ðåøåíèÿ ñóùåñòâóþò ïðè âñåõ (t, x),
t ∈ [a, b]:

a) f(x) = 1;

b) f(x) = x;

c) f(x) = −x;
d) f(x) = sinx.

Ïðè êàêèõ f ðåøåíèå îïðåäåëåíî íà âñåé ïëîñêîñòè (t, x)?

40. Ðåøèòå çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ ut−uux = x, u|t=0 = f(x), íàðèñóéòå ïðî-
åêöèè õàðàêòåðèñòèê óðàâíåíèÿ íà ïëîñêîñòü Otx è óêàæèòå ìàêñèìàëüíûé
îòðåçîê [a, b], a ⩽ 0 ⩽ b, äëÿ êîòîðîãî ðåøåíèÿ ñóùåñòâóþò ïðè âñåõ (t, x),
t ∈ [a, b]:

a) f(x) = 1;
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b) f(x) = αx; èññëåäóéòå îòâåò â çàâèñèìîñòè îò α.

41. Ðåøèòå çàäà÷ó Êîøè ut − uux = sinx, u|t=0 = 2 cos x2 . Íàðèñóéòå ïðîåêöèè
õàðàêòåðèñòèê óðàâíåíèÿ íà ïëîñêîñòü Otx.

Îòâåò: u(t, x) = 2 cos x2 .

42. (Ïðåîáðàçîâàíèå Êîëå-Õîïôà) Óðàâíåíèå Áþðãåðñà ñ âÿçêîñòüþ µ = 1 èìååò
âèä

ut + uux = uxx.

Óáåäèòåñü, ÷òî ôóíêöèè âèäà u = −2φx/φ, ãäå φ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
òåïëîïðîâîäíîñòè φt = φxx, ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà.

43. Ðàññìîòðèì òðàíñïîðòíîå óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå äâèæåíèå ìàøèí ïî ïðÿ-
ìîëèíåéíîé äîðîãå:

ρt + (1− 2ρ)ρx = 0.

Çäåñü ρ � ïëîòíîñòü òðàíñïîðòíîãî ïîòîêà, òî åñòü êîëè÷åñòâî ìàøèí íà åäè-
íèöó äëèíû òðàññû.

Âûâåäèòå ýòî óðàâíåíèå, ñ÷èòàÿ, ÷òî ñêîðîñòü ìàøèí v(t, x) ñâÿçàíà ñ ïëîò-
íîñòüþ òðàíñïîðòíîãî ïîòîêà ρ(t, x) ñîîòíîøåíèåì v = 1 − ρ, è ïëîòíîñòü ρ
âñåãäà çàêëþ÷åíà ìåæäó íóëåì è åäèíèöåé.

Ïîäñêàçêà: ñêîðîñòü è ïëîòíîñòü ïîòîêà ìàøèí ñâÿçàíû óðàâíåíèåì íåïðå-
ðûâíîñòè.

44. Ðåøèòå òðàíñïîðòíîå óðàâíåíèå

ρt + (1− 2ρ)ρx = 0

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì ρ(0, x) = f(x); ãðàôèê ôóíêöèè f ïðèâåäåí íèæå.

1 x

0.5

1

f(x)

Íàðèñóéòå ïðîåêöèè õàðàêòåðèñòèê óðàâíåíèÿ íà ïëîñêîñòü Otx è îïðåäåëèòå
ìîìåíò ôîðìèðîâàíèÿ óäàðíîé âîëíû. Íàðèñóéòå ãðàôèêè ôóíêöèé ρ(0.5, x)
è ρ(1, x).
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8.1 Óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ

óðàâíåíèé è îòîáðàæåíèé

Òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè � îäèí èç ñàìûõ øèðîêî ïðèìåíèìûõ íà ïðàêòèêå ðàçäåëîâ
òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Èçâåñòíî, ÷òî îñîáîé òî÷êå âåêòîðíîãî ïîëÿ
ñîîòâåòñòâóåò ïîñòîÿííîå ðåøåíèå. Íî â êàêîé ìåðå ýòî ðåøåíèå îïèñûâàåò ñòàöèî-
íàðíûé ïðîöåññ? Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî íàøå óðàâíåíèå ìîäåëèðóåò õèìè÷åñêóþ ðå-
àêöèþ â ïðîìûøëåííîé óñòàíîâêå. Ìû ïîäîáðàëè êîíöåíòðàöèè ðåàêòèâîâ íà âõîäå
òàê, ÷òî íà âûõîäå åæåñåêóíäíî ïîëó÷àåòñÿ îäíî è òî æå êîëè÷åñòâî íóæíûõ íàì
âåùåñòâ. Ìîæåì ëè ìû áûòü óâåðåíû, ÷òî ðåàêöèÿ äåéñòâèòåëüíî áóäåò èäòè òàê,
êàê íàì íóæíî? Íåò, åñëè ìû íå óáåäèëèñü â òîì, ÷òî îñîáàÿ òî÷êà äèôôåðåíöèàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ íàéäåííîìó ñòàöèîíàðíîìó ñîñòîÿíèþ ïðîöåññà,
óñòîé÷èâà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìàëîå èçìåíåíèå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (êîòîðîãî íà
ïðàêòèêå íåâîçìîæíî èçáåæàòü) ïðèâåäåò ê òîìó, ÷òî ðåøåíèå óéäåò äàëåêî îò ïî-
ëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, è ðåàêöèÿ âûéäåò èç-ïîä êîíòðîëÿ.
Êîíå÷íî, ðåàëüíàÿ ðàáîòà õèìè÷åñêîãî ðåàêòîðà ïðîèñõîäèò ãîðàçäî ñëîæíåå. Íî

èçëîæåííûé âûøå ìûñëåííûé ýêñïåðèìåíò ñòàâèò íàñ ïåðåä âîïðîñîì, êîòîðûé
ðåøàåò îïèñàííàÿ íèæå òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè.

8.1.1 Îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâîñòè äëÿ âåêòîðíûõ ïîëåé

Ïóñòü âåêòîðíîå ïîëå v èìååò îñîáóþ òî÷êó a ∈ Rn, òî åñòü v(a) = 0. Òîãäà ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ẋ = v(x) èìååò ïîñòîÿííîå ðåøåíèå x(t) ≡ a. Òî÷êà a
íàçûâàåòñÿ ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé.
Íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì, åñëè ðå-

øåíèÿ ñèñòåìû ẋ = v(x) ñ áëèçêèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè íå óõîäÿò äàëåêî îò
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè (ñêàæåì, ñòðåìÿòñÿ ê ýòîìó ïîëîæåíèþ
ðàâíîâåñèÿ). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ íàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷èâûì.
Äàäèì ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå.
Âñþäó â ýòîé ãëàâå Uε(a) áóäåò îáîçíà÷àòü ε-îêðåñòíîñòü òî÷êè a.

Îïðåäåëåíèå 8.1.1. Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ a äëÿ ñèñòåìû ẋ = v(x) íàçûâàåòñÿ
óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó1, åñëè â ëþáîé åãî ε-îêðåñòíîñòè Uε(a) íàéäåòñÿ (ìåíü-
øàÿ) δ-îêðåñòíîñòü Uδ(a), òàêàÿ ÷òî ðåøåíèå, íà÷èíàþùååñÿ â Uδ(a), íèêîãäà â áó-
äóùåì íå ïîêèíåò Uε(a). Òî åñòü

∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∀t ⩾ 0 ( |x− a| < δ ⇒ |gtvx− a| < ε).

Äðóãèìè ñëîâàìè, gtv(Uδ(a)) ⊂ Uε(a) äëÿ âñåõ t ⩾ 0.

Îïðåäåëåíèå 8.1.2. Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ a äëÿ ñèñòåìû ẋ = v(x) íàçûâàåòñÿ
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì, åñëè

1Àëåêñàíäð Ìèõàéëîâè÷ Ëÿïóíîâ (1857 � 1918) � ìàòåìàòèê è ìåõàíèê, èçâåñòíûé êàê ñîçäàòåëü
òåîðèè óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ, à òàêæå ñâîèì âêëàäîì â òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷å-
ñêóþ ôèçèêó.
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8.1.1. Îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâîñòè äëÿ âåêòîðíûõ ïîëåé

δ

ε

t
Ðèñ. 8.1: Òðàåêòîðèÿ, íà÷èíàþùàÿñÿ â δ-îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè, íå ïîêèäàåò å¼ ε-

îêðåñòíîñòü. Ðèñóíîê â ôàçîâîé ïëîñêîñòè è â ðàñøèðåííîé ôàçîâîé ïëîñ-
êîñòè.

� îíî óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó;

� âñå ðåøåíèÿ, íà÷èíàþùèåñÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ,
â áóäóùåì ñòðåìÿòñÿ ê íåìó:

∃δ0 > 0 : ( |x− a| < δ0 ⇒ lim
t→+∞

gtvx = a).

Ïîÿñíèì, ïî÷åìó â ýòîì îïðåäåëåíèè íåëüçÿ îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî âòîðûì ïóíê-
òîì. Êàçàëîñü áû, åñëè âñå ðåøåíèÿ èç îêðåñòíîñòè òî÷êè a ñòðåìÿòñÿ ê ýòîé òî÷êå,
òî òî÷êà a äîëæíà áûòü óñòîé÷èâà â ñìûñëå ëþáîãî îïðåäåëåíèÿ (â òîì ÷èñëå � ïî
Ëÿïóíîâó). Ñëåäóþùèå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî ýòî íå òàê.

Ðèñ. 8.2: Ïîëóóñòîé÷èâàÿ òî÷êà íà îêðóæíîñòè è íà ïëîñêîñòè

Ïðèìåð 8.1.3 (Ïîëóóñòîé÷èâàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà). Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïîëå,
îïðåäåëåííîå íà îêðóæíîñòè è èìåþùåå òàì òîëüêî îäèí íîëü (ñì. ðèñ. 8.2); íàïðè-
ìåð, ìîæíî âçÿòü ïîëå 1−cosα, ãäå α ∈ [0, 2π] � óãëîâàÿ êîîðäèíàòà íà îêðóæíîñòè.
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Ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ, íà÷èíàþùàÿñÿ â ïðàâîé ïîëóîêðåñòíîñòè òî÷êè α = 0, ñíà-
÷àëà äåëàåò ïîëíûé îáîðîò âîêðóã îêðóæíîñòè, è òîëüêî ïîòîì ñòðåìèòñÿ ê íóëþ
ñëåâà. Ïîýòîìó â îïðåäåëåíèè àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè âòîðîé ïóíêò âûïîë-
íåí, à ïåðâûé � íåò. Òî÷êà 0 íå óñòîé÷èâà è â ¾èíòóèòèâíîì¿ ñìûñëå (òàêóþ òî÷êó
åñòåñòâåííî íàçâàòü ïîëóóñòîé÷èâîé).
Ïðèìåð ëåãêî ìîäèôèöèðîâàòü òàê, ÷òîáû ïîëó÷àëîñü âåêòîðíîå ïîëå íà ïëîñ-

êîñòè ñ òåì æå ñâîéñòâîì. Íàïðèìåð, ãîäèòñÿ óðàâíåíèå ż = z2 íà êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè (èëè ẋ = x2 − y2, ẏ = 2xy â âåùåñòâåííûõ êîîðäèíàòàõ), ñì. ðèñ. 8.2.

À ñëåäóåò ëè àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü èç óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó? Ïðè-
âåäåì ïîëåçíûé ïðèìåð, êîòîðûé äà¼ò îòðèöàòåëüíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ.

Ïðèìåð 8.1.4 (Óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó è àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü). Âîçü-
ìåì óðàâíåíèå ẋ = λx, x ∈ R1. Èññëåäóåì, ïðè êàêèõ λ ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x = 0
áóäåò óñòîé÷èâûì:

Óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó Àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî Ðèñóíîê

λ > 0 íåò íåò

λ = 0 äà íåò âñå âåêòîðû ïîëÿ íóëåâûå

λ < 0 äà äà

Óïðàæíåíèå 140. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ áóäåò óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó ëèíåéíîå
ñåäëî íà ïëîñêîñòè? Òîò æå âîïðîñ äëÿ óçëà, ôîêóñà è öåíòðà.
Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ýòè òî÷êè áóäóò àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâû?

8.1.2 Îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâîñòè äëÿ îòîáðàæåíèé

Ïóñòü F : Ω → Rn � îòîáðàæåíèå îáëàñòè Ω ⊂ Rn, èìåþùåå íåïîäâèæíóþ òî÷êó a:
F (a) = a. Â ýòîì ñëó÷àå òîæå ìîæíî äàòü àíàëîãè îïðåäåëåíèé 8.1.1 è 8.1.2, åñëè
âìåñòî ñëîâ ¾â áóäóùåì¿ ãîâîðèòü ñëîâà ¾ïðè ïîëîæèòåëüíûõ èòåðàöèÿõ îòîáðà-
æåíèÿ F¿.

Îïðåäåëåíèå 8.1.5. Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà a îòîáðàæåíèÿ F íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâîé
ïî Ëÿïóíîâó, åñëè â ëþáîé å¼ ε-îêðåñòíîñòè Uε(a) íàéäåòñÿ (ìåíüøàÿ) δ-îêðåñòíîñòü
Uδ(a), äëÿ êîòîðîé ïîëîæèòåëüíàÿ ïîëóîðáèòà x, F (x), F (F (x)), . . . , íà÷èíàþùàÿñÿ
â Uδ(a), íèêîãäà íå ïîêèíåò Uε(a):

∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∀n ∈ N ( |x− a| < δ ⇒ |Fn(x)− a| < ε).

Çäåñü Fn � èòåðàöèîííàÿ ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ: Fn(x) = F (F (. . . F︸ ︷︷ ︸
n

(x)) . . . ).

Äðóãèìè ñëîâàìè, Fn(Uδ(a)) ⊂ Uε(a) äëÿ âñÿêîãî n ∈ N.

Îïðåäåëåíèå 8.1.6. Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà a îòîáðàæåíèÿ F íàçûâàåòñÿ àñèìïòî-
òè÷åñêè óñòîé÷èâîé, åñëè
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8.1.3. Ôóíêöèè Ëÿïóíîâà

� Îíà óñòîé÷èâà ïî Ëÿïóíîâó;

� Âñå îðáèòû, íà÷èíàþùèåñÿ â íåêîòîðîé å¼ îêðåñòíîñòè, ñòðåìÿòñÿ ê íåé:

∃δ0 > 0 : (|x− a| < δ0 ⇒ lim
n→+∞

Fn(x) = a).

Â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèìåðà ìîæíî ðàññìîòðåòü ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå x 7→ λx.

Óïðàæíåíèå 141. Âûïèøèòå àíàëîã òàáëèöû èç ïðèìåðà 8.1.4: îïðåäåëèòå, óñòîé-
÷èâ ëè íîëü äëÿ îòîáðàæåíèÿ x 7→ λx (ïî Ëÿïóíîâó è àñèìïòîòè÷åñêè) ïðè ðàçíûõ
çíà÷åíèÿõ λ.

Óïðàæíåíèå 142. Ðåøèòå àíàëîã óïðàæíåíèÿ 140 äëÿ îòîáðàæåíèé: îïðåäåëè-
òå, ïðè êàêèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà îïåðàòîð A íîëü áóäåò óñòîé÷èâ ïî Ëÿïóíîâó äëÿ
ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ x 7→ Ax, è ïðè êàêèõ îãðàíè÷åíèÿõ íîëü áóäåò àñèìïòî-
òè÷åñêè óñòîé÷èâ.

8.1.3 Ôóíêöèè Ëÿïóíîâà

×òîáû äîêàçàòü óñòîé÷èâîñòü ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ èëè îòîáðàæå-
íèÿ, ÷àñòî èñïîëüçóþò ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà.

Îïðåäåëåíèå 8.1.7. Ïóñòü a � îñîáàÿ òî÷êà àâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ ẋ = v(x).
Ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ Λ, îïðåäåëåííàÿ â îêðåñòíîñòè a, íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ëÿïó-
íîâà äëÿ îñîáîé òî÷êè a àâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ ẋ = v(x), åñëè

� Λ(a) = 0, è òî÷êà a � åäèíñòâåííûé ìèíèìóì ôóíêöèè Λ;

� Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè Λ âäîëü âåêòîðíîãî ïîëÿ v íåïîëîæèòåëüíà: LvΛ ⩽ 0.

Âòîðîå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîðû ïîëÿ ¾ñìîòðÿò âíóòðü¿ îáëàñòåé âèäà {Λ(x) ⩽
c}, ñì. ðèñ. 8.3.

Îïðåäåëåíèå 8.1.8. Ïóñòü a � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ F . Ãëàäêàÿ ôóíê-
öèÿ Λ, îïðåäåëåííàÿ â îêðåñòíîñòè a, íàçûâàåòñÿôóíêöèåé Ëÿïóíîâà äëÿ íåïî-
äâèæíîé òî÷êè a îòîáðàæåíèÿ F , åñëè

� Λ(a) = 0, è òî÷êà 0 � åäèíñòâåííûé ìèíèìóì ôóíêöèè Λ;

� Äëÿ íåêîòîðîãî 0 < q < 1 âûïîëíåíî Λ(F (x)) ⩽ qΛ(x).

Òåîðåìà 8.1.9. Åñëè äëÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè a íåêîòîðîãî îòîáðàæåíèÿ F ñóùå-
ñòâóåò ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà, òî ýòà òî÷êà àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà.

Åñëè äëÿ îñîáîé òî÷êè a íåêîòîðîãî àâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ ẋ = v(x) ñóùåñòâó-
åò ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà, òî ýòà òî÷êà óñòîé÷èâà ïî Ëÿïóíîâó. Åñëè äîïîëíèòåëüíî
ïîòðåáîâàòü, ÷òî â íåðàâåíñòâå LvΛ ⩽ 0 ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî â a, îñî-
áàÿ òî÷êà áóäåò àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà.
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Çàìå÷àíèå 8.1.10. Èç äîêàçàòåëüñòâà áóäåò âèäíî, ÷òî äëÿ óñòîé÷èâîñòè ïî
Ëÿïóíîâó îñîáîé òî÷êè îòîáðàæåíèÿ F äîñòàòî÷íî íàëàãàòü áîëåå ñëàáîå óñëîâèå
íà Λ, à èìåííî Λ(F (x)) ⩽ Λ(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ óðàâíåíèé

Ñíà÷àëà äîêàæåì óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó.

Ïóñòü ñôåðà Sε � ãðàíèöà ε-îêðåñòíîñòè Uε(a). Äëÿ ëþáîãî ìàëîãî ε ðàññìîòðèì
m := minSε Λ(x); òîãäà m > 0, òàê êàê ôóíêöèÿ Λ äîñòèãàåò ìèíèìóìà òîëüêî â
òî÷êå a. Íàéäåì δ > 0, äëÿ êîòîðîãîmaxUδ(a) Λ(x) < m. Òàêîå çíà÷åíèå δ ñóùåñòâóåò,
òàê êàê ôóíêöèÿ Λ íåïðåðûâíà è Λ(a) = 0. Òåïåðü çíà÷åíèå ôóíêöèè Λ âíóòðè
îêðåñòíîñòè Uδ(a) ñòðîãî ìåíüøå m, à íà ãðàíèöå ýòîé îêðåñòíîñòè Sε � íå ìåíüøå
m.

Ïóñòü x(t) � ôàçîâàÿ êðèâàÿ ïîëÿ v, êîòîðàÿ íà÷èíàåòñÿ â òî÷êå x0 ∈ Uδ(a).
Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ Λ íå âîçðàñòàåò âäîëü ýòîé êðèâîé, òàê êàê d

dtΛ(x(t)) =
LvΛ ⩽ 0. Ïîýòîìó Λ(x(t)) ⩽ Λ(x0) < m äëÿ ëþáîãî t ⩾ 0. Çíà÷èò, ôàçîâàÿ êðèâàÿ
x(t) íå ìîæåò ïðè t ⩾ 0 ïåðåñåêàòü Sε, âåäü íà Sε âûïîëíåíî Λ(x) ⩾ m. Èç ýòîãî
ñëåäóåò, ÷òî ôàçîâàÿ êðèâàÿ, êîòîðàÿ íà÷èíàåòñÿ âíóòðè Uδ(a), íèêîãäà â áóäóùåì
íå ïîêèíåò Uε(a). Óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó äîêàçàíà.

Äîêàæåì àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü òî÷êè a â ñëó÷àå, êîãäà LvΛ < 0 âñþäó,
êðîìå a: ïîêàæåì, ÷òî êàæäàÿ ôàçîâàÿ êðèâàÿ, êîòîðàÿ íà÷èíàåòñÿ âíóòðè Uδ(a),
ñòðåìèòñÿ ê a. Äåéñòâèòåëüíî, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ôóíêöèÿ Λ(x(t)) îïðåäåëåíà ïðè
âñåõ t è óáûâàåò ñ ðîñòîì t. Òàê êàê ýòà ôóíêöèÿ íåîòðèöàòåëüíà, å¼ ïðîèçâîäíàÿ
d
dtΛ(x(t)) = LvΛ íå ìîæåò áûòü îòäåëåíà îò íóëÿ � îíà äîëæíà ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ,
ñêîëü óãîäíî áëèçêèå ê íóëþ. Îäíàêî ðàâåíñòâî LvΛ = 0 äîñòèãàåòñÿ òîëüêî â
a, çíà÷èò, êðèâàÿ x(t) äîëæíà ïîäõîäèòü ê a ñêîëü óãîäíî áëèçêî. Èç ýòîãî è èç
óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó ñëåäóåò àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ îòîáðàæåíèé

Íà÷íåì ñ óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó. Äëÿ êàæäîãî ìàëîãî ε > 0 âûáåðåì δ > 0
òàêèì æå îáðàçîì, êàê â äîêàçàòåëüñòâå äëÿ óðàâíåíèé. Äîêàæåì, ÷òî îðáèòû òî÷åê
x ∈ Uδ(a) íå ïîêèäàþò Uε(a).

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü k � ïåðâîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî ìíîæåñòâî
X = F k(Uδ(a)) íå ñîäåðæèòñÿ â Uε(a). Ïî èíäóêöèè ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî Λ(F k(x)) ⩽
qkΛ(x) < m. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî X íå ìîæåò ïåðåñåêàòü îêðóæíîñòü Sε, íà êîòîðîé
çíà÷åíèå ôóíêöèè Λ íå ìåíüøå m. Òàê êàê ìíîæåñòâî X ñîäåðæèò òî÷êó F k(a) = a,
îíî äîëæíî öåëèêîì ëåæàòü âíóòðè Sε, òî åñòü ñîäåðæàòüñÿ â Uε(a). Ïîëó÷åííîå
ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî F k(Uδ(a)) ⊂ Uε(a) äëÿ âñåõ k. Óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿ-
ïóíîâó äîêàçàíà.

Òåïåðü äîêàæåì àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü. Ðàññìîòðèì ëþáóþ òî÷êó x ∈
Uδ(a); ìû óæå çíàåì, ÷òî å¼ áóäóùàÿ îðáèòà íå ïîêèäàåò Uε(a). Â ñèëó íåðàâåíñòâà
Λ(F k(x)) ⩽ qkΛ(x), âåëè÷èíà Λ(F k(x)) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ äëÿ ëþáîãî x. Òàê êàê
ðàâåíñòâî Λ(x) = 0 äîñòèãàåòñÿ òîëüêî ïðè x = a, èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî F k(x) → a.

Óïðàæíåíèå 143. Ïðîâåðüòå, ÷òî ïîëíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ E = kx2

2 + mv2

2
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8.1.4. Òåîðåìû Ëÿïóíîâà îá óñòîé÷èâîñòè

{Λ(x)=c}

{Λ(x)=qc}

F
{Λ(x)=c}

0

v(x)

Ðèñ. 8.3: Ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè Ëÿïóíîâà íà ïëîñêîñòè äëÿ îòîáðàæåíèé (ñëåâà)
è äëÿ âåêòîðíûõ ïîëåé (ñïðàâà)

ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà äëÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðóæèííîãî ìàÿòíèêà ñ
òðåíèåì mẍ = −kx − αẋ (òî÷íåå, äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû ẋ = v, v̇ =
1
m(−kx − αv)). Êàêèå âûâîäû î äâèæåíèè ïðóæèííîãî ìàÿòíèêà ìîæíî ñäåëàòü
èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ?

Óïðàæíåíèå 144. Òîò æå âîïðîñ äëÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìà-
ÿòíèêà ñ òðåíèåì mẍ = − sinx−αẋ è ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè E = cosx+mv2

2 .

8.1.4 Òåîðåìû Ëÿïóíîâà îá óñòîé÷èâîñòè

Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ óñòîé÷èâîñòü îñîáîé òî÷êè ìîæíî îïðåäåëèòü, ãëÿäÿ òîëüêî
íà ëèíåéíóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (îòîáðàæåíèÿ). Ýòè ñëó÷àè îïèñûâàåò òåîðåìà Ëÿïó-
íîâà.

Òåîðåìà 8.1.11 (òåîðåìà Ëÿïóíîâà îá óñòîé÷èâîñòè äëÿ óðàâíåíèé). Ïóñòü àâ-
òîíîìíîå óðàâíåíèå ẋ = v(x) â îñîáîé òî÷êå a èìååò ëèíåéíóþ ÷àñòü A, òî
åñòü v(x) = A(x − a) + o(|x − a|). Ïóñòü îïåðàòîð A èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷å-
íèÿ λ1, λ2, . . . , λn.

� Óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè. Åñëè Reλj < 0 äëÿ âñåõ λj , òî òî÷êà a àñèìïòî-
òè÷åñêè óñòîé÷èâà.

� Óñëîâèå íåóñòîé÷èâîñòè. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî λj âûïîëíåíî Reλj > 0,
òî òî÷êà a íå óñòîé÷èâà ïî Ëÿïóíîâó (à çíà÷èò, è àñèìïòîòè÷åñêè).

Òåîðåìà 8.1.12 (òåîðåìà Ëÿïóíîâà îá óñòîé÷èâîñòè äëÿ îòîáðàæåíèé). Ïóñòü
îòîáðàæåíèå F : Ω → Rn ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé a èìååò ëèíåéíóþ ÷àñòü B â
òî÷êå a, òî åñòü F (x) = a + B(x − a) + o(|x − a|). Ïóñòü îïåðàòîð B èìååò ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ ν1, ν2, . . . , νn.

� Óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè. Åñëè |νj | < 1 äëÿ âñåõ νj , òî òî÷êà a àñèìïòî-
òè÷åñêè óñòîé÷èâà.

� Óñëîâèå íåóñòîé÷èâîñòè. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî νj âûïîëíåíî |νj | > 1, òî
òî÷êà a íå óñòîé÷èâà ïî Ëÿïóíîâó (à çíà÷èò, è àñèìïòîòè÷åñêè).

391



8 Ýëåìåíòû íåëèíåéíîé òåîðèè

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ìû íàéäåì ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà äëÿ
ëèíåéíîé ÷àñòè îòîáðàæåíèÿ, à ïîòîì ïðîâåðèì, ÷òî îíà îñòàåòñÿ ôóíêöèåé Ëÿ-
ïóíîâà è ïðè äîáàâëåíèè íåëèíåéíûõ ÷ëåíîâ. Ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà áóäåò èìåòü âèä
Λ(x) = (x, x) äëÿ íåêîòîðîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (·, ·). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè ìû îïðåäåëèì àíàëîã ôóíêöèè Ëÿïóíîâà � ôóíêöèþ ×å-
òàåâà, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîé îáåñïå÷èâàåò íåóñòîé÷èâîñòü íåïîäâèæíîé òî÷êè.

8.1.5 Äîêàçàòåëüñòâî óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè äëÿ îòîáðàæåíèé

Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé âî âñåõ äîêàçàòåëüñòâàõ ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a = 0.
Ñíà÷àëà ìû äîêàæåì óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè èç òåîðåìû 8.1.12, à çàòåì âûâåäåì

èç íåãî óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè â òåîðåìå 8.1.11.
Õîòåëîñü áû äîêàçàòü, ÷òî â ñëó÷àå |νj | < 1 îïåðàòîð B çàäàåò ñæèìàþùåå îòîá-

ðàæåíèå. Èç ýòîãî ñëåäîâàëî áû, ÷òî îòîáðàæåíèå F òîæå ñæèìàåò, è âñå òî÷êè
ïîä äåéñòâèåì F ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Íî, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùåå óïðàæíåíèå, ýòà
èäåÿ íå ïðîõîäèò.

Óïðàæíåíèå 145. Âåðíî ëè, ÷òî åñëè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà B ïî ìî-
äóëþ ìåíüøå åäèíèöû, òî îïåðàòîðíàÿ íîðìà ∥B∥ = supx ̸=0

|Bx|
|x| òîæå ìåíüøå

åäèíèöû (òî åñòü îïåðàòîð B óìåíüøàåò äëèíû âñåõ âåêòîðîâ)?

Îòâåò. Íåò! Íàïðèìåð, ìàòðèöà0 1 100
0 0 1
0 0 0


èìååò òîëüêî íóëåâûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, à îïåðàòîðíàÿ íîðìà ó íåå âåëèêà.

Òåì íå ìåíåå, îñíîâíàÿ èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ëÿïóíîâà èìåííî òàêàÿ.
Ìû íàéäåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Rn, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî ëèíåéíàÿ ÷àñòü
îòîáðàæåíèÿ F ñæèìàåò. Îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî è ñàìî îòîáðàæåíèå F â
îêðåñòíîñòè íóëÿ ñæèìàåò: (F (x), F (x)) < q(x, x), q < 1. Òîãäà ôóíêöèÿ Λ(x) :=
(x, x) áóäåò ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà.

Ëåììà 8.1.13 (Ëèíåéíàÿ ëåììà). Ïóñòü îïåðàòîð B : Rn → Rn èìååò ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ νj, j = 1, . . . , n. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ÷èñëà M > max |νj | ñóùåñòâóåò
òàêàÿ åâêëèäîâà ñòðóêòóðà (ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå) â Rn, ÷òî ∥B∥ < M .

Äîêàçàòåëüñòâî óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ïî ìîäóëþ ëèíåéíîé ëåììû. Ïóñòü 0� íåïî-
äâèæíàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ F , B � ëèíåéíàÿ ÷àñòü îòîáðàæåíèÿ F â íóëå. Âûáåðåì
â Rn ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå òàê, ÷òî ∥B∥ = M < 1. Ôèêñèðóåì ìàëåíüêîå ïîëî-
æèòåëüíîå ÷èñëî α, òàê ÷òî α < 1 −M . Â ìàëåíüêîì øàðå ðàäèóñà δ0 ôóíêöèÿ F
áëèçêà ê ëèíåéíîé ÷àñòè: äëÿ |x| < δ0 âûïîëíåíî |F (x)−Bx| < α|x|.
Òîãäà |F (x)| < |Bx| + α|x| < (M + α)|x|, è â ñèëó âûáîðà α èìååì M + α < 1.

Èòàê, F ñæèìàåò, ïîýòîìó Λ(x) = (x, x) åñòü ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà äëÿ F . Ïî òåîðåìå
8.1.9, îòñþäà ñëåäóåò àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü íóëÿ.
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8.1.5. Äîêàçàòåëüñòâî óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè äëÿ îòîáðàæåíèé

Äîêàçàòåëüñòâî ëèíåéíîé ëåììû. Ñíà÷àëà ìû äîêàæåì óòâåðæäåíèå ëåììû â ñëó-
÷àå, êîãäà îïåðàòîð B èìååò ñîáñòâåííûé áàçèñ (âåùåñòâåííûé èëè êîìïëåêñíûé).

Âåùåñòâåííûé ñîáñòâåííûé áàçèñ

Ïóñòü ñíà÷àëà îïåðàòîð B èìååò âåùåñòâåííûé ñîáñòâåííûé áàçèñ {ξj}. Òîãäà
â ýòîì áàçèñå ìàòðèöà îïåðàòîðà äèàãîíàëüíà, è íà äèàãîíàëè ñòîÿò ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ νj . Îïðåäåëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå òàê, ÷òîáû áàçèñ {ξj} áûë îðòî-
íîðìèðîâàííûì îòíîñèòåëüíî íåãî. Òîãäà ∥B∥ = max |νj |, è óòâåðæäåíèå ëåììû
âûïîëíåíî.

Êîìïëåêñíûé ñîáñòâåííûé áàçèñ

Ïîõîæåå ðàññóæäåíèå ðàáîòàåò è â ñëó÷àå, åñëè ó îïåðàòîðà B åñòü êîìïëåêñíûé
ñîáñòâåííûé áàçèñ â Cn. Êàæäîìó áàçèñó â Cn ñîîòâåòñòâóåò ýðìèòîâî ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå, êîòîðîå â ýòîì áàçèñå çàïèñûâàåòñÿ òàê:

(z, w) =

n∑
j=1

zjwj . (8.1)

Êàê èçâåñòíî, âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ýðìèòîâà ïðîèçâåäåíèÿ îïðåäåëÿåò ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå íà êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå (òî÷íåå, íà åãî îâåùåñòâëåíèè).

Ïóñòü ìàòðèöà îïåðàòîðà B äèàãîíàëüíà â íåêîòîðîì êîìïëåêñíîì áàçèñå {ξj}.
Òîãäà íà äèàãîíàëè ñòîÿò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ νj . Îïðåäåëèì ýðìèòîâî ïðîèçâå-
äåíèå ôîðìóëîé (8.1); òîãäà |z|2 = (z, z) =

∑
|zj |2, ïîýòîìó

|Bz|2 =
∑

|νjzj |2 ⩽ max |νj |2
∑

|zj |2.

Èòàê, ∥B∥2 ⩽ max |νj |2, îòêóäà2 ∥B∥ ⩽ max |νj |. Ïîýòîìó îãðàíè÷åíèå ýòîãî ýðìè-
òîâà ïðîèçâåäåíèÿ íà Rn óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ëåììû.

Îáùèé ñëó÷àé

Â îáùåì ñëó÷àå îïåðàòîð B íå èìååò ñîáñòâåííîãî áàçèñà. Íî îí èìååò æîðäàíîâ
áàçèñ ξ1, . . . , ξn íàä C, â êîòîðîì ìàòðèöà îïåðàòîðà B ñîñòîèò èç æîðäàíîâûõ êëå-
òîê. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû �ïîïðàâèòü� äëèíû âåêòîðîâ æîðäà-
íîâà áàçèñà è äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû âíåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû îïåðàòîðà
B ñòàëè î÷åíü ìàëû. Òàêèì îáðàçîì íîðìó îïåðàòîðà B ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî
áëèçêîé ê max |νj |. Ìû äîêàæåì òàêîå ïðåäëîæåíèå:

Ïðåäëîæåíèå 8.1.14. Äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà B íàä C è äëÿ ëþáîãî ε ñóùåñòâó-
åò áàçèñ, òàêîé ÷òî åñëè â ýòîì áàçèñå ââåñòè ýðìèòîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
ôîðìóëîé (8.1), òî áóäåò âûïîëíåíî B = diag(ν1, . . . , νn) + C, ãäå ∥C∥ ⩽ ε.

Èç ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ ñðàçó ñëåäóåò ëèíåéíàÿ ëåììà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì ÷èñëî ε > 0. Ïóñòü æîðäàíîâîé êëåòêå J ñ ñîáñòâåí-
íûì çíà÷åíèåì λ ñîîòâåòñòâóþò áàçèñíûå âåêòîðû ξ1, . . . , ξk èç æîðäàíîâà áàçèñà.

2Íà ñàìîì äåëå ∥B∥ = max |νj | è â ýòîì ñëó÷àå, íî íàì ýòî óòâåðæäåíèå íå ïîíàäîáèòñÿ, ïîýòîìó
ìû íå áóäåì åãî ïðîâåðÿòü.

393



8 Ýëåìåíòû íåëèíåéíîé òåîðèè

Çàìåíèì èõ íà âåêòîðû η1 = ξ1, η2 = εξ2, η3 = ε2ξ3, . . . , ηk = εkξk. Â íîâîì áàçèñå
{ηj} æîðäàíîâà êëåòêà ïðèìåò âèä

λ ε 0 . . . 0
0 λ ε . . . 0
. . .
0 0 0 . . . λ


Ïîâòîðèì ýòó îïåðàöèþ äëÿ êàæäîé æîðäàíîâîé êëåòêè îïåðàòîðà B. Äëÿ íîâî-
ãî áàçèñà {ηj} îïðåäåëèì ýðìèòîâî ïðîèçâåäåíèå ïî ôîðìóëå (8.1). Èìååì B =
diag(ν1, . . . , νn)+C, ãäå íîðìà îïåðàòîðà C îòíîñèòåëüíî ââåäåííîãî ýðìèòîâà ïðî-
èçâåäåíèÿ ðàâíà ε.
Òàê êàê ýòî ðàññóæäåíèå ìîæíî ïðîâåñòè äëÿ ëþáîãî ε, óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

8.1.6 Äîêàçàòåëüñòâî óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè äëÿ âåêòîðíûõ ïîëåé

Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè èç òåîðåìû 8.1.11, ïîëüçóÿñü óæå
äîêàçàííûì óñëîâèåì óñòîé÷èâîñòè èç òåîðåìû 8.1.12. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îñîáàÿ
òî÷êà ïîëÿ v íàõîäèòñÿ â íóëå, a = 0; ïóñòü A � ëèíåéíàÿ ÷àñòü ïîëÿ v â íóëå.
Ïóñòü t 7→ φ(t, x) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ẋ = v(x) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x0. Òàê

êàê v(0) = 0, ðåøåíèå φ(t, 0) ≡ 0 îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t. Ïî òåîðåìå î íåïðåðûâíîé
çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé, äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ x è äëÿ t ∈ [0, 1] îïðåäå-
ëåíà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ φ(t, x); ïî òåîðåìå î ãëàäêîñòè, ýòà ôóíêöèÿ C1-ãëàäêàÿ.
Ïîýòîìó îòîáðàæåíèå ïîòîêà çà âðåìÿ 1, F (x) := g1vx = φ(1, x), òîæå C1-ãëàäêîå.
Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäíîé â íóëå, F (x) = Bx + o(|x|), ãäå B = ∂F

∂x (0). Íî òîãäà
B = eA, ñì. òåîðåìó 7.2.4.
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ îòîáðàæåíèÿ ïîòîêà F ïðèìåíèìî óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè èç

òåîðåìû 8.1.12; äåéñòâèòåëüíî, ìîäóëè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà B ðàâíû
|eλj | = eReλj < 1. Èòàê, òî÷êà 0 àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà äëÿ îòîáðàæåíèÿ ïîòîêà
F = g1v çà âðåìÿ 1.
Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî îíà óñòîé÷èâà ïî Ëÿïóíîâó äëÿ óðàâíåíèÿ ẋ = v(x). Ôèêñè-

ðóåì îêðåñòíîñòü íóëÿ Uε.
Îò óòâåðæäåíèÿ âèäà Fm(Uδ) = gmv (Uδ) ⊂ Uε äëÿ âñåõ m ∈ N íàì íóæíî ïåðåéòè

ê óòâåðæäåíèþ âèäà gtv(Uδ) ⊂ Uε äëÿ âñåõ t > 0. Íàì ïîíàäîáèòñÿ òàêàÿ ëåììà:

Ëåììà 8.1.15. Ïóñòü 0 � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ãëàäêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ v. Äëÿ
ëþáîé ε-îêðåñòíîñòè íóëÿ Uε ñóùåñòâóåò òàêàÿ (ìåíüøàÿ) ε′-îêðåñòíîñòü íóëÿ
Uε′, ÷òî òðàåêòîðèè òî÷åê èç ìåíüøåé îêðåñòíîñòè Uε′ íå ïîêèäàþò áîëüøóþ
îêðåñòíîñòü Uε çà âðåìÿ, ìåíüøåå åäèíèöû: äëÿ âñÿêîãî 0 < τ < 1 âûïîëíåíî
gτv (Uε′) ⊂ Uε.

Ýòà ëåììà ñðàçó ñëåäóåò èç òåîðåìû î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ îò íà-
÷àëüíîãî óñëîâèÿ. Ôèêñèðóåì ε′ â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòîé ëåììîé.
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Òî÷êà 0 óñòîé÷èâà ïî Ëÿïóíîâó äëÿ F = g1v , ïîýòîìó äëÿ Uε′ ñóùåñòâóåò δ-
îêðåñòíîñòü íóëÿ, äëÿ êîòîðîé

Fm(Uδ) = gmv (Uδ) ⊂ Uε′ ïðè âñåõ m ∈ N. (8.2)

Ïðîèçâîëüíîå âðåìÿ t > 0 ìû ïðåäñòàâèì â âèäå t = m+τ , ãäåm � íåîòðèöàòåëüíîå
öåëîå ÷èñëî è 0 < τ < 1. Ïîëüçóÿñü (8.2), ëåììîé 8.1.15 è ãðóïïîâûì ñâîéñòâîì
ôàçîâîãî ïîòîêà, ïîëó÷àåì

gtv(Uδ) = gτv (g
m
v (Uδ)) ⊂ gτv (Uε′) ⊂ Uε.

Çíà÷èò, òî÷êà 0 óñòîé÷èâà ïî Ëÿïóíîâó äëÿ ïîëÿ v.

Àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü òî÷êè 0 äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Óïðàæíåíèå 146. Ïðîâåäèòå ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé-
÷èâîñòè òî÷êè 0.

8.1.7 Ôóíêöèè ×åòàåâà è äîêàçàòåëüñòâî óñëîâèé íåóñòîé÷èâîñòè
äëÿ îòîáðàæåíèé è âåêòîðíûõ ïîëåé.

Ìû ïåðåõîäèì ê äîêàçàòåëüñòâó óñëîâèé íåóñòîé÷èâîñòè èç òåîðåì 8.1.11, 8.1.12.
Äîêàçàòåëüñòâî ïîõîæå íà äîêàçàòåëüñòâî óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè, íî ðîëü ôóíêöèè
Ëÿïóíîâà èãðàåò ôóíêöèÿ ×åòàåâà3.

Îïðåäåëåíèå 8.1.16. (ñì. ðèñ. 8.4.)

Ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ C(x) â îêðåñòíîñòè íåïîäâèæíîé òî÷êè a îòîáðàæåíèÿ F íà-
çûâàåòñÿ ôóíêöèåé ×åòàåâà, åñëè

� C(a) = 0;

� ñêîëü óãîäíî áëèçêî ê a åñòü òî÷êè, ãäå C(x) > 0;

� Äëÿ íåêîòîðîãî q > 1 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî C(F (x)) > qC(x) â îáëàñòè
C(x) > 0.

Îïðåäåëåíèå 8.1.17. Ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ C(x) â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè a ïîëÿ v
íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ×åòàåâà äëÿ óðàâíåíèÿ ẋ = v(x), åñëè

� C(a) = 0;

� ñêîëü óãîäíî áëèçêî ê a åñòü òî÷êè, ãäå C(x) > 0;

� LvC(x) > 0 â îáëàñòè C(x) > 0.

Ëåììà 8.1.18. Åñëè îòîáðàæåíèå F ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé a (èëè àâòîíîìíîå
óðàâíåíèå ẋ = v(x) ñ îñîáîé òî÷êîé a) èìååò ôóíêöèþ ×åòàåâà â íóëå, òî òî÷êà
a íåóñòîé÷èâà ïî Ëÿïóíîâó.
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{C(x)>0}

F

{C(x)=c}

{C(x)=qc}

{C(x)>0}

{C(x)=c}

Ðèñ. 8.4: Ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè ×åòàåâà äëÿ îòîáðàæåíèé íà ïëîñêîñòè (ñëåâà) è
äëÿ âåêòîðíûõ ïîëåé íà ïëîñêîñòè (ñïðàâà)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a = 0. Èäåÿ äîêà-
çàòåëüñòâà ñîñòîèò â òîì, ÷òî íà ìíîæåñòâå {C(x) > 0} çíà÷åíèÿ C(Fn(x)) áûñòðî
ðàñòóò, ïîýòîìó îðáèòà òî÷êè, áëèçêîé ê íóëþ, ïîêèíåò åãî ìàëóþ îêðåñòíîñòü.

Íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ îòîáðàæåíèé. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå îò ïðîòèâíîãî. Äîïóñòèì,
òî÷êà 0 óñòîé÷èâà ïî Ëÿïóíîâó. Ïóñòü ôóíêöèÿ ×åòàåâà îïðåäåëåíà è îãðàíè÷åíà
â ε-îêðåñòíîñòè íóëÿ; ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó, íàéäåì
ñîîòâåòñòâóþùóþ δ-îêðåñòíîñòü íóëÿ. Âîçüìåì â íåé òî÷êó x ñ C(x) > 0. Â ñèëó
óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó, îðáèòà òî÷êè x íå ïîêèäàåò ε-îêðåñòíîñòü íóëÿ; â ñèëó
íåðàâåíñòâà C(F (x)) > qC(x), îíà íå ïîêèäàåò îáëàñòü, ãäå C(x) > 0. Òîãäà äëÿ
ëþáîãî n âûïîëíåíà îöåíêà C(Fn(x)) > qC(Fn−1(x)), îòêóäà C(Fn(x)) > qnC(x).
Çíà÷èò, C(Fn(x)) → ∞, ÷òî íåâîçìîæíî âíóòðè ε-îêðåñòîñòè íóëÿ, ãäå ôóíêöèÿ
×åòàåâà îãðàíè÷åíà. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî 0 íåóñòîé÷èâ ïî Ëÿ-
ïóíîâó.

Òåïåðü äîêàæåì îò ïðîòèâíîãî óòâåðæäåíèå äëÿ óðàâíåíèé. Ïóñòü òî÷êà 0 óñòîé-
÷èâà ïî Ëÿïóíîâó; âûáåðåì ε, δ òàê æå, êàê è äëÿ ñëó÷àÿ îòîáðàæåíèé. Âîçüìåì â
δ-îêðåñòíîñòè íóëÿ òî÷êó x0 ñ C(x0) > 0. Òîãäà âäîëü òðàåêòîðèè x(t) ñ íà÷àëüíûì
óñëîâèåì x(0) = x0 ôóíêöèÿ C âîçðàñòàåò (â ÷àñòíîñòè, îñòàåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé).
Îäíàêî ýòà ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà, òàê êàê òðàåêòîðèÿ â áóäóùåì íå ïîêèäàåò ε-
îêðåñòíîñòè íóëÿ. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî å¼ ïðîèçâîäíàÿ LvC äîëæíà ñòðåìèòüñÿ
ê íóëþ. Îäíàêî ýòà ïðîèçâîäíàÿ ìîæåò ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ òîëüêî åñëè C(x) → 0
(â ñèëó óñëîâèÿ LvC > 0 ïðè C(x) > 0), ÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê ôóíêöèÿ C(x)
âîçðàñòàåò è C(x0) > 0. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî 0 íåóñòîé÷èâ ïî
Ëÿïóíîâó.

Äîêàæåì óñëîâèå íåóñòîé÷èâîñòè èç òåîðåìû 8.1.12. Ôóíêöèþ ×åòàåâà C(x) ìû
áóäåì ñíîâà èñêàòü â âèäå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû, íî òåïåðü ýòà ôîðìà íå áóäåò

3Íèêîëàé Ãóðüåâè÷ ×åòàåâ (1902 � 1959) � ìåõàíèê è ìàòåìàòèê, îäèí èç ñîçäàòåëåé òåîðèè
óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ, èçâåñòíûé òàêæå ñâîèìè ðàáîòàìè â àíàëèòè÷åñêîé ìåõàíèêå è òåîðèè
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
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ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé.
Êàê è äëÿ óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè, ñíà÷àëà äîêàæåì ëèíåéíóþ ëåììó. Çäåñü è äàëåå

|x|2 = (x, x), òî åñòü íîðìà | · | ñîîòâåòñòâóåò ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ (·, ·).

Ëåììà 8.1.19 (Ëèíåéíàÿ ëåììà.). Ïóñòü îïåðàòîð B : Rn → Rn èìååò ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ êàê áîëüøèå, òàê è ìåíüøèå åäèíèöû ïî ìîäóëþ. Òîãäà ñóùåñòâóåò
êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà C è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (·, ·) íà ïðîñòðàíñòâå Rn è òàêèå
q > 1, r > 0, ÷òî

C(Bx) ⩾ qC(x) + r|x|2, (8.3)

ïðè÷åì ôîðìà C(x) ïðèíèìàåò êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå çíà÷å-
íèÿ.

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â íåðàâåíñòâå (8.3) áóäåò íàì íóæíî äëÿ òîãî, ÷òîáû êîì-
ïåíñèðîâàòü ðàçíèöó ìåæäó îòîáðàæåíèåì è åãî ëèíåéíîé ÷àñòüþ â íóëå.
Ñëåäóþùåå óïðàæíåíèå èëëþñòðèðóåò îñíîâíóþ èäåþ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 8.1.19

â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå.

Óïðàæíåíèå 147. � Ïðîâåðüòå, ÷òî äëÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà B((x1, x2)) =
(5x1, x2/2) íà ïëîñêîñòè íåðàâåíñòâî (8.3) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ, åñëè âçÿòü
ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è C((x1, x2)) = x21 − x22.

� Îáîáùèòå ýòó êîíñòðóêöèþ íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â
Rn ñ ðàçëè÷íûìè âåùåñòâåííûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè, ÷àñòü êîòîðûõ
ïî ìîäóëþ ìåíüøå åäèíèöû, à ÷àñòü � áîëüøå åäèíèöû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âûäåëèòü èíâàðèàíò-
íûå ïîäïðîñòðàíñòâà äëÿ B, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò áîëüøèì è ìàëåíüêèì ñîá-
ñòâåííûì çíà÷åíèÿì, à ïîòîì îïðåäåëèòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è êâàäðàòè÷íóþ
ôîðìó êàê â óïðàæíåíèè 147.
Ðàçîáúåì ïðîñòðàíñòâî Rn â ïðÿìóþ ñóììó äâóõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ

Rn = V ⊕W òàê, ÷òîáû âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îãðàíè÷åíèÿ B|V ïî ìîäóëþ áû-
ëè áîëüøå åäèíèöû, à âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ B|W ïî ìîäóëþ áûëè íå áîëüøå
åäèíèöû. Ïîëüçóÿñü ëèíåéíîé ëåììîé 8.1.13 äëÿ îïåðàòîðîâ B|V è B|W , ââåäåì ñêà-
ëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ íà V , W , äëÿ êîòîðûõ |Bv| ⩾ M |v| ïðè v ∈ V è |Bw| ⩽ m|w|
ïðè w ∈ W . Äëÿ B|V ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñëåäóåò èç
ïðåäëîæåíèÿ 8.1.14, ïðè÷åì M � îöåíêà ñíèçó íà ìîäóëü íàèìåíüøåãî ñîáñòâåííî-
ãî çíà÷åíèÿ B|V , òî åñòü M > 1. Äëÿ B|W ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèç-
âåäåíèÿ ñðàçó ñëåäóåò èç ëèíåéíîé ëåììû, è ÷èñëî m � îöåíêà ñâåðõó íà ìîäóëü
íàèáîëüøåãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ B|W . Çíà÷èò, ìû ìîæåì âûáðàòü M > m > 1.
Ïðîäîëæèì âûáðàííûå ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ íà âñå ïðîñòðàíñòâî Rn = V ⊕W

òàê, ÷òîáû ïîäïðîñòðàíñòâà V è W áûëè îðòîãîíàëüíû. Ìû ïîëó÷èì äëÿ ëþáîãî
âåêòîðà v + w ∈ V +W :

|v + w|2 = |v|2 + |w|2. (8.4)

Òåïåðü îïðåäåëèì êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó C íà âåêòîðå x = v + w:

C(v + w) := |v2| − |w|2. (8.5)
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8 Ýëåìåíòû íåëèíåéíîé òåîðèè

Óïðàæíåíèå 148. Ïðîâåäèòå ýòó ÷àñòü ðàññóæäåíèÿ äëÿ îïåðàòîðà èç óïðàæíå-
íèÿ 147. Óáåäèòåñü, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ïîëó÷èëèñü
òàêèìè æå, êàê â òîì óïðàæíåíèè.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x = v + w ∈ V ⊕W ïîëó÷àåì

C(Bx) = C(Bv +Bw) = |Bv|2 − |Bw|2 ⩾M2|v|2 −m2|w|2 =

=
M2 +m2

2
(|v|2 − |w|2) + M2 −m2

2
(|v|2 + |w|2) = qC(x) + r|x|2,

ãäå q > 1, r > 0, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ñëåäóþùåå îáùåå ïðåäëîæåíèå ïîçâîëÿåò îöåíèâàòü ïîãðåøíîñòü, êîòîðóþ ìû
âíîñèì, çàìåíÿÿ íåëèíåéíîå îòîáðàæåíèå âíóòðè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû íà åãî ëè-
íåéíóþ ÷àñòü. Ìû áóäåì ïðèìåíÿòü åãî äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ è êâàäðàòè÷-
íîé ôîðìû C èç ëèíåéíîé ëåììû, íî îíî âåðíî â îáùåì ñëó÷àå.

Ïðåäëîæåíèå 8.1.20. Ïóñòü îòîáðàæåíèå F èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó â íóëå
è åãî ëèíåéíàÿ ÷àñòü â ýòîé òî÷êå ðàâíà x 7→ Bx. Òîãäà äëÿ ëþáîé êâàäðàòè÷íîé
ôîðìû C

C(F (x)) = C(Bx) + o(|x|2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ëèíåéíîé ÷àñòè, èìååì F (x) = B(x) + R(x), ãäå
|R(x)| = o(|x|).
Çàïèøåì ôîðìó C(x) â âèäå C(x) = (Ax, x), ãäå A� ëèíåéíûé îïåðàòîð. Ïîëó÷èì

C(F (x)) = (ABx+AR(x), Bx+R(x)) = (ABx,Bx)+(ABx,R(x))+(AR(x), Bx)+(AR(x), R(x))

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ðàâíî C(Bx). Îñòàëüíûå ñëàãàåìûå èìåþò ïîðÿäîê
o(|x|2) â íóëå: äåéñòâèòåëüíî, |Bx| = O(|x|) è |ABx| = O(|x|) â ñèëó ëèíåéíîñòè
A,B; êðîìå òîãî, |R(x)| = o(|x|) è ïîýòîìó |AR(x)| = o(|x|). Îòñþäà è ñëåäóåò
ïðåäëîæåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè äëÿ îòîáðàæåíèé. Äëÿ ëèíåéíîé ÷àñòè
îòîáðàæåíèÿ F âîçüìåì êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó C(x) è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå êàê â
ëèíåéíîé ëåììå. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäëîæåíèåì 8.1.20. Ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî
q > 1 â íåêîòîðîé ε-îêðåñòíîñòè íóëÿ

C(F (x)) ⩾ C(Bx) + o(|x|2) ⩾ q · C(x) + r|x|2 + o(|x|2) ⩾ q · C(x),

ïðè÷åì ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî òîëüêî ïðè x = 0. Êðîìå
òîãî, ïî ëèíåéíîé ëåììå âåëè÷èíà C(x) íå âñþäó îòðèöàòåëüíà. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ
C(x) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ×åòàåâà äëÿ îòîáðàæåíèÿ F .

Òåïåðü óñëîâèå íåóñòîé÷èâîñòè ñëåäóåò èç ëåììû 8.1.18.
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8.1.7. Äîêàçàòåëüñòâî óñëîâèé íåóñòîé÷èâîñòè

Äîêàçàòåëüñòâî óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè äëÿ óðàâíåíèé. Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå
óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè, ê îòîáðàæåíèþ F := g1v ìîæíî ïðèìåíèòü âòîðóþ ÷àñòü
òåîðåìû 8.1.12; äåéñòâèòåëüíî, ìîäóëè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà B ðàâíû
|eλj | = eReλj , ïîýòîìó îäèí èç íèõ áîëüøå åäèíèöû. Èòàê, òî÷êà 0 íåóñòîé÷èâà ïî
Ëÿïóíîâó äëÿ îòîáðàæåíèÿ F = g1v . Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî îíà íå ìîæåò áûòü
óñòîé÷èâà ïî Ëÿïóíîâó è äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ v.
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8 Ýëåìåíòû íåëèíåéíîé òåîðèè

8.2 Ïðåäåëüíûå öèêëû íà ïëîñêîñòè. Òåîðåìà Ôëîêå

8.2.1 Öèêëû è îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìàòðèâàåì ôàçîâûé ïîðòðåò âåêòîðíîãî ïîëÿ v(x), îïðåäå-
ëåííîãî â îáëàñòè Ω íà ïëîñêîñòè, Ω ⊂ R2. Ïóñòü v ∈ C2(Ω). Ïóñòü φ(t) � ðåøåíèå
ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ ẋ = v(x).

Ïðåäëîæåíèå 8.2.1. Åñëè φ(0) = φ(T ), òî ðåøåíèå φ ïåðèîäè÷åñêîå ñ ïåðèîäîì
T .

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, åñëè φ(t) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ẋ = v(x),
òî φ(t + T ) � òîæå åãî ðåøåíèå. Åñëè æå φ(0) = φ(T ), òî ýòè äâà ðåøåíèÿ èìåþò
îäèíàêîâûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, à ïîòîìó ñîâïàäàþò ïðè âñåõ t: φ(t) = φ(t+T ), ÷òî
è òðåáîâàëîñü.

Ñëåäñòâèå 8.2.2. Ôàçîâûå êðèâûå óðàâíåíèÿ ẋ = v(x) ìîãóò áûòü ãîìåîìîðôíû

� ïðÿìîé (åñëè φ(0) íå ðàâíî φ(T ) íè ïðè êàêîì t);

� îêðóæíîñòè (åñëè äëÿ íåêîòîðîãî T âûïîëíåíî φ(0) = φ(T ), íî âåêòîð-
ôóíêöèÿ φ íå ïîñòîÿííà)

� òî÷êå (åñëè φ(t) ≡ a; òîãäà v(a) = 0).

Âî âòîðîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ çàìêíóòàÿ ôàçîâàÿ êðèâàÿ, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò
ïåðèîäè÷åñêîìó ðåøåíèþ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 8.2.3. Ïðåäåëüíûé öèêë � ýòî èçîëèðîâàííàÿ çàìêíóòàÿ ôàçîâàÿ
êðèâàÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ, òî åñòü çàìêíóòàÿ ôàçîâàÿ êðèâàÿ, â îêðåñòíîñòè êîòîðîé
íåò äðóãèõ çàìêíóòûõ ôàçîâûõ êðèâûõ.

Êàê óñòðîåíî ïîëå â îêðåñòíîñòè çàìêíóòîé ôàçîâîé êðèâîé γ? ×òîáû ïîíÿòü ýòî,
âîçüìåì òðàíñâåðñàëü ê ïîëþ â òî÷êå a ∈ γ. Òðàíñâåðñàëü � ýòî îòðåçîê, êîòîðûé
íèãäå íå êàñàåòñÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ; äîñòàòî÷íî âçÿòü ìàëåíüêèé îòðåçîê Γ ∋ a â
íàïðàâëåíèè, íå ïàðàëëåëüíîì v(a).

Îïðåäåëåíèå 8.2.4. Îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå P âäîëü çàìêíóòîé òðàåêòîðèè γ �
ýòî îòîáðàæåíèå ïåðâîãî âîçâðàùåíèÿ íà òðàíñâåðñàëü Γ.
Áîëåå òî÷íî, äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ Γ ïðîâåäåì ïîëîæèòåëüíóþ ïîëóòðàåêòîðèþ

{φ(t, x) | t ⩾ 0}, êîòîðàÿ íà÷èíàåòñÿ â x. Òîãäà P (x) ∈ Γ � ïåðâàÿ òî÷êà íà ýòîé
òðàåêòîðèè, êîòîðàÿ ñíîâà ïîïàäàåò íà òðàíñâåðñàëü Γ.

Îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå òàêæå íàçûâàþò îòîáðàæåíèåì ïîñëåäîâàíèÿ.

Ïðèìåð 8.2.5. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ïîëå â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ: φ̇ = 1, ṙ =
r − 1 íà êîëüöå r ∈ (12 , 2). Â êà÷åñòâå òðàíñâåðñàëè âîçüìåì îòðåçîê φ = 0.
Çà âðåìÿ 2π ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ âåðíåòñÿ íà òðàíñâåðñàëü; èç òî÷êè r îíà ïðèäåò

â òî÷êó (r − 1)e2π + 1. Ïîýòîìó r = 1 ñîîòâåòñòâóåò ïðåäåëüíîìó öèêëó (P (1) = 1),
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8.2.1. Öèêëû è îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå

Г

Ðèñ. 8.5: Ïðåäåëüíûé öèêë ïîëÿ èç ïðèìåðà 8.2.5. Ïóíêòèðîì îòìå÷åíû îêðóæíîñòè
r = 0.5, r = 2.

à îñòàëüíûå òî÷êè áóäóò óäàëÿòüñÿ îò 1 ïîä äåéñòâèåì P . Íà ðèñóíêå èçîáðàæåí
ñîîòâåòñòâóþùèé ôàçîâûé ïîðòðåò: âñå òðàåêòîðèè âåêòîðíîãî ïîëÿ ñìàòûâàþòñÿ
ñ ïðåäåëüíîãî öèêëà.

Ñòðîãî ãîâîðÿ, íàäî äîêàçàòü, ÷òî â îïðåäåëåíèè îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå ìû ìî-
æåì ãîâîðèòü î ïåðâîì ìîìåíòå ïåðåñå÷åíèÿ òðàåêòîðèè ñ òðàíñâåðñàëüþ. ×òî, åñëè
ìíîæåñòâî {t > 0, gtvx ∈ Γ} íå èìååò íàèìåíüøåãî ýëåìåíòà? Ìû íå áóäåì äàâàòü
îòäåëüíîãî äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà; îí ñëåäóåò èç òåîðåìû, ïðèâåäåííîé íèæå.

Òåîðåìà 8.2.6. Îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå âäîëü ëþáîé çàìêíóòîé òðàåêòîðèè C2-
ãëàäêîãî ïîëÿ îïðåäåëåíî è C1-ãëàäêî íà íåêîòîðîì ìàëîì èíòåðâàëå a ∈ I ⊂ Γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå î âûïðÿìëåíèè, ó òî÷êè a åñòü îêðåñòíîñòü U ∋ a, â
êîòîðîé îïðåäåëåí C1-ãëàäêèé âûïðÿìëÿþùèé äèôôåîìîðôèçì H. Â ýòîé îêðåñò-
íîñòè îïðåäåëåíà ïðîåêöèÿ π : U → Γ âäîëü òðàåêòîðèé âåêòîðíîãî ïîëÿ, êîòîðàÿ
â âûïðÿìëÿþùåé êàðòå (ïîñëå ïðèìåíåíèÿ äèôôåîìîðôèçìà H) ïðåâðàùàåòñÿ â
ïðîåêöèþ (x, x′) 7→ (x, 0). ßñíî, ÷òî îòîáðàæåíèå π ÿâëÿåòñÿ C1-ãëàäêèì.

Ïóñòü T � ïåðèîä öèêëà. Îòîáðàæåíèå gTv ïåðåâîäèò òî÷êó a â ñåáÿ, ïîýòîìó
äîñòàòî÷íî ìàëóþ îêðåñòíîñòü V ∋ a îíî ïåðåâîäèò âíóòðü U . Îòîáðàæåíèå P :=
π ◦ gTv |Γ (ñì. ðèñ. 8.6) îïðåäåëåíî â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a íà òðàíñâåðñàëè Γ è
ïåðåâîäèò ëþáóþ òî÷êó x â òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ å¼ òðàåêòîðèè gtvx ñ òðàíñâåðñàëüþ
Γ. Ýòî îòîáðàæåíèå ãëàäêîå êàê êîìïîçèöèÿ äâóõ ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé.

Îñòàëîñü äîêàçàòü èíòóèòèâíî î÷åâèäíîå óòâåðæäåíèå: åñëè òî÷êà x äîñòàòî÷íî
áëèçêî ê a, òî ïîñòðîåííàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ P (x) = π ◦ gTv |Γ(x) å¼ òðàåêòîðèè
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π

U

Г
a

x P(x)

gv
t(x) gv

t(Г)

Ðèñ. 8.6: Èëëþñòðàöèÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû î ãëàäêîñòè îòîáðàæåíèÿ Ïóàí-
êàðå

ñ òðàíñâåðñàëüþ äåéñòâèòåëüíî ïåðâàÿ. Ýòî ïîêàæåò, ÷òî P � îòîáðàæåíèå Ïó-
àíêàðå, è çàâåðøèò äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññóæäåíèå î÷åíü ïîõîæå íà äîêàçàòåëüñòâî
èíúåêòèâíîñòè îòîáðàæåíèÿ, êîòîðîå ñòðîèòñÿ â òåîðåìå î òðóáêå òðàåêòîðèé.

Ôèêñèðóåì ìàëûé îòðåçîê I, a ∈ I ⊂ Γ íà òðàíñâåðñàëè òàê, ÷òîáû ýòîò îòðåçîê
ïåðåñåêàë öèêë γ òîëüêî â îäíîé òî÷êå a (âïðî÷åì, çàäà÷à 4.1.6 â êîíöå ðàçäåëà
ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòî òðåáîâàíèå âñåãäà âûïîëíåíî). Óìåíüøèì I òàê, ÷òî I∪gTv I ⊂ U .
Ïóñòü δ > 0 âûáðàíî òàê, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ I ∪ gTv I äóãà {gtvx, t ∈ [−δ, δ]},
òîæå ëåæèò â U .

Ïî ïîñòðîåíèþ, òî÷êà P (x) ëåæèò íà òðàåêòîðèè òî÷êè x: P (x) = gsvx, ïðè÷åì
âðåìÿ âîçâðàòà s áëèçêî ê T , åñëè òî÷êà x áëèçêà ê a. Óìåíüøèâ I, ìû ìîæåì
ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè x ∈ I ýòî âðåìÿ âîçâðàòà δ-áëèçêî ê T , à ïîòîìó 0 < s < T + δ. Ìû
ïîêàæåì, ÷òî äóãà {gtvx, t ∈ [0, T + δ]} ïåðåñåêàåò I òîëüêî äâàæäû � â òî÷êàõ x è
P (x) = gsvx.

Ïóñòü x ∈ I. Â ñèëó âûáîðà δ, äóãè {gtvx, t ∈ [0, δ]} è {gtvx, t ∈ [T − δ, T + δ]} ñîäåð-
æàòñÿ â îêðåñòíîñòè U , ãäå îïðåäåëåíà âûïðÿìëÿþùàÿ êàðòà. Ïîýòîìó êàæäàÿ èç
ýòèõ äóã ïåðåñåêàåò Γ íå áîëåå ÷åì â îäíîé òî÷êå. Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ íàì èçâåñòíû
� ýòî x è P (x). �Ñðåäíÿÿ� ÷àñòü òðàåêòîðèè òî÷êè x � äóãà {gtvx, t ∈ [δ, T − δ]} �
áëèçêà ê äóãå ïðåäåëüíîãî öèêëà {gtva, t ∈ [δ, T −δ]}, êîòîðàÿ íå ïåðåñåêàåò I. Ïîýòî-
ìó åñëè òî÷êà x äîñòàòî÷íî áëèçêà ê a, òî ýòà ÷àñòü å¼ òðàåêòîðèè íå ïåðåñåêàåò I.
Èòàê, äëÿ äîñòàòî÷íî êîðîòêîãî îòðåçêà I è äëÿ ëþáîãî x ∈ I äóãà {gtv, t ∈ [0, T +δ]}
ïåðåñåêàåò I òîëüêî â òî÷êàõ x è P (x), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Óïðàæíåíèå 149. Ïóñòü ó îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå ïîëÿ v âäîëü çàìêíóòîé òðà-
åêòîðèè γ åñòü íåñêîëüêî íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Ïðîâåðüòå, ÷òî êàæäàÿ èçîëèðî-
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8.2.2. Òåîðåìà Ôëîêå

âàííàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ñîîòâåòñòâóåò ïðåäåëüíîìó öèêëó âåêòîðíîãî ïîëÿ
v.

Óïðàæíåíèå 150. Íàðèñóéòå è çàäàéòå äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ïîëå, ó
êîòîðîãî a) äâà; b) áåñêîíå÷íî ìíîãî ïðåäåëüíûõ öèêëîâ.

Óïðàæíåíèå 151. Íàðèñóéòå ôàçîâûé ïîðòðåò âåêòîðíîãî ïîëÿ, ó êîòîðîãî ðîâ-
íî äâà ïðåäåëüíûõ öèêëà, îðèåíòèðîâàííûå òàê, êàê íà ðèñóíêå 8.7.

Ðèñ. 8.7: Ïðåäåëüíûå öèêëû ê çàäà÷å 151

8.2.2 Òåîðåìà Ôëîêå

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðåäåëüíûé öèêë ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó a = 0.
Êàê ïîíÿòü, íàìàòûâàþòñÿ ëè òðàåêòîðèè íà ïðåäåëüíûé öèêë èëè ñìàòûâàþòñÿ

ñ íåãî?

a) b)

Ðèñ. 8.8: Îòòàëêèâàþùèé è ïðèòÿãèâàþùèé ïðåäåëüíûé öèêë

Îêàçûâàåòñÿ, äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ íóæíî çíàòü ìóëüòèïëèêàòîð ïðåäåëüíîãî
öèêëà.

Îïðåäåëåíèå 8.2.7. Ìóëüòèïëèêàòîð ïðåäåëüíîãî öèêëà � ýòî ïðîèçâîäíàÿ ñî-
îòâåòñòâóþùåãî îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå â íóëå.

Âîçìîæíû ñëåäóþùèå âàðèàíòû:
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8 Ýëåìåíòû íåëèíåéíîé òåîðèè

� Åñëè ìóëüòèïëèêàòîð ïðåäåëüíîãî öèêëà áîëüøå åäèíèöû, òðàåêòîðèè ñìàòû-
âàþòñÿ ñ ïðåäåëüíîãî öèêëà (ñì. ðèñ. 8.8 a)): â îêðåñòíîñòè íóëÿ òî÷êà P (x)
äàëüøå îò 0, ÷åì òî÷êà x. Òàêîé öèêë íàçûâàåòñÿ îòòàëêèâàþùèì.

� Åñëè ìóëüòèïëèêàòîð öèêëà ìåíüøå åäèíèöû, òðàåêòîðèè íàìàòûâàþòñÿ íà
ïðåäåëüíûé öèêë (ñì. ðèñ. 8.8 b)). Òàêîé öèêë íàçûâàåòñÿ ïðèòÿãèâàþùèì.

� Åñëè ìóëüòèïëèêàòîð öèêëà ðàâåí åäèíèöå, âîçìîæíû ðàçíûå êàðòèíêè. Òàê,
åñëè P (x) = x+x2+. . . , ïîëó÷àåòñÿ ïîëóóñòîé÷èâûé öèêë: òðàåêòîðèè èçíóòðè
öèêëà íàìàòûâàþòñÿ íà íåãî, à ñíàðóæè öèêëà � ñìàòûâàþòñÿ (ñì. ðèñ. 8.9).

Ðèñ. 8.9: Ïîëóóñòîé÷èâûé öèêë

Åñëè æå P (x) = x+ x3 + . . . , ïîëó÷àåòñÿ ñëàáî îòòàëêèâàþùèé öèêë: òðàåêòî-
ðèè ñìàòûâàþòñÿ ñ öèêëà, íî ìåäëåííåå, ÷åì äëÿ ñëó÷àÿ P ′(0) > 1.

Êàê âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ìóëüòèïëèêàòîðà? Îòâåò äà¼ò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 8.2.8 (Òåîðåìà Ôëîêå4). Ïóñòü 0 � òî÷êà íà öèêëå ãëàäêîãî âåêòîðíîãî
ïîëÿ v, P � îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå. Òîãäà

lnP ′(0) =

∫ T

0
div (v(gt(0)))dt

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ôîðìóëå (7.25) èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îá èñêàæåíèè ôà-

çîâîãî îáúåìà, ln det ∂g
T

∂x (0) =
∫ T
0 div (v(gt(0)))dt. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî P ′(0) =

det ∂g
T

∂x (0).
Äåéñòâèòåëüíî, â êà÷åñòâå áàçèñíûõ âåêòîðîâ â T0R2 âîçüìåì âåêòîð ïîëÿ v(0)

è âåêòîð ξ ∈ T0Γ íà òðàíñâåðñàëè. Òîãäà (gTv )∗(v(0)) = v(0) (ïîòîê ñîõðàíÿåò ñâîé
ãåíåðàòîð, ñì. ñëåäñòâèå 7.3.2). Òàê êàê P = π ◦ gT , ïîëó÷àåì, ÷òî P ′(0)ξ = π(gTv )∗ξ.

Ïîýòîìó äî ïðîåöèðîâàíèÿ èìååì (gTv )∗ξ = P ′(0)ξ + Cv(0). Èòàê, ÿêîáèàí ∂gT

∂x (0)
èìååò âèä

∂gT

∂x
(0) =

(
1 C
0 P ′(0)

)
,

îòêóäà P ′(0) = det ∂g
T

∂x (0).

4Àõèëë Ìàðèÿ Ãàñòîí Ôëîêå (1847 � 1920) � ìàòåìàòèê, èçâåñòíûé ñâîèì âêëàäîì â òåîðèþ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
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8.3 Îñîáûå òî÷êè

8.3 Îñîáûå òî÷êè

Íàïîìíèì, ÷òî îñîáàÿ òî÷êà âåêòîðíîãî ïîëÿ � ýòî òà, â êîòîðîé ïîëå îáðàùàåòñÿ
â 0. Ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå íå òåðÿåò ãëàäêîñòè â îñîáîé òî÷êå, è â ýòîì ñìûñëå
íè÷åãî îñîáåííîãî â íåé íåò. Íî âñå íåíóëåâûå âåêòîðû èìåþò îïðåäåëåííîå íàïðàâ-
ëåíèå, à íóëåâîé � íåò. Ïîýòîìó îñîáàÿ òî÷êà è íàçûâàåòñÿ îñîáîé.
Â îêðåñòíîñòè íåîñîáîé òî÷êè ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå ìîæíî ïðåâðàòèòü â ñòàí-

äàðòíîå ñ ïîìîùüþ ãëàäêîé çàìåíû êîîðäèíàò. Äðóãèìè ñëîâàìè, âñå ïîëÿ â îêðåñò-
íîñòè íåîñîáîé òî÷êè óñòðîåíû îäèíàêîâî. Íàïðîòèâ, â îêðåñòíîñòè îñîáûõ òî÷åê
ôàçîâûå ïîðòðåòû âåêòîðíûõ ïîëåé áåñêîíå÷íî ðàçíîîáðàçíû. Ýòè ôàçîâûå ïîðòðå-
òû èññëåäóåò ëîêàëüíàÿ òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ýòî áîãàòàÿ òåîðèÿ,
êîòîðàÿ è ñåé÷àñ ïðèíîñèò íîâûå íåîæèäàííûå ðåçóëüòàòû.
Ãåîìåòðèþ ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ íà÷àë èññëåäîâàòü Ïóàíêàðå. Ýòî åìó ïðèíàäëå-

æàò òåðìèíû �ñåäëî, óçåë, ôîêóñ, öåíòð�. Îñíîâíîé âîïðîñ, êîòîðûì îí çàíèìàëñÿ,
çâó÷èò òàê: â êàêîé ìåðå ôàçîâûé ïîðòðåò âåêòîðíîãî ïîëÿ âáëèçè îñîáîé òî÷êè
ïîõîæ íà ôàçîâûé ïîðòðåò åãî ëèíåéíîé ÷àñòè â ýòîé òî÷êå?

8.3.1 Îêðåñòíîñòè îñîáûõ òî÷åê

Ïðèìåð: âåêòîðíûå ïîëÿ íà ïëîñêîñòè

Íåâûðîæäåííûå îñîáûå òî÷êè ëèíåéíûõ ñèñòåì íà ïëîñêîñòè ìîãóò áûòü îäíîãî
èç ÷åòûðåõ òèïîâ: ñåäëî, óçåë, ôîêóñ, öåíòð. Èõ ôàçîâûå ïîðòðåòû ïîêàçàíû íà
ðèñóíêå 8.10. Âîçíèêàåò âîïðîñ: ÷òî ïðîèñõîäèò ñ ôàçîâûì ïîðòðåòîì êàæäîãî èç
ýòèõ ëèíåéíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé ïðè äîáàâëåíèè íåëèíåéíûõ ÷ëåíîâ?

x

y

x

y
y

x

y

x

Ðèñ. 8.10: Ñåäëî, òèïè÷íûé óçåë, ôîêóñ è öåíòð

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ôàçîâûå ïîðòðåòû ñåäëà, óçëà è ôîêóñà ñîõðàíÿþòñÿ, à ôàçîâûé
ïîðòðåò öåíòðà ðàçðóøàåòñÿ. Äëÿ íà÷àëà ïðèâåäåì ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî
ìîæåò ïðîèçîéòè ñ öåíòðîì.
Íàïîìíèì, ÷òî ëèíåéíûé öåíòð ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé çàìåíû êîîðäèíàò ïðèâî-

äèòñÿ ê âèäó:
ż = iωz, z ∈ C, ω ∈ R.

Ïðåäëîæåíèå 8.3.1. Îñîáàÿ òî÷êà âåêòîðíîãî ïîëÿ

ż = iωz + εz2z̄, z ∈ C,

óñòîé÷èâà ïî Ëÿïóíîâó ïðè ε < 0 è íåóñòîé÷èâà ïðè ε > 0.
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8 Ýëåìåíòû íåëèíåéíîé òåîðèè

Óïðàæíåíèå 152. Äîêàæèòå ýòî ïðåäëîæåíèå.

Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ôàçîâûé ïîðòðåò äëÿ ëèíåéíîãî öåíòðà íå ñîõðàíÿ-
åòñÿ ïðè äîáàâëåíèè íåëèíåéíûõ ÷ëåíîâ: ïîñëå âîçìóùåíèÿ òðàåêòîðèè âåêòîðíîãî
ïîëÿ íà÷èíàþò ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ èëè óõîäèòü îò íóëÿ. Íàïðîòèâ, ôàçîâûå ïîðò-
ðåòû ëèíåéíîãî ñåäëà, óçëà è ôîêóñà ëèøü ìàëî �èñêðèâëÿþòñÿ� ïðè âîçìóùåíèè
íåëèíåéíûìè ÷ëåíàìè, êàê ïîêàçàíî â ðàçäåëå 8.3.3.

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ öåíòðà èìåþò íóëåâóþ âåùåñòâåííóþ ÷àñòü; òàêèå îñîáûå
òî÷êè íàçûâàþòñÿ íåãèïåðáîëè÷åñêèìè. Îñòàëüíûå ïåðå÷èñëåííûå ëèíåéíûå âåê-
òîðíûå ïîëÿ (óçåë, ñåäëî è ôîêóñ) � ãèïåðáîëè÷åñêèå: âåùåñòâåííûå ÷àñòè ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé íåíóëåâûå. Îêàçûâàåòñÿ, â ëþáîé ðàçìåðíîñòè èìåííî ýòî ðàçëè÷èå
îïðåäåëÿåò, ìåíÿåòñÿ ëè ôàçîâûé ïîðòðåò êà÷åñòâåííî ïðè äîáàâëåíèè íåëèíåéíûõ
÷ëåíîâ.

Ãèïåðáîëè÷åñêèå îñîáûå òî÷êè

Îïðåäåëåíèå 8.3.2. Îñîáàÿ òî÷êà ëèíåéíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ â Rn íàçûâàåòñÿ ãè-
ïåðáîëè÷åñêîé, åñëè âñå åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èìåþò íåíóëåâóþ âåùåñòâåííóþ
÷àñòü. Ñàìî ëèíåéíîå âåêòîðíîå ïîëå â ýòîì ñëó÷àå òîæå íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷å-
ñêèì.

Îïðåäåëåíèå 8.3.3. Îñîáàÿ òî÷êà ãëàäêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ â Rn íàçûâàåòñÿ ãè-
ïåðáîëè÷åñêîé, åñëè ëèíåéíàÿ ÷àñòü ïîëÿ â ýòîé òî÷êå � ãèïåðáîëè÷åñêàÿ.

Ýêâèâàëåíòíîñòü âåêòîðíûõ ïîëåé

Òåïåðü íàñòóïèëî âðåìÿ ôîðìàëèçîâàòü ïîíÿòèå ñõîäñòâà ìåæäó âåêòîðíûì ïîëåì
è åãî ëèíåéíîé ÷àñòüþ. Ìû îïðåäåëèì ïîíÿòèå ýêâèâàëåíòíîñòè âåêòîðíûõ ïîëåé.
Îíà áûâàåò òðåõ òèïîâ: òîïîëîãè÷åñêàÿ, ãëàäêàÿ è àíàëèòè÷åñêàÿ.

Îïðåäåëåíèå 8.3.4. Äâà âåêòîðíûõ ïîëÿ v1 è v2 â îêðåñòíîñòÿõ îñîáûõ òî÷åê O1 è
O2 â Rn òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì H îêðåñòíî-
ñòè O1 íà îêðåñòíîñòü O2, ïåðåâîäÿùèé O1 â O2 è ñîïðÿãàþùèé ëîêàëüíûå ôàçîâûå
ïîòîêè ýòèõ ïîëåé:

H ◦ gtv1 = gtv2 ◦H

ïðè ìàëûõ t â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè O1.

Ãîâîðÿò, ÷òî ãîìåîìîðôèçì H ñîïðÿãàåò âåêòîðíûå ïîëÿ v1 è v2.

Îïðåäåëåíèå 8.3.5. Äâà âåêòîðíûõ ïîëÿ v1 è v2 â îêðåñòíîñòè òî÷åê O1 è O2 â
Rn íàçûâàþòñÿ Ck- (C∞-, Cω-) ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îíè òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâà-
ëåíòíû è ñîïðÿãàþùèé ãîìåîìîðôèçì � Ck-ãëàäêèé (ñîîòâ. áåñêîíå÷íî-ãëàäêèé,
àíàëèòè÷åñêèé).

Êëàññèôèêàöèåé âåêòîðíûõ ïîëåé ñ òî÷íîñòüþ äî òîïîëîãè÷åñêîé, ãëàäêîé è àíà-
ëèòè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè çàíèìàåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî òîïîëîãè÷åñêàÿ, ãëàäêàÿ è
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8.3.1. Îêðåñòíîñòè îñîáûõ òî÷åê

àíàëèòè÷åñêàÿ òåîðèÿ. Àíàëèòè÷åñêàÿ òåîðèÿ � ñàìàÿ òîíêàÿ è ñàìàÿ ñòàðàÿ. Ïåð-
âûå ðåçóëüòàòû ýòîé òåîðèè ïðèíàäëåæàò Ïóàíêàðå. Â ÷àñòíîñòè, îí äîêàçàë, ÷òî
ôîêóñ è íåðåçîíàíñíûé óçåë (ò.å. óçåë, îòíîøåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé êîòîðîãî íå
öåëîå) àíàëèòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû ñâîåé ëèíåéíîé ÷àñòè. Ãëàäêàÿ òåîðèÿ � áîëåå
ãðóáàÿ è áîëåå ìîëîäàÿ. Òîïîëîãè÷åñêàÿ òåîðèÿ åùå áîëåå ãðóáàÿ. Êàê ìû óâèäèì,
îíà íå ðàçëè÷àåò óçëîâ è ôîêóñîâ. Çàòî åå ðåçóëüòàòû áîëåå ïðîñòû. Îäèí èç íèõ
� òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ îñîáûõ òî÷åê âåêòîðíûõ ïîëåé
â ïðîñòðàíñòâàõ ëþáîé ðàçìåðíîñòè � èçëîæåí íèæå.

Îòìåòèì, ÷òî ñëó÷àéíî âûáðàííîå âåêòîðíîå ïîëå ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà èìååò
ãèïåðáîëè÷åñêèå îñîáûå òî÷êè. Ìû íå áóäåì çäåñü ôîðìàëèçîâûâàòü ýòî ýâðèñòè-
÷åñêîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà Ãðîáìàíà-Õàðòìàíà

Òåîðåìà 8.3.6 (Òåîðåìà Ãðîáìàíà5-Õàðòìàíà6). Ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå â íåêîòî-
ðîé îêðåñòíîñòè ñâîåé ãèïåðáîëè÷åñêîé îñîáîé òî÷êè òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî
ñâîåé ëèíåéíîé ÷àñòè.

Â ýòîé òåîðåìå äîñòàòî÷íî C1-ãëàäêîñòè âåêòîðíîãî ïîëÿ. Òåîðåìà ñòàíîâèòñÿ
íåâåðíîé, åñëè â íåé òîïîëîãè÷åñêóþ ýêâèâàëåíòíîñòü çàìåíèòü íà áåñêîíå÷íî ãëàä-
êóþ èëè àíàëèòè÷åñêóþ. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû äîâîëüíî ñëîæíî è èñïîëüçóåò
íåêîòîðûå ïðè¼ìû èç ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà; îíî èçëîæåíî â ðàçäåëå 8.3.5.

Íàì ïðèãîäèòñÿ àíàëîã òåîðåìû Ãðîáìàíà-Õàðòìàíà äëÿ îòîáðàæåíèé. Äàäèì
ñîîòâåòñòâóþùèå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 8.3.7. Äâà îòîáðàæåíèÿ F è G â îêðåñòíîñòè èõ îáùåé íåïîäâèæíîé
òî÷êè O òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû, åñëè ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòè U1 è U2 ýòîé
òî÷êè è ãîìåîìîðôèçì H : U1 → U2, H(O) = O, êîòîðûé ñîïðÿãàåò îòîáðàæåíèÿ F
è G:

G ◦H = H ◦ F (8.6)

â îêðåñòíîñòè O.

Îïðåäåëåíèå 8.3.8. Ëèíåéíûé îïåðàòîð â Rn íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì, åñëè
îí íåâûðîæäåí è íè îäíî åãî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå íå ëåæèò íà åäèíè÷íîé îêðóæ-
íîñòè â C.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ẋ = Ax � ãèïåðáîëè÷åñêîå âåêòîðíîå ïîëå, òî åãî îòîáðàæåíèå
çà íåíóëåâîå âðåìÿ t, ðàâíîå eAt, � ãèïåðáîëè÷åñêîå îòîáðàæåíèå.

Îïðåäåëåíèå 8.3.9. Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà äèôôåîìîðôèçìà F íàçûâàåòñÿ ãèïåð-
áîëè÷åñêîé, åñëè åãî äèôôåðåíöèàë â ýòîé òî÷êå � ãèïåðáîëè÷åñêèé ëèíåéíûé îïå-
ðàòîð.

5Äàâèä Ìàòâååâè÷ Ãðîáìàí (1922�1998) � ìàòåìàòèê, ñïåöèàëèñò â îáëàñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé.

6Ôèëèï Õàðòìàí (1915 � 2015) � ìàòåìàòèê, ñïåöèàëèñò â îáëàñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
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Òåîðåìà 8.3.10. [Òåîðåìà Ãðîáìàíà-Õàðòìàíà äëÿ îòîáðàæåíèé.] Â îêðåñòíîñòè
ãèïåðáîëè÷åñêîé íåïîäâèæíîé òî÷êè äèôôåîìîðôèçì òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòåí
ñâîåé ëèíåéíîé ÷àñòè (òî åñòü ñâîåìó äèôôåðåíöèàëó â íåïîäâèæíîé òî÷êå).

Ìíîãîìåðíûå ñ¼äëà

Îáñóäèì äèíàìèêó ëèíåéíîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ:

ẋ = Ax, x ∈ Rn. (8.7)

Ïóñòü λ1, . . . , λs � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A, ëåæàùèå â ëåâîé ïîëóïëîñ-
êîñòè (Re λj < 0), à µ1, . . . , µu � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A, ëåæàùèå â
ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè (Re µk > 0), s+ u = n. Òîãäà ïðîñòðàíñòâî Rn ðàçëàãàåòñÿ â
ïðÿìóþ ñóììó A-èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ:

Rn = T s
⊕

T u,

òàê ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A|T s = A− � ýòî λj , à ñîáñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ A|Tu = A+ � ýòî µj . Ïîäïðîñòðàíñòâà T

u, T s íàçûâàþòñÿ íåóñòîé÷èâûì è
óñòîé÷èâûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ñîîòâåòñòâåííî.
Ïóñòü y è z � êîîðäèíàòû íà T s è T u. Òîãäà ñèñòåìà (8.7) ïðèíèìàåò âèä

ẏ = A−y (8.8)

ż = A+z.

Îñîáàÿ òî÷êà 0 äëÿ ñèñòåìû ẏ = A−y àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà, ïîñêîëüêó ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1, . . . , λs îïåðàòîðà A

− èìåþò îòðèöàòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷à-
ñòè (ñì. êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè Ëÿïóíîâà, òåîðåìà 8.1.11 ðàçäåëà 8.1.4). Îñîáàÿ
òî÷êà 0 äëÿ ñèñòåìû ż = A+z ñòàíîâèòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé, åñëè ñäå-
ëàòü çàìåíó âðåìåíè t 7→ −t. Çíà÷èò, ýòà îñîáàÿ òî÷êà îòòàëêèâàþùàÿ. Âíå T s ∪ T u
òðàåêòîðèè ñèñòåìû (8.7) âåäóò ñåáÿ ñåäëîâûì îáðàçîì:

x(t) = (y(t), z(t)), y(t) ∈ T s, z(t) ∈ T u,

ïðè÷åì |y(t)| óìåíüøàåòñÿ è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ñ ðîñòîì âðåìåíè, à |z(t)| ðàñòåò è
ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.
Ìû äîêàæåì òàêóþ òåîðåìó êëàññèôèêàöèè:

Òåîðåìà 8.3.11. Âñÿêîå C1-ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå â îêðåñòíîñòè ãèïåðáîëè÷å-
ñêîé îñîáîé òî÷êè òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî ñòàíäàðòíîìó ñåäëó

ẋ = −x, x ∈ T s

ẏ = y, y ∈ T u.
(8.9)

ãäå T s ⊕ T u = Rn. Äâà òàêèõ ïîëÿ òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû åñëè è òîëüêî
åñëè ðàçìåðíîñòè èõ óñòîé÷èâûõ (à, çíà÷èò, è íåóñòîé÷èâûõ) ïîäïðîñòðàíñòâ
ñîâïàäàþò.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû Ãðîáìàíà-Õàðòìàíà, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ýòî
óòâåðæäåíèå äëÿ ëèíåéíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé. Íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ, êîãäà T s ñîâïàäà-
åò ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì, òî åñòü âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èìåþò îòðèöàòåëüíûå
âåùåñòâåííûå ÷àñòè. Â ýòîì ñëó÷àå îñîáàÿ òî÷êà 0 óñòîé÷èâà ïî Ëÿïóíîâó. Ãîâîðÿò,
÷òî òî÷êà 0 � àòòðàêòîð ïîëÿ v.

Ëåììà 8.3.12. Ïóñòü ãèïåðáîëè÷åñêîå ëèíåéíîå âåêòîðíîå ïîëå Ax â Rs èìååò
îñîáóþ òî÷êó, óñòîé÷èâóþ ïî Ëÿïóíîâó (àòòðàêòîð). Òîãäà óðàâíåíèÿ ẋ = Ax è
ẋ = −x òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèÿ ëåììû îçíà÷àþò, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðà-
òîðà A èìåþò îòðèöàòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷àñòè. Ïî òåîðåìå Ëÿïóíîâà (òî÷íåå,
ïî ëåììå 8.1.13 ðàçäåëà 8.1.5), â Rs ìîæíî ââåñòè åâêëèäîâó ñòðóêòóðó òàê, ÷òî
ðàññòîÿíèå äî íóëÿ âäîëü ôàçîâûõ êðèâûõ áóäåò ìîíîòîííî óìåíüøàòüñÿ:

d

dt

∣∣eAtx∣∣ < 0 ïðè x ̸= 0.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî êàæäàÿ ôàçîâàÿ êðèâàÿ ïîëÿ ïåðåñåêàåò åäèíè÷íóþ (à òàêæå ëþ-
áóþ) ñôåðó ñ öåíòðîì â íóëå â åäèíñòâåííîé òî÷êå. Ïîñòðîèì ãîìåîìîðôèçì H,
êîòîðûé ñîïðÿãàåò ôàçîâûå ïîòîêè eAt è e−tE . Íà åäèíè÷íîé ñôåðå Ss−1 ïîëîæèì
H = id. Äëÿ ëþáîé òî÷êè x âîçüìåì òåïåðü òó åäèíñòâåííóþ òî÷êó y(x), â êîòîðîé
ôàçîâàÿ êðèâàÿ òî÷êè x ïåðåñåêàåò Ss−1:

y(x) = {eAtx|t ∈ R} ∩ Ss−1.

Ïóñòü t(x) � âðåìÿ, çà êîòîðîå òî÷êà y(x) ïåðåõîäèò â òî÷êó x:

x = eAt(x)y(x).

Ïîëîæèì:

H(x) = e−t(x)y(x).

Ýòî è åñòü ãîìåîìîðôèçì, ñîïðÿãàþùèé âåêòîðíûå ïîëÿ Ax è −x; îí òîæäåñòâåíåí
íà åäèíè÷íîé ñôåðå (ãäå y(x) = x, t(x) = 0) è ïåðåâîäèò òðàåêòîðèþ x(t) = eAty,
y ∈ Ss−1, âåêòîðíîãî ïîëÿ Ax â òðàåêòîðèþ e−ty ïîëÿ −x ñ ñîõðàíåíèåì âðåìåíè.

Çàäà÷à 153. Äîêàæèòå, ÷òî H � äèôôåîìîðôèçì âñþäó âíå íóëÿ.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ òî÷êè x, áëèçêîé ê íóëþ, âðåìÿ t(x), çà êîòîðîå òî÷êà äîõîäèò
ïî ôàçîâîé êðèâîé óðàâíåíèÿ ẋ = Ax îò òî÷êè y(x) íà åäèíè÷íîé ñôåðå äî x, î÷åíü
âåëèêî. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà H(x) = e−t(x)y(x) ëåæèò áëèçêî ê íóëþ. Çíà÷èò, H �
áèåêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ íå òîëüêî âíå íóëÿ, íî è â íóëå. Ëåììà äîêàçàíà.

Ïóñòü òåïåðü ïîäïðîñòðàíñòâî T u ñîâïàäàåò ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì. Òîãäà ïîëå
(−v) óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó; â ýòîì ñëó÷àå òî÷êà 0 íàçûâàåòñÿ ðåïåëëåðîì ïîëÿ v.
Äëÿ ëèíåéíîãî ðåïåëëåðà âåðíà àíàëîãè÷íàÿ ëåììà.
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Ëåììà 8.3.13. Ïóñòü v � ãèïåðáîëè÷åñêîå ëèíåéíîå âåêòîðíîå ïîëå, äëÿ êîòîðîé
òî÷êà 0 ÿâëÿåòñÿ ðåïåëëåðîì. Òîãäà ïîëå v òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî âåêòîð-
íîìó ïîëþ ẋ = x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòà ëåììà ñâîäèòñÿ ê ëåììå 8.3.12 îáðàùåíèåì âðåìåíè t 7→ −t.

Ïóñòü òåïåðü v � ãèïåðáîëè÷åñêîå âåêòîðíîå ïîëå â Rn. Ïî òåîðåìå Ãðîáìàíà�
Õàðòìàíà, îíî òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíî ñâîåé ëèíåéíîé ÷àñòè; áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ïîëå ëèíåéíî ñ ñàìîãî íà÷àëà. Ïóñòü T s, T u � åãî óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâà. Òîãäà ôàçîâûé ïîòîê ïîëÿ v � ýòî ïðÿìàÿ ñóììà ôàçîâûõ ïîòîêîâ ïîëåé
vs = v|T s è vu = v|Tu . Ïî ëåììå 8.3.12, ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì Hs : T s → T s,
êîòîðûé ñîïðÿãàåò ïîòîêè ïîëåé vs è ẏ = −y. Àíàëîãè÷íî, ïî ëåììå 8.3.13, ñóùå-
ñòâóåò ãîìåîìîðôèçì Hu : T u → T u, êîòîðûé ñîïðÿãàåò ïîòîêè ïîëåé vu è ż = z.
Òîãäà ãîìåîìîðôèçì H = (Hs;Hu) ñîïðÿãàåò ïîòîêè ïîëåé v è (8.9).

Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëèíåéíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ôàçîâûå êðèâûå, ñòðåìÿ-
ùèåñÿ ê íóëþ ïðè t→ ∞, çàïîëíÿþò óñòîé÷èâîå ïîäïðîñòðàíñòâî T s.

Ïóñòü ãèïåðáîëè÷åñêèå ïîëÿ v è w òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû. Â ñèëó òåîðåìû
Ãðîáìàíà-Õàðòìàíà, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîëÿ ëèíåéíû. Ìíîæåñòâî ôàçîâûõ
êðèâûõ ïîëÿ v, ñòðåìÿùèõñÿ ê íóëþ ïðè t → +∞, ïåðåõîäèò ïðè ñîïðÿãàþùåì ãî-
ìåîìîðôèçìå â àíàëîãè÷íîå ìíîæåñòâî äëÿ ïîëÿ w. Çíà÷èò, ñîïðÿãàþùèé ãîìåîìîð-
ôèçì ïåðåâîäèò óñòîé÷èâîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïîëÿ v â óñòîé÷èâîå ïîäïðîñòðàíñòâî
ïîëÿ w. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçìåðíîñòè ýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâ ñîâïàäàþò. Òåîðåìà 8.3.11
äîêàçàíà.

Ñåïàðàòðèñû è òåîðåìà Àäàìàðà-Ïåððîíà.

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ëèíåéíîãî ñåäëà íà ïëîñêîñòè ôàçîâûå êðèâûå, êîòîðûå ñòðå-
ìÿòñÿ ê íóëþ â ïðÿìîì èëè îáðàòíîì âðåìåíè, íàçûâàþòñÿ ñåïàðàòðèñàìè. Ïðè
äîáàâëåíèè íåëèíåéíûõ ÷ëåíîâ ó ïîëÿ ïî-ïðåæíåìó áóäåò ÷åòûðå ôàçîâûå êðèâûå,
ïîäõîäÿùèå ê íóëþ, � îáðàçû ýòèõ ñåïàðàòðèñ ïîä äåéñòâèåì ãîìåîìîðôèçìà èç
òåîðåìû Ãðîáìàíà-Õàðòìàíà. Îíè íàçûâàþòñÿ ñåïàðàòðèñàìè íåëèíåéíîãî ñåäëà.
Ïîíÿòíî, ÷òî îíè ãëàäêèå âíå íóëÿ, ïîòîìó ÷òî ÿâëÿþòñÿ ôàçîâûìè êðèâûìè.

Íàñêîëüêî ãëàäêè â íóëå ñåïàðàòðèñû íåëèíåéíîãî ñåäëà íà ïëîñêîñòè? Òåîðåìà
Ãðîáìàíà-Õàðòìàíà íå ïîìîãàåò îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ: ãîìåîìîðôèçì ìîæåò ïðå-
âðàòèòü ëó÷ â ñïèðàëü. Ìû ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó Àäàìàðà7 � Ïåððîíà8, êîòîðàÿ
ïîêàçûâàåò, ÷òî ñåïàðàòðèñû � ãëàäêèå êðèâûå.

Ñëåäóþùåå ïîíÿòèå îáîáùàåò ïîíÿòèå ñåïàðàòðèñû íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé.

7Æàê Àäàìàð (1865 � 1963) � ìàòåìàòèê è ìåõàíèê, âíåñøèé ñóùåñòâåííûé âêëàä â òåîðèþ ÷èñåë,
êîìïëåêñíûé àíàëèç, äèôôåðåíöèàëüíóþ ãåîìåòðèþ è óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

8Îñêàð Ïåððîí (1880 � 1975) � ìàòåìàòèê, èçâåñòíûé ñâîèì âêëàäîì â òåîðèþ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé è óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè.
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Îïðåäåëåíèå 8.3.14. Ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëü-
íî âåêòîðíîãî ïîëÿ, åñëè âî âñåõ å¼ òî÷êàõ âåêòîðíîå ïîëå êàñàåòñÿ ýòîé ïîâåðõíî-
ñòè.

Èíâàðèàíòíàÿ ïîâåðõíîñòü ìîæåò èìåòü êðàé èëè íå èìåòü åãî. Çàìåòèì, ÷òî
ôàçîâàÿ êðèâàÿ, êîòîðàÿ íà÷èíàåòñÿ íà èíâàðèàíòíîé ïîâåðõíîñòè, ñîäåðæèòñÿ â
ýòîé ïîâåðõíîñòè (ïîêà íå âûéäåò çà êðàé).

Îïðåäåëåíèå 8.3.15. Äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé îñîáîé òî÷êè âåêòîðíîãî ïîëÿ óñòîé-
÷èâûì (íåóñòîé÷èâûì) ìíîãîîáðàçèåì îñîáîé òî÷êè íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíàÿ ãëàä-
êàÿ ïîâåðõíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç îñîáóþ òî÷êó è êàñàþùàÿñÿ T s (ñîîòâ. T u) â
îñîáîé òî÷êå.

Òåîðåìà 8.3.16. Ïóñòü 0 � ãèïåðáîëè÷åñêàÿ îñîáàÿ òî÷êà Ck-ãëàäêîãî âåêòîðíîãî
ïîëÿ, ãäå k ∈ N, k = ∞ èëè k = ω. Òîãäà ïîëå v èìååò óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå
ìíîãîîáðàçèå W s,W u â íóëå êëàññà ãëàäêîñòè k.

Òîïîëîãè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü èç òåîðåìû Ãðîáìàíà-Õàðòìàíà ïåðåâîäèòW u,W s

â T u, T s. Ïîýòîìó òðàåêòîðèè âåêòîðíîãî ïîëÿ, êîòîðûå íà÷èíàþòñÿ íà W s, ñîäåð-
æàòñÿ â W s è ñòðåìÿòñÿ ê 0 â áóäóùåì; òðàåêòîðèè, êîòîðûå íà÷èíàþòñÿ íà W u,
ñòðåìÿòñÿ ê 0 â ïðîøëîì.
Àíàëîãè÷íî ôîðìóëèðóåòñÿ òåîðåìà Àäàìàðà-Ïåððîíà äëÿ îòîáðàæåíèé.

Îïðåäåëåíèå 8.3.17. Äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé îñîáîé òî÷êè îòîáðàæåíèÿ F óñòîé÷è-
âûì (íåóñòîé÷èâûì) ìíîãîîáðàçèåì îñîáîé òî÷êè íàçûâàåòñÿ ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü
W s (ñîîòâ. W u), ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç îñîáóþ òî÷êó, èíâàðèàíòíàÿ:

F (W s) ⊂W s, F−1(W u) ⊂W u

è êàñàþùàÿñÿ T s (ñîîòâ. T u) â îñîáîé òî÷êå.

Òåîðåìà 8.3.18. Ïóñòü 0 � ãèïåðáîëè÷åñêàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà äëÿ Ck-ãëàäêîãî
îòîáðàæåíèÿ F , ãäå k ∈ N, k = ∞ èëè k = ω. Òîãäà îòîáðàæåíèå F èìååò
óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W s,W u â íóëå êëàññà ãëàäêîñòè k.

Òåîðåìà 8.3.16 âûâîäèòñÿ èç òåîðåìû 8.3.18 òàê æå, êàê òåîðåìà Ãðîáìàíà-Õàðòìàíà
äëÿ âåêòîðíûõ ïîëåé âûâîäèòñÿ èç àíàëîãè÷íîé òåîðåìû äëÿ îòîáðàæåíèé (ñì. ðàç-
äåë 8.3.5). Ìû ïðèâåäåì èäåþ äîêàçàòåëüñòâà äëÿ íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ; ÷òî-
áû ïîòîì äîêàçàòü óòâåðæäåíèå äëÿ óñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ W s, çàìåòèì, ÷òî
îíî ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèåì äëÿ F−1.
Òåîðåìà Àäàìàðà�Ïåððîíà äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ çàìå÷àòåëüíîãî ïðèåìà, íà-

çûâàåìîãî �ïðåîáðàçîâàíèåì ãðàôèêîâ�.
Ðàññìîòðèì áèäèñê K = Bs×Bu � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ìàëûõ øàðîâ ñ öåíòðîì

0 â ïîäïðîñòðàíñòâàõ T s è T u. Âîçüìåì ëþáîå îòîáðàæåíèå φ : Bs → Bu, φ(0) =
0, Lipφ < 1; ïóñòü Γφ � åãî ãðàôèê. Ïîñòðîèì íîâîå îòîáðàæåíèå ψ = Φφ : Bs →
Bu, ãðàôèê êîòîðîãî � ìíîæåñòâî

Γψ = F (Γφ) ∩K.
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Ðèñ. 8.11: Óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå

Òàêèì îáðàçîì ìû îïðåäåëèëè ïðåîáðàçîâàíèå ãðàôèêîâ � ïðåîáðàçîâàíèå Φ íà
ïðîñòðàíñòâå îòîáðàæåíèé φ : Bs → Bu, φ(0) = 0, Lipφ < 1.
Åñëè îòîáðàæåíèå F ëèíåéíî, òî ïðåîáðàçîâàíèå Φ ñæèìàåò (â ìåòðèêå C): îíî

óìåíüøàåò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ãðàôèêàìè îòîáðàæåíèé. Åãî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà
òðèâèàëüíà: φ ≡ 0.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ íåëèíåéíîãî F ïðåîáðàçîâàíèå ãðàôèêîâ òîæå ñæèìàþ-

ùåå. Çíà÷èò, ó íåãî åñòü íåïîäâèæíàÿ òî÷êà � íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå φ, ãðàôèê
êîòîðîãî ïåðåõîäèò â ñåáÿ ïîä äåéñòâèåì F . Çíà÷èò, ýòîò ãðàôèê è åñòü èñêîìîå
èíâàðèàíòíîå ìíîãîîáðàçèå W u.
Àêêóðàòíîå ïîñòðîåíèå îòîáðàæåíèÿ Φ è äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî îíî ñæèìàþ-

ùåå, ñðàâíèòåëüíî ïðîñòî â ìåòðèêå C, è ñóùåñòâåííî ñëîæíåå â ìåòðèêå Ck (òî÷íåå,
â ìåòðèêå, ýêâèâàëåíòíîé Ck). Óäèâèòåëüíûì îáðàçîì, â àíàëèòè÷åñêîé ñèòóàöèè
îíî îêàçûâàåòñÿ òàêèì æå ïðîñòûì, êàê â íåïðåðûâíîé (íî òðåáóåò âûõîäà â êîì-
ïëåêñíóþ îáëàñòü). Äåòàëè ýòèõ äîêàçàòåëüñòâ âûõîäÿò çà ðàìêè íàøåé êíèãè, ñì.
[?].

8.3.2 Îêðåñòíîñòè öèêëîâ

Òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé

Óêàçàííàÿ â çàãëàâèè êëàññèôèêàöèÿ íå òàê ïðîñòà, êàê êëàññèôèêàöèÿ ãèïåðáî-
ëè÷åñêèõ ëèíåéíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé. Êàðòèíó îñëîæíÿåò îðèåíòàöèÿ. Äåëî â òîì,
÷òî äàæå â îäíîìåðíîì ñëó÷àå äâà ñæèìàþùèõ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèÿ ìîãóò áûòü
òîïîëîãè÷åñêè íåýêâèâàëåíòíû, íàïðèìåð, x 7→ x

2 è x 7→ −x
2 , ñì. ðèñ. 8.12. Ïîòîêè

âåêòîðíûõ ïîëåé âñåãäà ñîõðàíÿþò îðèåíòàöèþ, ïîýòîìó ðàíüøå ìû íå çàìå÷àëè
ýòîé òðóäíîñòè.

Òåîðåìà 8.3.19. Äâà ëèíåéíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ îòîáðàæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà Rn
íà ñåáÿ òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû åñëè è òîëüêî åñëè îäíîâðåìåííî âûïîëíåíî
ñëåäóþùåå:

� ðàçìåðíîñòè èõ óñòîé÷èâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ñîâïàäàþò;
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xF(x)F(F(x))y F(y) F(F(y))
0

x
F(x) F(F(x))

y
F(y)F(F(y))0

Ðèñ. 8.12: Ñîõðàíåíèå è ñìåíà îðèåíòàöèè

� îãðàíè÷åíèÿ îïåðàòîðîâ íà èõ óñòîé÷èâûå ïîäïðîñòðàíñòâà ëèáî îáà ñîõðà-
íÿþò îðèåíòàöèþ, ëèáî îáà ìåíÿþò îðèåíòàöèþ;

� òî æå âåðíî äëÿ îãðàíè÷åíèé îïåðàòîðîâ íà èõ íåóñòîé÷èâûå ïîäïðîñòðàí-
ñòâà.

Ìû îãðàíè÷èìñÿ çäåñü òîëüêî ôîðìóëèðîâêîé ýòîé òåîðåìû. Èç íåå, ïðèìåíÿÿ
òåîðåìó Ãðîáìàíà-Õàðòìàíà äëÿ îòîáðàæåíèé, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ëþáîå íåëèíåéíîå
C1-ãëàäêîå îòîáðàæåíèå â îêðåñòíîñòè ñâîåé ãèïåðáîëè÷åñêîé íåïîäâèæíîé òî÷êè
òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî îäíîìó èç ñëåäóþùèõ ÷åòûðåõ îòîáðàæåíèé (ïåðåìåí-
íûå p, q îäíîìåðíû):

F1 : (x, y) 7→ (
x

2
, 2y); (8.10)

F2 : (x, p, y) 7→ (
x

2
,−p

2
, y); (8.11)

F3 : (x, p, y, q) 7→ (
x

2
,−p

2
, 2y,−2q); (8.12)

F4 : (x, y, q) 7→ (
x

2
, 2y,−2q); (8.13)

Íàïðèìåð, åñëè îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ íà óñòîé÷èâîå ïîäðîñòðàíñòâî ñîõðàíÿåò
îðèåíòàöèþ, òî ýòî îãðàíè÷åíèå ýêâèâàëåíòíî x 7→ x

2 , à åñëè ìåíÿåò îðèåíòàöèþ, òî
îíî ýêâèâàëåíòíî (x, p) 7→ (x2 ,−

p
2).

Âñå ÷åòûðå îòîáðàæåíèÿ Fj íàçûâàþòñÿ ñòàíäàðòíûìè ñåäëàìè.

Òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ îêðåñòíîñòåé ãèïåðáîëè÷åñêèõ öèêëîâ

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîâåäåíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ â îêðåñòíîñòè öèêëà � çàìêíóòîé
ôàçîâîé êðèâîé â ïðîñòðàíñòâå Rn+1.

Îòìåòèì íà öèêëå ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó O. Òðàíñâåðñàëü ê öèêëó â òî÷êå O �
ýòî íåáîëüøîé ó÷àñòîê n-ìåðíîé ïîâåðõíîñòè, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç O è íèãäå íå
êàñàåòñÿ ïîëÿ. Âûáåðåì òðàíñâåðñàëü Γ ê íàøåìó öèêëó â òî÷êå O.

Êàê è â äâóìåðíîì ñëó÷àå (ñì. ðàçäåë 8.2.1), îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå âäîëü öèê-
ëà � ýòî îòîáðàæåíèå ïåðâîãî âîçâðàùåíèÿ íà Γ òðàåêòîðèé, íà÷èíàþùèõñÿ íà Γ
âáëèçè öèêëà, ñì. ðèñ. 8.13. Îíî îïðåäåëåíî â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè O íà Γ.
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O

Г

x

P(x)

Ðèñ. 8.13: Îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå, ñîîòâåòñòâóþùåå öèêëó

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ äâóõ ðàçíûõ òðàíñâåðñàëåé Γ, Γ′ îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå òîïî-
ëîãè÷åñêè è äàæå ãëàäêî ýêâèâàëåíòíû: ñîïðÿãàþùåå èõ îòîáðàæåíèå � ýòî ïðîåê-
òèðîâàíèå îäíîé òðàíñâåðñàëè íà äðóãóþ âäîëü òðàåêòîðèé.
Íàì ïîíàäîáèòñÿ íîâîå îïðåäåëåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè âåêòîðíûõ ïîëåé, êîòîðîå

åùå ñëàáåå, ÷åì òîïîëîãè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü. Íàïîìíèì, ÷òî ôàçîâûå êðèâûå
âåêòîðíûõ ïîëåé îðèåíòèðîâàíû; íàïðàâëåíèå íà ôàçîâîé êðèâîé � íàïðàâëåíèå
ðîñòà âðåìåíè.

Îïðåäåëåíèå 8.3.20. Äâà âåêòîðíûõ ïîëÿ v1 è v2 â îáëàñòÿõ U1 è U2 îðáèòàëüíî
òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì H : U1 → U2, ïåðåâî-
äÿùèé O1 â O2 è êàæäóþ ôàçîâóþ êðèâóþ ïîëÿ v1 � â ôàçîâóþ êðèâóþ ïîëÿ v2, ñ
ñîõðàíåíèåì îðèåíòàöèè âðåìåíåì.

Òàêèì îáðàçîì, ó îðáèòàëüíî òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé ôà-
çîâûå ïîðòðåòû òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû, íî âðåìÿ äâèæåíèÿ âäîëü ôàçîâûõ
êðèâûõ ìîæåò áûòü ðàçíûì � íàïðèìåð, ïåðèîäû öèêëîâ ìîãóò îòëè÷àòüñÿ.

Òåîðåìà 8.3.21. Äâà âåêòîðíûõ ïîëÿ â îêðåñòíîñòè öèêëà îðáèòàëüíî òîïîëîãè-
÷åñêè ýêâèâàëåíòíû, åñëè è òîëüêî åñëè èõ îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå òîïîëîãè÷åñêè
ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äâà âåêòîðíûõ ïîëÿ v è w â îêðåñòíîñòè ñâîèõ öèêëîâ γ è
γ′ îðáèòàëüíî òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû, è ïóñòü H � ñîïðÿãàþùèé ãîìåîìîð-
ôèçì. Ïóñòü Γ, Γ′ � òðàíñâåðñàëè ê γ è γ′, P è P ′ � ñîîòâåòñòâóþùèå îòîáðàæåíèÿ
Ïóàíêàðå.
Ïîâåðõíîñòü H(Γ) � òðàíñâåðñàëü ê ïîëþ w; òàê êàê îòîáðàæåíèå H ïåðåâîäèò

òðàåêòîðèè ïîëÿ v â òðàåêòîðèè w, òî îíî ñîïðÿãàåò îòîáðàæåíèå P ñ îòîáðàæå-
íèåì Ïóàíêàðå Q âäîëü w, îïðåäåëåííûì íà H(Γ). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðîåêöèÿ
π : H(Γ) → Γ′ âäîëü òðàåêòîðèé ïîëÿ w ñîïðÿãàåò îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå Q è P ′.
Çíà÷èò, êîìïîçèöèÿ π ◦H ñîïðÿãàåò îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå P è P ′.
Ïóñòü òåïåðü äâà îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå P : Γ → Γ è Q : Γ′ → Γ′ âäîëü ïîëåé

v è w òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû. Óìíîæèì ïîëå v íà ïîëîæèòåëüíóþ ôóíêöèþ
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x y
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H

h

Ðèñ. 8.14: Ñîïðÿæåíèå îòîáðàæåíèé Ïóàíêàðå

òàê, ÷òîáû âðåìÿ âîçâðàùåíèÿ ñ òðàíñâåðñàëè Γ íà íåå ñàìó ðàâíÿëîñü 1. Ôàçîâûé
ïîðòðåò îò ýòîãî íå ïîìåíÿåòñÿ; îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå òîæå íå ïîìåíÿåòñÿ, íî ñòà-
íåò ðàâíûì îòîáðàæåíèþ ôàçîâîãî ïîòîêà çà åäèíè÷íîå âðåìÿ g1v , îãðàíè÷åííîìó
íà Γ. Òî æå ïðîäåëàåì ñ ïîëåì w; íîâûå âåêòîðíûå ïîëÿ áóäåì îáîçíà÷àòü òåìè æå
áóêâàìè v è w.
Ïóñòü h : Γ → Γ′ � ãîìåîìîðôèçì, ñîïðÿãàþùèé P è Q:

h ◦ P = Q ◦ h. (8.14)

Ïðîäîëæèì ýòîò ãîìåîìîðôèçì â îêðåñòíîñòü öèêëîâ ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå: äëÿ
x ∈ Γ, t ∈ [0, 1]

H(gtvx) = gtwy, y = h(x) ∈ Γ′.

Â îáëàñòè (Γ, 0) × [0, 1) ýòî � ãîìåîìîðôèçì íà ñâîé îáðàç. Íî ïðè t = 1 ýòî îòîá-
ðàæåíèå îïðåäåëåíî äâóìÿ ñïîñîáàìè:

H(g1vx) = h(g1vx);H(g1vx) = g1wh(x).

Íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî ýòè äâà îïðåäåëåíèÿ ñîâïàäàþò. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè x ∈
Γ, h(x) ∈ Γ′

g1vxP (x) ∈ Γ, g1wh(x) = Q(h(x)) ∈ Γ′.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ôîðìóëå (8.14)

g1wh(x) = Q ◦ h = h ◦ P = h(g1vx).

Íóæíîå íàì ñîâïàäåíèå äîêàçàíî, ïîýòîìó ñîïðÿæåíèå âåêòîðíûõ ïîëåé êîððåêòíî
îïðåäåëåíî.

Ýòî ïðåäëîæåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ïîëåé â
îêðåñòíîñòÿõ öèêëîâ äîñòàòî÷íî êëàññèôèöèðîâàòü îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå. Ìû ñäå-
ëàåì ýòî òîëüêî â ãèïåðáîëè÷åñêîì ñëó÷àå.

Îïðåäåëåíèå 8.3.22. Öèêë âåêòîðíîãî ïîëÿ íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì, åñëè
åãî îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå èìååò ãèïåðáîëè÷åñêóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó, ëåæàùóþ
íà ýòîì öèêëå.
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Ìû íàìåòèì äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî òîïîëîãè÷åñêîãî ôàêòà.

Ïðåäëîæåíèå 8.3.23. Îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå äëÿ ïîëåé â Rn+1 ñîõðàíÿåò îðè-
åíòàöèþ.

Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà. Äîìíîæèì ïîëå v íà ïîëîæèòåëüíóþ ôóíêöèþ òàê, ÷òî-
áû îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå ñîâïàäàëî ñ îòîáðàæåíèåì ïîòîêà çà âðåìÿ 1. Òîãäà
gtv(Γ), t ∈ [0, 1] � íàáîð òðàíñâåðñàëåé ê öèêëó. Ñóùåñòâóåò òðóá÷àòàÿ îêðåñò-
íîñòü U öèêëà â Rn+1 � îêðåñòíîñòü, ãîìåîìîðôíàÿ ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ äèñêà
B ⊂ Rn ñ öåíòðîì â 0 íà îêðóæíîñòü S1 = R/Z, ïðè÷åì ýòîò ãîìåîìîðôèçì Ψ
ïåðåâîäèò öèêë â îêðóæíîñòü {0}×S1, à òðàíñâåðñàëè U ∩ gtv(Γ) � â äèñêè B×{t}.
Çíà÷èò, ñóùåñòóâóåò íåïðåðûâíîå ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé P t : B → Rn, P t =

ΨgtvΨ
−1 (ýòî � îòîáðàæåíèÿ ïîòîêà â êàðòå Ψ), äëÿ êîòîðûõ P 0 = id è P 1 ñîïðÿæåíî

îòîáðàæåíèþ Ïóàíêàðå P . Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî P ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ.

a

b

c

d

e

f

Ðèñ. 8.15: Èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ öèêëîâ â R3: ñëó÷àé (8.10)
(ñëåâà, a, b, c) è ñëó÷àé (8.12) (ñïðàâà, d, e, f). Íà ðèñ. a è d ïîêàçàíî
óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå öèêëà, íà ðèñ. b è e � íåóñòîé÷èâîå, íà ðèñ. c è
f � óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå âìåñòå

Èç òåîðåì Ãðîáìàíà-Õàðòìàíà è 8.3.19 ñëåäóåò òåïåðü, ÷òî îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå
ãèïåðáîëè÷åñêîãî öèêëà ýêâèâàëåíòíî ñòàíäàðòíîìó ñåäëó (8.10) èëè (8.12).
Êðîìå òîãî, òåîðåìà Àäàìàðà-Ïåððîíà ïîêàçûâàåò, ÷òî ó ãèïåðáîëè÷åñêîãî öèêëà

òîæå ñóùåñòâóþò óñòîé÷èâûå è íåóñòîé÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ! Òàê êàê îòîáðàæåíèå
Ïóàíêàðå ãèïåðáîëè÷åñêîãî öèêëà ãèïåðáîëè÷åñêîå, îíî èìååò èíâàðèàíòíûå ìíî-
ãîîáðàçèÿ W s

P è W u
P â Γ. Òðàåêòîðèè, ñòàðòóþùèå ñ ìíîãîîáðàçèÿ W s

P , íà íåãî æå
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è âîçâðàùàþòñÿ, òàê êàê ìíîãîîáðàçèå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî P . Îáúåäèíåíèå
òàêèõ òðàåêòîðèé W s

γ � ÷òî-òî âðîäå ëåíòû, ñîäåðæàùåé öèêë γ. Îíî íàçûâàåòñÿ
óñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèåì öèêëà γ; òðàåêòîðèè, ëåæàùèå íà íåì, íàìàòûâàþòñÿ
íà öèêë â ïðÿìîì âðåìåíè. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå
ãèïåðáîëè÷åñêîãî öèêëà � èíâàðèàíòíîå ìíîãîîáðàçèå, òðàåêòîðèè êîòîðîãî ñìà-
òûâàþòñÿ ñ öèêëà (íàìàòûâàþòñÿ ïðè t → −∞). Ýòè ìíîãîîáðàçèÿ äëÿ n = 2
èçîáðàæåíû íà ðèñ. 8.15: ñëåâà � äëÿ îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå òèïà (8.10), ñïðàâà �
äëÿ òèïà (8.12). Â ïåðâîì ñëó÷àå óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèÿ öèêëà �
êîëüöà, à âî âòîðîì ñëó÷àå �ëåíòû Ìåáèóñà.

8.3.3 Ðàçðåøåíèå îñîáåííîñòåé. Ãèïåðáîëè÷åñêèå îñîáûå òî÷êè
íåëèíåéíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà ïëîñêîñòè

Ëèíåéíûå ãèïåðáîëè÷åñêèå âåêòîðíûå ïîëÿ íà ïëîñêîñòè áûâàþò òðåõ òèïîâ: ñåäëî,
ôîêóñ è óçåë (ñì. ðàçäåë 5.3.3). Ïðè äîáàâëåíèè íåëèíåéíûõ ÷ëåíîâ ôàçîâûå ïîðò-
ðåòû â îêðåñòíîñòè îñîáûõ òî÷åê îñòàþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè ñâîåé
ëèíåéíîé ÷àñòè ïî òåîðåìå Ãðîáìàíà-Õàðòìàíà. Íî óñòîé÷èâûå óçåë è ôîêóñ ýêâè-
âàëåíòíû îäíîìó è òîìó æå ñòàíäàðòíîìó ïîëþ ẋ = −x, ẏ = −y. Ôàçîâûé ïîðòðåò
ýòîãî ïîëÿ ìàëî ïîõîæ íà ôîêóñ. Õîòåëîñü áû óçíàòü, èìååòñÿ ëè áîëüøåå ñõîä-
ñòâî íåëèíåéíîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ñ åãî ëèíåéíîé ÷àñòüþ. Ýòîìó
è ïîñâÿùåí íàñòîÿùèé ðàçäåë.
Â ýòîì ðàçäåëå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå C3-ãëàäêî â îêðåñòíîñòè íóëÿ, à

�ôàçîâûå êðèâûå� îçíà÷àþò �íåòî÷å÷íûå ôàçîâûå êðèâûå�.

Ôîêóñû

Îïðåäåëåíèå 8.3.24. Íåëèíåéíûé ôîêóñ âåêòîðíîãî ïîëÿ � ýòî îñîáàÿ òî÷êà íà
ïëîñêîñòè, âñå ôàçîâûå êðèâûå â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè êîòîðîé � óñòîé÷èâûå èëè
íåóñòîé÷èâûå ñïèðàëè.
Óñòîé÷èâàÿ ñïèðàëü � ýòî ïàðàìåòðèçîâàííàÿ âðåìåíåì ôàçîâàÿ êðèâàÿ, êîòîðàÿ

â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä r(t), φ(t), ïðè÷åì r(t) → 0 ïðè t → +∞; êðî-
ìå òîãî, φ(t) → ±∞, ïðè÷åì ýòî ñòðåìëåíèå ìîíîòîííî. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
íåóñòîé÷èâàÿ ñïèðàëü (îïðåäåëåíèå îòëè÷àåòñÿ çàìåíîé t 7→ −t).

Òåîðåìà 8.3.25. Âîçìóùåíèå ëèíåéíîãî ôîêóñà íåëèíåéíûìè ÷ëåíàìè � íåëèíåé-
íûé ôîêóñ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëèíåéíûé ôîêóñ âñåãäà ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

ẋ = ax− by,

ẏ = by + ax,

ãäå a, b ̸= 0 (ñì. ðàçäåë 5.3.3.2). Â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ ýòà ñèñòåìà èìååò âèä

ṙ = ar,

φ̇ = b.
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Ïîñëå äîáàâëåíèÿ íåëèíåéíûõ ÷ëåíîâ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ ìû ïîëó÷èì

ṙ = ar + o(r),

φ̇ = b+ o(1).
(8.15)

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî a < 0 (èíà÷å îáðàòèì âðåìÿ), è b > 0
(èíà÷å ñäåëàåì ñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî îñè x). Ïî òåîðåìå Ëÿïóíîâà, îñîáàÿ òî÷êà
0 ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (8.15) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà: âñå ôàçîâûå êðèâûå
â åå ìàëîé îêðåñòíîñòè ýêñïîíåíöèàëüíî ïðèáëèæàþòñÿ ê íóëþ, íå ïîêèäàÿ ýòîé
îêðåñòíîñòè. Ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ïîëÿðíîãî óãëà îòäåëåíà îò íóëÿ; ñëåäîâàòåëüíî,
îí ñòðåìèòñÿ ê +∞ ïðè t → +∞. Ïîýòîìó ôàçîâàÿ êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé
ñïèðàëüþ.

Ñ¼äëà

Òåîðåìà 8.3.26. Âîçìóùåíèå ëèíåéíîãî ñåäëà íåëèíåéíûìè ÷ëåíàìè èìååò ÷å-
òûðå ôàçîâûå êðèâûå, ñòðåìÿùèåñÿ ê íóëþ: äâå ïðè t→ +∞ � óñòîé÷èâûå ñåïà-
ðàòðèñû è äâå ïðè t→ −∞ � íåóñòîé÷èâûå ñåïàðàòðèñû.

Îñòàëüíûå ôàçîâûå êðèâûå ïîêèäàþò ëþáóþ îêðåñòíîñòü ñåäëà êàê â áóäóùåì,
òàê è â ïðîøëîì âðåìåíè.

Ñåïàðàòðèñû íåëèíåéíîãî ñåäëà âõîäÿò â îñîáóþ òî÷êó, êàñàÿñü ñåïàðàòðèñ ëè-
íåéíîé ÷àñòè âåêòîðíîãî ïîëÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñåïàðàòðèñû ïëîñêîãî ñåäëà îïèñûâàþòñÿ òåîðåìîé Àäàìàðà-Ïåððîíà.
Óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå ñåäëà îäíîìåðíî è ñîñòîèò èç òðåõ ôàçîâûõ êðèâûõ: äâóõ
ñåïàðàòðèñ è îñîáîé òî÷êè. Îíî êàñàåòñÿ â íóëå ïðÿìîé T s, ñîäåðæàùåé ñåïàðàòðè-
ñû ëèíåéíîé ÷àñòè. Àíàëîãè÷íî îïèñûâàþòñÿ íåóñòîé÷èâûå ñåïàðàòðèñû.

Âñå ôàçîâûå êðèâûå ëèíåéíîãî ñåäëà, êðîìå ñåïàðàòðèñ, ïîêèäàþò ëþáóþ ìàëóþ
îêðåñòíîñòü ñåäëà è â ïðîøëîì, è â áóäóùåì. Àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâî íåëèíåéíîãî
ñåäëà ñëåäóåò èç òåîðåìû Ãðîáìàíà-Õàðòìàíà.

Ýòî äîêàçàòåëüñòâî î÷åíü ïðîñòî, íî îíî èñïîëüçóåò ñèëüíûå ðåçóëüòàòû: òåîðå-
ìó Ãðîáìàíà-Õàðòìàíà è Àäàìàðà-Ïåððîíà. Ìû ïðèâåäåì äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî,
èñïîëüçóþùåå òîëüêî òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè.

Ìåòîä ðàçðåøåíèÿ îñîáåííîñòåé

Òåîðåìà 8.3.26, êàê è ïîñëåäóþùèå òåîðåìû î íåëèíåéíûõ óçëàõ, äîêàçûâàþòñÿ ìå-
òîäîì ðàçðåøåíèÿ îñîáåííîñòåé. Ïî ñëîâàì Àðíîëüäà, äëÿ èññëåäîâàíèÿ äåòàëåé
ôàçîâîãî ïîðòðåòå â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè íóæåí ìèêðîñêîï áîëüøîé ðàçðåøà-
þùåé ñèëû. Â íàøåì êîíòåêñòå ðîëü òàêîãî ìèêðîñêîïà èãðàåò ïåðåõîä ê ïîëÿðíûì
êîîðäèíàòàì (r, φ). Â êîîðäèíàòàõ (r, φ) âìåñòî îñîáîé òî÷êè â ôàçîâóþ ïëîñêîñòü
âêëåèâàåòñÿ îêðóæíîñòü r = 0, φ ∈ [0, 2π]. Êîãäà ôàçîâàÿ êðèâàÿ â ïîëÿðíûõ êîîð-
äèíàòàõ âõîäèò â òî÷êó (φ0, 0), â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ îíà âõîäèò â 0, êàñàÿñü
ëó÷à φ = φ0.
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Ðàññìîòðèì ñèñòåìó
ẋ = ax+ by + f(x, y),

ẏ = cx+ dy + g(x, y),
(8.16)

ãäå ac−bd ̸= 0 (îñîáàÿ òî÷êà íåâûðîæäåíà), è f(0) = g(0) = 0, df(0) = dg(0) = 0. Ïå-
ðåõîä ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì îòîáðàæàåò ïðîêîëîòóþ îêðåñòíîñòü íóëÿ 0 < r < r0
íà ïëîñêîñòè R2 â êîëüöî ìåæäó äâóìÿ îêðóæíîñòÿìè r = 0 è r = r0 íà öèëèíäðå
R1 × S1. Ýòî îòîáðàæåíèå ïîçâîëÿåò ïåðåíåñòè âåêòîðíîå ïîëå èç îêðåñòíîñòè íó-
ëÿ íà ïëîñêîñòè â âåêòîðíîå ïîëå íà êîëüöå 0 < r < r0 â öèëèíäðå. Îêàçûâàåòñÿ,
÷òî ïîëó÷åííîå âåêòîðíîå ïîëå ìîæíî ãëàäêî ïðîäîëæèòü â ïîëíóþ îêðåñòíîñòü
îêðóæíîñòè r = 0 íà ýòîì öèëèíäðå. Èññëåäîâàâ ôàçîâûé ïîðòðåò íîâîãî âåêòîð-
íîãî ïîëÿ â êîëüöå, ìû îäíîâðåìåííî äîêàæåì íóæíûå íàì ñâîéñòâà ñòàðîãî ïîëÿ.
Â ýòîì è ñîñòîèò ïðîñòåéøèé âàðèàíò ìåòîäà ðàçðåøåíèÿ îñîáåííîñòåé.

Ñèñòåìà (8.16) â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ (r, φ), ãäå x = r cosφ, y = r sinφ, èìååò
ñëåäóþùèé âèä:

ṙ = xẋ+yẏ
r = (ax+by)x+xf+(cx+dy)y+yg

r

= r(a cos2 φ+ (b+ c) sinφ cosφ+ d sin2 φ+ f cosφ+g sinφ
r )

(8.17)

φ̇ = xẏ−yẋ
r2

= (cx+dy)x+xg−(ax+by)y−yf
r2

= c cos2 φ+ (d− a) sinφ cosφ− b sin2 φ+ g cosφ−f sinφ
r .

(8.18)

Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ ðàçäóòîé ñèñòåìîé.

Äëÿ îêîí÷àíèÿ âûêëàäêè íóæíî ïîäñòàâèòü (x, y) = (r cosφ, r sinφ) â f(x, y) è
g(x, y). Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ôóíêöèè f è g îïðåäåëåíû â ïîëíîé îêðåñòíîñòè
íóëÿ; ïîýòîìó ôóíêöèè f(r cosφ, r sinφ) è g(r cosφ, r sinφ) îïðåäåëåíû êàê ïðè ïî-
ëîæèòåëüíûõ, òàê è ïðè îòðèöàòåëüíûõ ìàëûõ çíà÷åíèÿõ r.

Ïî ôîðìóëå Òåéëîðà, f(x, y) = H(x, y) + O(r3), ãäå H � êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà.
Ïîýòîìó

f(r cosφ, r sinφ)

r2
= H(cosφ, sinφ) +O(r).

Ýòà ôóíêöèÿ C1-ãëàäêàÿ â îêðåñòíîñòè îêðóæíîñòè r = 0. Çíà÷èò, ñèñòåìà (8.17),
(8.18) çàäà¼ò C1-ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå. Åãî îãðàíè÷åíèå íà îêðóæíîñòü {r = 0}
ðàâíî

ṙ = 0, φ̇ = c cos2 φ+ (d− a) sinφ cosφ− b sin2 φ.

Åñëè a, b, c, d òàêîâû, ÷òî ýòî îãðàíè÷åíèå íå ðàâíî íóëþ òîæäåñòâåííî, òî îêðóæ-
íîñòü r = 0 ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà îñîáûõ òî÷åê è ôàçîâûõ êðèâûõ ðàçäóòîé
ñèñòåìû; ãîâîðÿò, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé êðèâîé èëè âêëååííîé îêðóæ-
íîñòüþ ýòîé ñèñòåìû. Ðàññìîòðåíèå ðàçäóòîé ñèñòåìû åñòåñòâåííî íà÷èíàòü ñ åå
îãðàíè÷åíèÿ íà âêëååííóþ îêðóæíîñòü.

Åñëè ýòî îãðàíè÷åíèå òîæäåñòâåííî ðàâíî íóëþ, òî îêðóæíîñòü r = 0 ñîñòîèò èç
áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà îñîáûõ òî÷åê. Ýòî áûâàåò â ñëó÷àå äèêðèòè÷åñêîãî óçëà (a =
d, b = c = 0); ñàìî ðàçäóòèå òîãäà òîæå íàçûâàåòñÿ äèêðèòè÷åñêèì. Ìû ðàññìîòðèì
ýòîò ñëó÷àé íèæå.
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Ðèñ. 8.16: Ôàçîâûé ïîðòðåò íåëèíåéíîãî ñåäëà è åãî ðàçäóòîé ñèñòåìû

Ñåäëî ïî ëèíåéíûì ÷ëåíàì: äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8.3.26.

Ïóñòü ëèíåéíàÿ ÷àñòü íàøåãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ẋ = Ax â íóëå èìååò ñåäëî. Òîãäà â
ñîáñòâåííîì áàçèñå îïåðàòîðà A ýòà ëèíåéíàÿ ÷àñòü ïðèìåò âèä

ẋ = λx,

ẏ = µy
(8.19)

ãäå λ < 0 < µ, à èñõîäíîå íåëèíåéíîå óðàâíåíèå áóäåò èìåòü âèä

ẋ = λx+ f,

ẏ = µy + g,
(8.20)

ãäå λ < 0 < µ, (f, g) = o(r) ïðè r → 0.
Ïîñëå ðàçäóòèÿ ìû ïîëó÷èì

ṙ = r(λ cos2 φ+ µ sin2 φ) +R1,

φ̇ =
1

2
(µ− λ) sin 2φ+R2,

(8.21)

ãäå R1 = o(r), R2 = O(r) ïðè r → 0, ñì. ðèñ. 8.16.
Îòìåòèì, ÷òî ìíîæèòåëü ïðè r ìåíÿåò çíàê ïðè èçìåíåíèè φ è µ− λ > 0. Îãðà-

íè÷åíèå ðàçäóòîé ñèñòåìû íà âêëååííóþ îêðóæíîñòü èìååò âèä

φ̇ =
1

2
(µ− λ) sin 2φ. (8.22)

Ýòî óðàâíåíèå èìååò ÷åòûðå îñîáûå òî÷êè Ok, k = 0, 1, 2, 3, à èìåííî φ = πk
2 , k =

0, 1, 2, 3. Ïðè k = 1, 3 îíè óñòîé÷èâû, ïðè k = 2, 0 � íåóñòîé÷èâû. Ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ ëèíåàðèçàöèé ñèñòåìû (8.21) â îñîáûõ òî÷êàõ Ok ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû
((µ − λ), λ) ïðè k = 2, 0; (−(µ − λ), µ) ïðè k = 1, 3. Â êàæäîé èç îñîáûõ òî÷åê
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ; çíà÷èò, âñå ÷åòûðå òî÷êè � ñ¼äëà.
Äîêàæåì ñíà÷àëà ñóùåñòâîâàíèå ñåïàðàòðèñ èñõîäíîãî ñåäëà, à çàòåì èõ åäèí-

ñòâåííîñòü: ìû ïîêàæåì, ÷òî âäîëü êàæäîãî íàïðàâëåíèÿ πk
2 âõîäèò òîëüêî îäíà

ñåïàðàòðèñà. Ýòî äîêàæåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû 8.3.26. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ôàçî-
âàÿ êðèâàÿ ðàçäóòîé ñèñòåìû ñòðåìèòñÿ ê òî÷êå φ = πk

2 íà âêëååííîé îêðóæíîñòè,

420
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Г2

Г3

Г1

γ2
γ3

Ðèñ. 8.17: Ñóùåñòâîâàíèå ñåïàðàòðèñ.

ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôàçîâàÿ êðèâàÿ èñõîäíîé ñèñòåìû ñòðåìèòñÿ ê
íóëþ âäîëü ëó÷à φ = πk

2 .
Ñóùåñòâîâàíèå ñåïàðàòðèñ (ñì. ðèñ. 8.17). Ïðîâåä¼ì òðàíñâåðñàëè ê âêëååí-

íîé îêðóæíîñòè: Γ1 = {φ = π
2 − ε}, Γ2 = {φ = ε}, Γ3 = {φ = −ε}. Äëÿ ðàçäóòîãî

ïîëÿ φ-êîìïîíåíòà áëèçêà ê ïðàâûé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (8.22). Ïîýòîìó â ñåêòîðå ìåæ-
äó Γ1 è Γ2 òðàåêòîðèè ïåðåõîäèò ñ Γ2 íà Γ1 çà êîíå÷íîå âðåìÿ. Â îáëàñòè ìåæäó
Γ2 è Γ3 òðàåêòîðèè âûõîäÿò ÷åðåç Γ2 è Γ3. Îíè âõîäÿò â ýòó îáëàñòü ÷åðåç äóãó
γ = {r = r0, |φ| < ε}. Ïóñòü γ2 ⊂ γ (ñîîòâ. γ3 ⊂ γ) � ýòî ìíîæåñòâà òî÷åê, ÷åðåç
êîòîðûå â íàøó îáëàñòü âõîäÿò òðàåêòîðèè, ïîïàäàþùèå çàòåì íà Γ2 è Γ3 ñîîòâåò-
ñòâåííî. Îáà ýòè ìíîæåñòâà îòêðûòû. Çíà÷èò, ðàçíîñòü γ′ = γ ∖ (γ2 ∪ γ3) íåïóñòà:
âåäü γ íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ. Òðà-
åêòîðèè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êè ìíîæåñòâà γ′ � ýòî ñåïàðàòðèñû ñåäëà (0, 0).
Åäèíñòâåííîñòü ñåïàðàòðèñÄîêàæåì, ÷òî ñåïàðàòðèñà, âõîäÿùàÿ â íîëü âäîëü

íàïðàâëåíèÿ φ = 0, íà ñàìîì äåëå îäíà. Ýòî ðàññóæäåíèå íå èñïîëüçóåò ðàçäóòèå.
Ìû ïîêàæåì, ÷òî â èñõîäíûõ êîîðäèíàòàõ â ñåêòîðå Sε = {|φ| ⩽ ε, r ⩽ x0} òðàåê-

òîðèè íåëèíåéíîé ñèñòåìû ðàñõîäÿòñÿ ïðèìåðíî òàê æå, êàê òðàåêòîðèè ëèíåéíîé,
ïîêà îíè îñòàþòñÿ â ñåêòîðå Sε. Îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî åñëè â íîëü âõîäÿò äâå
ñåïàðàòðèñû ïî íàïðàâëåíèþ φ = 0, òî îíè äîëæíû ðàçîéòèñü íà áåñêîíå÷íîå ðàñ-
ñòîÿíèå � ïðîòèâîðå÷èå.
Çàïèøåì ñèñòåìó (8.25) êàê íåàâòîíîìíîå óðàâíåíèå

dy

dx
=
µy + g

λx+ f
:= v, (8.23)

è ïóñòü ãðàôèêè ðåøåíèé y = y1(x), y = y2(x) ëåæàò â ñåêòîðå Sε íàä îòðåçêîì
x ∈ [0, x0].

Ïðåäëîæåíèå 8.3.27. Â ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ äëÿ ëþáîãî δ > 0 ñóùåñòâóåò
ñêîëü óãîäíî ìàëîå x0 òàêîå, ÷òî åñëè ãðàôèêè ðåøåíèé y = y1(x), y = y2(x) ëåæàò
â ñåêòîðå Sε íàä îòðåçêîì x ∈ [x1, x0], òî

|y2(x1)− y1(x1)| > |y2(x0)− y1(x0)|
(
x0
x1

)µ−δ
λ

:= ξ(x1). (8.24)
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Ïîñêîëüêó ïîêàçàòåëü µ−δ
λ îòðèöàòåëüíûé, ξ(x) → ∞ ïðè x→ 0. Îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî íèêàêèå äâà ðåøåíèÿ, ãðàôèêè êîòîðûõ ëåæàò â Sε, íå ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû
íà îòðåçêå [0, x0], òî åñòü íå ìîãóò îäíîâðåìåííî âõîäèòü â îñîáóþ òî÷êó. Îòñþäà
ñëåäóåò åäèíñòâåííîñòü ñåïàðàòðèñû, âõîäÿùåé â íîëü ïî íàïðàâëåíèþ φ = 0. Íàì
îñòàëîñü äîêàçàòü ïðåäëîæåíèå 8.3.27.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ. Ñðàâíèì ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (8.23) ñ ôóíêöè-
åé µy

λx :

v − µy

λx
=:

R

λx
, R =

λg − µfyx
λ+ g

x

.

Çàìåòèì, ÷òî â ñåêòîðå Sε ôóíêöèÿ
y
x îãðàíè÷åíà, à ôóíêöèè f

x ,
g
x è ÷àñòíûå ïðî-

èçâîäíûå fy, gy ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè (x, y) → 0. Ñëåäóþùàÿ âûêëàäêà ïîêàçûâàåò,
÷òî Ry → 0 ïðè (x, y) → 0:

Ry =
λgy − µ(fy

y
x + f

x )(λ+ g
x)− gy(λg − µfyx )

(λ+ g
x)

2
→ 0.

Âûáåðåì x0 òàê, ÷òî |Ry| < δ â ñåêòîðå Sε. Òåïåðü ìû ãîòîâû îöåíèòü ðàñõîæäåíèå
ðåøåíèé y1(x) è y2(x). Òàê êàê ðàçíûå ôàçîâûå êðèâûå íå ïåðåñåêàþòñÿ, y1(x) −
y2(x) ̸= 0; áóäåì ñ÷èòàòü y1(x)− y2(x) > 0. Â ñåêòîðå Sε

d

dx
(y1−y2) =

µy1
λx

−µy2
λx

+
R(y1, x)

λx
−R(y2, x)

λx
=
µ(y1 − y2)

λx
+
Ry(η, x)(y1 − y2)

λx
⩾
µ− δ

λx
(y1−y2),

ãäå η ∈ [y1, y2]; ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåîðåìîé Ëàãðàíæà î êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèÿõ è
îöåíêîé íà Ry. Îòñþäà

d

dx
(ln(y1 − y2)) ⩾

µ− δ

λx
.

Èíòåãðèðóÿ ýòî íåðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì

ln(y1(x1)− y2(x1)) ⩾ ln(y1(x0)− y2(x0)) +
µ− δ

λ
ln

∣∣∣∣x1x0
∣∣∣∣ ,

ïîýòîìó

y1(x1)− y2(x1) ⩾ (y1(x0)− y2(x0))

(
x1
x0

)µ−δ
λ

.

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî; òåì ñàìûì äîêàçàíà åäèíñòâåííîñòü âõîäÿùåé ñåïàðàòðèñû
äëÿ íåëèíåéíîãî ñåäëà.

Òèïè÷íûé óçåë

Ãîâîðÿò, ÷òî îñîáàÿ òî÷êà � òèïè÷íûé óçåë ïîëÿ v, åñëè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
ëèíåéíîé ÷àñòè A = v′(0) â ýòîé òî÷êå ðàçëè÷íû è èìåþò îäèíàêîâûå çíàêè.
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îòðè-

öàòåëüíû: µ < λ < 0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû îáðàòèì âðåìÿ. Âûáåðåì ñèñòåìó
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Ðèñ. 8.18: Ôàçîâûé ïîðòðåò íåëèíåéíîãî òèïè÷íîãî óçëà è åãî ðàçäóòîé ñèñòåìû
(8.21)

êîîðäèíàò òàê, ÷òîáû áàçèñíûå âåêòîðû áûëè ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè îïåðàòîðà
A. Ñèñòåìà ïðèìåò âèä {

ẋ = λx+ f,

ẏ = µy + g,
(8.25)

ãäå µ < λ < 0, f = O(r2), g = O(r2).

Òåîðåìà 8.3.28. Â îêðåñòíîñòè íóëÿ ôàçîâûå êðèâûå óðàâíåíèÿ (8.25) ñòðåìÿò-
ñÿ ê íóëþ. Ïðè ýòîì äâå ôàçîâûå êðèâûå ïîëÿ v âõîäÿò â 0 ñ ïðîòèâîïîëîæíûõ
ñòîðîí, êàñàÿñü îñè Oy, à îñòàëüíûå ôàçîâûå êðèâûå âõîäÿò â 0, êàñàÿñü îñè Ox.
Ýòà îñü íàçûâàåòñÿ âåäóùèì íàïðàâëåíèåì.

Çàìåòèì, ÷òî èìåííî òàê âåäóò ñåáÿ ôàçîâûå êðèâûå ëèíåéíîé ÷àñòè ñèñòåìû (8.25).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçäóòàÿ ñèñòåìà äëÿ ëèíåéíîãî óçëà èìååò âèä (8.21). Â ìàëîé
ïîëóîêðåñòíîñòè 0 < r < r0 îêðóæíîñòè r = 0 èìååì ṙ < 0, ïîýòîìó r ìîíîòîííî
óáûâàåò ñ ðîñòîì t. Îãðàíè÷åíèå ðàçäóòîé ñèñòåìû íà âêëååííóþ îêðóæíîñòü èìååò
âèä (8.22). Ýòî óðàâíåíèå èìååò 4 îñîáûå òî÷êè φ = πk

4 , k = 0, 1, 2, 3; îáîçíà÷èì èõ
Ok. Òî÷êè O0 è O2 � óçëû äëÿ ðàçäóòîé ñèñòåìû, èõ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàâíû
λ < 0, µ−λ < 0; òî÷êè O1 è O3 � ñåäëà: èõ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ � λ < 0, λ−µ > 0,
ñì. ðèñ. 8.18. Äðóãèõ îñîáûõ òî÷åê ó ðàçäóòîé ñèñòåìû íåò, ïîòîìó ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü
ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ðàâíà íóëþ òîëüêî ïðè r = 0.

Ïî òåîðåìå 8.3.26, ó êàæäîãî èç ñåäåë O1 è O3 åñòü ïî äâå óñòîé÷èâûõ ñåïàðàòðè-
ñû; îñòàëüíûå áëèçêèå ê íèì ôàçîâûå êðèâûå ïîêèäàþò ìàëóþ îêðåñòíîñòü ýòèõ ñå-
äåë è ïîïàäàþò â îáëàñòè {|r| < r0,−π

2+ε < φ < π
2−ε} è {|r| < r0,

π
2+ε < φ < 3π

2 −ε}
ñîîòâåòñòâåííî. Âñå òðàåêòîðèè â ýòèõ îáëàñòÿõ äâèæóòñÿ ñî ñêîðîñòüþ, îòäåëåííîé
îò íóëÿ, ïîêà íå ïîïàäàþò â ìàëûå îêðåñòíîñòè òî÷åê O0 è O2, ãäå ïðèòÿãèâàþòñÿ
ê ýòèì òî÷êàì. Èòàê, â îáëàñòè r > 0 åñòü äâå ôàçîâûå êðèâûå ðàçäóòîé ñèñòåìû
� ñåïàðàòðèñû ñåäåë O1 è O3, � êîòîðûå ñòðåìÿòñÿ ê òî÷êàì O1 è O3; ïîýòîìó äâå
ñîîòâåòñòâóþùèå ôàçîâûå êðèâûå èñõîäíîé ñèñòåìû âõîäÿò â 0 ïî íàïðàâëåíèÿì
φ = ±π

2 . Îñòàëüíûå ôàçîâûå êðèâûå ðàçäóòîé ñèñòåìû ñòðåìÿòñÿ ê òî÷êàì O2 è
O4; ïîýòîìó îñòàëüíûå ôàçîâûå êðèâûå èñõîäíîé ñèñòåìû âõîäÿò â 0 ïî íàïðàâëå-
íèÿì φ = 0, φ = π. Òåîðåìà 8.3.28 äëÿ òèïè÷íîãî óçëà äîêàçàíà.
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Äèêðèòè÷åñêèé óçåë

Ãîâîðÿò, ÷òî îñîáàÿ òî÷êà � äèêðèòè÷åñêèé óçåë ïîëÿ v, åñëè ëèíåéíàÿ ÷àñòü ïîëÿ
A = v′(0) â ýòîé òî÷êå ðàâíà λE, ãäå λ ̸= 0. Ñèñòåìà èìååò âèä

ẋ = λx+ f,

ẏ = λy + g,
(8.26)

ãäå f(0) = g(0) = 0; df(0) = dg(0) = 0.

Òåîðåìà 8.3.29. Â îêðåñòíîñòè íóëÿ ôàçîâûå êðèâûå óðàâíåíèÿ (8.26) ñòðåìÿòñÿ
ê íóëþ. Ïî êàæäîìó íàïðàâëåíèþ â 0 âõîäèò ðîâíî îäíà ôàçîâàÿ êðèâàÿ ñèñòåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñäåëàâ çàìåíó âðåìåíè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî λ = −1. Êàê óêàçû-
âàëîñü â ðàçäåëå 8.3.3, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðàçäóòàÿ ñèñòåìà � äèêðèòè÷åñêàÿ; âñÿ
âêëååííàÿ îêðóæíîñòü ñîñòîèò èç îñîáûõ òî÷åê. Ðàçäóòàÿ ñèñòåìà èìååò âèä:

ṙ = −r +R1,

φ̇ =
g cosφ− f sinφ

r
.

×òîáû èññëåäîâàòü ýòó ñèñòåìó, íóæíî èçáàâèòüñÿ îò áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà îñîáûõ òî-
÷åê. Ðàçäåëèì îáå êîìïîíåíòû ýòîé ñèñòåìû íà r; íàïðàâëåíèå âåêòîðîâ âåêòîðíîãî
ïîëÿ îò ýòîãî íå èçìåíèòñÿ. Ïîëó÷èì ñèñòåìó

ṙ = −1 +R3,

φ̇ =
g cosφ− f sinφ

r2
.

(8.27)

Ýòó ñèñòåìó ìû ïî-ïðåæíåìó íàçûâàåì ðàçäóòîé. Âíå âêëååííîé îêðóæíîñòè ôàçî-
âûé ïîðòðåò íå èçìåíèëñÿ. Òàê êàê ôóíêöèè f, g ïðèíàäëåæàò êëàññó C2 è f(0) =
g(0) = 0, df(0) = dg(0) = 0, ïðàâàÿ ÷àñòü ðàçäóòîé ñèñòåìû � C1-ãëàäêàÿ, è òåîðåìà
ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé ïðèìåíèìà ê íåé. Âêëååííàÿ îêðóæíîñòü
áîëüøå íå êàñàåòñÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ ðàçäóòîé ñèñòåìû è íå ñîäåðæèò íè îäíîé îñî-
áîé òî÷êè. Ïîýòîìó â êàæäîé òî÷êå âêëååííîé îêðóæíîñòè åå ïåðåñåêàåò ðîâíî îäíà
òðàåêòîðèÿ ðàçäóòîé ñèñòåìû. Ýòî çíà÷èò, ÷òî â èñõîäíîé ñèñòåìå ïî êàæäîìó íà-
ïðàâëåíèþ â îñîáóþ òî÷êó 0 âõîäèò ðîâíî îäíà ôàçîâàÿ êðèâàÿ. Òåîðåìà 8.3.29 äëÿ
äèêðèòè÷åñêîãî óçëà äîêàçàíà.

Æîðäàíîâ óçåë

Ãîâîðÿò, ÷òî îñîáàÿ òî÷êà � æîðäàíîâ óçåë ïîëÿ v, åñëè ëèíåéíàÿ ÷àñòü ïîëÿ A =
v′(0) â ýòîé òî÷êå èìååò êðàòíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ ̸= 0, íî íå ðàâíà λE, ñì.
ðèñ. 8.19. Çàìåíîé âðåìåíè äîáüåìñÿ òîãî, ÷òîáû λ ðàâíÿëîñü −1. Â æîðäàíîâîì
áàçèñå îïåðàòîðà A íåëèíåéíàÿ ñèñòåìà ïðèìåò âèä

ẋ = −x+ y + f,

ẏ = −y + g,
(8.28)

ãäå (f, g) = o(r) ïðè r → 0.
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8.3.3. Ðàçðåøåíèå îñîáåííîñòåé

Ðèñ. 8.19: Ôàçîâûé ïîðòðåò ñòàíäàðòíîãî ñåäëîóçëà, ðàçäóòîé ñèñòåìû (8.29) è
íåëèíåéíîãî æîðäàíîâà óçëà

Òåîðåìà 8.3.30. Ñóùåñòâóþò äâå ôàçîâûå êðèâûå óðàâíåíèÿ (8.28), îáëàäàþùèå
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè. Ýòè êðèâûå âõîäÿò â 0 ñ ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí,
êàñàÿñü îñè Ox. Èõ îáúåäèíåíèå äåëèò îêðåñòíîñòü íóëÿ íà äâå ÷àñòè; âñå ôàçîâûå
êðèâûå, ðàñïîëîæåííûå â îäíîé ÷àñòè, âõîäÿò â 0, êàñàÿñü ïîëîæèòåëüíîãî ëó÷à
íà Ox, à âñå ôàçîâûå êðèâûå, ðàñïîëîæåííûå â äðóãîé ÷àñòè, âõîäÿò â 0, êàñàÿñü
îòðèöàòåëüíîãî ëó÷à íà Ox.

Ðàçäóòàÿ ñèñòåìà äëÿ òàêîãî óçëà èìååò âèä:

φ̇ = − sin2 φ+R1,

ṙ = r(−1 +
1

2
sin 2φ) +R2,

(8.29)

ãäå R1 = O(r), R2 = o(r) ïðè r → 0. Â ýòîì ðàçäåëå íàì áóäåò óäîáíåå ïèñàòü êîîð-
äèíàòó φ ïåðâîé, à íà ðèñóíêàõ ìû áóäåì èçîáðàæàòü êîîðäèíàòó φ ãîðèçîíòàëüíîé,
à êîîðäèíàòó r âåðòèêàëüíîé.
Â ìàëîé ïîëóîêðåñòíîñòè 0 < r < r0 îêðóæíîñòè r = 0 èìååì ṙ < 0; ïîýòî-

ìó r ìîíîòîííî óáûâàåò ñ ðîñòîì t. Îãðàíè÷åíèå ðàçäóòîé ñèñòåìû íà âêëååííóþ
îêðóæíîñòü èìååò âèä:

φ̇ = − sin2 φ.

Îñîáûå òî÷êè ýòîãî óðàâíåíèÿ � 0 è π. Îíè íåãèïåðáîëè÷åñêèå: ñîîòâåòñòâóþùåå
ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ðàâíî íóëþ. Îñîáûå òî÷êè (0, 0) è (π, 0) ðàçäóòîé ñèñòåìû íà
öèëèíäðå � òàê íàçûâàåìûå ñåäëîóçëû. Ýòî íåãèïåðáîëè÷åñêèå îñîáûå òî÷êè, ïî-
ýòîìó òåîðåìà Ãðîáìàíà-Õàðòìàíà ê íèì íåïðèìåíèìà. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ôàçî-
âûå ïîðòðåòû ñèñòåìû (8.29) â îêðåñòíîñòè ñåäëîóçëîâ òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû
ñëåäóþùåìó ïîëþ â îêðåñòíîñòè íóëÿ:

φ̇ = −φ2

ṙ = −r

Ôàçîâûé ïîðòðåò ýòîé ñèñòåìû, à òàêæå ñèñòåìû (8.29) ïîêàçàí íà ðèñ. 8.19. Ðèñóíîê
8.19 ïîäñêàçûâàåò, ÷òî ïîâåäåíèå ðàçäóòîé ñèñòåìû â êîëüöå Ur0 = {(r, φ) | 0 < r <
r0} îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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8 Ýëåìåíòû íåëèíåéíîé òåîðèè

Ðèñ. 8.20: Ôàçîâûé ïîðòðåò ðàçäóòîé ñèñòåìû (8.29) è äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ
8.3.31

Ïðåäëîæåíèå 8.3.31. Äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî r0 > 0, ðàçäóòàÿ ñèñòåìà (8.29)
èìååò äâå ôàçîâûå êðèâûå α0, απ (ñåïàðàòðèñû), êîòîðûå äåëÿò êîëüöî Ur0 íà äâà
îòêðûòûõ ìíîæåñòâà U0, Uπ, ïðè÷åì ïðè t → +∞ ôàçîâàÿ êðèâàÿ α0 è âñå ôà-
çîâûå êðèâûå, íà÷èíàþùèåñÿ â U0, âõîäÿò â îñîáóþ òî÷êó (0, 0), à ôàçîâàÿ êðèâàÿ
απ è âñå ôàçîâûå êðèâûå, íà÷èíàþùèåñÿ â Uπ, âõîäÿò â îñîáóþ òî÷êó (π, 0).

Îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû 8.3.30: ïðîåêöèè ñåïàðàòðèñ α0, απ íà ïëîñ-
êîñòü (x, y) = (r cosφ, r sinφ) îòäåëÿþò ôàçîâûå êðèâûå, âõîäÿùèå â 0 ïî íàïðàâëå-
íèþ φ = 0, îò êðèâûõ, âõîäÿùèõ â 0 ïî íàïðàâëåíèþ φ = π.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîêàæåì ýòî ïðåäëîæåíèå, íå èñïîëüçóÿ ïðèâåäåííîãî âûøå
îïèñàíèÿ ôàçîâîãî ïîðòðåòà ñåäëîóçëà. Íàïîìíèì, ÷òî R1(r, φ) = O(r) ïðè r → 0.
Âûáåðåì C òàêèì îáðàçîì, ÷òî |R1(r, φ)| < Cr â îêðåñòíîñòè r = 0, è âûáåðåì A,
òàêîå ÷òî 0 < A < 1/(4C).

Ïîñòðîèì â îêðåñòíîñòè îêðóæíîñòè r = 0 îáëàñòè, èç êîòîðûõ ôàçîâûå êðèâûå
ðàçäóòîé ñèñòåìû íå ìîãóò âûéòè � ïîãëîùàþùèå îáëàñòè. Ýòî, âî-ïåðâûõ, ñàìî
êîëüöî Ur0 , ãäå r0 > 0 ìàëî. Âî-âòîðûõ, â îêðåñòíîñòè òî÷åê (0, 0) è (π, 0) ðàññìîò-
ðèì êðèâûå Γ0 è Γπ:

Γ0 = {(φ, r) | r ∈ [0, r0], r = Aφ2}

Γπ = {(φ, r) | r ∈ [0, r0], r = A(π − φ)2}

Ïóñòü Γ+
0 è Γ−

0 � ëåâàÿ è ïðàâàÿ âåòâü ïàðàáîëû Γ0 :

Γ+
0 = {(φ, r) ∈ Γ0, φ > 0}, Γ−

0 = {(φ, r) ∈ Γ0, φ < 0},

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ Γ±
π . Äîêàæåì, ÷òî îáëàñòü Ω0 êîëüöà r ∈ [0, r0] ìåæäó

êðèâûìè Γ+
0 è Γ−

π è îáëàñòü Ωπ êîëüöà r ∈ [0, r0] ìåæäó êðèâûìè Γ+
π è Γ−

0 (çàøòðè-
õîâàíû íà ðèñ. (8.20)) ÿâëÿþòñÿ ïîãëîùàþùèìè.

×åðåç êðèâóþ r = r0 ôàçîâûå êðèâûå ïîëÿ (8.29) âõîäÿò â êîëüöî Ur0 , à çíà÷èò
� â îáëàñòè Ω0,Ωπ; êðèâàÿ r = 0 èíâàðèàíòíà. Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ïîëå (8.29)
íàïðàâëåíî âíèç îòíîñèòåëüíî êðèâûõ Γ0 è Γπ, òî åñòü âåêòîð ïîëÿ â êàæäîé òî÷êå
êðèâîé Γ0 (ñîîòâ. Γπ) ëåæèò íèæå êàñàòåëüíîé ê ýòîé êðèâîé.
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8.3.4. Âûðîæäåííûå îñîáûå òî÷êè

Â òî÷êå (φ,Aφ2) êðèâîé Γ0 ïîëå (8.29) èìååò âèä (O(φ2),−Aφ2+o(φ2)); êàñàòåëü-
íûé âåêòîð ê Γ0 èìååò âèä (1, 2Aφ). Èìååì∣∣∣∣O(φ2) −Aφ2 + o(φ2)

1 2Aφ

∣∣∣∣ = Aφ2 + o(φ2) > 0.

ïðè ìàëûõ φ. Ìû ñ÷èòàåì r0 ñòîëü ìàëûì, ÷òî ýòî ñîîòíîøåíèå âûïîëíÿåòñÿ íà
âñåé êðèâîé Γ0. Èòàê, âðàùåíèå îò âåêòîðà ïîëÿ ê êàñàòåëüíîìó âåêòîðó êðèâîé Γ0

ïðîèñõîäèò ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, òî åñòü âåêòîð ïîëÿ ëåæèò íèæå êàñàòåëüíîé.
Äëÿ Γπ äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî. Çíà÷èò, îáëàñòè Ω0,Ωπ ïîãëîùàþùèå.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî r0 âíóòðè îáëàñòè Ω0 èìååì φ̇ < 0.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè 0 < φ ⩽ π/2, âåðíà îöåíêà sinφ > φ/2, è òàê êàê |R1(r, φ)| <
Cr < ACφ2, èìååì φ̇ = − sin2 φ + Cr < (−1/4 + AC)φ2 < 0 â ñèëó âûáîðà A. Åñëè
æå π/2 < φ < π, òî sinφ > (π − φ)/2 è |R1(r, φ)| < Cr < AC(π − φ)2, îòêóäà ñíîâà
φ̇ = − sin2 φ+ Cr < (−1/4 +AC)(π − φ)2 < 0. Ïîýòîìó âñå ôàçîâûå êðèâûå âíóòðè
Ω0 äâèæóòñÿ âëåâî. Êðîìå òîãî, ṙ < 0 âíóòðè Ω0, ïîýòîìó âñå îíè äâèæóòñÿ âíèç.
Çíà÷èò, âñå ôàçîâûå êðèâûå ñ íà÷àëîì â Ω0 ñòðåìÿòñÿ ê òî÷êå (0, 0). Àíàëîãè÷íûì
îáðàçîì ïîëó÷àåì, ÷òî âñå ôàçîâûå êðèâûå èç Ωπ ñòðåìÿòñÿ ê òî÷êå (π, 0).

Îñòàëîñü ðàñïðîñòðàíèòü ýòî îïèñàíèå íà âñå êîëüöî Ur0 . Ðàññìîòðèì äóãó γ íà
îêðóæíîñòè r = r0 ìåæäó âåòâÿìè ïàðàáîëû Γπ: γ = {(r0, φ) | |π − φ| ⩽

√
r0/A}.

Òàê êàê âäîëü êàæäîé ôàçîâîé êðèâîé, êîòîðàÿ íà÷èíàåòñÿ íà γ, âåëè÷èíà r óáû-
âàåò, êàæäàÿ ôàçîâàÿ êðèâàÿ èëè ïåðåñåêàåò îäíó èç êðèâûõ Γ±

π \ {(π, 0)} (òîãäà
îíà çàõîäèò â Ω0 èëè â Ωπ ñîîòâåòñòâåííî è ïîòîìó ñòðåìèòñÿ ê (0, 0) èëè (π, 0)),
èëè ñòðåìèòñÿ ê (π, 0), îñòàâàÿñü âûøå êðèâîé Γπ. Ïóñòü γ0 è γπ ⊂ γ � äâà ïîä-
ìíîæåñòâà, âûõîäÿ èç êîòîðûõ, òðàåêòîðèè âõîäÿò â (0, 0) è (π, 0) ñîîòâåòñòâåííî;
òîãäà γ = γ0 ∪ γπ, äóãà γ0 ñîäåðæèò ëåâûé êîíåö γ, à äóãà γπ � ïðàâûé. Ìíîæåñòâî
γ0 îòêðûòî â γ, òàê êàê ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê, âûõîäÿ èç êîòîðûõ, ôàçîâûå êðèâûå
ïåðåñåêàþò îòêðûòóþ äóãó Γ−

π \ {(π, 0)}. Âîçüìåì ñàìóþ ëåâóþ òî÷êó (φ∗, r0) ∈ γπ
� îíà ñóùåñòâóåò, òàê êàê γ \ γπ = γ0 îòêðûòî è íåïóñòî. Ïóñòü απ � ôàçîâàÿ êðè-
âàÿ, âûõîäÿùàÿ èç (φ∗, r0). Ïî ïîñòðîåíèþ, îíà ñàìà âõîäèò â (π, 0), à òðàåêòîðèè,
íà÷èíàþùèåñÿ ëåâåå íåå íà γ, âõîäÿò â (0, 0). Òðàåêòîðèè, êîòîðûå íà÷èíàþòñÿ ïðà-
âåå απ, íå ìîãóò ïåðåñå÷ü απ, à çíà÷èò � íå ìîãóò ñòðåìèòüñÿ ê (0, 0). Çíà÷èò, îíè
âõîäÿò â (π, 0).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîñòðîèì ôàçîâóþ êðèâóþ α0 � ìû ïîëó÷èì, ÷òî îíà ðàç-
äåëÿåò òðàåêòîðèè, ñòðåìÿùèåñÿ ê (0, 0) è (π, 0) è íà÷èíàþùèåñÿ ìåæäó âåòâÿìè
ïàðàáîëû Γ0. Çíà÷èò, êðèâûå α0 è απ óäîâëåòâîðÿþò òðåáîâàíèÿì ïðåäëîæåíèÿ
8.3.31.

8.3.4 Âûðîæäåííûå îñîáûå òî÷êè

Ìåòîä ðàçðåøåíèÿ îñîáåííîñòåé, ïðîñòåéøèé âàðèàíò êîòîðîãî ìû çäåñü ïðèìåíè-
ëè, ÿâëÿåòñÿ ìîùíûì îðóäèåì â èññëåäîâàíèè îñîáûõ òî÷åê âåêòîðíûõ ïîëåé íà
ïëîñêîñòè. Îí ïîçâîëÿåò, â ÷àñòíîñòè, äàòü ïîëíóþ òîïîëîãè÷åñêóþ êëàññèôèêà-
öèþ ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ àíàëèòè÷åñêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷-
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êè ïðè óñëîâèè, ÷òî õîòÿ áû îäíà ôàçîâàÿ êðèâàÿ âõîäèò â ýòó òî÷êó ñ îïðåäåëåííîé
êàñàòåëüíîé. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ðåçóëüòàòà ìîæíî íàéòè â êíèãå 9.

Òåîðåìà 8.3.32. Ïóñòü àíàëèòè÷åñêîå âåêòîðíîå ïîëå èìååò èçîëèðîâàííóþ îñî-
áóþ òî÷êó â íóëå. Ïóñòü õîòÿ áû îäíà ôàçîâàÿ êðèâàÿ âõîäèò â 0 è èìååò êàñà-
òåëüíóþ â íóëå.

Ðèñ. 8.21: Ãèïåðáîëè÷åñêèé, ïàðàáîëè÷åñêèé è ýëëèïòè÷åñêèé ñåêòîð

Òîãäà îêðåñòíîñòü îñîáîé òî÷êè ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ ñåêòîðîâ
òðåõ âèäîâ:

� Ãèïåðáîëè÷åñêèé ñåêòîð, â êîòîðîì ïîëå îðáèòàëüíî òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâà-
ëåíòíî ïîëþ ẋ = x, ẏ = −y â ñåêòîðå x > 0, y > 0. Ãðàíèöû ñåêòîðà � äâå
ñåïàðàòðèñû, ãëàäêèå â íóëå.

� Ïàðàáîëè÷åñêèé ñåêòîð (îòòàëêèâàþùèé èëè ïðèòÿãèâàþùèé), â êîòîðîì
ïîëå îðáèòàëüíî òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî ïîëþ ẋ = x, ẏ = y (èëè ẋ =
−x, ẏ = −y) â ñåêòîðå x > 0, y > 0.

� Ýëëèïòè÷åñêèé ñåêòîð, â êîòîðîì ïîëå îðáèòàëüíî òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâà-
ëåíòíî ïîëþ ż = z2 íà ïîëóïëîñêîñòè Im z > 0 êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè (â
âåùåñòâåííûõ êîîðäèíàòàõ òàêîå ïîëå èìååò âèä ẋ = x2 − y2, ẏ = 2xy).

Ýòî î÷åíü ñèëüíûé ðåçóëüòàò: îí îïèñûâàåò ôàçîâûé ïîðòðåò îñîáîé òî÷êè âåê-
òîðíîãî ïîëÿ, â Òåéëîðîâñêîì ðàçëîæåíèè êîòîðîãî âñå ÷ëåíû õîòü äî òûñÿ÷íîé
ñòåïåíè ðàâíû íóëþ!

Íåêîòîðûå ïðèìåðû âûðîæäåííûõ îñîáûõ òî÷åê èçîáðàæåíû íà ðèñ. 8.22.

8.3.5 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ãðîáìàíà-Õàðòìàíà äëÿ îòîáðàæåíèé

Êàê è â òåîðèè óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó, òåîðåìà Ãðîáìàíà-Õàðòìàíà äëÿ âåêòîð-
íûõ ïîëåé âûâîäèòñÿ èç òåîðåìû äëÿ îòîáðàæåíèé; ïîýòîìó ñíà÷àëà ìû äîêàæåì
òåîðåìó äëÿ îòîáðàæåíèé.

9F. Dumortier, J. Llibre, J. C. Art�es, Qualitative Theory of Planar Di�erential Systems.
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Îñîáûå òî÷êè ïîëåé x′ = x2, y′ = −y (ñåäëîóçåë, äâà ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñåêòîðà è
îäèí ïàðàáîëè÷åñêèé), z′ = z2 (äâà ýëëèïòè÷åñêèõ ñåêòîðà) è x′ = x2, y′ = y2 (äâà
ïàðàáîëè÷åñêèõ ñåêòîðà è äâà ãèïåðáîëè÷åñêèõ).

Îñîáûå òî÷êè ïîëåé x′ = −y, y′ = x2 + xy (äâà ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñåêòîðà), z′ = z3

(÷åòûðå ýëëèïòè÷åñêèõ ñåêòîðà) è z′ = z2 (øåñòü ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñåêòîðîâ).

Ðèñ. 8.22: Íåêîòîðûå âûðîæäåííûå îñîáûå òî÷êè
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Ãëîáàëèçàöèÿ

Íàïîìíèì ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû 8.3.10 ðàçäåëà 8.3.1.

Òåîðåìà (Òåîðåìà Ãðîáìàíà-Õàðòìàíà äëÿ îòîáðàæåíèé). Â îêðåñòíîñòè ãèïåðáî-
ëè÷åñêîé íåïîäâèæíîé òî÷êè äèôôåîìîðôèçì òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòåí ñâîåé
ëèíåéíîé ÷àñòè (òî åñòü ñâîåìó äèôôåðåíöèàëó â íåïîäâèæíîé òî÷êå).

Ìû ñâåäåì ýòó òåîðåìó ê ãëîáàëüíîé.

Îïðåäåëåíèå 8.3.33. Äâà îòîáðàæåíèÿ F è G òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû â Rn,
åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì H : Rn → Rn, êîòîðûé ñîïðÿãàåò îòîáðàæåíèÿ F è
G:

G ◦H = H ◦ F (8.30)

â ïðîñòðàíñòâå Rn.

Òåîðåìà 8.3.34. [Òåîðåìà Ãðîáìàíà-Õàðòìàíà äëÿ îòîáðàæåíèé â Rn] Ïóñòü A
� ãèïåðáîëè÷åñêèé ëèíåéíûé îïåðàòîð. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà ε,
çàâèñÿùàÿ îò A, ÷òî äëÿ ëþáîãî C1-ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ f : Rn → Rn, äëÿ
êîòîðîãî

Lip f < ε, f(0) = 0, (8.31)

îòîáðàæåíèå F : Rn → Rn,
F (x) = Ax+ f(x),

çàäà¼ò äèôôåîìîðôèçì, òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûé A âî âñåì ïðîñòðàíñòâå
Rn.

Íèæå ìû äîêàæåì ãëîáàëüíóþ òåîðåìó, à ñåé÷àñ âûâåäåì èç íåå òåîðåìó 8.3.10.
Ýòî äåëàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðèåìà, íàçûâàåìîãî ãëîáàëèçàöèåé. Îòîáðàæåíèå f �
ðàçíîñòü ìåæäó îòîáðàæåíèåì F è åãî ëèíåéíîé ÷àñòüþ � íàçûâàåòñÿ íåâÿçêîé.
Íåâÿçêà îïðåäåëåíà ëèøü â îêðåñòíîñòè íóëÿ. Ìû óìíîæèì åå íà ãëàäêóþ ñðåçà-
þùóþ ôóíêöèþ φ, òîæäåñòâåííî ðàâíóþ åäèíèöå â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ è
íóëþ âíå íåêîòîðîé äðóãîé îêðåñòíîñòè (ïðèíàäëåæàùåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ f).
Òîãäà ïðîèçâåäåíèå φf îïðåäåëåíî âî âñåì Rn, ñîâïàäàåò ñ f â íåêîòîðîé îêðåñòíî-
ñòè íóëÿ U1 è ðàâíî íóëþ âíå íåêîòîðîé äðóãîé îêðåñòíîñòè íóëÿ U2. Îòîáðàæåíèå

G = A+ φf

ñîâïàäàåò ñ F â U1, è ñ A âíå U2. Íóæíî òîëüêî âûáðàòü φ òàê, ÷òîáû ïðîèçâåäåíèå
fφ óäîâëåòâîðÿëî íåðàâåíñòâó (8.31). Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî f ∈ C1 è
f(0) = 0, df(0) = 0.
Ðàññìîòðèì íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè R+ C1-ãëàäêóþ ôóíêöèþ ψ : R+ → [0, 1],

òîæäåñòâåííî ðàâíóþ 1 íà [0, 1] è íóëþ âíå [0, 2]. Ôóíêöèþ ψ ìîæíî âûáðàòü òàê,
÷òî âñþäó íà R+ âûïîëíåíî |ψ′| < 2. Ïîëîæèì:

φk(x) = ψ(k|x|), x ∈ Rn.

Ýòè ôóíêöèè îòëè÷íû îò íóëÿ âî âñå ìåíüøèõ è ìåíüøèõ îêðåñòíîñòÿõ íóëÿ.
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Ïðåäëîæåíèå 8.3.35. Äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ f : Rn → Rn, çàäàííîãî â îêðåñò-
íîñòè íóëÿ è òàêîãî, ÷òî

f(0) = 0, df(0) = 0

âûïîëíåíî óòâåðæäåíèå

Lip(fφk) → 0 ïðè k → ∞.

Ýòî ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî íèæå. Âûâåäåì ñ åãî ïîìîùüþ òåîðåìó 8.3.10 èç 8.3.34.
Âûáåðåì k òàê, ÷òî ïðîèçâåäåíèå fφk îïðåäåëåíî âñþäó íà Rn è

Lip(fφk) < ε

ãäå ε � êîíñòàíòà èç òåîðåìû 8.3.34. Òîãäà îòîáðàæåíèå G = id+ fφk ñîâïàäàåò ñ F
â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ è òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî ñâîåé ëèíåéíîé ÷àñòè
ïî òåîðåìå 8.3.34. Çíà÷èò, F òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî ñâîåé ëèíåéíîé ÷àñòè â
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ. Òåîðåìà 8.3.10 äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 8.3.35. . Ïðîèçâåäåíèå fφk òîæäåñòâåííî ðàâíî íó-
ëþ ïðè |x| > 2

k ; ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì k îíî îïðåäåëåíî íà âñåì ïðîñòðàíñòâå Rn.
Íàì íóæíî îöåíèòü

Lip(fφk) ⩽ max
Rn

∥d(fφk)∥.

Íî ýòîò äèôôåðåíöèàë ðàâåí

d(fφk) = φkdf + f gradφk,

ãäå ïîä gradφk ìû ïîäðàçóìåâàåì ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë v 7→ (gradφk, v), äâîé-
ñòâåííûé ê gradφk (è ñîâïàäàþùèé ñ dφk). Îöåíèì ïåðâîå ñëàãàåìîå:

max
Rn

∥φkdf∥ = max
|x|< 2

k

|df(x)| → 0

ïðè k → 0, ïîñêîëüêó df(0) = 0, è df íåïðåðûâåí. Òåïåðü îöåíèì âòîðîå ñëàãàåìîå.
Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó f(0) = 0, df(0) = 0, ìû èìååì f(x) = o(x). Â ÷àñòíîñòè,

max
|x|< 1

2k

|f(x)| = o(
1

k
).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
| gradφk(x)| = kψ′(k|x|) ⩽ 2k.

Ïîýòîìó ìû ìîæåì îöåíèòü è âòîðîå ñëàãàåìîå:

∥f(x) gradφk(x)∥ ⩽ max
|x|< 2

k

|f(x)| · 2k → 0

ïðè k → 0.

Íàì îñòàëîñü äîêàçàòü òåîðåìó 8.3.34.
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Ôóíêöèîíàëüíîå è ãîìîëîãè÷åñêîå óðàâíåíèå.

Ñîïðÿãàþùèé ãîìåîìîðôèçì H â òåîðåìå 8.3.34 áóäåì èñêàòü êàê ñóììó òîæäå-
ñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ è ìàëîé â ïðîñòðàíñòâå C(Rn,Rn) ïîïðàâêè h : H = id +
h, h(0) = 0. Ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå F ◦H = H◦A ýòî âûðàæåíèå äëÿH è âûðàæåíèå
A+ f äëÿ F . Ïîëó÷èì:

(A+ f) ◦ (id+ h) = (id+ h) ◦A.

Îòñþäà
A+Ah+ f ◦ (id+ h) = A+ h ◦A.

Ïåðâûå ÷ëåíû ñîêðàùàþòñÿ. Ïîëó÷àåì

h ◦A−Ah = f ◦ (id+ h). (8.32)

Ýòî è åñòü îñíîâíîå äëÿ äàëüíåéøåãî ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå, êîòîðîå ìû è
áóäåì ðåøàòü. Çàìåíèì åãî ñíà÷àëà áîëåå ïðîñòûì ãîìîëîãè÷åñêèì óðàâíåíèåì

h ◦A−Ah = f, (8.33)

ëèíåéíûì îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîãî îòîáðàæåíèÿ h. Ìû ñíà÷àëà ðåøèì ãîìîëî-
ãè÷åñêîå óðàâíåíèå, à çàòåì, ñ åãî ïîìîùüþ, ðåøèì è ôóíêöèîíàëüíîå.

Ðåøåíèå ãîìîëîãè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

Óäèâèòåëüíûì îáðàçîì, ãîìîëîãè÷åñêîå óðàâíåíèå ðåøàåòñÿ ÿâíî. Ðàññìîòðèì ñíà-
÷àëà ãèïåðáîëè÷åñêèé ëèíåéíûé îïåðàòîð A : Rn → Rn. Ïóñòü ó íåãî s ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé âíóòðè åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè è u ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé âíå å¼. Êàê ìû
óæå äåëàëè âûøå, ðàçîáúåì ïðîñòðàíñòâî â ïðÿìóþ ñóììó óñòîé÷èâîãî è íåóñòîé-
÷èâîãî ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ: Rn = T s

⊕
T u, òàê ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

îïåðàòîðà Λ := A|T s íàõîäÿòñÿ âíóòðè åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, à ñîáñòâåííûå çíà÷å-
íèÿ îïåðàòîðà M := A|Tu íàõîäÿòñÿ âíå åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè. Ïîëîæèì λ = ∥Λ∥
è µ = ∥M−1∥, òîãäà λ, µ < 1.
Îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé îïåðàòîðîâ Λ è M ; ïîýòîìó â áàçèñå, s

ýëåìåíòîâ êîòîðîãî ëåæàò â T s, à u ýëåìåíòîâ � â T u, îïåðàòîð A çàäàåòñÿ áëî÷íî-
äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé:

A =

(
Λ

M

)
.

(ìû îáîçíà÷àåì îïåðàòîð è åãî ìàòðèöó îäíîé è òîé æå áóêâîé).
Ïóñòü πs : Rn → T s, πu : Rn → T u � îïåðàòîðû ïðîåêòèðîâàíèÿ âäîëü T u è T s

ñîîòâåòñòâåííî. Ëþáîé âåêòîð ξ ∈ Rn ðàçëàãàåòñÿ íà äâå êîìïîíåíòû:

ξ = (ξs, ξu), ξs = πsξ ∈ T s, ξu = πuξ ∈ T u.

Ñîîòâåòñòâåííî, îáà îòîáðàæåíèÿ Rn â ñåáÿ � è çàäàííîå îòîáðàæåíèå f , è èñêîìîå
îòîáðàæåíèå h � ìû áóäåì ðàçëàãàòü íà äâå êîìïîíåíòû:

f = (fs, fu), h = (hs, hu);
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çäåñü fu,s : Rn → T u,s, hu,s : Rn → T u,s. ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ïðîñòðàíñòâ C(Rn,Rs,u)
íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé Rn â Rs,u.
Ãîìîëîãè÷åñêîå óðàâíåíèå (8.33) ðàñïàäàåòñÿ íà äâå êîìïîíåíòû:

hs ◦A− Λhs = fs (8.34)

hu ◦A−Mhu = fu. (8.35)

Íà÷íåì ñ óðàâíåíèÿ (8.34). Åãî ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê çàäà÷ó î íåïîäâèæíîé òî÷êå:

hs = fs ◦A−1 + ΛhsA−1 = g + Shs = Lhs,

ãäå g = fs ◦ A−1, à îïåðàòîðû Sh = Λ ◦ h ◦ A−1 è Lh = g + Sh � ëèíåéíûå îïåðà-
òîðû èç ïðîñòðàíñòâà C(Rn,Rs) â ñåáÿ. Ìû óâèäèì, ÷òî îïåðàòîð S (à çíà÷èò, è L)
� ñæèìàþùèé îòíîñèòåëüíî íîðìû ∥φ∥ = supx∈Rn |φ(x)|. Ïðîñòðàíñòâî C(Rn,Rs)
ïîëíî îòíîñèòåëüíî ýòîé íîðìû (ýòîò ôàêò äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê ïîëíîòà ïðî-
ñòðàíñòâà C([a, b]), ñì. ïðåäëîæåíèå 7.1.5 ðàçäåëà 7.1.3). Ýòî ïîçâîëèò ïðèìåíèòü
ïðèíöèï ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé.

Ëåììà 8.3.36. Îïåðàòîð S ñæèìàåò íà ïðîñòðàíñòâå C(Rn,Rs): äëÿ ëþáîãî
îòîáðàæåíèÿ φs ∈ C(Rn,Rs),

∥Sφs∥ ⩽ λ · ∥φs∥. (8.36)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî x ∈ Rn

|(Sφs)(x)| = |Λφs(A−1x)| ⩽ λ sup
Rn

|φs(x)| = λ · ∥φs∥,

ïîýòîìó íåðàâåíñòâî 8.36 âûïîëíåíî.

Îïåðàòîð L îòëè÷àåòñÿ îò S òîëüêî ñäâèãîì, à ïîòîìó òîæå ñæèìàåò. Â ñèëó ïðèí-
öèïà ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé (ñì. òåîðåìó 7.1.7 ðàçäåëà 7.1.2), îïåðàòîð L èìååò
åäèíñòâåííóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó, òî åñòü ðåøåíèå hs óðàâíåíèÿ (8.34) ñóùåñòâóåò
è åäèíñòâåííî. Íî ìû õîòèì íå òîëüêî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ýòîãî ðåøåíèÿ, íî
è îöåíèòü åãî íîðìó. Ìû ñäåëàåì ýòî, ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ñæè-
ìàþùåãî îòîáðàæåíèÿ L ñòðîèòñÿ ÿâíûì îáðàçîì � êàê ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíûõ
èòåðàöèé f,Lf,L2f, . . . äëÿ ëþáîé íà÷àëüíîé òî÷êè f .

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêèõ ïðèáëèæåíèé äëÿ îïåðàòîðà L, íà÷èíàþùàÿñÿ ñ íóëÿ,
� ýòî

0, g, (E + S)g, (E + S + S2)g, . . . , (E + S + ...+ Sk)g, . . .

Îòñþäà

hs =
∞∑
k=0

Skg =
∞∑
k=0

Sk(fsA−1).
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Ïîëîæèì Lsφ =
∑∞

k=0 S
k(φA−1); ýòî ëèíåéíûé îïåðàòîð Ls : C(Rn,Rs) → C(Rn,Rs).

Îòìåòèì, ÷òî ∥φA−1∥ = ∥φ∥, òàê êàê ñäâèã àðãóìåíòà íå ìåíÿåò C-íîðìû, è ∥S∥ ⩽ λ
â ñèëó ëåììû 8.3.36. Ïîýòîìó

∥Lsφ∥ = |
∞∑
k=0

Sk(φA−1)| ⩽ ∥φ∥
∞∑
k=0

λk = ∥φ∥ 1

1− λ
:

íîðìà Ls íå ïðåâîñõîäèò 1
1−λ . Êðîìå òîãî, åñëè φ(0) = 0, òî Ls(φ)(0) = 0, êàê âèäíî

èç îïðåäåëåíèÿ Ls.
Èòàê, ìû ðåøèëè óðàâíåíèå (8.34): ìû ïîñòðîèëè îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð Ls, äëÿ

êîòîðîãî
hs = Ls(f s).

Àíàëîãè÷íî ðåøàåòñÿ óðàâíåíèå (8.35). Îíî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

hu =M−1hu ◦A−M−1fu = Uhu −M−1fu, ãäå Uφ =M−1φ ◦A.

Êàê è ðàíüøå, îïåðàòîð U ñæèìàåò, ∥U∥ ⩽ µ, è ïîòîìó ðåøåíèå èìååò âèä

hu = Lu(fu),

ãäå

Luφ =
∞∑
k=0

Uk(−M−1φ),

è ∥Lu∥ ⩽ 1
1−µ . Â ýòîì ñëó÷àå òîæå, åñëè φ(0) = 0, òî (Luφ)(0) = 0.

Ìû ðåøèëè ãîìîëîãè÷åñêîå óðàâíåíèå (8.33):

h = (hs, hu) = (Ls(fs), Lu(fu)) := Lf.

Îïåðàòîð Lf : C(Rn,Rn) → C(Rn,Rn) ëèíååí. Åñëè íîðìó â ïðîñòðàíñòâå C(Rn,Rn)
îïðåäåëèòü êàê ∥(fu, fs)∥ = max(∥fu∥, ∥fs∥), òî íîðìà îïåðàòîðà L áóäåò îöåíèâàòü-
ñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∥L∥ ⩽ max
( 1

1− µ
,

1

1− λ

)
. (8.37)

Êðîìå òîãî, åñëè f(0) = 0, òî Lf(0) = 0.

Ðåøåíèå ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ

Íàïîìíèì, ÷òî óñëîâèå H ◦A = F ◦H íà ñîïðÿãàþùèé ãîìåîìîðôèçì H,H = id+h,
ðàâíîñèëüíî ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ

h ◦A−Ah = f ◦ (id+ h).

Ïîýòîìó h � ðåøåíèå ãîìîëîãè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ïðàâîé ÷àñòüþ f ◦ (id + h).
Çíà÷èò,

h = L(f ◦ (id+ h)).
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Ýòî åùå íå ÿâíàÿ ôîðìóëà äëÿ h; ýòà ôîðìóëà îçíà÷àåò, ÷òî h ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé
òî÷êîé îïåðàòîðà h 7→ L(f◦(id+h)). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Φ îïåðàòîð �ñäâèãà àðãóìåíòà�:

Φ: C(Rn,Rn) → C(Rn,Rn), Φ: h 7→ f ◦ (id+ h).

Óðàâíåíèå íà h ìîæíî òåïåðü ïåðåïèñàòü â âèäå

h = L ◦ Φ(h).

Ìû äîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå ñóùåñòâóåò, ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ñæèìàþùèõ îòîáðà-
æåíèé (ñì. òåîðåìó 7.1.7 ðàçäåëà 7.1.2) â ïîäõîäÿùåì ïðîñòðàíñòâå.

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî C0(Rn,Rn) îãðàíè÷åííûõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé
Rn â ñåáÿ, ñîõðàíÿþùèõ 0, ñ ìåòðèêîé d(φ,ψ) = max |φ(x) − ψ(x)|. Ïðîñòðàíñòâî
C0(Rn,Rn) ïîëíî êàê çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ïîëíîãî ïðîñòðàíñòâà C(Rn,Rn).
Îòìåòèì, ÷òî åñëè h(0) = 0, òî (Φh)(0) = 0. Îïåðàòîð LΦ, òåì ñàìûì, ïåðåâî-

äèò ïðîñòðàíñòâî C0(Rn,Rn) â ñåáÿ. Äîêàæåì, ÷òî åñëè f èìååò äîñòàòî÷íî ìàëóþ
êîíñòàíòó Ëèïøèöà, òî ýòîò îïåðàòîð ñæèìàåò â ïîëíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå
C0(Rn,Rn). Îöåíèì êîíñòàíòó Ëèïøèöà îïåðàòîðà Φ:

∥Φh1 − Φh2∥ = ∥f ◦ (id+ h1)− f ◦ (id+ h2)∥ = sup
x∈Rn

|f(x+ h1(x))− f(x+ h2(x)) ⩽

sup
x∈Rn

(Lip f)|h1(x)− h2(x)| = Lip f · ∥h1(x)− h2(x)∥.

Èòàê, LipΦ ⩽ Lip f . Ïîýòîìó åñëè Lip f · ∥L∥ < 1, òî îïåðàòîð LΦ ñæèìàþùèé è ê
íåìó ïðèìåíèì ïðèíöèï ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé.

Èòàê, ïðè óñëîâèè Lip f ·∥L∥ < 1 ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå (8.32) èìååò ðåøåíèå
H = id+ h, h ∈ C0(Rn,Rn).
Â ñèëó (8.37), óñëîâèå Lip f · ∥L∥ < 1 âûïîëíåíî, åñëè

Lip f < min
(
1− ∥M−1∥, 1− ∥Λ∥

)
. (8.38)

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî H � ãîìåîìîðôèçì; äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî H � áè-
åêöèÿ. Ìû ñäåëàåì ýòî â äâóõ ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ, ïîëüçóÿñü òîëüêî òåì, ÷òî
H = id+ h ñîïðÿãàåò A è F è h ∈ C0(Rn,Rn).
Îäíîâðåìåííî ìû äîêàæåì òàêîå óñèëåíèå òåîðåìû 8.3.34:

Òåîðåìà 8.3.37. Çàêëþ÷åíèå òåîðåìû Ãðîáìàíà-Õàðòìàíà äëÿ îòîáðàæåíèé (òåî-
ðåìà 8.3.34) âûïîëíåíî, åñëè Lip f óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (8.38).

Ìîíîìîðôíîñòü îòîáðàæåíèÿ H.

Ëåììà 8.3.38. Îòîáðàæåíèå H : Rn → Rn, óäîâëåòâîðÿþùåå óðàâíåíèþ (8.6) ñ
ãèïåðáîëè÷åñêèì îïåðàòîðîì A � ìîíîìîðôèçì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî H �ñêëåèâàåò� òî÷êè x è y: x ̸= y, H(x) =
H(y). Äîêàæåì, ÷òî òîãäà H �ñêëåèâàåò� ïîëíûå îðáèòû òî÷åê x è y ïîä äåéñòâèåì
îòîáðàæåíèÿ A. Äåéñòâèòåëüíî, èç ðàâåíñòâà

F ◦H = H ◦A

èíäóêöèåé ïî k ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî

F k ◦H = H ◦Ak

Ïîýòîìó

H(Akx) = F k(H(x)), H(Aky) = F k(H(y))

Ýòè âûðàæåíèÿ ðàâíû, òàê êàê H(x) = H(y). Èòàê, H(Akx) = H(Aky) äëÿ ëþáîãî
k.

Íî îòîáðàæåíèå H îòëè÷àåòñÿ îò òîæäåñòâåííîãî íà îãðàíè÷åííóþ ïîïðàâêó h ∈
C0(Rn,Rn). Ìåæäó òåì, îðáèòû ðàçíûõ òî÷åê ïîä äåéñòâèåì îïåðàòîðà A ðàñõîäÿòñÿ
íåîãðàíè÷åííî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x = (xs, xu), y = (ys, yu) è xu ̸= yu, òî îðáèòû
òî÷åê ðàñõîäÿòñÿ â áóäóùåì:

|Akx−Aky| ⩾ |Mkxu −Mkyu| → ∞ ïðè k → +∞.

Åñëè æå äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê xu = yu, òî xs ̸= ys, è îðáèòû ðàñõîäÿòñÿ â
ïðîøëîì:

|Akx−Aky| = |Λkxs − Λkys| → ∞ ïðè k → −∞.

Èòàê, ïðè x ̸= y, supk∈Z |Akx−Aky| = ∞.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èçH(Akx) = H(Aky), ïðèìåíÿÿ ðàâåíñòâîH = id+h, ïîëó÷èì,
÷òî

|Akx−Aky| = |h(Akx)− h(Aky)|.

Ïðàâàÿ ÷àñòü îãðàíè÷åíà ïî k ∈ Z, ïîñêîëüêó h îãðàíè÷åííî, à ëåâàÿ ÷àñòü íåîãðà-
íè÷åííà. Ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî H � ìîíîìîðôèçì.

Ýïèìîðôíîñòü H.

Ýïèìîðôíîñòü îòîáðàæåíèÿ H ñëåäóåò èç ëåììû:

Ëåììà 8.3.39. Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå H : Rn → Rn ñ îãðàíè÷åííîé ïîïðàâêîé
h = H − id � ýïèìîðôèçì.

Íàïîìíèì, ÷òî íàéäåííîå âûøå ðåøåíèå H = id + h ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ (8.6) íåïðåðûâíî è èìååò îãðàíè÷åííóþ ïîïðàâêó h ∈ C0(Rn,Rn).
Ëåììà (8.3.39) ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî òîïîëîãè÷åñêèì ôàêòîì. Îíà ñëåäóåò èç áîëåå îá-

ùåãî óòâåðæäåíèÿ.
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Ëåììà 8.3.40. Ïóñòü v0 � íåïðåðûâíîå âåêòîðíîå ïîëå íà øàðå ñ öåíòðîì a è
ãðàíèöåé S. Ïóñòü v1(x) = a − x � âåêòîðíîå ïîëå íà ýòîì øàðå, íàïðàâëåííîå ê
a. Îïðåäåëèì ñåìåéñòâî âåêòîðíûõ ïîëåé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

vt = tv1 + (1− t)v0.

Ïóñòü íè îäíî èç ïîëåé vt íå èìååò îñîáîé òî÷êè íà ñôåðå S, òî åñòü íå îáðàùà-
åòñÿ â 0 íà íåé. Òîãäà âñå ïîëÿ vt, â òîì ÷èñëå v0, èìåþò îñîáóþ òî÷êó âíóòðè
øàðà.

Ýòà ëåììà ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðèè èíäåêñà èëè òåîðèè ñòåïåíè îòîáðàæåíèÿ,
êîòîðóþ ìîæíî íàéòè âî ìíîãèõ ó÷åáíèêàõ ïî òîïîëîãèè [?]. Ìû íàìåòèì å¼ äî-
êàçàòåëüñòâî ëèøü â äâóìåðíîì ñëó÷àå; ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî âûõîäèò çà ðàìêè
íàøåãî ó÷åáíèêà.

Ïóñòü B � êðóã íà ïëîñêîñòè, S � åãî ãðàíèöà. Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå
îïðåäåëåíèå, êîòîðîå ìû íå áóäåì ïîëíîñòüþ ôîðìàëèçîâûâàòü.

Îïðåäåëåíèå 8.3.41. Èíäåêñ âåêòîðíîãî ïîëÿ íà ïëîñêîñòè âäîëü çàìêíóòîé êðè-
âîé � ýòî êîëè÷åñòâî îáîðîòîâ, êîòîðîå âåêòîð ïîëÿ äåëàåò ïðè îáõîäå âäîëü ýòîé
êðèâîé.

Èíäåêñ îïðåäåëåí, åñëè âåêòîðíîå ïîëå íà êðèâîé íå îáðàùàåòñÿ â íîëü.

Âèäíî, ÷òî ïîëå v1 = a− x âäîëü îêðóæíîñòè S èìååò èíäåêñ 1. Âåêòîðíûå ïîëÿ
vt íå èìåþò îñîáûõ òî÷åê íà îêðóæíîñòè è íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò t, ïîýòîìó èõ
èíäåêñ âäîëü S òîæå íåïðåðûâíî çàâèñèò îò t. Ïîñêîëüêó èíäåêñ � öåëîå ÷èñëî, îí
ðàâåí 1 äëÿ âñåõ ïîëåé vt. Ëåììà ñëåäóåò èç òàêîãî óòâåðæäåíèÿ:

Ïðåäëîæåíèå 8.3.42. Åñëè âåêòîðíîå ïîëå èìååò íåíóëåâîé èíäåêñ âäîëü îêðóæ-
íîñòè, òî îíî èìååò îñîáóþ òî÷êó âíóòðè îêðóæíîñòè.

Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Áóäåì óìåíüøàòü îêðóæ-
íîñòü, ñòÿãèâàÿ å¼ â òî÷êó. Èíäåêñ ïðè ýòîì áóäåò ìåíÿòüñÿ íåïðåðûâíî, âåäü îêðóæ-
íîñòè íå áóäóò ïðîõîäèòü ÷åðåç îñîáûå òî÷êè ïîëÿ; ïîñêîëüêó èíäåêñ � öåëîå ÷èñëî,
îí íå áóäåò ìåíÿòüñÿ âîâñå. Íî èíäåêñ âäîëü êðèâîé, êîòîðàÿ ñòÿíóëàñü â òî÷êó, ðà-
âåí íóëþ. Çíà÷èò, è âäîëü èñõîäíîé îêðóæíîñòè èíäåêñ äîëæåí áûë áûòü ðàâåí
íóëþ. Ïðîòèâîðå÷èå.

Â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî, íî äàòü îïðåäåëåíèå èíäåêñà
ñëîæíåå, ñì. [?].

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 8.3.39. Ëåììà 8.3.39 ëåãêî âûâîäèòñÿ èç ëåììû 8.3.40. Ïóñòü
H � îòîáðàæåíèå ñ îãðàíè÷åííîé ïîïðàâêîé; äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî a ∈ Rn ñó-
ùåñòâóåò òî÷êà x, äëÿ êîòîðîé H(x) = a.

Ïóñòü H = id+h. Ïóñòü B � øàð ñ öåíòðîì a è ðàäèóñîì r = ∥h∥+1. Ðàññìîòðèì
âåêòîðíîå ïîëå

v0(x) = a−H(x) = a− x− h(x).
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Îïðåäåëèì vt êàê â ëåììå 8.3.40. Òîãäà ïîëå vt = (1− t)v0 + t(a− x) = a− x+ th(x)
íå îáðàùàåòñÿ â íîëü íà ãðàíèöå øàðà B, òàê êàê òàì |a − x| = ∥h∥ + 1 ⩾ |th(x)|.
Ïîýòîìó ëåììà 8.3.40 ïðèìåíèìà, è ïîëå v0 èìååò õîòÿ áû îäíó îñîáóþ òî÷êó x â
øàðå B. Â ýòîé òî÷êå H(x)− a = 0, òî åñòü a = H(x), ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Òåîðåìà Ãðîáìàíà-Õàðòìàíà äëÿ îòîáðàæåíèé äîêàçàíà.

8.3.6 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ãðîáìàíà-Õàðòìàíà äëÿ âåêòîðíûõ
ïîëåé.

Äîêàæåì òåîðåìó 8.3.6. Îíà âûâîäèòñÿ èç òåîðåìû 8.3.34 ñ ïîìîùüþ ïåðåõîäà îò
âåêòîðíîãî ïîëÿ ê ïðåîáðàçîâàíèþ ôàçîâîãî ïîòîêà. Â ýòîì ïåðåõîäå åñòü ìíîãî
îáùåãî ñ ïåðåõîäîì îò òåîðåìû Ëÿïóíîâà îá óñòîé÷èâîñòè äëÿ îòîáðàæåíèé ê àíà-
ëîãè÷íîé òåîðåìå äëÿ âåêòîðûõ ïîëåé.
Øàã 1: Ãëîáàëèçàöèÿ. Âìåñòî òåîðåìû 8.3.6 ìû äîêàæåì òåîðåìó 8.3.43.

Òåîðåìà 8.3.43. Ïóñòü
v(x) = Ax+ f(x) (8.39)

� C2-ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå ñ ãèïåðáîëè÷åñêîé îñîáîé òî÷êîé 0, çàäàííîå âî âñåì
ïðîñòðàíñòâå Rn. Ïóñòü f(0) = 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ε, çàâèñÿùåå îò A,
÷òî åñëè Lip f < ε, òî ïîëå v òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî ïîëþ Ax âî âñåì ïðî-
ñòðàíñòâå Rn.

Òåîðåìà 8.3.6 âûâîäèòñÿ èç òåîðåìû 8.3.43 òàê æå, êàê â ñëó÷àå îòîáðàæåíèé: íàäî
óìíîæèòü íåâÿçêó èñõîäíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ íà ïîäõîäÿùóþ ñðåçàþùóþ ôóíêöèþ.

Øàã 2: ãèïåðáîëè÷íîñòü ïîòîêà çà âðåìÿ 1. Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå
ïîòîêà ïîëÿ v çà åäèíè÷íîå âðåìÿ:

G = g1v .

Îòîáðàæåíèå G îïðåäåëåíî âî âñåì ïðîñòðàíñòâå Rn è èìååò ëèíåéíóþ ÷àñòü

dG(0) = eA =: B.

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ νj îïåðàòîðà B � ýêñïîíåíòû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λj îïå-
ðàòîðà A:

νj = eλj .

Ïîýòîìó èç ãèïåðáîëè÷íîñòè ëèíåéíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ Ax (óñëîâèå Re λj ̸= 0)
ñëåäóåò ãèïåðáîëè÷íîñòü ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ Bx (óñëîâèå |νj | ≠ 1).
Øàã 3: ïðèìåíåíèå òåîðåìû Ãðîáìàíà-Õàðòìàíà äëÿ îòîáðàæåíèÿ ïî-

òîêà çà âðåìÿ 1. Ïóñòü g � íåâÿçêà îòîáðàæåíèÿ G:

G(x) = Bx+ g(x).

×òîáû ïðèìåíèòü òåîðåìó Ãðîáìàíà-Õàðòìàíà äëÿ G = g1v , íóæíî äîáèòüñÿ âûïîë-
íåíèÿ óñëîâèÿ

Lip g < ε
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8.3.6. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ãðîáìàíà-Õàðòìàíà äëÿ âåêòîðíûõ ïîëåé.

äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε. Ëåììà 8.3.44 (ñì. íèæå) ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòî óñëîâèå ñëå-
äóåò èç íåðàâåíñòâà

Lip f < δ

äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî δ. Çíà÷èò, òåîðåìà 8.3.43 ïðèìåíèìà äëÿ îòîáðàæåíèÿ G è
ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì H, ñîïðÿãàþùèé G è B:

G ◦H = H ◦B,

òî åñòü

g1v ◦H = H ◦ eA. (8.40)

Øàã 4: òåîðåìà Ãðîáìàíà-Õàðòìàíà äëÿ îòîáðàæåíèé ïîòîêà çà âðå-

ìÿ t. Äîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèÿ gtv, t ∈ [0, 1], òîæå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ òåîðå-
ìû 8.3.43.

Ýòî ñëåäóåò èç îöåíêè, íà êîòîðóþ ìû óæå ññûëàëèñü â øàãå 3:

Ëåììà 8.3.44. [Î íåâÿçêå ôàçîâîãî ïîòîêà] Åñëè íåâÿçêà f âåêòîðíîãî ïîëÿ (8.39)
äîñòàòî÷íî ìàëà â C1, òî äëÿ âñåõ t ∈ [0, 1] ïðåîáðàçîâàíèå ôàçîâîãî ïîòîêà ïîëÿ
v çà âðåìÿ t èìååò âèä

gtv(x) = eAtx+ kt(x), (8.41)

ãäå

Lip kt < ctLip f.

Êîíñòàíòà c çàâèñèò òîëüêî îò A.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ìû ïðèâåäåì â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

Ïóñòü A =

(
Λ

M

)
, ãäå Λ ñîîòâåòñòâóåò îòðèöàòåëüíûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíè-

ÿì, M � ïîëîæèòåëüíûì. Ïîëîæèì λ(t) = ∥eΛt∥, µ(t) = ∥e−Mt∥. Ïðîâåðèì, ÷òî
åñëè íåâÿçêà f ïîëÿ v ìàëà â C1, òî îòîáðàæåíèÿ ïîòîêà gtv = id + kt, t ∈ [0, 1],
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ èç òåîðåìû 8.3.37 äëÿ îïåðàòîðà eAt:

Lip kt < min (1− λ(t), 1− µ(t)) . (8.42)

Äåéñòâèòåëüíî,

λ(t) = ∥eΛt∥ ⩽ e−αt,

ãäå α > 0 � íàèìåíüøèé èç ìîäóëåé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé Λ. Ïî ëåììå 8.3.44, ïðè
t ∈ [0, 1]

Lip kt
1− λ(t)

⩽
cLip f · t
1− e−αt

⩽
cLip f · t
αt− α2t2/2

< 1,

åñëè íåâÿçêà f ìàëà â C1. Òàê æå äîêàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâî Lip kt ⩽ 1 − µ(t).
Óñëîâèå (8.42) ïðîâåðåíî; çíà÷èò, ïî òåîðåìå 8.3.37, ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì Ht,
ñîïðÿãàþùèé gtv è e

At:

gtv ◦Ht = Ht ◦ eAt.
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8 Ýëåìåíòû íåëèíåéíîé òåîðèè

Øàã 5: îáùåå ñîïðÿæåíèå äëÿ âñåõ îòîáðàæåíèé ïîòîêà. Äîêàæåì, ÷òî
âñå ãîìåîìîðôèçìû Ht íà ñàìîì äåëå ñîâïàäàþò.

Ïðè t = 1
n , H 1

n
ñîïðÿãàåò g

1/n
v è eA·

1
n . Íî òîãäà, â ñèëó ãðóïïîâîãî ñâîéñòâà ôàçî-

âîãî ïîòîêà:

g1v = g1/nv ◦ · · · ◦ g1/nv︸ ︷︷ ︸
n

,

ãîìåîìîðôèçì H 1
n
(ñ îãðàíè÷åííîé íåâÿçêîé) ñîïðÿãàåò g1v è e

A.

Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Ãðîáìàíà-Õàðòìàíà ìû ïîñòðîèëè h = H−id êàê íåïî-
äèæíóþ òî÷êó ñæèìàþùåãî îòîáðàæåíèÿ â C0(Rn,Rn). Ó ñæèìàþùåãî îòîáðàæåíèÿ
ìîæåò áûòü òîëüêî îäíà íåïîäâèæíàÿ òî÷êà. Çíà÷èò, ñîïðÿãàþùèé ãîìåîìîðôèçì
ñ îãðàíè÷åííîé íåâÿçêîé òîëüêî îäèí: H 1

n
= H.

Èòàê, H ñîïðÿãàåò gtv è eAt ïðè t = 1
n äëÿ ëþáîãî n. Èç ãðóïïîâîãî ñâîéñòâà,

g
m/n
v =

(
g
1/n
v

)m
, ïîýòîìó H ñîïðÿãàåò gtv è e

At ïðè ëþáîì ðàöèîíàëüíîì t ∈ [0, 1]. Â

ñèëó íåïðåðûâíîñòè ïî t ñåìåéñòâ gtv è e
At, H ñîïðÿãàåò gtv è e

At ïðè ëþáîì t ∈ [0, 1],
à çíà÷èò, è ïðè ëþáîì t (îïÿòü-òàêè, â ñèëó ãðóïïîâîãî ñâîéñòâà ôàçîâîãî ïîòîêà).

Òåîðåìà 8.3.43 äîêàçàíà ïî ìîäóëþ ëåììû 8.3.44.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 8.3.44 î íåâÿçêå ôàçîâîãî ïîòîêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî ïîëå v çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

ẋ = Ax+ f(x),

ãäå f(0) = 0. Ôàçîâûé ïîòîê åãî ëèíåàðèçàöèè ðàâåí eAt. Íàì íóæíî ñðàâíèòü
ñ ýòèì ïîòîêîì ôàçîâûé ïîòîê ïîëÿ v äëÿ t ∈ [0, 1]. Ãîðàçäî óäîáíåå ñðàâíèâàòü
íåëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå íå ñ ëèíåéíûì, à ñ òîæäåñòâåííûì. ×òîáû ïåðåéòè ê
òàêîìó ñðàâíåíèþ, ïîëîæèì

y = e−Atx.

Òîãäà

ẏ = e−Atf(eAty). (8.43)

Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî íîâîãî óðàâíåíèÿ ìàëà: áîëåå òî÷íî, åãî ëèíåéíàÿ ÷àñòü â íóëå
ðàâíà íóëþ, à ïðè ôèêñèðîâàííîì t ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà o(y) ïðè y → 0.

Ïóñòü x(t, ξ) � ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì ξ, y(t, ξ) =
e−Atx(t, ξ)� ðåøåíèå íîâîãî óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì ξ. Íàïîìíèì, ÷òî íàì
íàäî îöåíèòü êîíñòàíòó Ëèïøèöà (ïî ïåðåìåííîé ξ) ðàçíîñòè kt(ξ) = x(t, ξ)−eAtξ =
eAt(y(t, ξ) − ξ), t ∈ [0, 1], âåëè÷èíîé ct Lip f . Ïóñòü Y (t, ξ) � ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè
y(t, ξ) ïî íà÷àëüíîìó óñëîâèþ ξ, òîãäà

Lip kt(ξ) = Lip (eAt(y(t, ξ)− ξ)) ⩽ c1 ·max ∥Y (t, ξ)− E∥,

ãäå c1 = maxt∈[0,1] ∥eAt∥, è íàì äîñòàòî÷íî ïîëó÷èòü îöåíêó âèäà ctLip f íà âåëè÷èíó
∥Y (t, ξ)− E∥.
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8.3.6. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ãðîáìàíà-Õàðòìàíà äëÿ âåêòîðíûõ ïîëåé.

Ôóíêöèÿ Y óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ â âàðèàöèÿõ ïî íà÷àëüíîìó óñëîâèþ:

Ẏ =

(
e−At

∂f

∂x

∣∣∣∣
eAty

eAt

)
Y =: C(t)Y, Y (0) = E. (8.44)

Óìåíüøàÿ íåâÿçêó f â C1, ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû íîðìà îïåðàòîðà C(t), t ∈
[0, 1], áûëà ñêîëü óãîäíî ìàëà; ïîýòîìó ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ∥Y (t, ξ)∥ < 2 ïðè
t ∈ [0, 1].
Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà î êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèÿõ è â ñèëó óðàâíåíèÿ â âàðèàöèÿõ,

∥Y (t, ξ)−E∥ = ∥Y (t, ξ)−Y (0, ξ)∥ = ∥Ẏ (τ, ξ)t∥ = t

∥∥∥∥∥ e−Aτ dfdx
∣∣∣∣
(eAτy)

eAτY

∥∥∥∥∥ ⩽ 2ctLip f,

ãäå τ ∈ [0, t] ⊂ [0, 1] è êîíñòàíòà c = maxt∈[0,1] ∥e−Aτ∥ · ∥eAτ∥ çàâèñèò òîëüêî îò A,
÷òî è òðåáîâàëîñü.
Ëåììà äîêàçàíà.
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8 Ýëåìåíòû íåëèíåéíîé òåîðèè

8.4 Ââåäåíèå â òåîðèþ Ôðîáåíèóñà

Îäèí èç îñíîâíûõ ôàêòîâ òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé �
ýòî òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé. Îíà óíèâåðñàëüíà � âñå �õî-
ðîøèå� äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ èìåþò ðåøåíèÿ, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìûå
íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Îäíà èç ôîðì ýòîé òåîðåìû òàêîâà:

×åðåç êàæäóþ òî÷êó îáëàñòè, â êîòîðîé çàäàíî ãëàäêîå ïîëå íàïðàâëåíèé, ïðî-
õîäèò èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ ýòîãî ïîëÿ, è ïðèòîì òîëüêî îäíà (òåîðåìà 2.4.11).

Âåðíî ëè ïîäîáíîå óòâåðæäåíèå, åñëè ïîëå íàïðàâëåíèé çàìåíèòü íà ïîëå ïëîñêî-
ñòåé? Âîîáùå ãîâîðÿ, îòâåò îòðèöàòåëüíûé. Òåîðèÿ Ôðîáåíèóñà10 ïîçâîëÿåò îïèñàòü
ñèòóàöèþ, â êîòîðîé îòâåò ïîëîæèòåëåí. Ýòà òåîðèÿ è ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå äàí-
íîãî ïàðàãðàôà.

8.4.1 Èíòåãðàëüíûå ïîâåðõíîñòè ïîëåé ïëîñêîñòåé

Îïðåäåëåíèå 8.4.1. Ïîëå l-ìåðíûõ ïëîñêîñòåé, èëè l-ðàñïðåäåëåíèå, � ýòî ñîîò-
âåòñòâèå, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîé òî÷êå íåêîòîðîé îáëàñòè åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà
l-ìåðíóþ ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ýòó òî÷êó.

Ïðèìåð 8.4.2. Ðàññìîòðèì íàáîð l âåêòîðíûõ ïîëåé ñî ñëåäóþùèì óñëîâèåì: âåê-
òîðû ýòèõ ïîëåé ëèíåéíî íåçàâèñèìû â êàæäîé òî÷êå. Òàêèå âåêòîðíûå ïîëÿ ìû
áóäåì íàçûâàòü âñþäó ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè. Ïëîñêîñòè, ïîðîæäåííûå òàêèìè ïî-
ëÿìè, îáðàçóþò ñåìåéñòâî l-ïëîñêîñòåé. Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñåìåéñòâî ïëîñêî-
ñòåé ïîðîæäåíî äàííûìè âåêòîðíûìè ïîëÿìè. Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî êëàññ
ãëàäêîñòè ýòîãî ñåìåéñòâà ïëîñêîñòåé òîò æå, ÷òî ó ïîðîæäàþùèõ åãî âåêòîðíûõ
ïîëåé.

Îïðåäåëåíèå 8.4.3. Èíòåãðàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ ïîëÿ ïëîñêîñòåé íàçûâàåòñÿ ïî-
âåðõíîñòü, â êàæäîé òî÷êå êîòîðîé êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü ñîâïàäàåò ñ ïëîñêîñòüþ
ïîëÿ, ñîîòâåòñòâóþùåé ýòîé òî÷êå. Ïîëå ïëîñêîñòåé íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìûì, åñ-
ëè êàæäàÿ òî÷êà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ïîëÿ ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîé èíòåãðàëüíîé
ïîâåðõíîñòè ýòîãî ïîëÿ.

Â ýòîì ïàðàãðàôå, çà èñêëþ÷åíèåì ïîñëåäíåé ÷àñòè, ïëîñêîñòè ïðåäïîëàãàþò-
ñÿ äâóìåðíûìè. Ñëåäóþùåå ¾óòâåðæäåíèå¿ ïîÿñíÿåò ñâÿçè ìåæäó äàííûìè âûøå
îïðåäåëåíèÿìè.

Íåâåðíîå óòâåðæäåíèå

Ïóñòü C1-ãëàäêîå ïîëå ïëîñêîñòåé ïîðîæäåíî äâóìÿ âñþäó ëèíåéíî íåçàâèñèìû-
ìè âåêòîðíûìè ïîëÿìè. Òîãäà îíî èíòåãðèðóåìî.

Íåâåðíîå äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì âåêòîðíûå ïîëÿ ÷åðåç v è w. Ïóñòü gtv è g
s
w

� ñîîòâåòñòâóþùèå ôàçîâûå ïîòîêè. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó p â ôàçîâîì

10Ôåðäèíàíä Ãåîðã Ôðîáåíèóñ (1849 � 1917) � ìàòåìàòèê, èçâåñòíûé ñâîèì âêëàäîì â òåîðèþ
ãðóïï, à òàêæå â òåîðèþ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé, òåîðèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è
òåîðèþ ÷èñåë.
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8.4.1. Èíòåãðàëüíûå ïîâåðõíîñòè ïîëåé ïëîñêîñòåé

gv
tp p

gw
sp

p
gv

tp

gw
sp

gv
tgw

sp
gv

tgw
sp

gw
sgv

tp

z z

Ðèñ. 8.23: Ïðèìåðû ñèòóàöèé, êîãäà èíòåãðàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü ñóùåñòâóåò (ñïðàâà)
è íå ñóùåñòâóåò (ñëåâà).

ïðîñòðàíñòâå ýòèõ ïîëåé è ðàññìîòðèì êðèâóþ

γ = {gtvp | t ∈ (R, 0)}. (8.45)

×åðåç êàæäóþ òî÷êó q ∈ γ ïðîõîäèò ôàçîâàÿ êðèâàÿ γq âåêòîðíîãî ïîëÿ w:

γq = {gswq | s ∈ (R, 0)}, (8.46)

ñì. ðèñ. 8.23. Ïðè ýòîì êðèâàÿ γq ãëàäêî çàâèñèò îò q. Èñêîìàÿ èíòåãðàëüíàÿ ïî-
âåðõíîñòü èìååò âèä:

Γ =
⋃
q∈γ

γq . (8.47)

Ïðèâåäåííîå äîêàçàòåëüñòâî íå ïðîõîäèò ïî ñëåäóþùåé ïðè÷èíå: âåêòîðíîå ïîëå
v â îáùåì ñëó÷àå íå êàñàåòñÿ ïîâåðõíîñòè Γ âíå êðèâîé γ (ñì. ðèñ. 8.23). Îäíàêî çà
ýòèì íåïðàâèëüíûì äîêàçàòåëüñòâîì ïðÿ÷åòñÿ ñëåäóþùåå âåðíîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 8.4.4 (Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè). Ïóñòü êðèâûå γ è γq îïðåäåëåíû ôîðìó-
ëàìè (8.45), (8.46). Åñëè ïîëå ïëîñêîñòåé èíòåãðèðóåìî, òî êàæäàÿ èíòåãðàëüíàÿ
ïîâåðõíîñòü èìååò âèä (8.47).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ïîëå v êàñàåòñÿ èíòåãðàëüíîé ïîâåðõíîñòè, òî ýòà ïî-
âåðõíîñòü ñîäåðæèò êðèâóþ γ. Ïîëå w òàêæå êàñàåòñÿ èíòåãðàëüíîé ïîâåðõíîñòè,
ïîýòîìó ýòà ïîâåðõíîñòü ñîäåðæèò êðèâûå γq, q ∈ γ.

Ôîðìóëó (8.47) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

Γp = {gsw ◦ gtvp | (t, s) ∈ (R2, 0)}. (8.48)

Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôàçîâûå ïîòîêè ïîëåé v è w êîììóòèðóþò, åñëè îòîá-
ðàæåíèÿ gtv è g

s
w êîììóòèðóþò ïðè ëþáûõ t, s.

Ïðåäëîæåíèå 8.4.5. Äâà âñþäó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëÿ
v è w, ôàçîâûå ïîòîêè êîòîðûõ êîììóòèðóþò, ïîðîæäàþò èíòåãðèðóåìîå ïîëå
ïëîñêîñòåé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ïîòîêè ïîëåé v è w êîììóòèðóþò, òî ïîâåðõíîñòü Γ, çà-
äàííàÿ ôîðìóëîé (8.48), ñîäåðæèò âìåñòå ñ êàæäîé èç ñâîèõ òî÷åê ôàçîâûå êðè-
âûå âåêòîðíûõ ïîëåé v è w, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ýòó òî÷êó. Äåéñòâèòåëüíî, âìåñòå
ñ òî÷êîé q = gsw ◦ gtvp ïîâåðõíîñòü Γ ñîäåðæèò òî÷êè âèäà gs1w q = gs+s1w ◦ gtvp è
gt1v q = gt1v g

s
w ◦ gtvp = gsw ◦ gt+t1v p. Ïîýòîìó Γ ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ,

ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó p.

Çàéìåìñÿ èçó÷åíèåì âåêòîðíûõ ïîëåé, ôàçîâûå ïîòîêè êîòîðûõ êîììóòèðóþò.
Ïî àíàëîãèè áóäåì íàçûâàòü òàêèå ïîëÿ êîììóòèðóþùèìè.

8.4.2 Êîììóòàòîð âåêòîðíûõ ïîëåé è êîììóòèðóþùèå ôàçîâûå
ïîòîêè

Â ýòîì ïóíêòå ìû äàäèì íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå êîììóòèðîâàíèÿ âåê-
òîðíûõ ïîëåé. Äàëåå ïîä ôàçîâûìè ïîòîêàìè ïîíèìàþòñÿ ëîêàëüíûå ôàçîâûå ïî-
òîêè.

Ïóñòü v, w � äâà ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëÿ, è gtv, g
t
w � ñîîòâåòñòâóþùèå ôàçîâûå

ïîòîêè.

Íàïîìíèì, ÷òî äèôôåîìîðôèçì f äåéñòâóåò íà âåêòîðíîå ïîëå u ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

f∗u|f(x) = df |xu(x),

òî åñòü âåêòîð íîâîãî ïîëÿ f∗u â òî÷êå f(x) ðàâåí îáðàçó âåêòîðà ïîëÿ u â òî÷êå x
ïîä äåéñòâèåì äèôôåðåíöèàëà îòîáðàæåíèÿ f .

Ïåðåíåñåì âåêòîðû ïîëÿ w ñ ïîìîùüþ ïîòîêà ïîëÿ v: äëÿ êàæäîãî t ðàññìîòðèì
ïîëå (gtv)∗w. Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì â ýòîì ïóíêòå.

Îïðåäåëåíèå 8.4.6. Êîììóòàòîðîì [v, w] âåêòîðíûõ ïîëåé v, w íàçûâàåòñÿ âû-
ðàæåíèå

[v, w] =
d

dt
(gtv)∗w

∣∣∣∣
t=0

. (8.49)

Åñëè êîììóòàòîð ïîëåé òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ, ãîâîðÿò, ÷òî ïîëÿ êîììóòèðó-
þò. Êîììóòàòîð äâóõ âåêòîðíûõ ïîëåé òàêæå íàçûâàþò ñêîáêîé Ëè èëè ñêîáêîé
Ïóàññîíà.

Ïðèìåð 8.4.7. Ðàññìîòðèì ïîëÿ v(x, y) = (x, y) è w(x, y) = (x+1, y) íà ïëîñêîñòè.
Ïîòîê ïîëÿ v � ýòî ñåìåéñòâî ðàñòÿæåíèé gtv(x, y) = (etx, ety). Ïîä äåéñòâèåì òàêîãî
ðàñòÿæåíèÿ ïîëå w = (x + 1, y) ïåðåõîäèò â ïîëå (gtv)∗w = (x + et, y). Ïîëó÷àåì
[v, w] = (1, 0).

Óïðàæíåíèå 154. Îïèøèòå âñå ïîëÿ, ñ êîòîðûìè êîììóòèðóåò ïîëå (x, y) íà
ïëîñêîñòè.

Òåîðåìà 8.4.8. Ôàçîâûå ïîòîêè äâóõ âåêòîðíûõ ïîëåé êîììóòèðóþò òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ êîììóòàòîð òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ.
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8.4.3. Êîììóòàòîð âåêòîðíûõ ïîëåé

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôàçîâûå ïîòîêè êîììóòèðóþò. Òîãäà îòîá-
ðàæåíèå gtv ïåðåâîäèò ôàçîâûå êðèâûå ïîëÿ w â ôàçîâûå êðèâûå òîãî æå ïîëÿ ñ
ñîõðàíåíèåì âðåìåííîé ïàðàìåòðèçàöèè. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå w,
îáðàçîâàííîå ñêîðîñòÿìè ýòèõ êðèâûõ, òàêæå ñîõðàíÿåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,

(gtv)∗w ≡ w äëÿ ëþáîãî t, (8.50)

îòêóäà [v, w] ≡ 0.
2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî [v, w] ≡ 0. Ñíà÷àëà äîêàæåì (8.50): ôàçîâûé ïîòîê gtv ñîõðà-

íÿåò ïîëå w. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ d
dt (g

t
v)∗w ðàâíà íóëþ â ëþáîé

òî÷êå t = a.
Èñïîëüçóÿ ãðóïïîâîå ñâîéñòâî ôàçîâûõ ïîòîêîâ, ïîëó÷àåì:

d

dt
(gtv)∗w

∣∣∣∣
t=a

=
d

dh
(ga+hv )∗w

∣∣∣∣
h=0

=
d

dh
(gav)∗(g

h
v )∗w

∣∣∣∣
h=0

= (gav)∗
d

dh
(ghv )∗w

∣∣∣∣
h=0

.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äèôôåîìîðôèçì gav , êîòîðûé ìû ïðè-
ìåíÿåì ê ïîëþ (ghv )∗w, íå çàâèñèò îò h, è ïîòîìó îïåðàöèÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî
ïàðàìåòðó h êîììóòèðóåò ñ ïðåîáðàçîâàíèåì ïîëÿ ïîä äåéñòâèåì äèôôåîìîðôèçìà
gav . Ñëåäîâàòåëüíî,

d

dt
(gtv)∗w

∣∣∣∣
t=a

= (gav)∗
d

dh
(ghv )∗w

∣∣∣∣
h=0

= (gav)∗[v, w] = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò (8.50). Çíà÷èò, ôàçîâûé ïîòîê gtv ñîõðàíÿåò ïîëå w è, ñëåäîâàòåëüíî,
êîììóòèðóåò ñ ôàçîâûì ïîòîêîì gsw.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Íèæå ìû âûâåäåì èç ýòîé òåîðåìû êðèòåðèé èíòåãðèðóåìîñòè ïîëÿ ïëîñêîñòåé.

8.4.3 Êîììóòàòîð âåêòîðíûõ ïîëåé

Ïîëó÷èì ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ êîììóòàòîðà äâóõ âåêòîðíûõ ïîëåé. Äëÿ ýòîãî íàì
äîñòàòî÷íî çíàòü âåêòîðíîå ïîëå (gtv)∗w ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ïîðÿäêà t2. Ôèêñè-
ðóåì ñèñòåìó êîîðäèíàò. Êàê ìû óæå îòìå÷àëè, ïðåîáðàçîâàíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ
ïîä äåéñòâèåì äèôôåîìîðôèçìà ïðîèñõîäèò ïî ñëåäóþùåìó çàêîíó:

(gtv)∗w(x) =

(
∂gtv
∂x

w

)
◦ g−tv (x).

Çàìåòèì, ÷òî

gtvx = x+ tv(x) +O(t2),
∂gtv
∂x

= E + t
∂v

∂x
+O(t2).

Ïîýòîìó ïîëå (gtv)∗w èìååò âèä

(gtv)∗w =

[(
E+ t

∂v

∂x
+ · · ·

)
w

]
◦(x− tv(x))+O(t2) = w− t ∂w

∂x
v(x)+ t

∂v

∂x
w(x)+O(t2).
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Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

[v, w] =
∂v

∂x
w − ∂w

∂x
v. (8.51)

Ýòà âàæíàÿ ôîðìóëà èìååò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ. Âîò íåêîòîðûå èç íèõ.

Ñëåäñòâèå 8.4.9. Êîììóòàòîð äâóõ âåêòîðíûõ ïîëåé ëèíååí ïî îáîèì àðãóìåí-
òàì.

Ñëåäñòâèå 8.4.10. Êîììóòàòîð äâóõ âåêòîðíûõ ïîëåé êîñîñèììåòðè÷åí: [v, w] =
−[w, v].

Îáà óòâåðæäåíèÿ î÷åâèäíû.

Ñëåäñòâèå 8.4.11. Äëÿ êîììóòàòîðà âåêòîðíûõ ïîëåé âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå
òîæäåñòâî ßêîáè:

[[u, v], w] + [[v, w], u] + [[w, u], v] ≡ 0.

Ýòî óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì íà îñíîâå ôîðìóëû (8.51).

Çàìå÷àíèå 8.4.12. Ñëåäñòâèÿ 8.4.9�8.4.11 ïîêàçûâàþò, ÷òî âåêòîðíûå ïîëÿ îá-
ðàçóþò àëãåáðó Ëè ñ îïåðàöèåé êîììóòèðîâàíèÿ, çàäàííîé ôîðìóëîé (8.49), èëè,
â êîîðäèíàòíîé ôîðìå, ôîðìóëîé (8.51).

Îñòàòîê ýòîãî ïàðàãðàôà ïîñâÿùåí ïðîáëåìå èíòåãðèðóåìîñòè ïîëåé ïëîñêîñòåé.

8.4.4 Êðèòåðèé èíòåãðèðóåìîñòè.

Èç òåîðåìû 8.4.8 è ïðåäëîæåíèÿ 8.4.5 ñëåäóåò, ÷òî åñëè âåêòîðíûå ïîëÿ v è w âñþäó
ëèíåéíî íåçàâèñèìû è êîììóòèðóþò, òî ïîëå ïëîñêîñòåé, ïîðîæäåííîå ýòèìè âåê-
òîðíûìè ïîëÿìè, èíòåãðèðóåìî. Îáðàòíîå íåâåðíî, ïîñêîëüêó äâà êîììóòèðóþùèõ
âåêòîðíûõ ïîëÿ ïîñëå óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèîíàëüíûå êîýôôèöèåíòû ïåðåñòàþò
êîììóòèðîâàòü, íî ïîðîæäàþò òî æå ïîëå ïëîñêîñòåé. Çàìåòèì, ÷òî íîâûå âåêòîð-
íûå ïîëÿ, ïîñòðîåííûå òàêèì ñïîñîáîì, îáëàäàþò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: èõ êîììó-
òàòîð ïðèíàäëåæèò èõ ëèíåéíîé îáîëî÷êå, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé
ýòèõ ïîëåé (ñ ôóíêöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè).

Óïðàæíåíèå 155. Ïóñòü âåêòîðíûå ïîëÿ v, w êîììóòèðóþò. Ïîêàæèòå, ÷òî
[fv, w] = vLwf , ãäå f � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, à Lwf � å¼ ïðîèçâîäíàÿ âäîëü âåêòîðà
ïîëÿ v. Âû÷èñëèòå [fv, gw].

Ìû äîêàæåì, ÷òî ýòîò ïðèìåð îïèñûâàåò âñå èíòåãðèðóåìûå ïîëÿ ïëîñêîñòåé.

Îïðåäåëåíèå 8.4.13. Äâà âñþäó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðíûõ ïîëÿ íàõîäÿòñÿ
â èíâîëþöèè, åñëè èõ êîììóòàòîð ïðèíàäëåæèò èõ ëèíåéíîé îáîëî÷êå.

Òåîðåìà 8.4.14. Ñåìåéñòâî ïëîñêîñòåé, ïîðîæäåííîå äâóìÿ âñþäó ëèíåéíî íåçà-
âèñèìûìè âåêòîðíûìè ïîëÿìè, èíòåãðèðóåìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòè
âåêòîðíûå ïîëÿ íàõîäÿòñÿ â èíâîëþöèè.
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8.4.4. Êðèòåðèé èíòåãðèðóåìîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ðàññìîòðèì èíòåãðèðóåìîå ïîëå ïëîñêîñòåé. Ïóñòü
v è w � ïîðîæäàþùèå åãî âåêòîðíûå ïîëÿ. Èíòåãðàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ
÷åðåç òî÷êó p, èìååò âèä (8.48). Ïî òåîðåìå î ãëàäêîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ îò íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ, ïîâåðõíîñòè Γp ãëàäêèå è ãëàäêî
çàâèñÿò îò p. Ñëåäîâàòåëüíî, â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè p ñóùåñòâóåò
äèôôåîìîðôèçì, âûïðÿìëÿþùèé ñåìåéñòâî èíòåãðàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ñèñòåìà êîîðäèíàò

x = (x1, . . . , xn) = (x1, x2, x
′), x′ ∈ Rn−2,

òàêàÿ, ÷òî èíòåãðàëüíûå ïîâåðõíîñòè èìåþò âèä x′ = c, c ∈ Rn−2. Âåêòîðíûå ïîëÿ
v è w êàñàþòñÿ ýòèõ ïîâåðõíîñòåé. Òî æå âåðíî è äëÿ ïîëÿ (gtv)∗w, è, ñëåäîâàòåëü-
íî, äëÿ êîììóòàòîðà [v, w]. Òàêèì îáðàçîì, êîììóòàòîð [v, w] ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ïîëåé v è w ñ ôóíêöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî [v, w] � ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ïîëåé v è w.

Ìû ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî íàéòè êîììóòèðóþùèå âåêòîðíûå ïîëÿ X è
Y , ïîðîæäàþùèå òî æå ïîëå ïëîñêîñòåé. Òîãäà ôàçîâûå ïîòîêè ýòèõ ïîëåé êîììó-
òèðóþò, è ïî ïðåäëîæåíèþ 4.1.6 ïîëå ïëîñêîñòåé èíòåãðèðóåìî.
Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ëîêàëüíîé ñèòóàöèè: äëÿ êàæäîé òî÷êè ôàçîâîãî

ïðîñòðàíñòâà ïîñòðîèì âåêòîðíûå ïîëÿ X è Y â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷-
êè. Ýòî äîêàæåò èíòåãðèðóåìîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîëÿ ïëîñêîñòåé. Çàôèêñèðóåì
òî÷êó p è ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå Rn = R2⊕Rn−2 ñ ïðîåêöèåé π : Rn → R2. Ðàçëîæå-
íèå âûáðàíî òàê, ÷òî îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ dπ(p) íà ïëîñêîñòü íàøåãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùóþ òî÷êå p, ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Âûáåðåì òàêóþ îêðåñò-
íîñòü G òî÷êè p, ÷òî ýòî ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîé òî÷êè q ∈ G. Ðàññìîò-
ðèì äâà êîììóòèðóþùèõ âåêòîðíûõ ïîëÿ e1, e2 â R2; íàïðèìåð, ïóñòü e1 = ∂/∂x1,
e2 = ∂/∂x2, ãäå x1, x2 � êîîðäèíàòû â R2. Ïîäíèìåì ýòè âåêòîðíûå ïîëÿ íà ïëîñ-
êîñòè íàøåãî ïîëÿ. Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííûå ïîëÿ ÷åðåç X è Y .

Ïðåäëîæåíèå 8.4.15. Ïîñòðîåííûå âûøå âåêòîðíûå ïîëÿ X è Y êîììóòèðóþò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîäîëæèì âåêòîðíûå ïîëÿ e1 è e2 íà Rn ïî ôîðìóëàì e1 =
∂/∂x1, e2 = ∂/∂x2 è ðàññìîòðèì íîâûå âåêòîðíûå ïîëÿ:

X ′ = X − e1, Y ′ = Y − e2.

Ýòè ïîñëåäíèå ÿâëÿþòñÿ âåðòèêàëüíûìè, òî åñòü êàñàòåëüíûìè ê ñëîÿì ïðîåêöèè
π. Äàëåå, çàïèøåì:

[X,Y ] = [e1 +X ′, e2 + Y ′] = [e1, Y
′]− [e2, X

′] + [X ′, Y ′].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîììóòàòîð [X,Y ] íå ðàâåí íóëþ. Çàìåòèì, ÷òî âñå òðè ÷ëåíà
â ïðàâîé ÷àñòè âåðòèêàëüíû. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåîáðàçîâàíèÿ ôàçîâîãî ïîòîêà ïî-
ëåé e1 è e2 êîììóòèðóþò ñ ïðîåêöèåé π, è ïîýòîìó ïåðåâîäÿò âåðòèêàëüíûå ïîëÿ â
âåðòèêàëüíûå. Áîëåå òîãî, êîììóòàòîð äâóõ âåðòèêàëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé òàêæå
âåðòèêàëåí. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè âåêòîðíîå ïîëå â ïðàâîé ÷àñòè ïðåäûäóùåé ôîð-
ìóëû íå ðàâíî íóëþ, òî îíî òðàíñâåðñàëüíî ýëåìåíòàì èñõîäíîãî ïîëÿ ïëîñêîñòåé.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âåêòîðíûå ïîëÿ X è Y , òàê æå êàê v è w, íàõîäÿòñÿ â èíâîëþ-
öèè. Ïîýòîìó èõ êîììóòàòîð ïðèíàäëåæèò ïëîñêîñòÿì íàøåãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ýòî
ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ïðåäëîæåíèå è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

8.4.5 Êðèòåðèé èíòåãðèðóåìîñòè äëÿ ïîëåé ïëîñêîñòåé ïðîèçâîëüíîé
ðàçìåðíîñòè

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëå l-ìåðíûõ ïëîñêîñòåé îïðåäåëåíî íàáîðîì l âñþäó ëèíåéíî
íåçàâèñèìûõ âåêòîðíûõ ïîëåé.

Îïðåäåëåíèå 8.4.16. Íàáîð l âñþäó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà-
õîäèòñÿ â èíâîëþöèè, åñëè êîììóòàòîð ëþáûõ äâóõ èç íèõ ïðèíàäëåæèò ëèíåéíîé
îáîëî÷êå ýòèõ âåêòîðíûõ ïîëåé.

Òåîðåìà 8.4.17. Ïîëå ïëîñêîñòåé, îïðåäåëåííîå íàáîðîì l âñþäó ëèíåéíî íåçà-
âèñèìûõ âåêòîðíûõ ïîëåé, èíòåãðèðóåìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòè ïîëÿ
íàõîäÿòñÿ â èíâîëþöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ l = 2. Äëÿ l âåêòîðíûõ ïîëåé v1, . . . , vl èíòå-
ãðàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü, åñëè îíà ñóùåñòâóåò, èìååò âèä Γ = {gt1v1 ◦ · · · ◦g

tl
vl
(p) | tj ∈ R}.

×òîáû îò ïîëåé â èíâîëþöèè ïåðåéòè ê êîììóòèðóþùèì ïîëÿì, ñëåäóåò �ïîäíÿòü�
l êîììóòèðóþùèõ âåêòîðíûõ ïîëåé e1, . . . , el â l-ìåðíûå ïëîñêîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ.
Îñòàëüíûå ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà ïðîâîäÿòñÿ òàê æå, êàê è â äâóìåðíîì ñëó÷àå.
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Çàäà÷è ê ãëàâå 8

Óñòîé÷èâîñòü

1. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a ñëåäóþùèå îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíûìè äèô-
ôåîìîðôèçìàìè âî âñåõ òî÷êàõ:

a) x 7→ x+ a sinx, x ∈ R1;

b) (x, y) 7→ (x+ a sin(x+ y), y + a sin(x− y)), (x, y) ∈ R2.

Ïðè a = 0.1, èññëåäóéòå íà óñòîé÷èâîñòü íåïîäâèæíûå òî÷êè èç çàäà÷è b).

2. a) Íàéäèòå ïåðâûé èíòåãðàë ýíåðãèè E(x, ẋ) äëÿ óðàâíåíèÿ x′′ = −x(1− x).

b) Áóäåò ëè ýòîò ïåðâûé èíòåãðàë ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà äëÿ óðàâíåíèÿ x′ =
v, v′ = x(1− x)− εx â îêðåñòíîñòè íóëÿ? À â îêðåñòíîñòè åäèíèöû?

c) Áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ îñîáîé òî÷êè x0 âåêòîðíîãî ïîëÿ v � ýòî ìíîæåñòâî
òî÷åê x, äëÿ êîòîðûõ gtv(x) → x0 ïðè t → +∞. Ïðè êàêèõ c îáëàñòü
E(x, ẋ) < c ñîäåðæèòñÿ â áàññåéíå ïðèòÿæåíèÿ íóëÿ?

3. Òå æå âîïðîñû äëÿ óðàâíåíèÿ x′′ = − sinx.

4. Óñòîé÷èâà ëè îñîáàÿ òî÷êà (0, 0) ñèñòåìû ẋ = e2x+5y − 1 − εx, ẏ = ln(1 − x −
2y)− εy

a) ïðè ε > 0,

b) ïðè ε < 0?

5. Îïåðàòîð A ñèììåòðè÷åí è èìååò áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ξj ñ ñîáñòâåí-
íûìè çíà÷åíèÿìè λj = ω2

j > 0. ßâëÿåòñÿ ëè ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû

ẍ = − grad
1

2
(Ax, x).

óñòîé÷èâûì? Àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì?

6. a) Íàðèñóéòå îðáèòû ãðàäèåíòíîé ñèñòåìû ẋ = − gradU(x), U(x1, x2) = x21−
x41 + 2x22.

b) Íàðèñóéòå ãðàôèê ôóíêöèè V è ñðàâíèòå äâå êàðòèíêè.

7. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ẍ = − gradU(x), x ∈ R1.

a) * Ôóíêöèÿ U èìååò â íóëå ñòðîãèé ëîêàëüíûé ìèíèìóì. Äîêàçàòü, ÷òî
0 � óñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ.

b) ** Âåðíî ëè îáðàòíîå óòâåðæäåíèå äëÿ íåïîñòîÿííîé ôóíêöèè U ∈ C∞?
Äëÿ íåïîñòîÿííîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè U?

Ïðåäåëüíûå öèêëû
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8. Íàðèñóéòå ôàçîâûå êðèâûå ñèñòåì, çàïèñàííûõ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ. Íàé-
äèòå ïðåäåëüíûå öèêëû (åñëè îíè åñòü) è èõ ìóëüòèïëèêàòîðû.

a) ṙ = r − r2, φ̇ = 1.

b) ṙ = r − cr2, φ̇ = 1 � íàéäèòå îòâåò â çàâèñèìîñòè îò c.

c) ṙ = r(1− r)(2− r), φ̇ = 1.

d) ṙ = (2− r)(1 + sinφ
2 ), φ̇ = 1.

9. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå íà ïëîñêîñòè èìååò îòðèöàòåëüíóþ äèâåð-
ãåíöèþ. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî ïîëå íå ìîæåò èìåòü äâå çàìêíóòûå îðáèòû, îäíà
èç êîòîðûõ ëåæèò âíóòðè äðóãîé.

10. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå àíàëîã òåîðåìû Ôëîêå äëÿ ÿêîáèàíà îòîáðàæåíèÿ
Ïóàíêàðå, ñîîòâåòñòâóþùåãî çàìêíóòîé ôàçîâîé êðèâîé â ïðîñòðàíñòâå R3.

11. Äîêàæèòå, ÷òî òðàíñâåðñàëü íå ìîæåò ïåðåñåêàòü öèêë áîëåå ÷åì â îäíîé òî÷-
êå.

Óêàçàíèå: ðàññóæäåíèå èç ýòîé çàäà÷è íîñèò íàçâàíèå �ìåøîê Áåíäèêñîíà�;
ñð. ñ 4.1.6.

Îñîáûå òî÷êè

12. Äëÿ ñëåäóþùèõ ñèñòåì íà ïëîñêîñòè íàéäèòå îñîáûå òî÷êè, èññëåäóéòå èõ
óñòîé÷èâîñòü è íàðèñóéòå ôàçîâûå ïîðòðåòû âáëèçè íèõ.

a) ẋ = sin(2x+ y), ẏ = sin(x+ 2y);

b) ẋ = xy + 12, ẏ = x2 + y2 − 25.;

c) ẋ = − sin y, ẏ = sinx+ sin y;

d) ẋ = y, ẏ = −2x+ 4x3 − 0.1y;

e) ẋ = x− y + sh(x− y), ẏ = x+ y + sh(x+ y). Íàïîìèíàíèå: shx = ex−e−x

2 .

13. Äëÿ ìàëûõ ε îïðåäåëèòå òèïû îñîáûõ òî÷åê è íàðèñóéòå ôàçîâûå ïîðòðåòû
óðàâíåíèÿ x′′ = −x(1− x)− εx.

Óêàçàíèå: ÷òîáû ïîëó÷èòü ïðàâèëüíûé ðåçóëüòàò âäàëè îò îñîáûõ òî÷åê,
âîñïîëüçóéòåñü çàäà÷åé 2..

14. Íàïîìíèì, ÷òî óðàâíåíèå ẍ = − sinx îïèñûâàåò ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê.
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ẍ = − sinx−εẋ, êîòîðîå îïèñûâàåò ìàÿòíèê ñ òðåíèåì,
ïðîïîðöèîíàëüíûì ñêîðîñòè.

a) Äëÿ ìàëûõ ε îïðåäåëèòå òèïû îñîáûõ òî÷åê è íàðèñóéòå ôàçîâûé ïîðòðåò
óðàâíåíèÿ ẍ = − sinx− εẋ.

Óêàçàíèå: ÷òîáû ïîëó÷èòü ïðàâèëüíûé ðåçóëüòàò âäàëè îò îñîáûõ òî-
÷åê, âîñïîëüçóéòåñü çàäà÷åé 3..
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b) Çàìåíÿÿ ñèñòåìó å¼ ëèíåéíîé ÷àñòüþ, âûÿñíèòå, áóäåò ëè ìàÿòíèê êîëå-
áàòüñÿ áûñòðåå èëè ìåäëåííåå, ÷åì ìàÿòíèê áåç òðåíèÿ, â îêðåñòíîñòè
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. (Âðåìÿ êîëåáàíèÿ ïðèìèòå ðàâíûì ïðîìåæóòêó
âðåìåíè ìåæäó ñîñåäíèìè ìàêñèìóìàìè ôóíêöèè x).

c) Ìîæåò ëè ìàÿòíèê ñäåëàòü íåñêîëüêî îáîðîòîâ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, à ïî-
òîì � íåñêîëüêî îáîðîòîâ ïðîòèâ?

d) Áóäåì óâåëè÷èâàòü êîýôôèöèåíò òðåíèÿ, òî åñòü ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó
ïðè âñå áîëüøåì çíà÷åíèè ε. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè ε ìàÿòíèê ïåðåñòàíåò
ñîâåðøàòü êîëåáàíèÿ âáëèçè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ?

e) (*) Ìîæåò ëè ìàÿòíèê ñäåëàòü áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ïîëíûõ îáîðîòîâ?

15. (Î ðàñïðîñòðàíåíèè ïîæàðà) Ðàñïîñòðàíåíèå ïîæàðà ìîæíî îïèñûâàòü óðàâ-
íåíèåì

ut = uxx+ u(1− u)

ãäå u(t, x) èíòåíñèâíîñòü ãîðåíèÿ â òî÷êå x â ìîìåíò âðåìåíè t. Ýòî óðàâíåíèå
ïîõîæå íà óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè; äîïîëíèòåëüíîå ñëàãàåìîå u(1 − u)
ó÷èòûâàåò ïðèòîê ýíåðãèè îò ãîðÿùåãî ìàòåðèàëà â òî÷êå x.

Ïðè êàêèõ c > 0 ýòî óðàâíåíèå äîïóñêàåò ðåøåíèå âèäà u(x, t) = f(x− ct), ãäå
ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà è f(−∞) = 1, f(+∞) = 0?

Òàêîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèþ ïîæàðà ñî ñêîðîñòüþ c.

Óêàçàíèå: ñì. çàäà÷ó 4.1.6.

a) Ïóñòü â êðèòè÷åñêîé òî÷êå a ìíîãî÷ëåía P ãåññèàí ìíîãî÷ëåíà íåâûðîæ-
äåí. Äîêàæèòå, ÷òî â ìàëîé îêðåñòíîñòè ìíîãî÷ëåíà P (â ïðîñòðàíñòâå
âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ôèêñèðîâàííîé ñòåïåíè) êàæäûé ìíîãî÷ëåí èìååò êðè-
òè÷åñêóþ òî÷êó, áëèçêóþ ê a, è ýòà òî÷êà ãëàäêî çàâèñèò îò êîýôôèöè-
åíòîâ ìíîãî÷ëåíà.

b) Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïîëå va(X), X → Rn , ãëàäêî çàâèñÿùåå îò ïàðà-
ìåòðà a ∈ R. Ïóñòü

v0(X) = AX +R(X),
|R(X)|
|X|

→ 0,

ïðè÷åì detA ̸= 0. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå ẋ = va(x) èìååò åäèíñòâåííóþ
íåïîäâèæíóþ òî÷êó, áëèçêóþ ê íóëþ ïðè ìàëûõ a.

c) Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé Ga(X) : Rn → Rn, ãëàäêî çàâèñÿùåå
îò ïàðàìåòðà a ∈ R. Ïóñòü

G0(X) = AX +R(X),
|R(X)|
|X|

→ 0,

ïðè÷åì îïåðàòîð A íå èìååò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ðàâíûõ 1. Äîêàæèòå,
÷òî îòîáðàæåíèå X 7→ Ga(X) èìååò åäèíñòâåííóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó,
áëèçêóþ ê íóëþ ïðè ìàëûõ a.
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9 Îêíî â òåîðèþ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì

9.1 Ñòðóêòóðíàÿ óñòîé÷èâîñòü

Òàê æå, êàê óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó äåëàåò äîñòîâåðíûì äëÿ ïðàêòèêè ñóùåñòâî-
âàíèå ïîñòîÿííûõ ðåøåíèé � òàê æå ñòðóêòóðíàÿ óòîé÷èâîñòü äåëàåò äîñòîâåðíûì
êà÷åñòâåííîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âî âñåì ôàçîâîì
ïðîñòðàíñòâå. Ãðóáî ãîâîðÿ, âåêòîðíîå ïîëå ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâî, åñëè ïðè ìàëîì
èçìåíåíèè ýòîãî ïîëÿ åãî ôàçîâûé ïîðòðåò êà÷åñòâåííî íå èçìåíÿåòñÿ. Ïåðåéäåì ê
ñòðîãèì îïðåäåëåíèÿì.

9.1.1 Îïðåäåëåíèå ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòè

Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî îçíà÷àþò ñëîâà �ñîõðàíåíèå êà÷åñòâåííûõ
ñâîéñòâ ôàçîâîãî ïîðòðåòà�. Îïðåäåëåíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ íà ïîâåðõíîñòè ìîæíî
íàéòè â ðàçäåëå 4.1.4; êðîìå òîãî, ìû íàïîìíèì åãî â ðàçäåëå 9.1.4.

Îïðåäåëåíèå 9.1.1. Äâà âåêòîðíûõ ïîëÿ íà ïîâåðõíîñòè M ⊂ Rn îðáèòàëüíî
òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì ïîâåðõíîñòè M , ïå-
ðåâîäÿùèé ôàçîâûå êðèâûå îäíîãî ïîëÿ â ôàçîâûå êðèâûå äðóãîãî ñ ñîõðàíåíèåì
âðåìåíí�îé îðèåíòàöèè.

Îïðåäåëåíèå 9.1.2. Âåêòîðíîå ïîëå íà ïîâåðõíîñòè M ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ ñòðóê-
òóðíî óñòîé÷èâûì, åñëè îíî îðáèòàëüíî òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî ëþáîìó ïî-
ëþ, äîñòàòî÷íî áëèçêîìó ê íåìó â ïîäõîäÿùåì ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå.

Âûáîð ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà â ýòîì îïðåäåëåíèè íå ôèêñèðóåòñÿ. Ýòî
äåëàåòñÿ îòäåëüíî â êàæäîì êîíêðåòíîì èññëåäîâàíèè. Â ýòîé ãëàâå ìû áóäåì ãî-
âîðèòü î ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòè â ïðîñòðàíñòâå C1-ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé.

Óïðàæíåíèå 156. Äîêàæèòå, ÷òî ñòðóêòóðíàÿ óñòîé÷èâîñòü � îòêðûòîå ñâîé-
ñòâî: âñå ïîëÿ, äîñòàòî÷íî áëèçêèå ê ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâîìó, òîæå ñòðóêòóð-
íî óñòîé÷èâû.

9.1.2 Êðèòåðèé Àíäðîíîâà-Ïîíòðÿãèíà

Êîíöåïöèÿ ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòè ïðèíàäëåæèò Àíäðîíîâó. Ñîâìåñòíî ñ Ïîíò-
ðÿãèíûì, îí îòêðûë êðèòåðèé ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòè âåêòîðíûõ ïîëåé íà ñôåðå
1. Ïîäðîáíûå äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî êðèòåðèÿ áûëè çàïèñàíû ãîðàçäî ïîçæå (2, 3).

Òåîðåìà 9.1.3 (Êðèòåðèé Àíäðîíîâà-Ïîíòðÿãèíà). C1-ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå íà
ñôåðå ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû ñëåäóþùèå
òðè óñëîâèÿ:

1. Âñå îñîáûå òî÷êè ïîëÿ � ãèïåðáîëè÷åñêèå.

1Àíäðîíîâ À.À., Ïîíòðÿãèí Ë.Ñ. 1937. Ãðóáûå ñèñòåìû. Äîêëàäû ÀÍ ÑÑÑÐ, 14(5): ñòð. 247�250.
2À.À. Àíäðîíîâ, Å.À. Ëåîíòîâè÷, È.È. Ãîðäîí, À.Ã. Ìàéåð, Òåîðèÿ áèôóðêàöèé äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì íà ïëîñêîñòè. Ì.: Íàóêà, 1967. 488 ñòð.

3M. M. Peixoto. �Structural stability on two-dimensional manifolds�. Topology 1.2 (1962), pp. 101�120.
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2. Âñå çàìêíóòûå îðáèòû ïîëÿ � ïðåäåëüíûå öèêëû, è âñå ýòè öèêëû ãèïåðáî-
ëè÷íû.

3. Íèêàêèå äâå ñåïàðàòðèñû ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñåäåë íå ñîâïàäàþò (äðóãèìè ñëî-
âàìè, îòñóòñòâóþò ñåäëîâûå ñâÿçêè).

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò áîëüøèíñòâî âåêòîðíûõ ïîëåé íà ñôå-
ðå.

Òåîðåìà 9.1.4. Â ïðîñòðàíñòâå âñåõ C1-ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà ñôåðå ìíî-
æåñòâî ïîëåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì êðèòåðèÿ Àíäðîíîâà-Ïîíòðÿãèíà, îò-
êðûòî è âñþäó ïëîòíî.

Ïîíÿòèÿ îòêðûòîãî è ïëîòíîãî ìíîæåñòâà â ïðîñòðàíñòâå Ck-ãëàäêèõ âåêòîðíûõ
ïîëåé îïðåäåëÿþòñÿ òàê æå, êàê è â ëþáîì äðóãîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå: ìíî-
æåñòâî îòêðûòî, åñëè âìåñòå ñ ëþáûì ïîëåì îíî ñîäåðæèò, äëÿ íåêîòîðîãî ε, âñå
ε-áëèçêèå ïîëÿ â ìåòðèêå Ck; ìíîæåñòâî ïëîòíî, åñëè ñêîëü óãîäíî áëèçêî ê ïðîèç-
âîëüíîìó Ck-ãëàäêîìó ïîëþ ìîæíî íàéòè ïîëå èç íàøåãî ìíîæåñòâà.

Çàìå÷àíèå 9.1.5. Ðåçóëüòàòû î ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòè ïðîùå ôîðìóëèðî-
âàòü äëÿ âåêòîðíûõ ïîëåé íà ñôåðå, à íå íà ïëîñêîñòè. Â ðàçäåëå 9.1.4 ìû îïèøåì,
êàê ïåðåõîäèòü îò âåêòîðíîãî ïîëÿ íà ñôåðå ê ïîëþ íà ïëîñêîñòè è íàîáîðîò, è
îáñóäèì, ìîæíî ëè ïðèìåíÿòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äëÿ âåêòîðíûõ ïîëåé íà
ïëîñêîñòè.

Êàê ïîêàçàíî íèæå, ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûå ïîëÿ íà ñôåðå îáëàäàþò âàæíûìè
îáùèìè ñâîéñòâàìè.

9.1.3 Òðè ýïîõè

Èñòîðèþ ðàçâèòèÿ òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìîæíî ðàçäåëèòü íà òðè
ýïîõè:

� Ýïîõà Íüþòîíà: äàíî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå; ðåøèòü åãî.

� Ýïîõà Ïóàíêàðå: äàíî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå; îïèñàòü ñâîéñòâà åãî ðå-
øåíèé, íå ðåøàÿ óðàâíåíèÿ.

� Ýïîõà Àíäðîíîâà: äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íå äàíî; îïèñàòü ñâîéñòâà åãî
ðåøåíèé.

Ïîñëåäíåå êàæåòñÿ ïàðàäîêñàëüíûì; îäíàêî øèðîêèå êëàññû äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé îáëàäàþò ñâîéñòâàìè, îáùèìè äëÿ âñåãî êëàññà. Âîò ïðèìåð.

Òåîðåìà 9.1.6. Â ïðîñòðàíñòâå âñåõ C1-ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà ñôåðå ñó-
ùåñòâóåò îòêðûòîå âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî ïîëåé, îáëàäàþùèõ ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè:
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� äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôàçîâàÿ êðèâàÿ ëèáî ñòðå-
ìèòñÿ ê îñîáîé òî÷êå, ëèáî íåîãðàíè÷åííî ïðèáëèæàåòñÿ ê ïðåäåëüíîìó öèê-
ëó;

� ÷èñëî îñîáûõ òî÷åê è ïðåäåëüíûõ öèêëîâ ïîëÿ êîíå÷íî.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðàêòè÷åñêîãî èññëåäîâàòåëÿ, íàáëþäàþùåãî ñèñòåìó ñ òî÷íî-
ñòüþ äî ìàëîé ïîãðåøíîñòè, ïîâåäåíèå ñèñòåìû âûãëÿäèò î÷åíü ïðîñòûì: êàæäîå
ðåøåíèå çà êîíå÷íîå âðåìÿ âûõîäèò ëèáî íà ñòàöèîíàðíûé, ëèáî íà ïåðèîäè÷åñêèé
ðåæèì.
Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû îïèøåì ñâÿçü ìåæäó âåêòîðíûìè ïîëÿìè íà ñôåðå è

íà ïëîñêîñòè; â ðàçäåëå 9.1.5 îáñóäèì íåîáõîäèìîñòü ãèïåðáîëè÷íîñòè â êðèòåðèè
Àíäðîíîâà-Ïîíòðÿãèíà; â ðàçäåëå 9.1.6 ìû äîêàæåì òåîðåìó 9.1.6 (ïî ìîäóëþ òåîðå-
ìû 9.1.4), à â ðàçäåëå 9.1.7 � òåîðåìó 9.1.4. Ìû íå áóäåì îáñóæäàòü äîêàçàòåëüñòâî
äîñòàòî÷íîñòè â êðèòåðèè Àíäðîíîâà-Ïîíòðÿãèíà, õîòÿ è ïîäîéäåì ê íåìó ñîâñåì
áëèçêî.
Ìû çàâåðøèì ýòîò ïàðàãðàô âçãëÿäîì ñ ïòè÷üåãî ïîëåòà íà òåîðèþ áèôóðêàöèé

è òåîðèþ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

9.1.4 Âåêòîðíûå ïîëÿ íà ñôåðå

Ïóñòü p ∈M � òî÷êà íà ïîâåðõíîñòè â ïðîñòðàíñòâå Rn, è ïóñòü Tp(M) � êàñàòåëü-
íàÿ ïëîñêîñòü ê ïîâåðõíîñòè M â òî÷êå p.
Íàïîìíèì (ñì. ðàçäåë 4.1.4), ÷òî âåêòîðíûì ïîëåì íà ïîâåðõíîñòèM íàçûâàåòñÿ

îòîáðàæåíèå, êîòîðîå êàæäîé òî÷êå p ∈ M ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ïàðó (p, v), ãäå
v ∈ TpM . Ôàçîâàÿ êðèâàÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ � ýòî êðèâàÿ, êàñàòåëüíûé âåêòîð ê
êîòîðîé â êàæäîé å¼ òî÷êå ðàâåí âåêòîðó ïîëÿ, ïðèëîæåííîìó â ýòîé òî÷êå. Îñîáûå
òî÷êè è ïðåäåëüíûå öèêëû äëÿ ïîëÿ íà ïîâåðõíîñòè îïðåäåëÿþòñÿ òàê æå, êàê è
äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ íà ïëîñêîñòè.
Â ýòîì ðàçäåëå ìû îïèøåì ñòåðåîãðàôè÷åñêóþ ïðîåêöèþ, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ïå-

ðåõîäèòü îò âåêòîðíîãî ïîëÿ íà ñôåðå ê ïîëþ íà ïëîñêîñòè è íàîáîðîò.
Ðàññìîòðèì ñôåðó åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â òî÷êå (0, 0, 1) è ïëîñêîñòü

Ox1x2. Ïîëîæèì N = (0, 0, 2) (�ñåâåðíûé ïîëþñ� ñôåðû). Ðàññìîòðèì ñòåðåîãðàôè-
÷åñêóþ ïðîåêöèþ f : S2 → Ox1x2: òî÷êà P íà ñôåðå ïåðåõîäèò â òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ
ïðÿìîé NP ñ ïëîñêîñòüþ Ox1x2. Îòîáðàæåíèå f îïðåäåëåíî âñåõ òî÷êàõ ñôåðû,
êðîìå ïîëþñà N .
Äèôôåðåíöèàë df(P ) ïåðåâîäèò êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü ê ñôåðå TPS

2 â êàñàòåëü-
íóþ ïëîñêîñòü ê R2 � â Tf(P )R2. Ïîëå w = f∗v íà ïëîñêîñòè,

w(f(P )) = df(P )v(P ),

ÿâëÿåòñÿ ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèåé ïîëÿ v íà ñôåðå. Ïîíÿòíî, ÷òî ïðè îòîáðà-
æåíèè f ôàçîâûé ïîðòðåò ïîëÿ v ïåðåõîäèò â ôàçîâûé ïîðòðåò ïîëÿ f∗v.
Íàîáîðîò, ëþáîå ïîëå w íà ïëîñêîñòè ìîæíî ïåðåíåñòè íà ñôåðó ñ ïîìîùüþ îòîá-

ðàæåíèÿ f−1 � ïðàâäà, ïîëå (f−1)∗w íà ñôåðå ìîæåò áûòü íå îïðåäåëåíî â òî÷êå
N .
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Â äàëüíåéøåì, ãîâîðÿ î âåêòîðíîì ïîëå íà ñôåðå, ìû âñåãäà áóäåì ðèñîâàòü åãî
ñòåðåîãðàôè÷åñêóþ ïðîåêöèþ. Òî÷êó N ìû áóäåì íàçûâàòü �òî÷êîé áåñêîíå÷íîñòü�.
Íà íàøèõ ðèñóíêàõ å¼ íå áóäåò âèäíî.

Îòìåòèì, ÷òî â òî÷êå N ïîëå ìîæåò èìåòü îñîáóþ òî÷êó. ×òîáû îïðåäåëèòü òèï
ýòîé îñîáîé òî÷êè, ìîæíî ñäåëàòü äðóãóþ ñòåðåîãðàôè÷åñêóþ ïðîåêöèþ � èç þæíî-
ãî ïîëþñà ñôåðû S = (0, 0, 0) íà ïëîñêîñòü {x3 = 2}. Îêðåñòíîñòü òî÷êè N ïåðåéäåò
â îêðåñòíîñòü íóëÿ. Âïðî÷åì, ìû âñåãäà ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êà N íåîñîáàÿ: â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîâåðíåì ñôåðó, ïðåæäå ÷åì äåëàòü ñòåðåîãðàôè÷åñêóþ ïðîåê-
öèþ.

Ïîçâîëÿåò ëè ýòà êîíñòðóêöèÿ äîêàçàòü êðèòåðèé Àíäðîíîâà-Ïîíòðÿãèíà äëÿ
âåêòîðíûõ ïîëåé íà ïëîñêîñòè? Íåò; áîëåå òîãî, â îáùåì ñëó÷àå îí íå âûïîëíåí. Íà-
ïðèìåð, ìîæåò ñëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî ïðè âîçìóùåíèè âåêòîðíîãî ïîëÿ v îñîáàÿ òî÷êè
ïðèõîäèò �èç áåñêîíå÷íîñòè�.

Óïðàæíåíèå 157. Ïîêàæèòå, ÷òî ó âåêòîðíîãî ïîëÿ áåç îñîáûõ òî÷åê ẋ =
1

1+x2
, ẏ = y ïðè âîçìóùåíèè v + (−ε, 0) ïîÿâëÿåòñÿ îñîáàÿ òî÷êà, ïîýòîìó îíî

íå ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâî.

Ïîýòîìó ïðè èçó÷åíèè âîçìóùåíèé âåêòîðíîãî ïîëÿ íà ïëîñêîñòè íàäî ïðîñëå-
äèòü, ÷òî â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè íå ïðîèñõîäèò íè÷åãî èíòåðåñíîãî, êàê, íà-
ïðèìåð, â ñëåäóþùåì ïðèìåðå.

Óïðàæíåíèå 158. Ïóñòü âåêòîðíîå ïîëå v íà ïëîñêîñòè R2 òàêîâî, ÷òî v(x, y) =
(−x,−y) + o(1) ïðè x, y → ∞. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ïåðåíîñå òàêîãî ïîëÿ íà ñôåðó
ïîëó÷àåòñÿ ïîëå ñ ãèïåðáîëè÷åñêîé îñîáîé òî÷êîé â áåñêîíå÷íîñòè, è ïðè ìàëîì
âîçìóùåíèè ïîëÿ v ýòà îñîáàÿ òî÷êà íå ñäâèãàåòñÿ.

Ïîýòîìó äëÿ âåêòîðíûõ ïîëåé òàêîãî âèäà íà ïëîñêîñòè òîæå âûïîëíåí êðèòåðèé
Àíäðîíîâà-Ïîíòðÿãèíà.

9.1.5 Íåîáõîäèìîñòü ãèïåðáîëè÷íîñòè â êðèòåðèè
Àíäðîíîâà-Ïîíòðÿãèíà

9.1.5.1 Íåîáõîäèìîñòü ãèïåðáîëè÷íîñòè îñîáûõ òî÷åê

Ëåììà 9.1.7. Åñëè âåêòîðíîå ïîëå ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâî, òî âñå åãî îñîáûå òî÷-
êè � ãèïåðáîëè÷åñêèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì êîîðäèíàòû íà ïëîñêîñòè: z = (x, y). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
0 � íåãèïåðáîëè÷åñêàÿ îñîáàÿ òî÷êà ïîëÿ v(z). Ïóñòü λ1 è λ2 � å¼ ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ. Â ñèëó íåãèïåðáîëè÷íîñòè, ëèáî λ1,2 = ±iω, ω ̸= 0 (öåíòð ïî ëèíåéíûì
÷ëåíàì), ëèáî λ1 = 0 (â ýòîì ñëó÷àå ôàçîâûé ïîðòðåò îáû÷íî ïîëó÷àåòñÿ òàêèì,
êàê íà ðèñ. 9.1(b), à îñîáàÿ òî÷êà íàçûâàåòñÿ ñåäëîóçëîì).
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Ñòðóêòóðíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü öåíòðà ïî ëèíåéíûì ÷ëåíàì

Ïóñòü v � âåêòîðíîå ïîëå ñ îñîáîé òî÷êîé 0, èìåþùåé ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ±iω ̸=
0. Ïóñòü

v(z) = Az +R(z),

Az � ëèíåéíàÿ ÷àñòü âåêòîðíîãî ïîëÿ, R(z) = o(z). Ïîñêîëüêó îïåðàòîð A íåâû-
ðîæäåí, ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U òî÷êè 0, â êîòîðîé

|R(z)| < 1

2
|Az|.

Ïóñòü φ � �ñðåçàþùàÿ� C1-ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ ÷òî φ ≡ 0 âíå îêðåñòíîñòè U è
φ ≡ 1 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ. Ðàññìîòðèì ïîëå vε = v+εzφ. Ëèíåéíàÿ ÷àñòü
ýòîãî ïîëÿ â íóëå ðàâíà A+ εE. Ïðè ε > 0 îñîáàÿ òî÷êà 0 ïîëÿ vε íåóñòîé÷èâà; ïðè
ε < 0 îíà óñòîé÷èâà. Äðóãèõ îñîáûõ òî÷åê â îêðåñòíîñòè U ó ïîëÿ vε íåò:

|vε(z)| ⩾ |Az| − |R(z)| − εφ|z| ⩾ 1

2
|Az| − ε|z| > 0

ïðè ìàëûõ ε è íåíóëåâûõ z. Âñå îñòàëüíûå îñîáûå òî÷êè ó ïîëåé vε îäèíàêîâû, è â
îêðåñòâîñòÿõ îñòàëüíûõ îñîáûõ òî÷åê ïîëÿ vε ñîâïàäàþò ñ ïîëåì v. Èòàê, ó ïîëÿ v
ïðè ε < 0 íà îäíó óñòîé÷èâóþ îñîáóþ òî÷êó áîëüøå, ÷åì ó ïîëÿ vε ïðè ε > 0. Òà-
êèå ïîëÿ íå ìîãóò áûòü îðáèòàëüíî òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïîëå v íå ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâî.

Íåâåðíîå äîêàçàòåëüñòâî ñòðóêòóðíîé íåóñòîé÷èâîñòè äëÿ ñåäëîóçëà

Ðàññìîòðèì ïîëå v ñ îñîáîé òî÷êîé 0, äëÿ êîòîðîãî λ1 = 0. Ïóñòü vε = v + εzφ(z)
� òàêîå æå ïîëå, êàê ðàíüøå. Ïóñòü λ2 < 0. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ òî÷êè 0 ïîëÿ
vε ðàâíû λ1,2 + ε. Ïîýòîìó ïðè ε < 0 îñîáàÿ òî÷êà 0 ïîëÿ v óñòîé÷èâà, à ïðè ε > 0
íåóñòîé÷èâà. Òàêèå ïîëÿ íå ìîãóò áûòü îðáèòàëüíî òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè.
Ïîýòîìó ïîëå v íå ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûì.
Ñëó÷àé λ2 ⩾ 0 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Íèæå ïðèâåäåíû äâà ïðèìåðà ñåìåéñòâ âåêòîðíûõ ïîëåé ñ ñåäëîóçëîì. Âòîðîé

ïðèìåð ïîìîãàåò íàéòè îøèáêó â ýòîì äîêàçàòåëüñòâå.

Ïðèìåðû

Õàðàêòåðíûé ïðèìåð ñåäëîóçëà � ýòî îñîáàÿ òî÷êà óðàâíåíèÿ{
ẋ = x2

ẏ = −y.
(9.1)

Ïðèìåð 9.1.8. Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïîëå wε, çàäàííîå óðàâíåíèåì{
ẋ = x2 + ε

ẏ = −y.
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Ðèñ. 9.1: Áèôóðêàöèÿ ñåäëîóçëà â ïðèìåðå 9.1.8: (a) ε < 0; (b) ε = 0; (c) ε > 0.

Ôàçîâûé ïîðòðåò ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ε èçîáðàæåí íà
ðèñóíêå 9.1. Ïðè ε = 0 ôàçîâûé ïîðòðåò â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè íàïîìèíàåò óçåë, à
â ïðàâîé � ñåäëî. Îòñþäà íàçâàíèå ñåäëîóçåë.

Ïðè ε < 0 îñîáàÿ òî÷êà ðàñïàäàåòñÿ íà äâå: ñåäëî è óçåë. Ïðè ε > 0 îñîáàÿ òî÷êà
èñ÷åçàåò. Òàêèå ðåçêèå, ñêà÷êîîáðàçíûå èçìåíåíèÿ ôàçîâîãî ïðîòðåòà íàçûâàþòñÿ
áèôóðêàöèÿìè.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëå v0 ñòðóêòóðíî íåóñòîé÷èâî.

Ïðèìåð 9.1.9. Ðàññìîòðèì òåïåðü ñåìåéñòâî ïîëåé vε, çàäàííûõ óðàâíåíèåì{
ẋ = x2 + εx

ẏ = −y + εy.

Ýòî ñåìåéñòâî ïðåäñòàâèìî â âèäå{
ẋ = (x+ ε

2)
2 − ε2

4

ẏ = (−1 + ε)y.

Ïðè ëþáîì ε ̸= 0 ïîëå vε èìååò äâå îñîáûå òî÷êè � ñåäëî è óçåë. Ïîëÿ vε ïðè ε > 0
è ε < 0 òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû.

Îøèáêà ïðåäûäóùåãî äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ìû äîëæíû äîêà-
çàòü, ÷òî ïîëå v è íåêîòîðîå áëèçêîå ïîëå íå ÿâëÿþòñÿ ÿâëÿþòñÿ îðáèòàëüíî òî-
ïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè íà ñôåðå. Îðáèòàëüíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíò-
íîñòü ìîæåò ïåðåâîäèòü íîëü â êàêóþ-íèáóäü äðóãóþ îñîáóþ òî÷êó � ñêàæåì, òîæå
âîçíèêøóþ ïîñëå ðàçðóøåíèÿ ñåäëîóçëà, êàê ýêâèâàëåíòíîñòü èç ïðèìåðà 9.1.9. Ïî-
ýòîìó äîêàçàòåëüñòâî íå ðàáîòàåò.

×òîáû ïîëó÷èòü âåðíîå äîêàçàòåëüñòâî, ñëåäóåò èçó÷èòü ðàçðóøåíèå ñåäëîóçëà
â ôèêñèðîâàííîé, íå çàâèñÿùåé îò ε, åãî îêðåñòíîñòè � è ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî âíå
ýòîé îêðåñòíîñòè íå ïðîèñõîäèò áèôóðêàöèé.
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Ñòðóêòóðíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü ñåäëîóçëà

Ïóñòü w � ïîëå ñ îñîáîé òî÷êîé 0, ïðè÷åì λ1 = 0. Ñêîëü óãîäíî C1-áëèçêî ê ïîëþ
w åñòü äâàæäû ãëàäêîå ïîëå v, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì v(0) = 0, λ1 = 0, λ2 ̸= 0

è ∂2v1
∂x2

(0) = a ̸= 0.

Â ïîäõîäÿùèõ êîîðäèíàòàõ ïîëå v çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì{
ẋ = ax2 + bxy + cy2 +R1(x, y) ≡ v1,

ẏ = λ2y +R2(x, y) ≡ v2, a ̸= 0
(9.2)

|R1| = o(x2 + y2), |R2| = O(x2 + y2).

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî âáëèçè íóëÿ ïîëå (9.2) îðáèòàëüíî òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíò-
íî ïîëþ (9.1). Îòñþäà íàçâàíèå �ñåäëîóçåë�, ïðèìåíèìîå â îáùåì ñëó÷àå.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a > 0; èíà÷å ñäåëàåì çàìåíó âðå-
ìåíè. Ïîëîæèì:

vε = v + εφ(z)(1, 0),

ãäå φ � íåêîòîðàÿ ñðåçàþùàÿ ôóíêöèÿ: φ = 1 â îêðåñòíîñòè íóëÿ è φ = 0 âíå
áîëüøåé îêðåñòíîñòè íóëÿ, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì U . Ôóíêöèþ φ ìû âûáåðåì íèæå.

Ìû äîêàæåì, ÷òî ïðè ìàëûõ ε > 0 ïîëå vε íå èìååò îñîáûõ òî÷åê â îêðåñòíîñòè U ,
à ïðè ε < 0 èìååò äâå. Âíå îêðåñòíîñòè U ïîëÿ vε ñîâïàäàþò ñ v0. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïîëå vε ïðè ε < 0 èìååò áîëüøå îñîáûõ òî÷åê, ÷åì ïðè ε > 0. Çíà÷èò, ïîëå v
ñòðóêòóðíî íåóñòîé÷èâî.

Ïðåäëîæåíèå 9.1.10. Ïóñòü v = (v1, v2) � ïîëå (9.2). Òîãäà ñóùåñòâóþò îêðåñò-
íîñòü U òî÷êè 0 è ñðåçàþùàÿ ôóíêöèÿ φ : φ ≡ 0 âíå U òàêèå, ÷òî ïðè ëþáîì
äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0 ïîëå vε = (v1 + εφ, v2) íå èìååò îñîáûõ òî÷åê â îêðåñò-
íîñòè U , à ïðè ε < 0 èìååò äâå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ïðåäñòàâëåíèåì (9.2). Îñîáûå òî÷êè ïîëÿ
vε íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèÿ

v1 + εφ = 0, v2 = 0.

Íà÷íåì ñî âòîðîãî óðàâíåíèÿ. Ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè, â íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòè íóëÿ U = {|x| < δ, |y| < ν}, âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ v2(x, y) = 0 ëåæàò íà
êðèâîé y = ψ(x), ãäå ôóíêöèÿ ψ : [−δ, δ] → [−ν, ν] ÿâëÿåòñÿ C2-ãëàäêîé, è ψ(0) = 0,

ψ′(0) = − (v2)′x
(v2)′y

∣∣∣
(0,0)

= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ψ(x) = O(y2).

Îñîáûå òî÷êè ïîëÿ v ëåæàò íà êðèâîé y = ψ(x) è óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ
v1 = 0. Îãðàíè÷èâ ýòî óðàâíåíèå íà êðèâóþ y = ψ(x), ìû ïîëó÷èì

α(x) := v1(x, ψ(x)) = 0.

Ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ, â ñèëó (9.2), èìååò âèä

α(x) = ax2 + bxψ(x) + cψ2(x) +R1(x, ψ(x)) = ax2 +O(x3),
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òî åñòü α′(0) = 0 è α′′(x) = 2a+O(x). Óìåíüøèâ ïðè íåîáõîäèìîñòè îêðåñòíîñòü U ,
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî α′′(x) > const > 0.

Ãðàôèê ôóíêöèè α áëèçîê ê ïàðàáîëå, êîòîðàÿ êàñàåòñÿ îñè àáñöèññ â íóëå.
Íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, ìû ïîêàæåì, ÷òî ïðè ïðàâèëüíî âûáðàííîì âîçìóùåíèè ïîëÿ
v íîâàÿ ôóíêöèÿ α ìîæåò èìåòü äâà íóëÿ (êàê ôóíêöèÿ ax2−ε) èëè íå èìåòü íóëåé
âîâñå (êàê ôóíêöèÿ ax2 + ε). Ïîýòîìó âîçìóùåííîå ïîëå ìîæåò èìåòü äâå îñîáûõ
òî÷êè èëè íå èìåòü íè îäíîé.

Ïóñòü ñðåçàþùàÿ ôóíêöèÿ φ � ïðîèçâîëüíàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ C2-ãëàäêàÿ ôóíê-
öèÿ, äëÿ êîòîðîé φ ≡ 0 âíå U è φ((x, y)) ≡ 1 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ, ïðè-
÷åì 0 ⩽ φ ⩽ 1. Îñîáûå òî÷êè ïîëÿ vε = v + (εφ, 0) ëåæàò íà êðèâîé v2 = 0 (òî
åñòü y = ψ(x)) è óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ v1 + εφ = 0, îãðàíè÷åííîìó íà êðèâóþ
y = ψ(x):

αε(x) ≡ α(x) + εφ(x, ψ(x)) = 0.

Ïðè âñåõ ìàëûõ ε, ∂2

∂x2
αε(x) =

∂2

∂x2
α(x) + ε ∂

2

∂x2
φ(x, ψ(x)) > 0 íà îòðåçêå [−δ, δ] = σ.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèçâîäíàÿ ∂
∂xαε ìîíîòîííà íà îòðåçêå σ, è èìååò íå áîëåå îäíîãî

íóëÿ. Ïî òåîðåìå Ðîëëÿ, ôóíêöèÿ αε(x) èìååò íå áîëüøå äâóõ íóëåé íà ýòîì îòðåçêå.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè ìàëîì ε < 0 âûïîëíåíî αε(0) = εφ(0) < 0, è αε(±δ) =
α(±δ) > 0. Çíà÷èò, ôóíêöèÿ αε èìååò íå ìåíüøå äâóõ íóëåé íà σ. Ñëåäîâàòåëüíî,
èõ ðîâíî äâà.

Ãðàôèê ôóíêöèè αε � âûïóêëûé ââåðõ è ëåæèò íàä ñâîåé êàñàòåëüíîé â íóëå,
êîòîðàÿ ãîðèçîíòàëüíà, ïîñêîëüêó ∂

∂xαε|x=0 = α′(0) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ε > 0
ôóíêöèÿ αε íå èìååò íóëåé íà σ.

Èòàê, ïîëå vε èìååò ïðè ε < 0 íà äâå îñîáûõ òî÷êè áîëüøå, ÷åì ïðè ε > 0. Çíà÷èò,
ïîëå v ñòðóêòóðíî íåóñòîé÷èâî.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî è ïîëå w ñòðóêòóðíî íåóñòîé÷èâî, òàê êàê ñêîëü óãîäíî áëèç-
êî ê íåìó ìû íàøëè ñòðóêòóðíî íåóñòîé÷èâîå ïîëå v.

9.1.5.2 Íåîáõîäèìîñòü ãèïåðáîëè÷íîñòè öèêëîâ

Ïðåäåëüíûå öèêëû è òîïîëîãèÿ îäíîìåðíûõ îòîáðàæåíèé

Íàïîìíèì, ÷òî ïðåäåëüíûé öèêë � ýòî èçîëèðîâàííàÿ çàìêíóòàÿ ôàçîâàÿ êðèâàÿ.
Ðàññìîòðèì òðàíñâåðñàëü ê ïðåäåëüíîìó öèêëó. Â ðàçäåëå 8.2.1 ìû ïîñòðîèëè îòîá-
ðàæåíèå Ïóàíêàðå � îòîáðàæåíèå òðàíñâåðñàëè â ñåáÿ âäîëü òðàåêòîðèé âåêòîðíîãî
ïîëÿ. Ñàìî ñóùåñòâîâàíèå îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå ïîçâîëÿåò äàòü ïðîñòîå îïèñàíèå
ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé â îêðåñòíîñòè ïðåäåëüíîãî öèêëà. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò,
÷òî îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå èìååò èçîëèðîâàííóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó íà ïåðåñå÷å-
íèè òðàíñâåðñàëè ñ öèêëîì.

Ëåììà 9.1.11. Â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ òðàíñâåðñàëè ñ ïðåäåëü-
íûì öèêëîì îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå ïî îäíó ñòîðîíó îò ýòîé òî÷êè ëèáî ïðèáëè-
æàåò âñå òî÷êè ê íåé, ëèáî óäàëÿåò.
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Ðèñ. 9.2: Îðáèòàëüíî óñòîé÷èâûé, íåóñòîé÷èâûé è ïîëóóñòîé÷èâûé öèêëû

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå, åãî íåïîäâèæíûå òî÷êè
ñîîòâåòñòâóþò ïåðîèäè÷åñêèì ðåøåíèÿì óðàâíåíèÿ. Òàê êàê ïðåäåëüíûé öèêë �
èçîëèðîâàííîå ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå, ìû ìîæåò âûáðàòü îêðåñòíîñòü U òî÷êè O
íà òðàíñâåðñàëè Γ, â êîòîðîé îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå íå èìååò äðóãèõ íåïîäâèæíûõ
òî÷åê, êðîìå òî÷êè O.
Ïóñòü x � êîîðäèíàòà íà îòðåçêå Γ, äëÿ êîòîðîé x(O) = 0. Óòâåðæäåíèå ëåììû

ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî âûðàæåíèå P (x) − x íå ìåíÿåò çíàê ïî îäíó ñòîðîíó îò íóëÿ
â U . Äåéñòâèòåëüíî, P (x) < x îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êè ïðèáëèæàþòñÿ ê íóëþ ïîä äåé-
ñòâèåì P , à íåðàâåíñòâî P (x) > x � ÷òî óäàëÿþòñÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûðàæåíèå
P (x)− x ìåíÿåò çíàê ñïðàâà îò íóëÿ; òîãäà äëÿ íåêîòîðûõ 0 < x1 < x2 âûðàæåíèÿ
P (x1)− x1 è P (x2)− x2 ðàçíûõ çíàêîâ. Ïî òåîðåìå î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè, ñó-
ùåñòâóåò òî÷êà x3 ∈ [x1, x2], â êîòîðîé P (x3) − x3 = 0. Ýòà òî÷êà � íåïîäâèæíàÿ
äëÿ îòîáðàæåíèÿ P , ïðèíàäëåæèò îêðåñòíîñòè U è îòëè÷íà îò íóëÿ. Ïðîòèâîðå÷èå
çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

Èòàê, âñå òðàåêòîðèè ïî îäíó ñòîðîíó ïðåäåëüíîãî öèêëà ïðèáëèæàþòñÿ èëè óäà-
ëÿþòñÿ îò íåãî. Ñîîòâåòñòâåííî, âîçìîæíû ëèøü òðè âàðèàíòà ïîâåäåíèÿ òðàåêòî-
ðèé âáëèçè ïðåäåëüíîãî öèêëà: ëèáî âñå áëèçêèå òðàåêòîðèè ïðèáëèæàþòñÿ ê öèêëó,
ëèáî âñå òðàåêòîðèè îòäàëÿþòñÿ îò íåãî, ëèáî ïî îäíó ñòîðîíó îò öèêëà òðàåêòîðèè
ïðèáëèæàþòñÿ, à ïî äðóãóþ � îòäàëÿþòñÿ. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ öèêë íàçûâàþò îðáè-
òàëüíî óñòîé÷èâûì, íåóñòîé÷èâûì è ïîëóóñòîé÷èâûì ñîîòâåòñòâåííî, ñì. ðèñ 9.2.

Õèðóðãèÿ

×òîáû äîêàçàòü íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ ãèïåðáîëè÷íîñòè ïðåäåëüíûõ öèêëîâ â êðè-
òåðèè Àíäðîíîâà-Ïîíòðÿãèíà, íàì ïîíàäîáèòñÿ ïðèåì, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ õèðóð-
ãèåé. À èìåííî, èç ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà âûðåçàåòñÿ êóñî÷åê, è âìåñòî íåãî âñòàâ-
ëÿåòñÿ íîâîå âåêòîðíîå ïîëå ñ ïðåäïèñàííûìè ñâîéñòâàìè. Âåñü îñòàëüíîé ôàçîâûé
ïîðòðåò íå ìåíÿåòñÿ. Ïåðåéäåì ê òî÷íîìó èçëîæåíèþ.

Ëåììà 9.1.12 (Ëåììà î õèðóðãèè). Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíîå âåêòîðíîå ïîëå e1 â
êâàäðàòå K = σ2, σ = [−1, 1]. Äëÿ ëþáîãî C2-ãëàäêîãî äèôôåîìîðôèçìà φ : σ → σ,
òîæäåñòâåííîãî â îêðåñòíîñòè êîíöîâ îòðåçêà σ è áëèçêîãî ê òîæäåñòâåííî-
ìó íà σ, ñóùåñòâóåò C1-ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå w â êâàäðàòå K, ñîâïàäàþùåå ñî
ñòàíäàðòíûì â îêðåñòíîñòè åãî ãðàíèöû, áëèçêîå ê ñòàíäàðòíîìó è òàêîå, ÷òî
îòîáðàæåíèå {−1} × σ → {1} × σ âäîëü òðàåêòîðèé ïîëÿ w ñîâïàäàåò ñ φ.
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9.1.5. Íåîáõîäèìîñòü ãèïåðáîëè÷íîñòè â êðèòåðèè Àíäðîíîâà-Ïîíòðÿãèíà

Ðèñ. 9.3: Äâà òèïà îòîáðàæåíèé Ïóàíêàðå íåãèïåðáîëè÷åñêîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà è
èõ âîçìóùåíèÿ

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåììà êàæåòñÿ î÷åâèäíîé: åñòü îãðîìíàÿ ñâîáîäà â âûáîðå ïîëÿ
w. Ïðèâåäåì ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì ñíà÷àëà ïåðâûé èíòåãðàë F ïîëÿ
w, à ïîòîì óæå ñàìî ïîëå. Ïóñòü x è y � åñòåñòâåííûå êîîðäèíàòû íà K, e1 = ∂

∂x .
Ïîëîæèì: F (−1, y) ≡ y. Ìû õîòèì, ÷òîáû òî÷êè (−1, y) è (1, φ(y)) ëåæàëè íà îäíîé
ôàçîâîé êðèâîé ïîëÿ w, ïîýòîìó ïåðâûé èíòåãðàë äîëæåí ïðèíèìàòü îäèíàêîâûå
çíà÷åíèÿ â òî÷êàõ (−1, y) è (1, φ(y)):

F (1, φ(y)) = y, òî åñòü F (1, y) = φ−1(y).

Ïðîäîëæèì òåïåðü ôóíêöèþ F â êâàäðàò K. Ðàññìîòðèì C1-ãëàäêóþ ôóíêöèþ
λ(x) íà σ: λ(x) ≡ 1 â îäíîñòîðîííåé îêðåñòíîñòè −1 è λ(x) ≡ 0 â îêðåñòíîñòè 1.
Ïîëîæèì:

F (x, y) = yλ(x) + φ−1(y)(1− λ(x)).

Òåïåðü F (−1, y) = y è F (1, y) = φ−1(y). Ïîñòðîèì ïîëå w ñ ïåðâûì èíòåãðàëîì F :

w =
∂

∂x
+W

∂

∂y
, W = −Fx

Fy
.

Îòìåòèì, ÷òî Fy ̸= 0 â K. Òàê êàê ïåðâûé èíòåãðàë íå çàâèñèò îò x â îêðåñòíîñòè
ãðàíèöû êâàäðàòà, ïîëå w ñîâïàäàåò ñ ïîëåì ∂

∂x íà ýòèõ ãðàíèöàõ. Îòîáðàæåíèå
âäîëü òðàåêòîðèé ïîëÿ w ñîâïàäàåò ñ φ: êàæäàÿ òî÷êà (−1, y) ïåðåõîäèò â åäèí-
ñòâåííóþ òî÷êó íà (1, y) ñ òåì æå çíà÷åíèåì ïåðâîãî èíòåãðàëà � òî÷êó (1, φ(y)).
Èñêîìîå ïîëå w ïîñòðîåíî.

Ñòðyêòóðíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü íåãèïåðáîëè÷åñêèõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ

Ëåììà 9.1.13. Ïóñòü âåêòîðíîå ïîëå èìååò íåãèïåðáîëè÷åñêèé ïðåäåëüíûé öèêë.
Òîãäà îíî íå ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïîëå v ñ íåãèïåðáîëè÷åñêèì ïðåäåëüíûì öèêëîì γ.
Ïî îïðåäåëåíèþ íåãèïåðáîëè÷íîñòè, ãðàôèê ñîîòâåòñòâóþùåãî ýòîìó öèêëó îòîá-
ðàæåíèÿ Ïóàíêàðå êàñàåòñÿ â íóëå ïðÿìîé íåïîäâèæíûõ òî÷åê y = x. Ïîýòîìó ëèáî
ãðàôèê îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå, ëèáî ãðàôèê åìó îáðàòíîãî, èìååò âèä, ïîêàçàííûé
íà ðèñóíêå 9.3. Â ïåðâîì ñëó÷àå öèêë ïàðàáîëè÷åñêèé, P (x) − x < 0 ïðè x ̸= 0; âî
âòîðîì ñëó÷àå öèêë ïðèòÿãèâàþùèé, P (x) − x < 0 ïðè x > 0 è P (x) − x > 0 ïðè
x < 0.
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9 Îêíî â òåîðèþ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì

Â ïåðâîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå Q, C2-áëèçêîå ê P , êîòîðîå ñîâïàäàåò
ñ P âíå ìàëîé îêðåñòíîñòè íóëÿ è íå èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Åãî ãðàôèê ïîêà-
çàí æèðíîé ëèíèåé íà ðèñóíêå. Ïî ëåììå î õèðóðãèè, ñóùåñòâóåò âåêòîðíîå ïîëå w,
áëèçêîå ê ïîëþ v, êîòîðîå âáëèçè γ íå èìååò ïðåäåëüíûõ öèêëîâ. Âíå ìàëîé îêðåñò-
íîñòè öèêëà γ ïîëÿ v è w ñîâïàäàþò. Ïîýòîìó ÷èñëî ïðåäåëüíûõ öèêëîâ ïîëÿ w íà
åäèíèöó ìåíüøå, ÷åì ó ïîëÿ v. Òàêèå ïîëÿ íå ìîãóò áûòü îðáèòàëüíî òîïîëîãè÷åñêè
ýêâèâàëåíòíûìè.

Âî âòîðîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå Q, C2-áëèçêîå ê P , Q(0) = 0, èìåþùåå
â íóëå ïðîèçâîäíóþ Q′(0) = 1+ε, 0 < ε << 1. Ýòî îòîáðàæåíèå èìååò äâå áëèçêèõ ê
íóëþ ïðèòÿãèâàþùèõ íåïîäâèæíûõ òî÷êè ïî òåîðåìå î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè.
Ïî ëåììå î õèðóðãèè, ñóùåñòâóåò ïîëå w, ñîâïàäàþùåå ñ v âíå ìàëîé îêðåñòíîñòè
öèêëà γ è èìåþùåå îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå, ðàâíîå Q. Ó ïîëÿ w â îêðåñòíîñòè öèêëà
γ åñòü òðè ïðåäåëüíûõ öèêëà. Âñåãî ïðåäåëüíûõ öèêëîâ ó ïîëÿ w íà äâà áîëüøå,
÷åì ó ïîëÿ v. Òàêèå ïîëÿ íå ìîãóò áûòü îðáèòàëüíî òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè.

Çíà÷èò, â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîëå v íå ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûì.

Äîêàçàòåëüñòâî ñòðóêòóðíîé íåóñòîé÷èâîñòè ïîëåé ñî ñâÿçêàìè ñåïàðàòðèñ ñëîæ-
íåå. Ïðè âîçìóùåíèè òàêîãî ïîëÿ ñâÿçêà ñåïàðàòðèñ ìîæåò ðàçðóøèòüñÿ � íî ïðè
ýòîì ñ ôàçîâûì ïîðòðåòîì ìîãóò ïðîèçîéòè è äðóãèå èçìåíåíèÿ, â òîì ÷èñëå ñîçäà-
íèå íîâîé ñåïàðàòðèñíîé ñâÿçêè. Ìû îòëîæèì ýòî äîêàçàòåëüñòâî äî ðàçäåëà 9.1.7.4
(ñì. ëåììó 9.1.38).

9.1.6 Ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé. Òåîðåìà
Ïóàíêàðå-Áåíäèêñîíà

Â ýòîì ðàçäåëå ìû îïèøåì ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé âåêòîðíûõ ïîëåé íà
ñôåðe (òåîðåìà 9.1.6).

9.1.6.1 α- è ω-ïðåäåëüíûå ìíîæåñòâà

Îïèñûâàòü ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé âåêòîðíîãî ïîëÿ óäîáíåå âñåãî ñ ïîìî-
ùüþ α- è ω-ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà. Íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, ýòî ìíîæåñòâà, ê êîòîðûì
íàêàïëèâàåòñÿ òðàåêòîðèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ â ïðîøëîì è â áóäóùåì.

Òðàåêòîðèþ (îðáèòó) òî÷êè x ïîä äåéñòâèåì âåêòîðíîãî ïîëÿ ìû áóäåì îáîçíà-
÷àòü orb x = {gtvx, t ∈ R}; ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü çàâèñèìîñòü îò ïîëÿ v, ìû èíîãäà
áóäåì ïèñàòü orbv x.

Îïðåäåëåíèå 9.1.14. ω-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî òî÷êè x � ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê
íàêîïëåíèÿ îðáèòû òî÷êè x â áóäóùåì: y ∈ ω(x) åñëè è òîëüêî åñëè y = limn→∞ xn
äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê xn = gtnv x, ãäå tn → +∞.

α-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî òî÷êè x � ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê íàêîïëåíèÿ îðáèòû
òî÷êè x â ïðîøëîì: y ∈ α(x) åñëè è òîëüêî åñëè y = limn→∞ xn äëÿ íåêîòîðîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê xn = gtnv x, ãäå tn → −∞.

Îïÿòü-òàêè, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü çàâèñèìîñòü îò v, ìû èíîãäà áóäåì ïèñàòü αv(x), ωv(x).
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9.1.6. Ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé. Òåîðåìà Ïóàíêàðå-Áåíäèêñîíà

Íàïðèìåð, åñëè òðàåêòîðèÿ òî÷êè x ñòðåìèòñÿ ê îñîáîé òî÷êå, òî ìíîæåñòâî ω(x)
ñîâïàäàåò ñ ýòîé òî÷êîé. Åñëè òðàåêòîðèÿ ñòðåìèòñÿ ê öèêëó, òî ω(x) ñîâïàäàåò ñ
öèêëîì.

Ëåììà 9.1.15. α- è ω-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî ëþáîé òî÷êè ïîä äåéñòâèåì ïîëÿ v
íà ñôåðå íåïóñòî, çàìêíóòî è ñâÿçíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ω-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî òî÷êè x ïîä äåéñòâèåì ïîëÿ
v. Âîçüìåì ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü tn → +∞. Èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê íà
ñôåðå xn = gtnv x âñåãäà ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, â ñè-
ëó êîìïàêòíîñòè ñôåðû. Ïðåäåë ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèíàäëåæèò ω(x). Ìû
äîêàçàëè, ÷òî ω-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî íåïóñòî.

Äîêàæåì çàìêíóòîñòü ω(x). Ïóñòü òî÷êà y íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó ω(x). Äî-
êàæåì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî T ∈ R ó÷àñòîê òðàåêòîðèè òî÷êè x, {gtvx, t > T}, íå
ïåðåñåêàåò íåêîòîðóþ ìàëóþ îêðåñòíîñòü òî÷êè y. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü äëÿ ëþ-
áîãî T = 1, 2, 3, . . . òàêîé ó÷àñòîê òðàåêòîðèè ïîñåùàåò ëþáóþ ìàëóþ îêðåñòíîñòü
òî÷êè y. Âûáåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê gtkv x, tk > k, òàê, ÷òî òî÷êà gtkv x ëåæèò
â 1/k-îêðåñòíîñòè òî÷êè y. Òîãäà limk→+∞ gtkv x = y, è ïîòîìó y ∈ ω(x).

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè òî÷êà y íå ïðèíàäëåæèò ω(x), òî
äëÿ íåêîòîðîãî T ìíîæåñòâî {gtvx, t > T}, íå ïåðåñåêàåò íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü U
òî÷êè y. Òîãäà ω(x) òîæå íå ïåðåñåêàåò ýòó îêðåñòíîñòü. Èòàê, äîïîëíåíèå ê ω(x)
ñîäåðæèò ëþáóþ òî÷êó y âìåñòå ñ å¼ îêðåñòíîñòüþ, à ïîòîìó ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì;
ñàìî æå ìíîæåñòâî ω(x) çàìêíóòî.

Äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî ω(x) ñâÿçíî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü ýòî ìíîæå-
ñòâî ìîæíî ðàçáèòü íà çàìêíóòûå íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà Z1, Z2, îòêðûòûå îêðåñò-
íîñòè êîòîðûõ U1, U2 íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê gtkv x,
gskv x, êîòîðûå ñõîäÿòñÿ ê òî÷êàì èç ìíîæåñòâ Z1 è Z2. Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî
k, èìååì gtkv x ∈ U1, g

sk
v x ∈ U2. Äóãà òðàåêòîðèè gtvx, t ∈ [tk, sk], èäåò èç U1 â U2, à

ïîòîìó ñîäåðæèò òî÷êó gTkv x èç äîïîëíåíèÿ S2 \ (U1 ∪ U2). Èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
òî÷åê gTkv x âûáåðåì ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Å¼ ïðåäåë � òî÷êà èç ω(x),
êîòîðàÿ ëåæèò âíå U1 ∪U2, à ïîòîìó íå ñîäåðæèòñÿ â Z1 ∪Z2 = ω(x). Ïðîòèâîðå÷èå
ïîêàçûâàåò, ÷òî ìíîæåñòâî ω(x) ñâÿçíî.

Êðîìå òîãî, ìû ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâà α(x), ω(x) èíâàðèàíòíû, òî åñòü ñîñòîÿò
èç öåëûõ òðàåêòîðèé âåêòîðíîãî ïîëÿ.

Ëåììà 9.1.16. Åñëè òî÷êà y ëåæèò â ω-ïðåäåëüíîì ìíîæåñòâå òî÷êè x, òî âñÿ
å¼ îðáèòà {gtvy, t ∈ R} òîæå ïðèíàäëåæèò ω(x). Òî æå âåðíî äëÿ α(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y = limn→∞ xn äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn = gtnv x, ãäå tn →
+∞. Òîãäà òî÷êà gtvy � ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê gtvxn = gt+tnv x, â ñèëó
íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ gtv. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà g

t
vy òîæå ïðèíàäëåæèò

ω(x). Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ α-ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà àíàëîãè÷íî.
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9.1.6.2 Ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé òèïè÷íîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ íà
ñôåðå

Çäåñü ìû äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå öåíòðàëüíîãî ðåçóëüòàòà ýòîãî ïàðàãðàôà
� òåîðåìû 9.1.6, ïî ìîäóëþ òåîðåìû 9.1.4 è òåîðåìû Ïóàíêàðå-Áåíäèêñîíà.

Òåîðåìà 9.1.17 (Ïóàíêàðå-Áåíäèêñîíà). Äëÿ ëþáîãî C1-ãëàäêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ
íà ñôåðå ñ ãèïåðáîëè÷åñêèìè îñîáûìè òî÷êàìè, ω-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî ëþáîé
òðàåêòîðèè � ëèáî îñîáàÿ òî÷êà, ëèáî öèêë, ëèáî ïîëèöèêë (ìíîãîóãîëüíèê, îáðà-
çîâàííûé ñâÿçêàìè ñåïàðàòðèñ).

Òåîðåìà Ïóàíêàðå-Áåíäèêñîíà ïðîèëëþñòðèðîâàíà íà ðèñ. 9.4 è äîêàçàíà â ðàç-
äåëå 9.1.6.3. Òàì æå äàíî áîëåå òî÷íîå îïðåäåëåíèå ïîëèöèêëà.

Äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 9.1.6. Ïóñòü v � ïîëå, óäîâëåòâî-
ðÿþùåå êðèòåðèþ Àíäðîíîâà-Ïîíòðÿãèíà. Ïî òåîðåìå 9.1.4, ìíîæåñòâî òàêèõ ïîëåé
îòêðûòî è âñþäó ïëîòíî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå íà÷àëüíîå óñëîâèå x. Òåîðåìà
9.1.6 óòâåðæäàåò, ÷òî ω-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî òî÷êè x � ëèáî îñîáàÿ òî÷êà, ëèáî
ãèïåðáîëè÷åñêèé ïðåäåëüíûé öèêë. Ýòî íåìåäëåííî ñëåäóåò èç òåîðåìû Ïóàíêàðå-
Áåíäèêñîíà è êðèòåðèÿ Àíäðîíîâà-Ïîíòðÿãèíà.
Äåéñòâèòåëüíî, âñå îñîáûå òî÷êè ïîëÿ v � ãèïåðáîëè÷åñêèå. Ïîýòîìó ïðèìåíèìà

òåîðåìà Ïóàíêàðå-Áåíäèêñîíà. Â ñèëó ýòîé òåîðåìû, ω-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî òî÷-
êè x ëèáî îñîáàÿ òî÷êà, ëèáî çàìêíóòàÿ òðàåêòîðèÿ (â ñèëó êðèòåðèÿ Àíäðîíîâà-
Ïîíòðÿãèíà ýòî � ãèïåðáîëè÷åñêèé ïðåäåëüíûé öèêë), ëèáî ïîëèöèêë. Íî ïîëå v
íå èìååò ïîëèöèêëîâ, òàê êàê ó íåãî íåò ñâÿçîê ñåïàðàòðèñ. Ýòî äîêàçûâàåò ïåðâîå
óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîé ÷àñòè òåîðåìû 9.1.6 ìû ïîêàæåì, ÷òî åñëè ó ïîëÿ íà
ñôåðå âñå îñîáûå òî÷êè è âñå ïåðèîäè÷åñêèå îðáèòû ãèïåðáîëè÷åñêèå, òî èõ êîíå÷íîå
÷èñëî. Êîíå÷íîñòü ÷èñëà ãèïåðáîëè÷åñêèõ îñîáûõ òî÷åê ñëåäóåò èç êîìïàêòíîñòè
ñôåðû, à êîíå÷íîñòü ÷èñëà ãèïåðáîëè÷åñêèõ öèêëîâ äîêàçûâàåòñÿ ãîðàçäî ñëîæíåå.
Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøàåòñÿ â ðàçäåëå 9.1.6.4.

9.1.6.3 Òåîðåìà Ïóàíêàðå-Áåíäèêñîíà

Ïîëèöèêëû

Íà÷íåì ñ ðèñóíêà, íà êîòîðîì èçîáðàæåíû ðàçëè÷íûå âîçìîæíûå ω-ïðåäåëüíûå
ìíîæåñòâà è ñòðåìÿùèåñÿ ê íèì òðàåêòîðèè. Ñëó÷àé (c) � îäèí èç áåñêîíå÷íîãî
ìíîæåñòâà ðàçíîîáðàçíûõ ïðèìåðîâ, êîòîðûå ïîêðûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îïðåäåëå-
íèåì.

Îïðåäåëåíèå 9.1.18. Ïîëèöèêë âåêòîðíîãî ïîëÿ � ýòî êîíå÷íûé îðèåíòèðîâàí-
íûé ãðàô Γ íà ñôåðå, òàêîé ÷òî:

� Γ � íåïðåðûâíûé îáðàç îðèåíòèðîâàííîé îêðóæíîñòè;
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9.1.6. Ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé. Òåîðåìà Ïóàíêàðå-Áåíäèêñîíà

Ðèñ. 9.4: (a) Îñîáàÿ òî÷êà (b) Öèêë (c) Ïîëèöèêë

� Âåðøèíû Γ � îñîáûå òî÷êè ïîëÿ;

� Ðåáðà ãðàôà � ôàçîâûå êðèâûå ïîëÿ. Îðèåíòàöèÿ ðåáåð, èíäóöèðîâàííàÿ
îòîáðàæåíèåì îêðóæíîñòè, ñîâïàäàåò ñ âðåìåíí�îé îðèåíòàöèåé ðåáåð.

Äëÿ ïîëåé ñ ãèïåðáîëè÷åñêèìè îñîáûìè òî÷êàìè íåòðèâèàëüíûé (ñîñòîÿùèé áî-
ëåå, ÷åì èç îäíîé òî÷êè) ïîëèöèêë � ýòî ñåïàðàòðèñíûé ìíîãîóãîëüíèê, âåðøèíû
êîòîðîãî � ãèïåðáîëè÷åñêèå ñåäëà S1, . . . , Sk (íåêîòîðûå èç íèõ ìîãóò ñîâïàäàòü),
à ðåáðà � ñåïàðàòðèñû, èäóùèå èç ïðåäûäóùåãî ñåäëà â ñëåäóþùåå.

Ïðèâåäåííàÿ âûøå ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû Ïóàíêàðå-Áåíäèêñîíà áîëüøå íå òðå-
áóåò ïîÿñíåíèé.

ω-ïðåäåëüíûå ìíîæåñòâà áåç îñîáûõ òî÷åê

Òåîðåìà 9.1.19. Äëÿ ëþáîãî C1-ãëàäêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ íà ñôåðå ω-ïðåäåëüíîå
ìíîæåñòâî, íå ñîäåðæàùåå îñîáûõ òî÷åê, ÿâëÿåòñÿ öèêëîì.

Ñîáñòâåííî, ýòî è åñòü îðèãèíàëüíàÿ òåîðåìà Ïóàíêàðå-Áåíäèêñîíà. Ïðåäûäóùàÿ
òåîðåìà � å¼ åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü òî÷êà y ïðèíàäëåæèò ω-ïðåäåëüíîìó ìíîæåñòâó òî÷êè x,
íå ñîäåðæàùåìó îñîáûõ òî÷åê. Ïî îïðåäåëåíèþ, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íåêîòîðàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü òî÷åê xn èç îðáèòû x, xn = gtnv x, tn → +∞, ñõîäèòñÿ ê òî÷êå y. Ïî
óñëîâèþ, y � íåîñîáàÿ òî÷êà.

Äîêàæåì, ÷òî orb y � öèêë. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ðàññìîòðèì òî÷êó z èç
ω-ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà òî÷êè y: z = limn→∞ yn, yn = gtnv (y), tn → +∞. Òî÷êà
z ïðèíàäëåæèò çàìûêàíèþ îðáèòû òî÷êè y; ýòà îðáèòà öåëèêîì ëåæèò â ω(x) â
ñèëó èíâàðèàíòíîñòè ω-ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà. Ïîýòîìó z ∈ ω(x) = ω(x). Ïîñëåä-
íåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç çàìêíóòîñòè ω-ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà. Çíà÷èò, òî÷êà z �
íåîñîáàÿ.

Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé î âûïðÿìëåíèè. Ïóñòü U , z ∈ U � îêðåñòíîñòü òî÷êè
z, â êîòîðîé îïðåäåëåíî âûïðÿìëÿþùåå îòîáðàæåíèå H, H∗v = (1, 0). Ïóñòü Γ �
òðàíñâåðñàëü ê ïîëþ v, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó z, è π : U → Γ � ïðîåêöèÿ U
íà òðàíñâåðñàëü âäîëü äóã òðàåêòîðèé ïîëÿ, ðàñïîëîæåííûõ â U . Äëÿ áîëüøèõ n
îïðåäåëåíû òî÷êè y′n = π(yn) íà Γ; ïî íåïðåðûâíîñòè ïðîåêöèè, lim y′n = z.

Òàê êàê orb(y) � íå öèêë, y′n ̸= y′n+1. Ðàññìîòðèì ìåøîê Áåíäèêñîíà � îáëàñòü Ω,
ñîäåðæàùóþ z, îãðàíè÷åííóþ äóãîé α ôàçîâîé êðèâîé ïîëÿ v îò òî÷êè y′n äî òî÷êè
y′n+1 è îòðåçêîì òðàíñâåðñàëè σ = [y′n, y

′
n+1] (ñì. ðèñ. 9.5).
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Ðèñ. 9.5: Ìåøîê Áåíäèêñîíà.

Íà îòðåçêå σ ïîëå íàïðàâëåíî èëè âíóòðü, èëè âíå îáëàñòè Ω.

Â ïåðâîì ñëó÷àå (ñì. ðèñ. 9.5 ñëåâà) íèêàêàÿ òðàåêòîðèÿ ïîëÿ v íå ìîæåò âûéòè
èç îáëàñòè Ω. ×åðåç äóãó α âûõîä íåâîçìîæåí ïî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè, ÷åðåç
îòðåçîê σ � ïîòîìó, ÷òî ÷åðåç íåãî âñå îðáèòû âõîäÿò â îáëàñòü Ω. Íî òîãäà íèêàêàÿ
îðáèòà ïîëÿ v íå ìîæåò íàêàïëèâàòüñÿ ê òî÷êå yn. Äåéñòâèòåëüíî, ïî òåîðåìå î
íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè, îíà äîëæíî ïåðåñå÷ü îòðåçîê σ; íî ïåðåñå÷ü ýòîò îòðåçîê
îíà ìîæåò òîëüêî îäèí ðàç, ïîñëå ÷åãî îíà ïîïàäåò â îáëàñòü Ω è îòòóäà íå âûéäåò.
Ñëåäîâàòåëüíî, yn ̸∈ ω(x). Ïðîòèâîðå÷èå.

Ðàññìîòðèì òåïåðü âòîðîé ñëó÷àé: ïóñòü ïîëå v íà îòðåçêå σ íàïðàâëåíî âíå îáëà-
ñòè Ω (ýòî âîçìîæíî, òîëüêî åñëè y′n ∈ [y′n+1, z]); ñì. ðèñ. 9.5 ñïðàâà. Â ýòîì ñëó÷àå
âñå îðáèòû ïîëÿ v âûõîäÿò èç Ω. Íî ïîñêîëüêó z ∈ Ω, òî÷êà z íå ìîæåò ëåæàòü â
ω-ïðåäåëüíîì ìíîæåñòâå òî÷êè y. Ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî orb(y) ⊂ ω(x) �
öèêë.

Èòàê, òðàåêòîðèÿ òî÷êà x íàêàïëèâàåòñÿ ê öèêëó. Ïîýòîìó äëÿ íåêîòîðîãî t òî÷êà
gtvx ïðèíàäëåæèò ïîëóîêðåñòíîñòè öèêëà, â êîòîðîé îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå ïðèòÿ-
ãèâàåò ê öèêëó. Çíà÷èò, ω(x) ñîâïàäàåò ñ ýòèì öèêëîì.

Âòîðîå ω-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî

Âìåñòå ñ ìíîæåñòâîì ω(x) åñòåñòâåííî îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî ω2(x).

Îïðåäåëåíèå 9.1.20. Ìíîæåñòâî ω2(x) � ýòî îáúåäèíåíèå

ω2(x) = ∪y∈ω(x)ω(y).

Â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåé òåîðåìû ìû èñïîëüçîâàëè ýòî ìíîæåñòâî, êîãäà
ðàññìîòðåëè òî÷êó z ∈ ω(y) äëÿ y ∈ ω(x). Òàê êàê ìíîæåñòâî ω(x) èíâàðèàíòíî è
çàìêíóòî, òî ìíîæåñòâî ω2(x) â íåì ñîäåðæèòñÿ.

Óïðàæíåíèå 159. Âûÿñíèòå, ÷åìó ðàâíî ω2(x), åñëè ω(x) � îñîáàÿ òî÷êà, öèêë
è ïîëèöèêë ñîîòâåòñòâåííî.

Óïðàæíåíèå 160. Ïóñòü ω2(x) ñîäåðæèò àòòðàêòîð. Äîêàæèòå, ÷òî ω(x) ñîâ-
ïàäàåò ñ ýòèì àòòðàêòîðîì.
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λ-ëåììà è ïîëèöèêëû

Òåîðåìà Ïóàíêàðå-Áåíäèêñîíà ñëåäóåò èç ñëåäóþùåãî ïðåäëîæåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 9.1.21. Ïóñòü v � C1-ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå íà ñôåðå ñ ãèïåðáîëè-
÷åñêèìè îñîáûìè òî÷êàìè. Åñëè îðáèòà òî÷êè x ïîä äåéñòâèåì ïîëÿ v ñîâïàäàåò
ñî ñâîèì ω-ïðåäåëüíûì ìíîæåñòâîì (à çíà÷èò, ω(x) = ω2(x)), òî ýòà îðáèòà �
ëèáî îñîáàÿ òî÷êà, ëèáî öèêë. Åñëè æå ω(x) ̸= ω2(x), òî ω(x) � ïîëèöèêë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìíîæåñòâî ω2(x) ñîäåðæèò íåîñîáóþ òî÷êó z = lim yn, yn =
gtnv (y), ãäå y ∈ ω(x). Êàê è â òåîðåìå 9.1.19, ïîñòðîèì ìåøîê Áåíäèêñîíà ñ ïîìîùüþ
òî÷åê yn. Åñëè âñå òî÷êè yn ðàçëè÷íû, ïîñòðîåíèå âîçìîæíî; òàê êàê îðáèòà òî÷êè
x íàêàïëèâàåòñÿ ê êàæäîé èç òî÷åê yn, îíà çàéäåò â ìåøîê è íèêîãäà íå âûéäåò èç
íåãî. Çíà÷èò, îíà íå ìîæåò íàêàïëèâàòüñÿ ê òåì ýëåìåíòàì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè yn,
êîòîðûå îêàçàëèñü ñíàðóæè ìåøêà.

Óïðàæíåíèå 161. Ïðîâåäèòå ýòî ðàññóæäåíèå ïîäðîáíî.

Ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ñðåäè òî÷åê yn åñòü ñîâïàäàþùèå, òî åñòü ìíîæå-
ñòâî ω(x) ñîäåðæèò öèêë. Çíà÷èò, êàê è â ïðåäûäóùåé òåîðåìå, ω(x) ñîâïàäàåò ñ
ýòèì öèêëîì.

Òåïåðü ïóñòü ìíîæåñòâî ω2(x) ñîñòîèò èç îñîáûõ òî÷åê. Åñëè ω2(x) = ω(x), òî ýòî
ìíîæåñòâî îäíîòî÷å÷íîå, òàê êàê ìíîæåñòâî ω(x) ñâÿçíî è ñîñòîèò èç èçîëèðîâàí-
íûõ îñîáûõ òî÷åê. Â ýòîì ñëó÷àå çàêëþ÷åíèå ëåììû âûïîëíåíî. Ïóñòü ω2(x) ̸= ω(x).

Î÷åâèäíî, îñîáûå òî÷êè èç ìíîæåñòâà ω2(x) íå ìîãóò áûòü îòòàëêèâàþùèìè.
Åñëè ω2(x) ñîäåðæèò àòòðàêòîð z, òî ê íåìó ïðèòÿãèâàþòñÿ îðáèòû òî÷åê èç ω(x),
äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê z, à çíà÷èò, è îðáèòà òî÷êè x, êîòîðàÿ íàêàïëèâàåòñÿ ê òî÷êàì
èç ω(x). Ïîýòîìó z = ω(x) = ω2(x).

Îñòàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ìíîæåñòâî ω2(x) ñîñòîèò èç ñåäåë.

Äàëüíåéøåå äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà óòâåðæäåíèè, ìíîãîìåðíûé àíàëîã êî-
òîðîãî íàçûâàåòñÿ λ-ëåììîé.

Ëåììà 9.1.22. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè z ñåäëî S ïîëÿ v ïðèíàäëåæèò ìíî-
æåñòâó ω(z). Òîãäà åñòü äâå ñåïàðàòðèñû ýòîãî ñåäëà: âõîäÿùàÿ s è âûõîäÿùàÿ u
(îíè ìîãóò è ñîâïàäàòü), êîòîðûå öåëèêîì ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó ω(z).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ìàëûå äóãè u′ è s′ ñåïàðàòðèñ u è s ñ
íà÷àëîì è êîíöîì S ñîîòâåòñòâåííî, ïðèíàäëåæàò ω(z).

Âûáåðåì ìàëóþ îêðåñòíîñòü U òî÷êè S. Ïóñòü orb(z) ∋ zn, zn → S. Òîãäà îð-
áèòà òî÷êè z ñîäåðæèò è äóãè γn ôàçîâûõ êðèâûõ, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êè zn è
ïðèíàäëåæàùèå U . Ïîêàæåì, ÷òî ýòè äóãè íàêàïëèâàþòñÿ ê s′ ∪ u′.
Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Ãðîáìàíà-Õàðòìàíà. Ïðèìåíèì â îêðåñòíîñòè U ãîìåî-

ìîðôèçì H, êîòîðûé ïåðåâåäåò ôàçîâûé ïîðòðåò ïîëÿ v â ôàçîâûé ïîðòðåò ëèíåé-
íîãî ïîëÿ {

ẋ = λx

ẏ = −y,
λ > 0 (9.3)
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9 Îêíî â òåîðèþ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì

Ïóñòü òî÷êè zn ïåðåõîäÿò â òî÷êè z̃n = (xn, yn) → 0 ïîä äåéñòâèåì H, à äóãè γn
� â γ̃n; áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî xn > 0, yn > 0. Óðàâíåíèå
9.3 ëåãêî ðåøèòü è ïîëó÷èòü, ÷òî äóãè γ̃n çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìè x = cny

−λ, ãäå
cn = xny

λ
n → 0. Âèäíî, ÷òî ïðè n→ ∞ òàêèå ãðàôèêè íàêàïëèâàþòñÿ ê îáúåäèíåíèþ

îòðåçêîâ ñåïàðàòðèñ íóëÿ {0}× [0, δ]∪ [0, δ]×{0}. Çíà÷èò, äóãè γn íàêàïëèâàþòñÿ ê
èõ ïðîîáðàçàì ïîä äåéñòâèåì H � îáúåäèíåíèþ ìàëûõ äóã u′, s′ ñåïàðàòðèñ ñåäëà
S.

Òåïåðü çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 9.1.21. Íàì îñòàëîñü ðàññìîòðåòü
ñëó÷àé, êîãäà ω(x) ̸= ω2(x) è ìíîæåñòâî ω2(x) ñîñòîèò èç ñåäåë. Îáîçíà÷èì îäíî
èç ñåäåë S1. Ïî λ-ëåììå, ω(x) ñîäåðæèò âûõîäÿùóþ ñåïàðàòðèñó u1 ñåäëà S1. Òàê
êàê ω-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî ýòîé ñåïàðàòðèñû ñîäåðæèòñÿ â ω2(x), îíî òîæå ÿâëÿ-
åòñÿ ñåäëîì; îáîçíà÷èì åãî S2. Ïî èíäóêöèè ñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåäåë Sk è
ñîåäèíÿþùèõ èõ ñåïàðàòðèñ uk, ïðèíàäëåæàùèõ ω(x).
Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ïîñòðîåííàÿ òàêèì îáðàçîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåïàðà-

òðèñ öèêëè÷åñêàÿ � ýòî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî ìû èìååì äåëî ñ ïîëèöèêëîì.
Ïîñêîëüêó ñôåðà îðèåíòèðóåìà, êàæäàÿ íàïðàâëåííàÿ êðèâàÿ êîîðèåíòèðóåìà: ó

å¼ ìàëîé îêðåñòíîñòè îïðåäåëåíà ïðàâàÿ è ëåâàÿ ñòîðîíà. Ëåâàÿ ñòîðîíà îïðåäåëÿ-
åòñÿ òàê: âåêòîð ñêîðîñòè îðèåíòèðîâàííîé êðèâîé â ëþáîé òî÷êå è íàïðàâëåííàÿ
âëåâî íîðìàëü îáðàçóþò ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûé ðåïåð. Ïóñòü îðáèòà òî÷-
êè x ïðîõîäèò áëèçêî ê âõîäÿùåé ñåïàðàòðèñå s ãèïåðáîëè÷åñêîãî ñåäëà ñëåâà îò
íåå; òîãäà îíà ïîêèäàåò îêðåñòíîñòü ýòîãî ñåäëà, ïðîõîäÿ áëèçêî îò âûõîäÿùåé ñå-
ïàðàòðèñû u, ïî-ïðåæíåìó íàõîäÿñü ñëåâà îò íåå. Òî åñòü îðáèòà òî÷êè x âñåãäà
íàõîäèòñÿ ñëåâà îò ñåïàðàòðèñû èç ω(x), ê êîòîðîé îíà áëèçêà. Çàìåòèì, ÷òî ñàìà
ñåïàðàòðèñà u â ýòîì ñëó÷àå òîæå óõîäèò âëåâî îò s. Ïîýòîìó äëÿ êàæäîé ñåïàðàòðè-
ñû, ñîäåðæàùåéñÿ â ω(x), îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà ñëåäóþùàÿ � îíà óõîäèò âëåâî îò
ïðåäûäóùåé. Ïîñêîëüêó ÷èñëî âñåõ òàêèõ ñåïàðàòðèñ êîíå÷íî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
êîòîðóþ ìû ïîñòðîèëè âûøå, öèêëè÷åñêàÿ. Èòàê, ω(x) � ïîëèöèêë.
Ïîñêîëüêó ω-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî ñâÿçíî, äðóãèõ ïîëèöèêëîâ îíî íå ñîäåðæèò.

Òåì ñàìûì äîêàçàíà è òåîðåìà Ïóàíêàðå-Áåíäèêñîíà.

9.1.6.4 Êîíå÷íîñòü ÷èñëà ãèïåðáîëè÷åñêèõ öèêëîâ

Çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâà Per v

×òîáû äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ â óñëîâèÿõ òåîðåìû
9.1.6 êîíå÷íî, ìû äîêàæåì áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ïîíàäîáèòñÿ íèæå.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç V ìíîæåñòâî âñåõ C1-ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà ñôåðå, èìå-

þùèõ òîëüêî ãèïåðáîëè÷åñêèå îñîáûå òî÷êè è íå èìåþùèõ ñåäëîâûõ ñâÿçîê. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç Per v îáúåäèíåíèå âñåõ çàìêíóòûõ ôàçîâûõ êðèâûõ ïîëÿ v.

Ëåììà 9.1.23. Äëÿ ëþáîãî ïîëÿ v ∈ V ìíîæåñòâî Per v çàìêíóòî.
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9.1.6. Ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé. Òåîðåìà Ïóàíêàðå-Áåíäèêñîíà

Ðèñ. 9.6: Ôàçîâûé ïîðòðåò óðàâíåíèÿ Íüþòîíà

Çàìå÷àíèå 9.1.24. Ýòî ïðåäëîæåíèå íåâåðíî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ v íà ñôåðå,
ñì. ðèñ. 9.6. Â çàìûêàíèå ìíîæåñòâà Per v ìîãóò âõîäèòü è íåãèïåðáîëè÷åñêèå
îñîáûå òî÷êè, è ïîëèöèêëû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü γn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öèêëîâ ïîëÿ v. Ðàññìîòðèì åå
âåðõíèé òîïîëîãè÷åñêèé ïðåäåë � ìíîæåñòâî

Σ = lim sup γn = {y|∃ xn ∈ γn, xn → y}.

Ïî òåîðåìå î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ, ìíîæåñòâî Σ ñîñòîèò
èç öåëûõ òðàåêòîðèé ïîëÿ v. Íàì íàäî äîêàçàòü, ÷òî îíî ñîñòîèò èç öèêëîâ.
Ïóñòü Σ ñîäåðæèò èçîëèðîâàííóþ òî÷êó. Òîãäà ýòà òî÷êà � îñîáàÿ, è â ëþáîé åå

îêðåñòíîñòè ëåæàò çàìêíóòûå êðèâûå γn ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n. Ýòî âîçìîæíî
äëÿ öåíòðà ïî ëèíåéíûì ÷ëåíàì, íî íåâîçìîæíî äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé îñîáîé òî÷êè.
Èòàê, â ìíîæåñòâå Σ íåò èçîëèðîâàííûõ òî÷åê. Òîãäà ìíîæåñòâî Σ áåñêîíå÷íî.

Çíà÷èò, îíî ñîäåðæèò íåîñîáóþ òî÷êó y.
Åñëè îðáèòà òî÷êè y çàìêíóòà, ìû äîêàæåì, ÷òî îíà ñîâïàäàåò ñ Σ. Ýòî ðàññóæ-

äåíèå ïðèâåäåíî â ñàìîì êîíöå äîêàçàòåëüñòâà. Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî îðáèòà
òî÷êè y íå çàìêíóòà. Ïî òåîðåìå Ïóàíêàðå-Áåíäèêñîíà ω(y) ìîæåò áûòü îñîáîé òî÷-
êîé, öèêëîì èëè ïîëèöèêëîì. Ïîëèöèêëîâ ó ïîëåé v ∈ V íåò. Ïîýòîìó âîçìîæíû
òîëüêî äâà ñëó÷àÿ.

1. α(y) è ω(y) � îñîáûå òî÷êè. Îíè íå ìîãóò áûòü àòòðàêòîðàìè èëè ðåïåëëåðà-
ìè; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îðáèòû γn íå áûëè áû çàìêíóòûìè, à îñòàâàëèñü áû
íàâå÷íî â áóäóùåì â îêðåñòíîñòè ω(y) èëè â ïðîøëîì âáëèçè α(y).

Èòàê, α(y) è ω(y) � ñåäëà. Òîãäà îðáèòà y � ñåäëîâàÿ ñâÿçêà, êîòîðîé íå
äîëæíî áûòü ó ïîëÿ v. Ïðîòèâîðå÷èå.

2. α(y) èëè ω(y) � öèêë. Ìû ïðèâåäåì ýòî ïðåäïîëîæåíèå ê ïðîòèâîðå÷èþ. Íàì
ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 9.1.25 (Ëåììà î íåçàäåâàíèè). Ó êàæäîãî öèêëà C1-ãëàäêîãî ïîëÿ v íà
ñôåðå ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U , êîòîðóþ �íå çàäåâàþò� äðóãèå öèêëû ïîëÿ v:
êàæäûé öèêë ëèáî ïðèíàäëåæèò îêðåñòíîñòè U , ëèáî íå ïåðåñåêàåò å¼.
Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè Ũ ýòîãî öèêëà ñóùåñòâóåò ìåíüøàÿ îêðåñò-

íîñòü U ⊂ Ũ , êîòîðóþ íå çàäåâàþò öèêëû ïîëÿ v.
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9 Îêíî â òåîðèþ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì

a P(a)
bP(b)

Ua

Ub

γ

Г

Ðèñ. 9.7: Ëåììà î íåçàäåâàíèè

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì öèêë γ ïîëÿ v è îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå ýòîãî öèêëà,
îáîçíà÷àåìîå P è îïðåäåëåííîå íà òðàíñâåðñàëè Γ. Ïóñòü O = γ∩Γ. Âûáåðåì òî÷êè
a è b íà òðàíñâåðñàëè Γ ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò òî÷êè O (äëÿ âòîðîãî óòâåæäåíèÿ
ëåììû ýòè òî÷êè íóæíî âûáðàòü äîñòàòî÷íî áëèçêî ê O). Ðàññìîòðèì îáëàñòü U ,
îãðàíè÷åííóþ äâóìÿ çàìêíóòûìè êðèâûìè: ïåðâàÿ êðèâàÿ ñîñòîèò èç äóãè γa òðà-
åêòîðèè âåêòîðíîãî ïîëÿ îò a äî P (a) è îòðåçêà [a, P (a)] (îí ìîæåò âûðîæäàòüñÿ â
òî÷êó), à âòîðàÿ � èç äóãè γb òðàåêòîðèè ïîëÿ îò b äî P (b) è îòðåçêà [b, P (b)]. Îá-
ëàñòü U ðàçäåëåíà íà äâå ÷àñòè êðèâîé γ: Ua ∋ a è Ub ∋ b. Äîêàæåì, ÷òî îáëàñòü Ua
îáëàäàåò òåì æå ñâîéñòâîì, êîòîðîå ìû õîòèì äîêàçàòü äëÿ U , òî åñòü �íå çàäåâàåò�
öèêëîâ ïîëÿ v. Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ Ub áóäåò àíàëîãè÷íî.

Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî Ua ÿâëÿåòñÿ ìåøêîì Áåíäèêñîíà äëÿ ïîëÿ v
èëè −v, èç êîòîðîãî âûðåçàíà îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ öèêëîì γ.

Äåéñòâèòåëüíî, îðáèòû ïîëÿ v ìîãóò ïîïàäàòü â îáëàñòü Ua òîëüêî ÷åðåç îòðåçîê
[a, P (a)]. Åñëè íà ýòîé òðàíñâåðñàëè ïîëå íàïðàâëåíî âíóòðü Ua, òðàåêòîðèè, çàéäÿ
â îáëàñòü Ua, íå ñìîãóò âûéòè èç íå¼; ïîýòîìó çàìêíóòûå òðàåêòîðèè äîëæíû èëè
ñîäåðæàòüñÿ âíóòðè îáëàñòè Ua, èëè íå ïåðåñåêàòü å¼. Åñëè íà îòðåçêå [a, P (a)] ïîëå
íàïðàâëåíî âîâíå îáëàñòè Ua, òî òðàåêòîðèÿ, âûéäÿ èç îáëàñòè U , íå ìîæåò âåð-
íóòüñÿ îáðàòíî; ìû ñíîâà ïîëó÷àåì, ÷òî çàìêíóòûå òðàåêòîðèè íå çàäåâàþò îáëàñòü
Ua.

Ìû ìîæåì òåïåðü âåðíóòüñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 9.1.23. Ïóñòü γ = ω(y) �
öèêë. Ïóñòü U � îêðåñòíîñòü öèêëà γ, êîòîðóþ íå çàäåâàþò öèêëû ïîëÿ v; âûáåðåì
å¼ äîñòàòî÷íî ìàëåíüêîé, òàê, ÷òî y /∈ U . Òàê êàê orb y íàêàïëèâàåòñÿ ê γ, ïî òåîðåìå
î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ îò íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ, öèêëû γn
ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n ïåðåñåêàþò îêðåñòíîñòü U . Òîãäà îíè ïðèíàäëåæàò åé
öåëèêîì è íå ìîãóò íàêàïëèâàòüñÿ ê òî÷êå y � ïðîòèâîðå÷èå.

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà îðáèòà òî÷êè y ñàìà ÿâëÿåòñÿ öèêëîì. Òîãäà
öèêëû γn äëÿ áîëüøîãî n ïåðåñåêàþò ìàëóþ îêðåñòíîñòü ýòîãî öèêëà, à çíà÷èò,
íàõîäÿòñÿ â íåé öåëèêîì. Â ýòîì ñëó÷àå Σ = orb y. Ëåììà äîêàçàíà.
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9.1.7. Òèïè÷íîñòü ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ ïîëåé

Ðèñ. 9.8: Ñ÷åòíîå ÷èñëî ïðåäåëüíûõ öèêëîâ

Äîêàçàòåëüñòâî êîíå÷íîñòè ÷èñëà ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ

Ïðåäëîæåíèå 9.1.26. Äëÿ âåêòîðíûõ ïîëåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ êðèòåðèþ Àíäðîíîâà-
Ïîíòðÿãèíà, ÷èñëî ïðåäåëüíûõ öèêëîâ êîíå÷íî.

Çàìå÷àíèå 9.1.27. Ýòî óòâåðæäåíèå íåâåðíî äëÿ ïîëåé, èìåþùèõ íåãèïåðáîëè-
÷åñêèå îñîáûå òî÷êè èëè çàìêíóòûå îðáèòû, à òàêæå ïîëèöèêëû, ñì. ðèñ. 9.8.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Âûáåðåì áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü γn öèêëîâ ïîëÿ v è ðàññìîòðèì å¼ âåðõíèé òîïîëîãè÷åñêèé ïðåäåë. Èç êîì-
ïàêòíîñòè ñôåðû ñëåäóåò, ÷òî îí íåïóñò. Â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 9.1.23 ìû âûÿñ-
íèëè, ÷òî òîãäà íåêîòîðàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè γn ñõîäèòñÿ
ê öèêëó γ ïîëÿ v: â êàæäîé îêðåñòíîñòè öèêëà γ ëåæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî öèêëîâ èç
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè γn. Íî òîãäà γ íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì öèêëîì (èçîëèðîâàííîé
ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèåé). Ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Ìû äîêàçàëè, ÷òî ïîëå v, óäîâëåòâîðÿþùåå êðèòåðèþ Àíäðîíîâà-Ïîíòðÿãèíà,
èìååò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî îñîáûõ òî÷åê è ïðåäåëüíûõ öèêëîâ. Ýòèì çàêîí÷åíî
äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 9.1.6.

9.1.7 Òèïè÷íîñòü ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ ïîëåé

Ìû ïåðåõîäèì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 9.1.4: ìû äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî ïîëåé,
óäîâëåòâîðÿþùèõ êðèòåðèþ Àíäðîíîâà-Ïîíòðÿãèíà, îòêðûòî è âñþäó ïëîòíî.

9.1.7.1 Ëåììà Ñàðäà

Ëåììà Ñàðäà � ôóíäàìåíòàëüíûé ôàêò, ëåæàùèé â îñíîâå öåëîé îáëàñòè � òåîðèè
êàòàñòðîô.

Íàïîìíèì íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé èç àíàëèçà.

Îïðåäåëåíèå 9.1.28. Êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà C1-ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ f : Rn → Rm
� ýòî òàêàÿ òî÷êà x, â êîòîðîé ðàíã äèôôåðåíöèàëà îòîáðàæåíèÿ f ìåíüøå ðàç-
ìåðíîñòè îáðàçà: rank df(x) < m.
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Äëÿ íàøèõ öåëåé îñíîâíûì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé m = n. Â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëåíèå
óïðîùàåòñÿ.

Îïðåäåëåíèå 9.1.29. Òî÷êà x � êðèòè÷åñêàÿ äëÿ C1-ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ f :
Rn → Rn, åñëè â íåé ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ ðàâåí íóëþ: det df(x) = 0.

Îïðåäåëåíèå 9.1.30. Êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå îòîáðàæåíèÿ � ýòî åãî çíà÷åíèå â
êðèòè÷åñêîé òî÷êå.

Îïðåäåëåíèå 9.1.31. Ïîäìíîæåñòâî Rn èìååò ìåðó íîëü, åñëè åãî ìîæíî ïîêðûòü
îáúåäèíåíèåì ñ÷åòíîãî ÷èñëà ïàðàëëåëåïèïåäîâ ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ñóììàðíîãî
îáúåìà.

Óïðàæíåíèå 162. Äîêàæèòå, ÷òî (a) ëþáîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, (b) ìíîæå-
ñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íà ïðÿìîé, (ñ) ëþáîå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî íà ïðÿìîé èìå-
åò ìåðó íîëü.

Óïðàæíåíèå 163. Äîêàæèòå, ÷òî ñ÷åòíîå îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ ìåðû íîëü
èìååò ìåðó íîëü.

Ëåììà 9.1.32 (Ëåììà Ñàðäà äëÿ m = n). Ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé C1-
ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ èç Rn â Rn èìååò ìåðó 0.

Àíàëîã ýòîé òåîðåìû âåðåí äëÿ ëþáûõ m è n, íî â ýòîì ñëó÷àå îòîáðàæåíèå
äîëæíî áûòü CN -ãëàäêèì, ãäå N çàâèñèò îò m è n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ëåììó äëÿ îòîáðàæåíèÿ f , îïðåäåëåííîãî
â îêðåñòíîñòè åäèíè÷íîãî êóáà K ñ âåðøèíàìè íà ðåøåòêå Zn, à çàòåì âîñïîëü-
çîâàòüñÿ òåì, ÷òî ñ÷åòíîå îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ ìåðû 0 ñàìî èìååò ìåðó 0 (ñì.
óïðàæíåíèå 163).
Ìû ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ n = 2; îáùèé ñëó÷àé îòëè÷àåòñÿ îò

äâóìåðíîãî òîëüêî òåõíè÷åñêèìè äåòàëÿìè.
Íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, ìû óâèäèì, ÷òî åñëè ïîêðûòü êðèòè÷åñêóþ òî÷êó îòîáðà-

æåíèÿ f ìàëåíüêèì ïðÿìîóãîëüíèêîì Π, òî ïëîùàäü åãî îáðàçà f(Π) áóäåò ãîðàçäî
ìåíüøå, ÷åì ïëîùàäü ñàìîãî ïðÿìîóãîëüíèêà Π. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äèôôå-
ðåíöèàë â êðèòè÷åñêîé òî÷êå âûðîæäåí. Îñòàëîñü ïîêðûòü âñå êðèòè÷åñêèå òî÷êè
îáúåäèíåíèåì ïðÿìîóãîëüíèêîâ; îáðàçû ýòèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ïîêðûâàþò êðèòè-
÷åñêèå çíà÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ f . Ïðåäûäóùåå ñîîáðàæåíèå ïîçâîëÿåò îöåíèòü ïëî-
ùàäü ýòîãî ïîêðûòèÿ è äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê èìååò ìåðó
íîëü.
Ïðåâðàùàòü ýòî ðàññóæäåíèå â ôîðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî ïðèõîäèòñÿ ñ îñòî-

ðîæíîñòüþ, ïîòîìó ÷òî ìíîæåñòâà f(Π) � íå ïðÿìîóãîëüíèêè è ìîãóò èìåòü ñëîæ-
íîå ñòðîåíèå. Ìû ïîêàæåì, êàê îáîéòè ýòó òðóäíîñòü.
Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

(x, y) 7→ G(x, y) =
|f(y)− f(x)− df(x) (y − x)|

|y − x|
,

äîîïðåäåëåííîå íóëåì ïðè x = y. Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Ïðåäëîæåíèå 9.1.33. Îòîáðàæåíèå G ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî. Íåïðåðûâíîñòü â òî÷-
êàõ (x, y), x ̸= y, î÷åâèäíà. Äîêàæåì íåïðåðûâíîñòü â òî÷êå (z, z): ïðîâåðèì, ÷òî
åñëè x, y → z, òî G(x, y) → 0.
Ïî òåîðåìå Íüþòîíà-Ëåéáíèöà äëÿ îãðàíè÷åíèÿ f |[x,y],

f(y)−f(x)−df(x) (y−x) =
∫ 1

0
df(x+t(y−x)) (y−x)dt−df(x) (y−x) =

∫ 1

0
(df(x+t(y−x))−df(x))(y−x)dt.

(9.4)
Åñëè òî÷êè x, y äîñòàòî÷íî áëèçêè ê z, òî îáà äèôôåðåíöèàëà â ñêîáêàõ áëèçêè ê
df(z) â îïåðàòîðíîé íîðìå, ïîýòîìó îïåðàòîðíàÿ íîðìà èõ ðàçíîñòè ìàëà. Çíà÷èò,
äëÿ ëþáîãî ε, åñëè x, y äîñòàòî÷íî áëèçêè ê z, òî íîðìà ðàçíîñòè (9.4) ìåíüøå
ε|y − x|, à ïîòîìó |G(x, y)| < ε.
Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî îòîáðàæåíèå G íåïðåðûâíî íà êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå x ∈

K, y ∈ K. Çíà÷èò, îíî ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíî.

Ïîñêîëüêó G(x, x) = 0 äëÿ ëþáîãî x, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε ìîæíî íàéòè
δ, òàê ÷òî èç |x− y| < δ ñëåäóåò |G(x, y)| < ε.
Äàëåå, òàê êàê ëèíåéíûé îïåðàòîð df(x) íåïðåðûâíî çàâèñèò îò òî÷êè x, ñóùå-

ñòâóåò ìàêñèìóì åãî íîðìû M = maxx∈K ∥df(x)∥.
Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå êâàäðàòà K íà ïðÿìîóãîëüíèêè ñ äèàãîíàëüþ l < δ. Ïóñòü

U � îáúåäèíåíèå òåõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, êîòîðûå ñîäåðæàò (õîòÿ áû îäíó) êðèòè÷å-
ñêóþ òî÷êó îòîáðàæåíèÿ f . Òîãäà ìíîæåñòâî f(U) ñîäåðæèò âñå êðèòè÷åñêèå çíà-
÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ f .
Ïóñòü Π � îäèí èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ â U , x � êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà âíóòðè íåãî. Â

ñèëó âûáîðà δ, èìååì

|f(y)− f(x)− df(x) (y − x)| ⩽ ε|x− y| ⩽ εl

äëÿ ëþáîãî y ∈ Π. Êðîìå òîãî, df(x) � âûðîæäåííîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, ïî-
ýòîìó îáðàç ïðÿìîóãîëüíèêà Π ïîä äåéñòâèåì àôôèííîãî îòîáðàæåíèÿ y 7→ f(x) +
df(x) (y− x) ñ ëèíåéíîé ÷àñòüþ df(x) � îòðåçîê. Òàê êàê íîðìà df(x) íå áîëüøå M ,
äëèíà ýòîãî îòðåçêà íå ïðåâûøàåò lM .
Èòàê, îáðàç ïðÿìîóãîëüíèêà Π ïîä äåéñòâèåì f ïðèíàäëåæèò εl-îêðåñòíîñòè îò-

ðåçêà, äëèíà êîòîðîãî íå ïðåâûøàåò lM . Ïîíÿòíî, ÷òî ýòà îêðåñòíîñòü ïðèíàäëåæèò
ïðÿìîóãîëüíèêó ïëîùàäè lε · (lM + lε). Ïîñêîëüêó â êâàäðàòå K ïîìåùàåòñÿ âñåãî
2/l2 ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñ äèàãîíàëüþ l, îáðàç f(U) ìîæíî ïîêðûòü ïðÿìîóãîëüíèêà-
ìè îáùåé ïëîùàäè íå áîëåå

2

l2
lε · (lM + lε) = 2Mε+ 2ε2.

Òàê êàê ε ìîæíî âûáðàòü ïðîèçâîëüíî ìàëûì, òàêîå ïîêðûòèå ìîæåò èìåòü ñêîëü
óãîäíî ìàëóþ ïëîùàäü.
Ìû ïîñòðîèëè ïîêðûòèå ìíîæåñòâà êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ïðÿìîóãîëüíèêàìè

ñêîëü óãîäíî ìàëîé ñóììàðíîé ïëîùàäè. Çíà÷èò, ýòî ìíîæåñòâî èìååò ìåðó 0.
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Ñëåäñòâèå 9.1.34. Äëÿ ëþáîãî C1-ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ èç Rn â Rn ñóùåñòâóåò
ñêîëü óãîäíî ìàëîå íåêðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå.

9.1.7.2 Ãèïåðáîëè÷åñêèå îñîáûå òî÷êè: ïëîòíîñòü

Ëåììà 9.1.35. Â ïðîñòðàíñòâå C1-ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà ñôåðå ìíîæåñòâî
ïîëåé, âñå îñîáûå òî÷êè êîòîðûõ ãèïåðáîëè÷åñêèå, ïëîòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âåêòîðíîìó ïîëþ v íà ïëîñêîñòè ñîîòâåòñòâóåò îòîáðàæåíèå x 7→
v(x) = (v1(x1, x2), v2(x1, x2)). Îñîáàÿ òî÷êà � ýòî ïðîîáðàç íóëÿ ïðè îòîáðàæåíèè
v. Îíà íåâûðîæäåíà, åñëè â íåé ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ v îòëè÷åí îò íóëÿ. Äðóãèìè
ñëîâàìè, îíà íåâûðîæäåíà, åñëè îíà íåêðèòè÷íà.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ïîëå v, è ïóñòü ìàëîå ε � åãî íåêðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå.
Îíî ñóùåñòâóåò ïî ñëåäñòâèþ 9.1.34. Òîãäà 0 � íåêðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå îòîáðàæå-
íèÿ vε = v − ε. Â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå, âñå îñîáûå òî÷êè ïîëÿ vε íåâûðîæäåíû.
Ïî òåîðåìå îá îáðàòíîì îòîáðàæåíèè, íåâûðîæäåííàÿ îñîáàÿ òî÷êà èçîëèðîâàíà.
Çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç èçîëèðîâàííûõ òî÷åê íà ñôåðå, êîíå÷íî. Èòàê,
ó ïîëÿ vε êîíå÷íîå ÷èñëî íåâûðîæäåííûõ îñîáûõ òî÷åê íà ñôåðå. Îíè ìîãóò áûòü
èëè ãèïåðáîëè÷åñêèìè, èëè öåíòðàìè ïî ëèíåéíûì ÷ëåíàì. Âî âòîðîì ñëó÷àå ïîëå
vε ìîæíî âîçìóòèòü òàê, ÷òî âñå îñîáûå òî÷êè âîçìóùåííîãî ïîëÿ ñòàíóò ãèïåðáî-
ëè÷åñêèìè. Ýòî ïîêàçàíî â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 9.1.7. Èòàê, ñêîëü óãîäíî áëèçêî
ê ïîëþ v ìû íàøëè ïîëå, âñå îñîáûå òî÷êè êîòîðîãî ãèïåðáîëè÷åñêèå.

Ìû äîêàçàëè, ÷òî ìíîæåñòâî âåêòîðíûõ ïîëåé íà ñôåðå ñ ãèïåðáîëè÷åñêèìè îñî-
áûìè òî÷êàìè ïëîòíî. Äîêàæåì, ÷òî îíî îòêðûòî.

9.1.7.3 Ãèïåðáîëè÷åñêèå îñîáûå òî÷êè: îòêðûòîñòü

Ëåììà 9.1.36. Â ïðîñòðàíñòâå C1-ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà ñôåðå ìíîæåñòâî
ïîëåé, âñå îñîáûå òî÷êè êîòîðûõ ãèïåðáîëè÷åñêèå, îòêðûòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïîëå v, âñå îñîáûå òî÷êè êîòîðîãî � ãèïåðáîëè÷å-
ñêèå. Ôèêñèðóåì îäíó èç íèõ, ñêàæåì, O. Ìû äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñò-
íîñòü U òî÷êè O íà ñôåðå è òàêàÿ îêðåñòíîñòüW ïîëÿ v â ïðîñòðàíñòâå C1-ãëàäêèõ
âåêòîðíûõ ïîëåé, ÷òî ëþáîå ïîëå w ∈W èìååò â îêðåñòíîñòè U åäèíñòâåííóþ îñî-
áóþ òî÷êó, è ýòà òî÷êà � ãèïåðáîëè÷åñêàÿ.

Îòñþäà ñëåäóåò îòêðûòîñòü óñëîâèÿ ãèïåðáîëè÷íîñòè îñîáûõ òî÷åê. À èìåííî,
äëÿ êàæäîé îñîáîé òî÷êè ìû âûáèðàåì ñîîòâåòñòâóþùèå îêðåñòíîñòè Uj íà ñôåðå
è Wj â ïðîñòðàíñòâå C

1-ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé, à çàòåì ðàññìàòðèâàåì êîíå÷íîå
ïåðåñå÷åíèå W = ∩Wj . Êàæäîå ïîëå w ∈ W èìååò òîëüêî ãèïåðáîëè÷åñêèå îñîáûå
òî÷êè âíóòðè îêðåñòíîñòè U =

⋃
Uj . Íî âíå îêðåñòíîñòè U ïîëå v îòäåëåíî îò íóëÿ,

ïîýòîìó, óìåíüøàÿ ïðè íåîáõîäèìîñòè îêðåñòíîñòüW , ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîëÿ
w ∈W íå èìåþò îñîáûõ òî÷åê âíå U .

Èòàê, äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå U èW . Âûáåðåì êîîðäèíàòó x â îêðåñòíîñòè òî÷êè
O, òàê ÷òî x(O) = 0, è ïîëîæèì ∂v

∂x(0) = A. Ïî óñëîâèþ, ìàòðèöà A ãèïåðáîëè÷åñêàÿ,
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ñëåäîâàòåëüíî, íåâûðîæäåííàÿ. Âîçüìåì ε = 1
2∥A−1∥ . Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ̸= 0, |Ax| >

ε|x|. Â êà÷åñòâå U âîçüìåì äèñê ñ öåíòðîì 0 ñòîëü ìàëûé, ÷òî âñþäó â U âûïîëíåíî
|v(x)| > ε

2 |x|. Ïóñòü r � ðàäèóñ äèñêà. Òîãäà íà ∂U, |v(x)| > m := ε
2r. Â îêðåñòíîñòè

U èìååì v = Ax+ R1, R1 = o(x). Áóäåì ñ÷èòàòü r ñòîëü ìàëûì, ÷òî â îêðåñòíîñòè
U âûïîëíåíî ∥∂R1

∂x ∥ = ∥ ∂v∂x(x) − A∥ < δ; δ âûáðàíî íèæå. Ýòèì çàâåðøàåòñÿ âûáîð
U .
Âîçüìåì òåïåðü îêðåñòíîñòü W ïîëÿ v â ïðîñòðàíñòâå C1-ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïî-

ëåé, ñòîëü ìàëóþ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîëÿ w ∈W âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà:

w = v +R2, |R2| <
m

2
,

∥∥∥∥∂R2

∂x

∥∥∥∥ ⩽ δ.

Ïóñòü δ ñòîëü ìàëî, ÷òî äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà B, äëÿ êîòîðîãî ∥B∥ < 2δ, îïåðàòîð
A+B � ãèïåðáîëè÷åñêèé.
Èç âûáîðà îêðåñòíîñòåé è êîíñòàíò âèäíî ñëåäóþùåå:

� Ïîëÿ w ∈ W íå èìåþò îñîáûõ òî÷åê íà ãðàíèöå U , ïîñêîëüêó |v| > m íà ∂U ,
è |w − v| = |R2| < m

2 .

� Âñå îñîáûå òî÷êè ïîëåé w ∈W â U ãèïåðáîëè÷åñêèå, ïîñêîëüêó

∥∂w
∂x

−A∥ = ∥∂R1

∂x
+
∂R2

∂x
∥ ⩽ 2δ. (9.5)

Â ñèëó âûáîðà δ, îïåðàòîð ∂w
∂x , 2δ-áëèçêèé ê A, ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì.

Êðîìå òîãî, ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî δ < ε
3 � â êîíöå äîêàçàòåëüñòâà ñòàíåò ïîíÿò-

íî, äëÿ ÷åãî.
Äîêàæåì, ÷òî ëþáîå ïîëå w ∈ W èìååò â îêðåñòíîñòè U ãèïåðáîëè÷åñêóþ îñî-

áóþ òî÷êó, è ïðèòîì òîëüêî îäíó. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùàÿ: ìû ðàññìîòðèì
ñåìåéñòâî âåêòîðíûõ ïîëåé ws ∈W , äëÿ êîòîðûõ w0 = v è w1 = w,

ws = v + s(w − v), s ∈ [0, 1],

è èññëåäóåì, êàê äâèæóòñÿ îñîáûå òî÷êè ïîëåé ws ïðè èçìåíåíèè s.
Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

W : [0, 1]× U → R2, (s, x) 7→ ws(x).

Ëèíèè óðîâíÿ ýòîãî îòîáðàæåíèÿ {W(s, x) = a} çàäàþòñÿ âåêòîð-ôóíêöèÿìè φa(s) :
[0, 1] → U . Ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè,

∂

∂s
φa(s) =

(
∂W

∂x

)−1∂W

∂s
(s, φa(s)). (9.6)

Ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì íà ôóíêöèþ φa(s). Ðàññìîò-
ðèì åãî ðåøåíèå φ0(s) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì φ0(0) = 0; ïîëå ws èìååò íîëü â òî÷êå

477



9 Îêíî â òåîðèþ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì

Ðèñ. 9.9: Íàèâíîå ðàçìûêàíèå ñåäëîâûõ ñâÿçîê

φ0(s). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ íå ìîæåò âûõîäèòü çà ãðàíèöó îáëà-
ñòè [0, 1]×U â òî÷êàõ ìíîæåñòâà [0, 1]×∂U , òàê êàê ïîëÿ ws íå èìåþò îñîáûõ òî÷åê
íà ∂U . Çíà÷èò, ôóíêöèÿ φ0(s) îïðåäåëåíà ïðè âñåõ s ∈ [0, 1] ïî òåîðåìå î âûõîäå
çà ãðàíèöó êîìïàêòà. Ïîýòîìó êàæäîå ïîëå ws èìååò õîòÿ áû îäíó îñîáóþ òî÷êó �
φ0(s) ∈ U . Êàê ìû îòìåòèëè âûøå, ýòà îñîáàÿ òî÷êà ãèïåðáîëè÷åñêàÿ.
Äîêàæåì, ÷òî îíà åäèíñòâåííà. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ∂ws

∂x áëèçêî ê A.
Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî x ∈ U , ó÷èòûâàÿ, ÷òî ws(φ0(s)) = 0, ïîëó÷àåì:

ws(x) =

∫ 1

0

∂ws
∂x

∣∣∣∣
φ0(s)+τ(x−φ0(s))

(x− φ0(s)dτ.

Â ñèëó (9.5), ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå áëèçêî ê A(x − φ0(s)). Èíòåãðàë ìîæíî
îöåíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

|ws(x)−A(x− φ0(s))| ⩽ 2δ|x− φ0(s)|.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî â ñèëó âûáîðà ε ïðè ëþáîì x ̸= φ0(s)

|A(x− φ0(s))| > ε|x− φ0(s)|,

è òàê êàê δ < ε
3 , ïîëó÷àåì, ÷òî ws(x) ̸= 0. Èòàê, îñîáàÿ òî÷êà φ0(1) ïîëÿ w1 = w

åäèíñòâåííà è ãèïåðáîëè÷íà.

Ëåììà îá îòêðûòîñòè óñëîâèÿ ãèïåðáîëè÷íîñòè îñîáûõ òî÷åê äîêàçàíà.

9.1.7.4 Îòñóòñòâèå ñåäëîâûõ ñâÿçîê: ïëîòíîñòü

Íàïîìíèì, ÷òî V � ýòî ïðîñòðàíñòâî âñåõ C1-ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà ñôåðå,
èìåþùèõ òîëüêî ãèïåðáîëè÷åñêèå îñîáûå òî÷êè è íå èìåþùèõ ñåäëîâûõ ñâÿçîê.

Ëåììà 9.1.37. Ìíîæåñòâî V ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå C1-ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïî-
ëåé íà ñôåðå.
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Ðèñ. 9.10: Ìåëüêàþùèå ñåïàðàòðèñíûå ñâÿçêè

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ïîëå v, èìåþùåå òîëüêî ãèïåðáîëè÷åñêèå
îñîáûå òî÷êè. Äîêàæåì, ÷òî â ëþáîé åãî îêðåñòíîñòè åñòü ïîëå w áåç ñåäëîâûõ
ñâÿçîê.

Åñëè ïîëå v íå èìååò ñåäëîâûõ ñâÿçîê, òî åãî ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå ïîëÿ w, è
ëåììà äîêàçàíà.

Åñëè ìíîæåñòâî ñåäëîâûõ ñâÿçîê ïîëÿ v íå ïóñòî, òî îíî, ïî êðàéíåé ìåðå, êî-
íå÷íî. Äåéñòâèòåëüíî, ïîëå v èìååò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî îñîáûõ òî÷åê, è âñå îíè
ãèïåðáîëè÷åñêèå; çíà÷èò, ÷èñëî åãî ñåäåë òîæå êîíå÷íî, à ó êàæäîãî èç íèõ ðîâíî
÷åòûðå ñåïàðàòðèñû.

Ìû äîêàæåì ëåììó èíäóêöèåé ïî ÷èñëó ñâÿçîê. À èìåííî, ìû äîêàæåì, ÷òî ðÿäîì
ñ ïîëåì v, èìåþùèì k ñâÿçîê, íàõîäèòñÿ ïîëå w, èìåþùåå k − 1 ñâÿçîê.

Íà ïåðâûé âçãëÿä êàæåòñÿ, ÷òî ìîæíî ïðîñòî ðàçîìêíóòü îäíó ñâÿçêó (îáîçíà÷èì
åå s), êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 9.9. Îäíàêî ýòî íå òàê. Äåëî â òîì, ÷òî ñâÿçêà ìîæåò
ïðèíàäëåæàòü α- èëè ω-ïðåäåëüíîìó ìíîæåñòâó êàêîé-íèáóäü ñåïàðàòðèñû, ñì. ðèñ.
9.10.

Ïðîâîäÿ õèðóðãèþ â îêðåñòíîñòè ñâÿçêè s è ðàçðóøàÿ ýòó ñâÿçêó, ìû íåèçáåæ-
íî ìåíÿåì ôîðìó ñåïàðàòðèñ, íàêàïëèâàþùèõñÿ ê s. Äâå òàêèå ñåïàðàòðèñû ìîãóò
ñîâïàñòü äðóã ñ äðóãîì � èëè îäíà èç íèõ ìîæåò ñîâïàñòü ñ îäíîé èç äâóõ ñåïà-
ðàòðèñ, íà êîòîðûå ðàñïàëàñü ñâÿçêà s. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ îáðàçóåòñÿ íîâàÿ ñâÿçêà
ñåïàðàòðèñ. Òàêèå ñâÿçêè íàçûâàþòñÿ �ìåëüêàþùèìè�; îíè ïîÿâëÿþòñÿ è èñ÷åçàþò
ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ ïîëÿ v.

Ïîýòîìó âîçìóùåííîå âåêòîðíîå ïîëå íóæíî èñêàòü ñ îñòîðîæíîñòüþ.

Ðàññìîòðèì îêðåñòíîñòü U òî÷êè O ∈ s, â êîòîðîé îïðåäåëåíî âûïðÿìëåíèå H
ïîëÿ v,H∗v = (1, 0); áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òîH(U)� ïðÿìîóãîëüíèê, è ÷òî U íå ïåðåñåêà-
åòñÿ ñ äðóãèìè ñåäëîâûìè ñâÿçêàìè, êðîìå s. Ïóñòü Γ+ è Γ− � âõîäíàÿ è âûõîäíàÿ
òðàíñâåðñàëè U , òî åñòü ïðîîáðàçû âåðòèêàëüíûõ ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíèêà H(U) ïîä
äåéñòâèåì H. Ïóñòü Σ−,Σ+ � ïåðåñå÷åíèå âñåõ ñåïàðàòðèñ ïîëÿ v ñ Γ−,Γ+ ñîîò-
âåòñòâåííî (áåðóòñÿ òå ñåïàðàòðèñû, äëÿ êîòîðûõ ýòî ïåðåñå÷åíèå íåïóñòî). Ýòî
ïåðåñå÷åíèå íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî. Âûáåðåì C2-ãëàäêîå îòîáðàæåíèå φ : Γ+ → Γ−,
òîæäåñòâåííîå â îêðåñòíîñòè êîíöîâ òðàíñâåðñàëåé è òàêîå, ÷òî φ(Σ−) ∩ Σ+ = ∅.
Òàêîå îòîáðàæåíèå ñóùåñòâóåò. Äåéñòâèòåëüíî, â ëþáîì ãëàäêîì ñåìåéñòâå îòîáðà-
æåíèé φε, ìîíîòîííûõ ïî ε, åñòü òîëüêî ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî çàïðåòíûõ çíà÷åíèé ε
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� ðåøåíèé óðàâíåíèé φε(ak) = bl äëÿ êàæäîé ïàðû òî÷åê ak ∈ Σ−, bl ∈ Σ+.
Ïî ëåììå î õèðóðãèè, âîçìóòèì âåêòîðíîå ïîëå v òàê, ÷òî äëÿ íîâîãî ïîëÿ w

îòîáðàæåíèå Γ+ íà Γ− âäîëü ôàçîâûõ êðèâûõ ýòîãî ïîëÿ ñîâïàäàåò ñ φ; âíå îêðåñò-
íîñòè U ïîëå íå ìåíÿåòñÿ. Òîãäà âñå ñâÿçêè ïîëÿ v, êðîìå s, ñîõðàíÿòñÿ, à ñâÿçêà s
áóäåò ðàçðóøåíà, è íîâûõ ñâÿçîê íå âîçíèêíåò.
Èíäóêöèåé ïî k ñòðîèì ïîëå w, áëèçêîå ê v è íå èìåþùåå ñåäëîâûõ ñâÿçîê.

Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî V ïëîòíî, íî íå îòêðûòî.

Çàäà÷à 164. Äîêàæèòå ýòî.

Çàîäíî ìû äîêàçàëè òàêîå óòâåðæäåíèå:

Ëåììà 9.1.38. Óñëîâèå îòñóòñòâèÿ ñåïàðàòðèñíûõ ñâÿçîê íåîáõîäèìî äëÿ ñòðóê-
òóðíîé óñòîé÷èâîñòè: åñëè âñå îñîáûå òî÷êè ïîëÿ v íà ñôåðå ãèïåðáîëè÷åñêèå, íî
ïîëå èìååò ñâÿçêè ñåïàðàòðèñ, òî îíî íå ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûøå ïîêàçàíî, êàê íàéòè ñêîëü óãîäíî áëèçêîå ê v ïîëå áåç
ñâÿçîê ñåïàðàòðèñ. Î÷åâèäíî, òàêîå ïîëå íå ìîæåò áûòü îðáèòàëüíî òîïîëîãè÷åñêè
ýêâèâàëåíòíî v. Ïîýòîìó ïîëå v íå ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâî.

9.1.7.5 Ãèïåðáîëè÷åñêèå ïðåäåëüíûå öèêëû: ïëîòíîñòü

Ëåììà 9.1.39. Â ïðîñòðàíñòâå C1-ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà ñôåðå ìíîæå-
ñòâî ïîëåé, âñå çàìêíóòûå îðáèòû êîòîðûõ � ãèïåðáîëè÷åñêèå ïðåäåëüíûå öèêëû,
ïëîòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîêàæåì ïëîòíîñòü òàêèõ ïîëåé â V. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî
V ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå C1-ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà ñôåðå, ýòîãî áóäåò äîñòà-
òî÷íî.
Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîëÿ v ∈ V ìíîæåñòâî Per v ìîæíî ïîêðûòü êîíå÷íûì

÷èñëîì òàê íàçûâàåìûõ ìîíîäðîìíûõ êîëåö.
Ïóñòü γ � çàìêíóòàÿ òðàåêòîðèÿ ïîëÿ v,Γ � òðàíñâåðñàëü ê íåé, O = γ∩Γ. Ïóñòü

îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå P ïîëÿ v, ñîîòâåòñòâóþùåå γ, îïðåäåëåíî íà (îòêðûòîì)
èíòåðâàëå Γ1 ⊂ Γ, ñîäåðæàùåì òî÷êó O âíóòðè, è ïóñòü P (Γ1) = Γ2 ⊂ Γ.

Îïðåäåëåíèå 9.1.40. Ìîíîäðîìíîå êîëüöî A, ñîîòâåòñòâóþùåå γ è Γ1 � ýòî îáú-
åäèíåíèå äóã ôàçîâûõ êðèâûõ φx ïîëÿ v îò òî÷êè x ∈ Γ1 äî òî÷êè P (x) ∈ Γ2:

A = ∪x∈Γ1φx,

ñì. ðèñ. 9.2.

Çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëåííîå âûøå ìîíîäðîìíîå êîëüöî íå îòêðûòî: îíî ñîäåðæèò
îòðåçêè Γ1,Γ2, ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü êîòîðûõ Γ1∆Γ2 ïðèíàäëåæèò ãðàíèöå ìî-
íîäðîìíîãî êîëüöà A. Âíóòðåííîñòü A\(Γ1∆Γ2) ìîíîäðîìíîãî êîëüöà A íàçûâàåòñÿ
îòêðûòûì ìîíîäðîìíûì êîëüöîì, ñîîòâåòñòâóþùèì γ è Γ1,Γ2. Âåçäå äàëåå ìû ðàñ-
ñìàòðèâàåì îòêðûòûå ìîíîäðîìíûå êîëüöà.
Ìîíîäðîìíûå êîëüöà ìîãóò áûòü äîâîëüíî ñëîæíûìè: ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ

òî÷åê îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå ìîæåò áûòü ëþáûì ïîäìíîæåñòâîì, çàìêíóòûì â Γ1.
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Ëåììà 9.1.41. Äëÿ ëþáîãî ïîëÿ v ∈ V ñóùåñòâóåò äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå ìî-
íîäðîìíûõ êîëåö, ñîäåðæàùåå âñå öèêëû ïîëÿ v.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì ïîëå v ∈ V. Ïîêðîåì êàæäûé öèêë îòêðûòûì ìîíî-
äðîìíûì êîëüöîì A, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ ëåììà î íåçàäåâàíèè. Ïî ëåììå
9.1.23, ìíîæåñòâî Per v çàìêíóòî. Çíà÷èò, èç ïîëó÷åííîãî ïîêðûòèÿ ìîæíî âûáðàòü
êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå: êîíå÷íûé íàáîð îòêðûòûõ ìîíîäðîìíûõ êîëåö, îáúåäèíå-
íèå êîòîðûõ ñîäåðæèò Per v.

Ïðåäëîæåíèå 9.1.42. Äâà ïåðåñåêàþùèõñÿ ìîíîäðîìíûõ êîëüöà A,A′ ìîæíî çà-
ìåíèòü

� èëè îäíèì ìîíîäðîìíûì êîëüöîì, êîòîðîå ñîäåðæèòñÿ â A∪A′ è ñîäåðæèò
âñå öèêëû, ïðèíàäëåæàùèå A ∪A′;

� èëè äâóìÿ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ ìîíîäðîìíûìè êîëüöàìè B ⊂ A, B′ ⊂ A′,
êîòîðûå ñîäåðæàò âñå öèêëû, ïðèíàäëåæàùèå A è A′ ñîîòâåòñòâåííî.

Ëåììà íåìåäëåííî ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäëîæåíèÿ: äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè èíäóêöèþ
ïî ÷èñëó ïàð ïåðåñåêàþùèõñÿ ìîíîäðîìíûõ êîëåö â ïîñòðîåííîì âûøå êîíå÷íîì
ïîêðûòèè ìíîæåñòâà Per v.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ. Ïóñòü ìîíîäðîìíîå êîëüöî A (ñîîòâ. A′) ñîîòâåò-
ñòâóåò öèêëó γ, òðàíñâåðñàëè Γ è èíòåðâàëàì Γ1 ⊂ Γ, Γ2 = P (Γ1) (ñîîòâåòñòâåííî,
γ′, Γ′,Γ′

1,Γ
′
2).

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1. Ìîíîäðîìíûå êîëüöà A è A′ èìåþò îáùèé öèêë γ0. Â ýòîì ñëó÷àå
äîêàæåì, ÷òî ïåðåñå÷åíèå Q = Per v ∩ (A ∪A′) ïðèíàäëåæèò îäíîìó ìîíîäðîìíîìó
êîëüöó B ⊂ A ∪ A′. Êàæäûé öèêë ïîëÿ v äåëèò ñôåðó íà äâå îáëàñòè: âíåøíþþ,
ñîäåðæàùóþ òî÷êó áåñêîíå÷íîñòü, è âíóòðåííþþ. Ïóñòü D1 � îáëàñòü âíóòðè γ0,
è ïóñòü γ− � ñàìûé âíóòðåííèé öèêë ìíîæåñòâà Q â D1. Åñëè îí ïðèíàäëåæèò
A, òî ïîëîæèì B1 = A ∩ D1; òàêîå êîëüöî áóäåò ñîäåðæàòü âñå öèêëû Q ∪ D1.
Åñëè æå γ− ⊂ A′, ìû ïîëîæèì B1 = A′ ∩D1. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ
êîëüöî B2; îíî ñîäåðæèò âñå öèêëû èç Q, ëåæàùèå âíå γ0. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî
B = B1 ∪ B2 ÿâëÿåòñÿ ìîíîäðîìíûì êîëüöîì, òî åñòü ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ
åìó òðàíñòâåðñàëü.

Âîçìîæíî, B = (A∩D1)∪ (A∩D2) = A èëè B = A′; òîãäà äîêàçûâàòü íå÷åãî. Íî
ìîæåò áûòü è òàê, ÷òî B1 = A ∩ D1 è B2 = A′ ∩ D2, èëè íàîáîðîò. Â ýòîì ñëó÷àå
òðàíñâåðñàëè Γ1 ⊂ A è Γ′

1 ⊂ A′ ìû çàìåíèì îäíîé òðàíñâåðñàëüþ êîëüöà B, êàê
ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 9.11 ñëåâà. Ìû ïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî öèêë γ0 ïåðåñåêàåò è Γ1, è
Γ′
1; íîâàÿ òðàíñâåðñàëü ñîñòîèò èç ó÷àñòêîâ òðàíñâåðñàëåé Γ1 è Γ′

1 è äóãè, áëèçêîé
ê äóãå öèêëà γ0 è òðàíñâåðñàëüíîé ïîëþ v.

Ñëó÷àé 2. Êîëüöà A è A′ íå èìåþò îáùåãî öèêëà. Â ýòîì ñëó÷àå èõ ìîæíî
çàìåíèòü íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ êîëüöà B ⊂ A è B′ ⊂ A′, îáúåäèíåíèå êîòîðûõ
ñîäåðæèò ìíîæåñòâî Q = Per v ∩ (A ∪A′).
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Ïóñòü x ∈ A ∩ A′ � ëþáàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ êîëåö A è A′. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ
ëþáîé òî÷êè p ìîíîäðîìíîãî êîëüöà èëè ìíîæåñòâî α(p), èëè ìíîæåñòâî ω(p) ÿâ-
ëÿåòñÿ öèêëîì èç ýòîãî êîëüöà. Òàê êàê x ∈ A ∩ A′ è ó êîëåö A è A′ íåò îáùèõ
öèêëîâ, äîëæíî áûòü α(x) ∈ A,ω(x) ∈ A′ èëè íàîáîðîò. Öèêëû α(x), ω(x) ìû áóäåì
îáîçíà÷àòü γA ⊂ A è γA′ ⊂ A′.
Êàæäûé öèêë γ ìíîæåñòâà Q îãðàíè÷èâàåò âíóòðåííþþ îáëàñòü Dγ . Áóäåì ñ÷è-

òàòü, ÷òî x ëåæèò âíóòðè γA′ è âíå γA (îñòàëüíûå ñëó÷àè ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëî-
ãè÷íî). Òàê êàê öèêëû íå ìîãóò îòäåëÿòü òî÷êó x îò å¼ α- è ω- ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ
γA, γA′ , òî âñå öèêëû êîëüöà A öåëèêîì ëåæàò â DγA , à öèêëû êîëüöà A′ ëåæàò âíå
DγA′ .
Âîçüìåì èíòåðâàëû Σ1 ⊂ Γ1 è Σ′

1 ⊂ Γ′
1, ïåðåñåêàþùèå γA è γA′ ñîîòâåòñòâåííî è

äîñòàòî÷íî ìàëåíüêèå, òàê ÷òî ìîíîäðîìíûå êîëüöà C è C ′, ñîîòâåòñòâóþùèå γA,Σ1

è γA′ ,Σ′
1, íå ïåðåñåêàþòñÿ. Çàìåíèì ÷àñòü êîëüöà A, êîòîðàÿ ëåæèò âíå öèêëà γA

(è ïîòîìó íå ñîäåðæèò öèêëîâ), íà ìåíüøåå êîëüöî C \DγA ; çàìåíèì ÷àñòü êîëüöà
A′, êîòîðàÿ ëåæèò âíóòðè öèêëà γA′ (è òîæå íå ñîäåðæèò öèêëîâ), íà C ′ ∩ DγA′ ,
ñì. ðèñ. 9.11. Òîãäà êîëüöà A è A′ ïðåâðàòÿòñÿ â íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìîíîäðîìíûå
êîëüöà B è B′, îáúåäèíåíèå êîòîðûõ ñîäåðæèò Q.

Òåïåðü äîêàæåì ëåììó 9.1.39, ïîëüçóÿñü ëåììîé 9.1.41.
Ïóñòü ìîíîäðîìíîå êîëüöî B � îäíî èç êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ïîïàðíî íåïåðåñå-

êàþùèõñÿ êîëåö, îáúåäèíåíèå êîòîðûõ ñîäåðæèò Per v. Òîãäà ãðàíèöà ∂B ñîñòîèò èç
äâóõ íåçàìêíóòûõ äóã ôàçîâûõ êðèâûõ ïîëÿ v è äâóõ îòðåçêîâ òðàíñâåðñàëè. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ∂B íå ìîæåò ñîäåðæàòü öèêëà γ ïîëÿ v; èíà÷å êîëüöî B ïåðåñåêëîñü
áû ñ êîëüöîì ïîêðûòèÿ, ñîäåðæàùèì γ.
Ïðèìåíèì òåïåðü ê êîëüöó B ëåììó î õèðóðãèè. Ïóñòü Γ̃ � òðàíñâåðñàëü êîëüöà

B, ïàðàìåòðèçîâàííàÿ îòðåçêîì [0, 1]. Â ñèëó ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèé, P (0) ̸= 0 è
P (1) ̸= 1. Ïî ëåììå Ñàðäà, ñóùåñòâóåò ñêîëü óãîäíî ìàëîå íåêðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå
ε ôóíêöèè P (x)− x.
Ðàññìîòðèì C2-ãëàäêóþ ôóíêöèþ φ ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

φ ≡ 0 íà [0, δ] ∪ [1− δ, 1];

φ(x) ∈ [0, ε] íà [δ, 2δ] ∪ [1− 2δ, 1− δ];

φ ≡ ε íà [2δ, 1− 2δ].

Çíà÷åíèå δ äîëæíî áûòü âûáðàíî òàê, ÷òîáû maxφ′ áûë äîñòàòî÷íî ìàë íà îò-
ðåçêå [0, 1]. Òîãäà ôóíêöèÿ P − φ ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì (å¼ ïðîèçâîäíàÿ íå
îáðàùàåòñÿ â íîëü, òàê êàê çíà÷åíèå φ′ ìàëî), íå èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê íà
[0, 2δ] ∪ [1 − 2δ, 1] (ýòî âåðíî äëÿ ìàëûõ ε, òàê êàê P (0) ̸= 0 è P (1) ̸= 1), à íà
[2δ, 1 − 2δ] èìååò òîëüêî ãèïåðáîëè÷åñêèå íåïîäâèæíûå òî÷êè (ïîñëåäíåå ñâîéñòâî
ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî çíà÷åíèå ε íåêðèòè÷åñêîå äëÿ P ).
Ïî ëåììå î õèðóðãèè, ïðèìåíåííîé â êîëüöå B, ïîëå v ìîæíî ìàëî èçìåíèòü

òàê, ÷òî äëÿ íîâîãî ïîëÿ w îáëàñòü B áóäåò ïî-ïðåæíåìó ìîíîäðîìíûì êîëüöîì, à
îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå íà ýòîì êîëüöå áóäåò ðàâíî P − φ. Çíà÷èò, âñå öèêëû ïîëÿ
w â B áóäóò ãèïåðáîëè÷åñêèìè. Îòìåòèì, ÷òî âíå êîëüöà B ïîëå w ñîâïàäàåò ñ v.
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9.1.7. Òèïè÷íîñòü ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ ïîëåé

γ0

γ+

γ-

Г'1

Г1

γA

γA'

Г'1

Г1

Σ'1

Σ1

x

C'

C

Ðèñ. 9.11: Îáúåäèíåíèå ìîíîäðîìíûõ êîëåö (ñëåâà); çàìåíà ïåðåñåêàþùèõñÿ ìîíî-
äðîìíûõ êîëåö íåïåðåñåêàþùèìèñÿ (ñïðàâà).

Ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íîå ïîñòðîåíèå â êàæäîì èç íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìîíîäðîìíûõ
êîëåö, ïîëó÷àåì ïîëå w, áëèçêîå ê v, âñå çàìêíóòûå îðáèòû êîòîðîãî � ãèïåðáîëè-
÷åñêèå ïðåäåëüíûå öèêëû.

9.1.7.6 Îòñóòñòâèå ñåäëîâûõ ñâÿçîê: îòêðûòîñòü

Îáîçíà÷èì ÷åðåç W ìíîæåñòâî âñåõ C1-ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà ñôåðå, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ êðèòåðèþ Àíäðîíîâà-Ïîíòðÿãèíà.

Ïðåäëîæåíèå 9.1.43. Âñå ïîëÿ, C1-áëèçêèå ê ïîëþ v ∈ W, íå èìåþò ñåäëîâûõ
ñâÿçîê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëå w, áëèçêîå ê ïîëþ v, èìååò ãèïåðáîëè÷åñêèå îñîáûå òî÷êè è
ïðåäåëüíûå öèêëû, áëèçêèå ê îñîáûì òî÷êàì è öèêëàì ïîëÿ v. Ñåïàðàòðèñû ñåäåë
ïîëÿ w â îêðåñòíîñòè ýòèõ ñåäåë áëèçêè ñåïåðàòðèñàì ñåäåë ïîëÿ v. ω-ïðåäåëüíîå
ìíîæåñòâî ñåïàðàòðèñû ïîëÿ v ìîæåò áûòü òîëüêî ïðèòÿãèâàþùèì ãèïåðáîëè÷å-
ñêèì ïðåäåëüíûì öèêëîì èëè ãèïåðáîëè÷åñêèì àòòðàêòîðîì ïîëÿ v. Çíà÷èò, áëèç-
êàÿ ê íåé íåóñòîé÷èâàÿ ñåïàðàòðèñà ïîëÿ w íàìàòûâàåòñÿ íà áëèçêèé öèêë èëè
ñòðåìèòñÿ ê áëèçêîìó àòòðàêòîðó ïîëÿ w, à ïîòîìó íå ìîæåò îáðàçîâûâàòü ñâÿçêó.
Àíàëîãè÷íî èññëåäóþòñÿ óñòîé÷èâûå ñåïàðàòðèñû.

Ýòî äîêàçûâàåò ïðåäëîæåíèå 9.1.43.

9.1.7.7 Ãèïåðáîëè÷åñêèå ïðåäåëüíûå öèêëû: îòêðûòîñòü

Ëåììà 9.1.44. Ìíîæåñòâî âåêòîðíûõ ïîëåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì êðèòå-
ðèÿ Àíäðîíîâà-Ïîíòðÿãèíà, îòêðûòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïîëå v óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì êðèòåðèÿ Àíäðîíîâà-Ïîíòðÿãèíà.
Ïóñòü íå ñóùåñòâóåò åãî îêðåñòíîñòè, â êîòîðîé âñå ïîëÿ èìåþò òîëüêî ãèïåðáîëè÷å-
ñêèå ïðåäåëüíûå öèêëû. Òîãäà íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëåé vn → v, êîòîðûå
èìåþò íåãèïåðáîëè÷åñêèå ïðåäåëüíûå öèêëû. Ñëåäóþùåå óñèëåíèå ëåììû 9.1.23
ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòî íåâîçìîæíî.
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Ëåììà 9.1.45. Ïóñòü ïîäìíîæåñòâî Per W ìíîæåñòâà W × S2 èìååò âèä:

Per W = ∪v∈W ({v} × Per v) .

Òîãäà ìíîæåñòâî Per W çàìêíóòî. Áîëåå òîãî, åñëè (vn, xn) → (v, y), è orb xn = γn
� öèêë ïîëÿ vn, òî orb y � öèêë γ0 ïîëÿ v, è γn → γ0. Îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå
âäîëü öèêëîâ γn ñõîäÿòñÿ â ïðîñòðàíñòâå C

1 ê îòîáðàæåíèþ Ïóàíêàðå âäîëü öèêëà
γ0.

Äåéñòâèòåëüíî, ýòà ëåììà ïîêàçûâàåò, ÷òî íåãèïåðáîëè÷åñêèå öèêëû ïîëåé vn
ìîãóò íàêàïëèâàòüñÿ òîëüêî ê ãèïåðáîëè÷åñêèì öèêëàì ïîëÿ v; íî ñîîòâåòñòâóþùèå
îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå ïîëåé vn íå ìîãóò ñõîäèòüñÿ ê îòîáðàæåíèþ Ïóàíêàðå ïîëÿ
v, òàê êàê èìåþò íåãèïåðáîëè÷åñêèå íåïîäâèæíûå òî÷êè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïîõîæå íà äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 9.1.23. Ïóñòü v
è y âûáðàíû òàê, êàê â ôîðìóëèðîâêå ëåììû. Ïóñòü òðàåêòîðèÿ orbv y íå çàìêíóòà.
Ïðèâåäåì ýòî ïðåäïîëîæåíèå ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà αv(y) è ωv(y).
Ýòè ìíîæåñòâà íå ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî ñåäëàìè èëè ïîëèöèêëàìè, ïîñêîëüêó
ó ïîëÿ v íåò ñåäëîâûõ ñâÿçîê.

Íàïîìíèì, ÷òî íåãèïåðáîëè÷åñêèõ öèêëîâ è îñîáûõ òî÷åê ó ïîëÿ v íåò. Çíà÷èò,
îäíî èç ìíîæåñòâ α(y) èëè ω(y) � àòòðàêòîð (ïðèòÿãèâàþùàÿ ãèïåðáîëè÷åñêàÿ îñî-
áàÿ òî÷êà èëè öèêë) èëè ðåïåëëåð (îòòàëêèâàþùàÿ ãèïåðáîëè÷åñêàÿ îñîáàÿ òî÷êà
èëè öèêë). Â ëþáîì ñëó÷àå, ýòî ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî ìîæíî îêðóæèòü îêðåñòíî-
ñòüþ Ω ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé, íà êîòîðîé ïîëå v íàïðàâëåíî âíóòðü îêðåñòíîñòè (â
ñëó÷àå àòòðàêòîðà) èëè âîâíå îêðåñòíîñòè (äëÿ ðåïåëëåðà). Äëÿ áîëüøîãî n, òî æå
âåðíî äëÿ ïîëÿ vn.

Ôèêñèðóåì ìàëóþ îêðåñòíîñòü òî÷êè y; âñå òðàåêòîðèè èç ýòîé ìàëîé îêðåñòíî-
ñòè ïîä äåéñòâèåì v ïîïàäàþò â îáëàñòü Ω (â ïðÿìîì èëè îáðàòíîì âðåìåíè). Äëÿ
áîëüøèõ n òî æå âåðíî è äëÿ ïîëåé vn. Ïîýòîìó ýòè òðàåêòîðèè íåçàìêíóòû: çàéäÿ
â îáëàñòü Ω, îíè íå ìîãóò å¼ ïîêèíóòü. Èòàê, ó òî÷êè y åñòü îêðåñòíîñòü, òàêàÿ, ÷òî
ïðè áîëüøèõ n âñå òðàåêòîðèè ïîëåé vn ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè èç ýòîé îêðåñòíî-
ñòè íåçàìêíóòû. Ïîýòîìó öèêëû íå ìîãóò íàêàïëèâàòüñÿ ê òî÷êå y. Ïðîòèâîðå÷èå.

Èòàê, orbvy = γ0 � öèêë. Ïîñêîëüêó v ∈ W, ýòîò öèêë � ãèïåðáîëè÷åñêèé. Áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îí � ïðèòÿãèâàþùèé (â ïðîòèâíîì ñëó-
÷àå îáðàòèì âðåìÿ). Ïóñòü Γ � òðàíñâåðñàëü ê γ0, è P � ñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå
Ïóàíêàðå òðàíñâåðñàëè Γ âíóòðü ñåáÿ. Äëÿ áëèçêèõ ê v ïîëåé vn îïðåäåëåíî îòîá-
ðàæåíèå Pn òðàíñâåðñàëè Γ â ñåáÿ âäîëü òðàåêòîðèé ïîëÿ. Íàì ïîíàäîáèòñÿ òàêîå
ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 9.1.46. Îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå äëÿ C1-áëèçêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé
ñàìè C1-áëèçêè.

Ïî ïðåäëîæåíèþ 9.1.46, îòîáðàæåíèå Pn C1-áëèçêî ê îòîáðàæåíèþ P . Ñëåäî-
âàòåëüíî, îíî ñæèìàþùåå è èìååò ïðèòÿãèâàþùóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó. Ïîýòîìó
êàæäîå èç ïîëåé vn èìååò ãèïåðáîëè÷åñêèé öèêë λn, áëèçêèé ê γ0. Äîêàæåì, ÷òî
ýòîò öèêë ñîâïàäàåò ñ γn.
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9.1.7. Òèïè÷íîñòü ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ ïîëåé

Ðàññìîòðèì îòðåçîê [a, b] òðàíñâåðñàëè Γ ê öèêëó γ0, ïåðåñåêàþùèé γ0, íà êîòî-
ðîì îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå P äëÿ ïîëÿ v è Pn äëÿ âñåõ ïîëåé vn ïðè
áîëüøèõ n; îòîáðàæåíèÿ P è Pn èìåþò íà îòðåçêå [a, b] åäèíñòâåííóþ íåïîäâèæ-
íóþ òî÷êó. Ïðè ýòîì îòðåçîê [Pn(a), Pn(b)] ïåðåñåêàåò γ0, à äóãè ôàçîâûõ êðèâûõ
ïîëåé vn îò a äî Pn(a) è îò b äî Pn(b) � íå ïåðåñåêàþò. Òîãäà ýòè äóãè âìåñòå ñ
îòðåçêàìè [a, Pn(a)], [b, Pn(b)] îãðàíè÷èâàþò êîëüöî Un, êîòîðîå íå çàäåâàåò öèêëû
ïîëÿ vn, ïðè÷åì λn ⊂ Un � åäèíñòâåííûé öèêë ïîëÿ vn â Un è γ0 ∈ Un. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ìû çíàåì, ÷òî è öèêëû γn ïåðåñåêàþò ëþáóþ îêðåñòíîñòü öèêëà γ0, òàê
êàê íàêàïëèâàþòñÿ ê y. Çíà÷èò, îíè ïåðåñåêàþò Un, è ïîòîìó ïðèíàäëåæàò Un. Íî
â Un åñòü åäèíñòâåííûé öèêë ïîëÿ vn � ýòî λn. Çíà÷èò, γn = λn, è γn → γ0. Ýòî
äîêàçûâàåò ëåììó ïî ìîäóëþ ïðåäëîæåíèÿ 9.1.46.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 9.1.46. Ïóñòü γ � ïðåäåëüíûé öèêë âåêòîðíîãî ïîëÿ
v, O ∈ γ , Γ � òðàíñâåðñàëü ê γ â òî÷êå O, T � ïåðèîä öèêëà γ ïîëÿ v. Ïóñòü πv
� ïðîåêòèðîâàíèå îêðåñòíîñòè òî÷êè O íà Γ âäîëü ôàçîâûõ êðèâûõ ïîëÿ v. Òîãäà
äëÿ íåêîòîðûõ îòðåçêîâ Γ1,Γ2 ⊂ Γ, O ∈ Γ1 ∩ Γ2, îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå

Pv : Γ1 → Γ2, Pv = πv ◦ gTv .

Ïðîåêòèðîâàíèå πv âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âûïðÿìëÿþùåå îòîáðàæåíèå äëÿ ïîëÿ v. Ïóñòü
Hv � îòîáðàæåíèå, âûïðÿìëÿþùåå v â îêðåñòíîñòè òî÷êè O è ïåðåâîäÿùåå Γ â îò-
ðåçîê Σ îñè y, à òî÷êó O â 0. Ïóñòü π0 � ïðîåêòèðîâàíèå ïëîñêîñòè (x, y) íà îñü y
âäîëü âåêòîðà ∂

∂x . Òîãäà

πv = H−1
v ◦ π0 ◦Hv.

Ïóñòü w � C1-áëèçêîå ê v ïîëå. Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèÿ ôàçîâûõ ïîòîêîâ ïîëåé v è
w C-áëèçêè ïî íåðàâåíñòâó Ãðîíóîëëà. Íî ñèñòåìû óðàâíåíèé â âàðèàöèÿõ äëÿ ïî-
ëåé v è w òîæå C-áëèçêè. Ïîýòîìó C-áëèçêè è èõ ðåøåíèÿ. Ýòî âëå÷åò C1-áëèçîñòü
ïðåîáðàçîâàíèé ôàçîâûõ ïîòîêîâ ïîëåé v è w. Îòñþäà ñëåäóåò C1-áëèçîñòü âûïðÿì-
ëÿþùèõ îòîáðàæåíèé Hv è Hw è îòîáðàæåíèé ïðîåêòèðîâàíèÿ

πv = H−1
v ◦ π0 ◦Hv, πw = H−1

w ◦ π0 ◦Hw,

à çíà÷èò, è C1-áëèçîñòü îòîáðàæåíèé Ïóàíêàðå

Pv = πv ◦ gTv , Pw = πw ◦ gTw .

Îòìåòèì, ÷òî õîòÿ ïðåäåëüíûå öèêëû äëÿ ïîëåé v è w ìîãóò èìåòü ðàçíûé ïåðèîä
(O = gTv (O), íî, âîçìîæíî, O ̸= gTw(O)), îòîáðàæåíèå ïðîåêòèðîâàíèÿ �êîìïåíñèðó-
åò� ýòó ðàçíèöó.

Èòàê, ïîëå vn, áëèçêîå ê v, èìååò òîëüêî ãèïåðáîëè÷åñêèå ïðåäåëüíûå öèêëû,
áëèçêèå ê öèêëàì ïîëÿ v.

Âìåñòå ñ ïðåäûäóùèìè óòâåðæäåíèÿìè, ýòî äîêàçûâàåò îòêðûòîñòü ìíîæåñòâà
âåêòîðíûõ ïîëåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ êðèòåðèþ Àíäðîíîâà-Ïîíòðÿãèíà. Òåì ñàìûì,
äîêàçàíà òåîðåìà 9.1.4.

485



9 Îêíî â òåîðèþ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì

Âìåñòå ñ ýòèì äîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî ïîëåé, ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå îðáèò êîòî-
ðûõ îïèñàíî òåîðåìîé 9.1.6, îòêðûòî è âñþäó ïëîòíî. Òåì ñàìûì, äîêàçàíà òåîðå-
ìà 9.1.6.

9.1.8 Î äîñòàòî÷íîñòè â êðèòåðèè Àíäðîíîâà-Ïîíòðÿãèíà

Ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòè ïîëåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ òðåì
óñëîâèÿì êðèòåðèÿ Àíäðîíîâà-Ïîíòðÿãèíà, äîâîëüíî ñëîæíî. Ìû ïðèâåäåì íàáðî-
ñîê ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà, îñòàâëÿÿ â ñòîðîíå ðóòèííûå äåòàëè � î÷åâèäíûå óòâåð-
æäåíèÿ, òðåáóþùèå ïîäðîáíûõ îáîñíîâàíèé.

Îïðåäåëåíèå 9.1.47. Êðèâàÿ áåç êîíòàêòà � ýòî çàìêíóòàÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ, êî-
òîðàÿ íè â îäíîé ñâîåé òî÷êå íå êàñàåòñÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ.

Ïîñòðîèì êðèâûå áåç êîíòàêòà âîêðóã êàæäîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî àòòðàêòîðà è
ðåïåëëåðà ïîëÿ v. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî ðÿäîì ñ îñîáîé òî÷êîé ñèñòåìà áëèçêà
ê ñâîåé ëèíåéíîé ÷àñòè, à äëÿ ëèíåéíîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî àòòðàêòîðà (èëè ðåïåë-
ëåðà) êðèâîé áåç êîíòàêòà ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíî âûáðàííûé ýëëèïñ. Ïîýòîìó è äëÿ
íåëèíåéíîãî ïîëÿ äîñòàòî÷íî ìàëåíüêèé ýëëèïñ âîêðóã ãèïåðáîëè÷åñêîãî àòòðàê-
òîðà è ðåïåëëåðà ÿâëÿåòñÿ êðèâîé áåç êîíòàêòà.
Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëîêàëüíàÿ ëåììà.

Ëåììà 9.1.48. Ïóñòü P � ãèïåðáîëè÷åñêèé ðåïåëëåð èëè àòòðàêòîð ïîëÿ v, γ �
äîñòàòî÷íî áëèçêàÿ ê íåìó êðèâàÿ áåç êîíòàêòà, U � îáëàñòü âíóòðè γ. Ïóñòü
ïîëå w äîñòàòî÷íî áëèçêî ê ïîëþ v. Òîãäà ïîëÿ v|U è w|U îðáèòàëüíî òîïîëî-
ãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû, è îãðàíè÷åíèå ñîïðÿãàþùåãî ãîìåîìîðôèçìà íà γ ìîæíî
âûáðàòü ëþáûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P � àòòðàêòîð; íà êðèâîé γ, âåêòîðû ïîëÿ v íàïðàâëåíû
âíóòðü U . Ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî áëèçêîãî ïîëÿ w êðèâàÿ γ òîæå áóäåò êðèâîé
áåç êîíòàêòà.
Â ñèëó ëåììû 9.1.36, åñëè îêðåñòíîñòü U äîñòàòî÷íî ìàëåíüêàÿ è ïîëå w äîñòà-

òî÷íî áëèçêî ê ïîëþ v, òî ïîëå w èìååò â U åäèíñòâåííóþ îñîáóþ òî÷êó P ′, è îíà
òîæå ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì. Äîêàæåì, ÷òî ω-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî ëþáîé òî÷êè íà
êðèâîé γ ïîä äåéñòâèåì w � òî÷êà P ′.
Åñëè ïîëå w äîñòàòî÷íî áëèçêî ê v, òî â îáëàñòè U îíî íå èìååò ïðåäåëüíûõ

öèêëîâ. Ýòî ñëåäóåò èç ëåììû 9.1.45. Çàìåòèì, ÷òî ω-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî êàæäîé
òî÷êè íà γ ïîä äåéñòâèåì ïîëÿ w ñîäåðæèòñÿ â îáëàñòè U (òàê êàê òðàåêòîðèè ïîëÿ
w íå âûõîäÿò èç U); íî òàê êàê â îáëàñòè U íåò ïðåäåëüíûõ öèêëîâ è åñòü òîëüêî
îäèí àòòðàêòîð P ′, ýòî ω-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî ñîâïàäàåò ñ P ′.
Äàëüíåéøåå äîêàçàòåëüñòâî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 8.3.12 èç ðàçäåëà

8.3. Êàæäàÿ òî÷êà z ∈ U , êðîìå àòòðàêòîðà P , èìååò âèä gtvx, ãäå x = x(z) ∈ γ, t =
t(z) > 0. Ïóñòü h : γ → γ � ëþáîé ãîìåîìîðôèçì êðèâîé áåç êîíòàêòà â ñåáÿ. Òîãäà
ïîëîæèì H(gtvx) = gtw(h(x)) (òî åñòü ïðîäîëæèì ãîìåîìîðôèçì h âäîëü òðàåêòîðèé
ïîëåé v, w âíóòðü U). Ïîëîæèâ H(P ) = P ′, ìû ïîëó÷èì ãîìåîìîðôèçì îêðåñòíîñòè
U â ñåáÿ, ïåðåâîäÿùèé òðàåêòîðèè ïîëÿ v â òðàåêòîðèè ïîëÿ w. Åãî íåïðåðûâíîñòü
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H(x)=H(y)
H(z)

x

0

O=H(0)
y
z=x+(1,0)

(1,0)
HП

H(П)

Ðèñ. 9.12: Ïîñòðîåíèå êðèâîé áåç êîíòàêòà äëÿ ïðåäåëüíîãî öèêëà. H−1 � âûïðÿì-
ëÿþùåå îòîáðàæåíèå ðàçðåçàííîãî ìîíîäðîìíîãî êîëüöà; èñêîìàÿ êðèâàÿ
îòìå÷åíà ïóíêòèðîì â êàðòå H è â èñõîäíîé êàðòå.

â òî÷êå P ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïðè z → P èìååì t(z) → +∞, è ïîòîìó òî÷êà
H(z) = H(gtv(x)) = gtw(h(x)) ñòðåìèòñÿ ê ω-ïðåäåëüíîìó ìíîæåñòâó òî÷êè h(x) ∈ γ,
òî åñòü ê P ′.

Âîêðóã êàæäîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà òîæå ìîæíî ïîñòðîèòü äâå êðèâûå áåç êîíòàê-
òà � îäíó âíóòðè öèêëà, äðóãóþ ñíàðóæè; ω-èëè α-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê
íà òàêîé êðèâîé áóäåò ñîâïàäàòü ñ öèêëîì. Íà ðèñ. 9.12 ïîêàçàíî, êàê ýòî ñäåëàòü:
íóæíî âçÿòü ìîíîäðîìíîå êîëüöî âîêðóã öèêëà, ðàçðåçàòü åãî âäîëü ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé òðàíñâåðñàëè è âûïðÿìèòü ïîëå â ýòîì ðàçðåçàííîì êîëüöå (ñð. ñ òåîðåìîé 7.3.4
î òðóáêå òðàåêòîðèé). Îòìåòèì, ÷òî âûïðÿìëÿþùåå îòîáðàæåíèå íå áóäåò âçàèìíî
îäíîçíà÷íûì � îáå âåðòèêàëüíûå ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà â âûïðÿìëÿþùåé êàðòå
áóäóò ïåðåõîäèòü â îòðåçêè îäíîé è òîé æå òðàíñâåðñàëè ê öèêëó. Èñêîìàÿ êðè-
âàÿ áåç êîíòàêòà â âûïðÿìëÿþùåé êàðòå áóäåò îòðåçêîì ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùèì äâà
ðàçíûõ ïðîîáðàçà îäíîé è òîé æå òî÷êè íà òðàíñâåðñàëè. Ñòðîãî ãîâîðÿ, ïðè òàêîé
êîíñòðóêöèè ìû ìîæåì ïîëó÷èòü êðèâóþ ñ èçëîìîì, íî ýòîò èçëîì ëåãêî ñãëàäèòü.
Äëÿ öèêëîâ âåðåí àíàëîã ëåììû 9.1.48:

Ëåììà 9.1.49. Ïóñòü γ � ãèïåðáîëè÷åñêèé ïðåäåëüíûé öèêë ïîëÿ v, λ1,2 � äîñòà-
òî÷íî áëèçêèå ê íåìó êðèâûå áåç êîíòàêòà ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò γ, U � êîëüöî
ìåæäó λ1 è λ2. Ïóñòü ïîëå w äîñòàòî÷íî áëèçêî ê v. Òîãäà ïîëÿ v|U è w|U îðáè-
òàëüíî òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû, è îãðàíè÷åíèå ñîïðÿãàþùåãî ãîìåîìîðôèçìà
íà λ1 è λ2 ìîæíî âûáðàòü ëþáûì.

Ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ íå òàê ïðîñòî, òàê êàê ñîïðÿãàþùèé
ãîìåîìîðôèçì äîëæåí íåïðåðûâíî ïðîäîëæàòüñÿ íà ïðåäåëüíûé öèêë. Ìû íå áóäåì
åãî ïðèâîäèòü.
×òîáû èññëåäîâàòü (âîçìîæíî, î÷åíü ñëîæíî óñòðîåííûé) ôàçîâûé ïîðòðåò ïî-

ëÿ íà ñôåðå, óäîáíî ðàçáèòü ñôåðó íà ïðîñòî óñòðîåííûå îáëàñòè � ÿ÷åéêè. Äëÿ
ïîëÿ v ∈ W, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì êðèòåðèÿ Àíäðîíîâà � Ïîíòðÿãèíà, ìû
ïîñòðîèì íàáîð òî÷åê è ãëàäêèõ êðèâûõ íà ñôåðå ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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� Âîçüìåì âñå àòòðàêòîðû è ðåïåëëåðû ïîëÿ v. Âîêðóã êàæäîãî ðåïåëëåðà è
àòòðàêòîðà âîçüìåì êðèâóþ áåç êîíòàêòà.

� Âîçüìåì âñå ïðåäåëüíûå öèêëû ïîëÿ v. Âîçüìåì çàìêíóòûå êðèâûå áåç êîí-
òàêòà ñ îáåèõ ñòîðîí îò êàæäîãî öèêëà.

� Âîçüìåì âñå ñåäëà è âñå óñå÷åííûå ñåïàðàòðèñû � äóãè ñåïàðàòðèñ ñåäåë ïîëÿ
v îò ñàìîã�î ñåäëà äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ êàêîé-íèáóäü êðèâîé áåç êîíòàêòà.

Çàìå÷àíèå 9.1.50. Òàê êàê ñåïàðàòðèñíûõ ñâÿçîê ó ïîëÿ v íåò, ω-ïðåäåëüíîå ìíî-
æåñòâî íåóñòîé÷èâîé ñåïàðàòðèñû ìîæåò áûòü òîëüêî àòòðàêòîðîì èëè ïðå-
äåëüíûì öèêëîì. Ïîýòîìó êàæäàÿ íåóñòîé÷èâàÿ ñåïàðàòðèñà ïåðåñåêàåòñÿ ñ êðè-
âîé áåç êîíòàêòà, è äóãè âñåõ íåóñòîé÷èâûõ ñåïàðàòðèñ âîéäóò â òàêîé íàáîð
êðèâûõ. Òî æå âåðíî äëÿ óñòîé÷èâûõ ñåïàðàòðèñ.

Ýòè òî÷êè è ãëàäêèå êðèâûå ðàçáèâàþò ñôåðó íà îòêðûòûå îáëàñòè � ÿ÷åéêè,
êîòîðûå óñòðîåíû äîâîëüíî ïðîñòî.

Ëåììà 9.1.51. ß÷åéêè ïîëÿ v ∈ W áûâàþò òðåõ òèïîâ:

� Ïðîêîëîòûé äèñê ìåæäó àòòðàêòîðîì (èëè ðåïåëëåðîì) è åãî êðèâîé áåç
êîíòàêòà, èëè êîëüöî ìåæäó ïðåäåëüíûì öèêëîì è åãî êðèâîé áåç êîíòàêòà;

� Êðèâîëèíåéíûé øåñòèóãîëüíèê, îãðàíè÷åííûé ÷åòûðüìÿ ñåïàðàòðèñàìè äâóõ
ñåäåë è äâóìÿ êðèâûìè áåç êîíòàêòà, ñì. ðèñ. 9.13(d). Ýòè ñåäëà è äâå èç
÷åòûðåõ ñåïàðàòðèñ íà ãðàíèöå ÿ÷åéêè ìîãóò ñîâïàäàòü � ñì. ðèñ.9.13(b),
(c). Ïðè ýòîì âñå òðàåêòîðèè âíóòðè ÿ÷åéêè ïåðåñåêàþò îäíó èç êðèâûõ áåç
êîíòàêòà â áóäóùåì, à äðóãóþ � â ïðîøëîì.

� Êîëüöî ìåæäó äâóìÿ êðèâûìè áåç êîíòàêòà, ñì. ðèñ. 9.13(a). Âñå òðàåêòî-
ðèè âíóòðè ÿ÷åéêè ïåðåñåêàþò îäíó èç êðèâûõ áåç êîíòàêòà â áóäóùåì, à
äðóãóþ � â ïðîøëîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó z, íå ïðèíàäëåæàùóþ ñåïàðà-
òðèñàì ñåäåë è ÿ÷åéêàì ïåðâîãî òèïà, è äîêàæåì, ÷òî ÿ÷åéêà, â êîòîðîé îíà ëåæèò,
ìîæåò áûòü òîëüêî òèïà 2 èëè 3.
Ïî òåîðåìå Ïóàíêàðå-Áåíäèêñîíà, äëÿ ïîëÿ v ∈ W âñå α- è ω-ïðåäåëüíûå ìíîæå-

ñòâà òî÷åê, íå ïðèíàäëåæàùèõ ñåïàðàòðèñàì � ýòî ãèïåðáîëè÷åñêèå îñîáûå òî÷êè
è öèêëû, îòòàëêèâàþùèå è ïðèòÿãèâàþùèå. Äëÿ êðàòêîñòè ìû áóäåì íàçûâàòü èõ
àòòðàêòîðàìè è ðåïåëëåðàìè ïîëÿ v. Ïóñòü a � ω-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî òî÷êè z,
r � åå α-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî. Ïðèáëèæàÿñü ê a, îðáèòà òî÷êè z ïåðåñåêàåò îêðó-
æàþùóþ a êðèâóþ áåç êîíòàêòà (îáîçíà÷èì åå la) â òî÷êå y0; ïðèáëèæàÿñü ê r â
îáðàòíîì âðåìåíè, ýòà îðáèòà ïåðåñåêàåò êðèâóþ áåç êîíòàêòà lr â òî÷êå x0. Ýòî ñëå-
äóåò èç òîãî, ÷òî z íå ïðèíàäëåæèò ÿ÷åéêå ïåðâîãî òèïà. Îáîçíà÷èì äóãó ôàçîâîé
êðèâîé îò x0 äî y0 ÷åðåç φx0 .
Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ñòðîèòñÿ îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå, ìîæíî ïîñòðîèòü ãëàäêîå

îòîáðàæåíèå P íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 íà êðèâîé lr íà îêðåñòíîñòü òî÷êè
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9.1.8. Î äîñòàòî÷íîñòè â êðèòåðèè Àíäðîíîâà-Ïîíòðÿãèíà
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Ðèñ. 9.13: Ïîñòðîåíèå ÿ÷åéêè òðåòüåãî òèïà è òðè ðàçíûõ ïîñòðîåíèÿ ÿ÷ååê âòîðîãî
òèïà

y0 íà êðèâîé la òàê, ÷òî x è y = P (x) ÿâëÿþòñÿ íà÷àëîì è êîíöîì äóãè ôàçîâîé
êðèâîé φx. Ïðîäîëæèì îòîáðàæåíèå P íà ìàêñèìàëüíóþ îòêðûòóþ äóãó X êðèâîé
lr, íà êîòîðîé ýòî îòîáðàæåíèå îïðåäåëåíî. Âîçìîæíû ÷åòûðå ñëó÷àÿ.

1) X = lr. Îòîáðàæåíèå P îïðåäåëåíî íà âñåé òîïîëîãè÷åñêîé îêðóæíîñòè lr è
ëîêàëüíî ãîìåîìîðôíî. Òîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì lr → la (äîêàæèòå
ýòî!). Îáëàñòü ìåæäó lr è la � ÿ÷åéêà òðåòüåãî òèïà, ñì. Ðèñ. 9.13 (a).

2) X = lr \ R: îòîáðàæåíèå P ïðîäîëæàåòñÿ íà âñþ êðèâóþ lr áåç îäíîé òî÷êè
R. Òîãäà ω-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî òî÷êè R íå ìîæåò ñîâïàäàòü ñ àòòðàêòîðîì a:
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå òðàåêòîðèÿ φR ñ íà÷àëîì â òî÷êå R ïåðåñåêàëà áû êðèâóþ la,
è îòîáðàæåíèå P áûëî áû îïðåäåëåíî â îêðåñòíîñòè òî÷êè R. Ìíîæåñòâî ω(R) íå
ìîæåò áûòü è àòòðàêòîðîì, îòëè÷íûì îò a, èíà÷å òðàåêòîðèè, êîòîðûå íà÷èíàþòñÿ
äîñòàòî÷íî áëèçêî ê R, òîæå ñòðåìèëèñü áû ê òîìó æå àòòðàêòîðó. Çíà÷èò, ω(R)
� ñåäëî (îáîçíà÷èì åãî S), è φR � óñòîé÷èâàÿ ñåïàðàòðèñà ýòîãî ñåäëà. Çàìåòèì,
÷òî îðáèòû òî÷åê äóãè la, áëèçêèõ ê R ñëåâà è ñïðàâà, èäóò ñïåðâà âäîëü φR, à
ïîòîì âäîëü íåóñòîé÷èâûõ ñåïàðàòðèñ ñåäëà S � âäîëü u1 è u2. Çíà÷èò, u1 è u2
òîæå ïåðåñåêàþò êðèâóþ áåç êîíòàêòà la â íåêîòîðûõ òî÷êàõ A1, A2.

Êðèâàÿ lr, äóãà ñåïàðàòðèñû φR, äóãè ñåïàðàòðèñ u1, u2 äî òî÷åê A1, A2 è äóãà
êðèâîé la, ðàâíàÿ P (l \ R), îãðàíè÷èâàþò ÿ÷åéêó âòîðîãî òèïà, ñîäåðæàùóþ òî÷êó
z, ñì. Ðèñ. 9.13 (b).

3) X � äóãà êðèâîé lr ìåæäó òî÷êàìè R1 è R2, R1 ̸= R2. Ìû ñíîâà ïîëó÷àåì, ÷òî
φR1 è φR2 � ñåïàðàòðèñû ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñåäåë S1 è S2. Ïóñòü ýòè ñåäëà ñîâïàäàþò:
S1 = S2 = S (íèæå ìû ðàçáåðåì ñëó÷àé (4), êîãäà ýòè ñåäëà ðàçëè÷íû). Îðáèòû
òî÷åê äóãè la, áëèçêèõ ê R1 è R2, èäóò ñïåðâà âäîëü φR1 è φR2 , à ïîòîì âäîëü
íåóñòîé÷èâîé ñåïàðàòðèñû u ñåäëà S. Ïîýòîìó ñåïàðàòðèñà u ïåðåñåêàåò la â òî÷êå,
êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì A. Òîãäà P (X) = lr \A.
ß÷åéêà òî÷êè z (âòîðîãî òèïà) îãðàíè÷åíà ñëåäóþùèìè êðèâûìè: äóãîé X ⊂ lr;

óñòîé÷èâûìè ñåïàðàòðèñàìè φR1 è φR2 ñåäëà S; äóãîé íåóñòîé÷èâîé ñåïàðàòðèñû u
äî òî÷êè A; êðèâîé la \A, ñì. Ðèñ. 9.13 (c).
4) Ïóñòü òåïåðü ñåäëà S1 è S2 íå ñîâïàäàþò. Òîãäà ó íèõ åñòü íåóñòîé÷èâûå ñå-

ïàðàòðèñû u1 è u2, âûõîäÿùèå íà la â òî÷êàõ A1 è A2. Îáðàç P (X) ⊂ la � äóãà
ñ êîíöàìè A1 è A2. ß÷åéêà òî÷êè z � øåñòèóãîëüíèê, îãðàíè÷åííûé ñëåäóþùèìè
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9 Îêíî â òåîðèþ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì

êðèâûìè: äóãîé X ⊂ lr; äóãàìè óñòîé÷èâûìè ñåïàðàòðèñàìè φR1 è φR2 ñåäåë S1, S2;
äóãàìè íåóñòîé÷èâûõ ñåïàðàòðèñ u1 è u2 îò òî÷åê S1, S2 äî òî÷åê A1, A2; êðèâîé
P (X), ñì. Ðèñ. 9.13 (d). Ýòà ÿ÷åéêà òîæå âòîðîãî òèïà.

Ïóñòü ïîëå w áëèçêî ê ïîëþ v. Ñíà÷àëà ìû ïîñòðîèì ãîìåîìîðôèçì H íà óñå-
÷åííûõ ñåïàðàòðèñàõ, ïîòîì ïðîäîëæèì åãî âíóòðü ÿ÷ååê âòîðîãî è òðåòüåãî òèïà,
à ïîòîì è âíóòðü ÿ÷ååê ïåðâîãî òèïà.

Èç ëåìì 9.1.36, 9.1.45 ñëåäóåò, ÷òî âñå îñîáûå òî÷êè è ïðåäåëüíûå öèêëû ïîëÿ
w áëèçêè ê îñîáûì òî÷êàì è ïðåäåëüíûì öèêëàì ïîëÿ v. ßñíî, ÷òî êðèâûå áåç
êîíòàêòà äëÿ ïîëÿ v áóäóò êðèâûìè áåç êîíòàêòà è äëÿ w. Íåñëîæíî äîêàçàòü,
÷òî óñå÷åííàÿ ñåïàðàòðèñà ìàëî ìåíÿåòñÿ ïðè âîçìóùåíèè ïîëÿ v (â ÷àñòíîñòè,
ñåïàðàòðèñû ïîëÿ w ïåðåñåêàþò òå æå êðèâûå áåç êîíòàêòà, ÷òî è ñåïàðàòðèñû
ïîëÿ v).

Ïîýòîìó ðàçáèåíèÿ íà ÿ÷åéêè äëÿ ïîëåé v è w áëèçêè.

Íà÷íåì ñòðîèòü ãîìåîìîðôèçì � îðáèòàëüíóþ òîïîëîãè÷åñêóþ ýêâèâàëåíòíîñòü
ïîëåé v è w. Îïðåäåëèì ãîìåîìîðôèçì íà ñåäëàõ è óñå÷åííûõ ñåïàðàòðèñàõ ïîëÿ v
òàê, ÷òîáû îí ïåðåâîäèë ýòè ñåäëà è óñå÷åííûå ñåïàðàòðèñû â áëèçêèå ê íèì ñåäëà
è óñå÷åííûå ñåïàðàòðèñû ïîëÿ w. Ïðîäîëæèì ãîìåîìîðôèçì âíóòðü ÿ÷ååê âòîðî-
ãî è òðåòüåãî òèïà òàê, ÷òîáû îí ïåðåâîäèë òðàåêòîðèè ïîëÿ v â òðàåêòîðèè ïîëÿ
w, à êðèâûå áåç êîíòàêòà � â êðèâûå áåç êîíòàêòà. Ãðóáî ãîâîðÿ, ìû îïðåäåëèì
ãîìåîìîðôèçì ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì íà îäíîé èç êðèâûõ áåç êîíòàêòà, à ïîòîì
ïðîäîëæèì âäîëü òðàåêòîðèé ïîëåé v, w âíóòðü ÿ÷åéêè ïðèìåðíî òàê, êàê â äîêà-
çàòåëüñòâå ëåììû 9.1.48; äîñëîâíî ïîâòîðèòü ýòî äîêàçàòåëüñòâî íå ïîëó÷èòñÿ, òàê
êàê íàì íàäî îáåñïå÷èòü íåïðåðûâíîñòü H íà ãðàíèöàõ ÿ÷åéêè.

Íàêîíåö, âîñïîëüçóåìñÿ ëåììàìè 9.1.48 è 9.1.49, ÷òîáû ïðîäîëæèòü ãîìåîìîð-
ôèçì âíóòðü ÿ÷ååê ïåðâîãî òèïà. Ãîìåîìîðôèçì îïðåäåëåí íà âñåé ñôåðå � êðèòå-
ðèé Àíäðîíîâà-Ïîíòðÿãèíà äîêàçàí.

Â ýòîì äîêàçàòåëüñòâå ìû ïðîïóñòèëè ñëåäóþùèå ìîìåíòû: äîêàçàòåëüñòâî òî-
ãî, ÷òî ïðè âîçìóùåíèè ïîëÿ óñå÷åííûå ñåïàðàòðèñû ìàëî ìåíÿþòñÿ; ïðîäîëæåíèå
ãîìåîìîðôèçìà ñ óñå÷åííûõ ñåïàðàòðèñ íà ÿ÷åéêè âòîðîãî è òðåòüåãî òèïà; äîêà-
çàòåëüñòâî ëåììû 9.1.49. Ýòè ðàññóæäåíèÿ èíòóèòèâíî ÿñíû, íî òðåáóþò áîëüøîé
àêêóðàòíîñòè, è ìû ïðåäïî÷èòàåì îïóñòèòü èõ.

Íà ýòîì çàêàí÷èâàåòñÿ èçëîæåíèå äâóìåðíîé òåîðèè. Â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ ìû
ñêàæåì î å¼ äàëüíåéøåì ðàçâèòèè è ìíîãîìåðíûõ àíàëîãàõ.

9.1.9 Íåñêîëüêî ñëîâ î òåîðèè áèôóðêàöèé

Òåîðèÿ áèôóðêàöèé èçó÷àåò ðåçêèå, ñêà÷êîîáðàçíûå èçìåíåíèÿ òîïîëîãèè ôàçîâîãî
ïîðòðåòà, êîòîðûå ïðîèñõîäÿò â îêðåñòíîñòè ñòðóêòóðíî íåóñòîé÷èâûõ óðàâíåíèé.
Ýòè èçìåíåíèÿ è íàçûâàþòñÿ áèôóðêàöèÿìè. Íåêîòîðûå èç ýòèõ áèôóðêàöèé ìû
óæå ðàññìàòðèâàëè. Cåäëîóçåë ïðè ìàëîì âîçìóùåíèè ìîæåò ðàñïàñòüñÿ íà ñåäëî
è óçåë, à ìîæåò ñîâñåì èñ÷åçíóòü. Íåãèïåðáîëè÷åñêèé ïðåäåëüíûé öèêë ïðè âîçìó-
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9.1.9. Íåñêîëüêî ñëîâ î òåîðèè áèôóðêàöèé

Ðèñ. 9.14: Áèôóðêàöèÿ Àíäðîíîâà�Õîïôà: (a) ε < 0; (b) ε = 0; (c) ε > 0.

ùåíèè ìîæåò ðàñïàñòüñÿ íà íåñêîëüêî öèêëîâ, à ìîæåò òîæå èñ÷åçíóòü. Ïðè ðàç-
ìûêàíèè ïåòëè ñåïåðàòðèñû ìîãóò âîçíèêíóòü ìåëüêàþùèå ñåïåðàòðèñíûå ñâÿçêè.
Ìû êàñàëèñü òàêæå áèôóðêàöèè îñîáîé òî÷êè ñ äâóìÿ ÷èñòî ìíèìûìè ñîáñòâåí-

íûìè çíà÷åíèÿìè â ñåìåéñòâå âåêòîðíûõ ïîëåé vε = v+ εx, ãäå v � öåíòð ïî ëèíåé-
íûì ÷ëåíàì. Ïðè ε > 0 îñîáàÿ òî÷êà íåóñòîé÷èâà, à ïðè ε < 0 � óñòîé÷èâà. Íî ìû
íå êîñíóëèñü ñàìîé èíòåðåñíîé áèôóðêàöèè � ðîæäåíèÿ ïðåäåëüíîãî öèêëà.
Ïóñòü, áëàãîäàðÿ âëèÿíèþ íåëèíåéíûõ ÷ëåíîâ, ïîëå v èìååò óñòîé÷èâûé ôîêóñ

(ðèñ. 9.14). Ïðè ε < 0 ýòîò ôîêóñ îñòàåòñÿ óñòîé÷èâûì. Ïðè ìàëûõ ε > 0 îðáè-
òû, äàëåêèå îò íóëÿ, ïðîäîëæàþò ïðèáëèæàòüñÿ ê íóëþ ïî òåîðåìå î íåïðåðûâíîé
çàâèñèìîñòè. À îðáèòû, áëèçêèå ê íóëþ, îò íåãî óäàëÿþòñÿ èç-çà íåóñòîé÷èâîñòè.
×òî-òî äîëæíî ðàçäåëÿòü ýòè äâà ñåìåéñòâà ñïèðàëåé. Ýòî ÷òî-òî � ïðåäåëüíûé
öèêë.
Ýòà áèôóðêàöèÿ áûëà îòêðûòà è ñòðîãî îáîñíîâàíà Àíäðîíîâûì. Îíà áûëà îáîá-

ùåíà Õîïôîì íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé è íàçûâàåòñÿ â ëèòåðàòóðå �áèôóðêàöèåé
Àíäðîíîâà-Õîïôà� (èëè � áèôóðêàöèåé Õîïôà).
Áåñêîíå÷íîìåðíûå îáîáùåíèÿ ýòîé áèôóðêàöèè îáúÿñíÿþò íåêîòîðûå ÿâëåíèÿ,

íàáëþäàåìûå â ãèäðîäèíàìèêå. Â êîíöå ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ ýòîé áèôóðêàöèè áûëà
ïîñâÿùåíà öåëàÿ êíèãà [ññûëêà].
Ñëåäóþùèé ïðèìåð äåìîíñòðèðóåò áèôóðêàöèþ Àíäðîíîâà-Õîïôà:

ż = (ε+ iω)z − z|z|2.

Â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ ýòà ñèñòåìà èìååò âèä{
ṙ = r(ε− r2)

φ̇ = ω

Â ýòîé ñèñòåìå ïåðåìåííûå ðàçäåëÿþòñÿ. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè ε < 0, ε = 0, ε >
0 ôàçîâûå ïîðòðåòû � òàêèå, êàê íà ðèñ. 9.14.

Óïðàæíåíèå 165. Ïðîâåðüòå ýòî.

Òåîðèÿ áèôóðêàöèé âåêòîðíûõ ïîëåé íà ïëîñêîñòè åñòåñòâåííî ðàçäåëÿåòñÿ íà
òðè ÷àñòè:

� ëîêàëüíàÿ òåîðèÿ: áèôóðêàöèè íåãèïåðáîëè÷åñêèõ îñîáûõ òî÷åê, ïðîèñõîäÿ-
ùèå â èõ îêðåñòíîñòè;
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� ïîëóëîêàëüíàÿ òåîðèÿ: áèôóðêàöèè ïîëèöèêëîâ, ïðîèñõîäÿùèå â èõ îêðåñòíî-
ñòè;

� ãëîáàëüíûå áèôóðêàöèè � ïåðåñòðîéêè ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ íà âñåé ñôåðå.

Ïåðâàÿ ÷àñòü ïðàêòè÷åñêè çàâåðøåíà, âòîðàÿ ïðîäîëæàåò ðàçâèâàòüñÿ, òðåòüÿ
òîëüêî ñîçäàåòñÿ.

×òî äî áèôóðêàöèé â ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå � ýòî öåëûé ìèð, âî ìíîãîì íå
ïîõîæèé íà äâóìåðíûé.

9.1.10 Òåîðèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì: âçãëÿä ñ ïòè÷üåãî ïîëåòà

Òåîðèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì � ýòî äàëåêî èäóùåå ïðîäîëæåíèå òåîðèè îáûêíî-
âåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû
� ýòî äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ íà ìíîãîîáðàçèÿõ �ëþáûõ ôîðì è ðàçìåðíî-
ñòåé�. Êðîìå òîãî, äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû èçó÷àþò äèôôåîìîðôèçìû è èõ èòåðàöèè.
Äèôôåîìîðôèçìû ïîëó÷àþòñÿ êàê (ãëîáàëèçîâàííûå) îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå äëÿ
âåêòîðíûõ ïîëåé, ïðè÷åì òàê ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ëþáîé äèôôåîìîðôèçì. Ïîýòî-
ìó â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ìû èçó÷àååì äèôôåîìîðôèçì îäíîé îáëàñòè íà äðóãóþ
è íè÷åãî íå ãîâîðèì î äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ.

Â ñåðåäèíå XX âåêà áûë ïîñòàâëåí âîïðîñ: êàê óñòðîåíû òèïè÷íûå äèíàìè÷åñêèå
ñèñòåìû? Áîëåå ïîäðîáíî, êàêèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàþò âåêòîðíûå ïîëÿ (èëè äèô-
ôåîìîðôèçìû) èç îòêðûòîãî âñþäó ïëîòíîãî ìíîæåñòâà â ôóíêöèîíàëüíîì ïðî-
ñòðàíñòâå? Òàêèå ïîëÿ è îòîáðàæåíèÿ íàçûâàþò òèïè÷íûìè. (Âûáîð ôóíêöèîíàëü-
íîãî ïðîñòðàíñòâà � ýòî îòäåëüíàÿ òåìà; îò ýòîãî âûáîðà ñèëüíî çàâèñèò îòâåò íà
ïîñòàâëåííûé âîïðîñ).

9.1.10.1 Ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè ìíîãîìåðíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì

Èçëîæåííàÿ âûøå òåîðèÿ âäîõíîâèëà Ñòèâà Ñìåéëà â ñåðåäèíå ïðîøëîãî âåêà ïî-
ïûòàòüñÿ ïåðåíåñòè åå ðåçóëüòàòû íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé. Â êîíöå 50-õ ãîäîâ îí
îïóáëèêîâàë ðàáîòó, â êîòîðîé, â ÷àñòíîñòè, óòâåðæäàëîñü, ÷òî �áîëüøèíñòâî� äè-
íàìè÷åñêèõ ñèñòåì óäîâëåòâîðÿåò òåîðåìå 9.1.6: âñå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ âûõîäÿò
àñèìïòîòè÷åñêè íà ñòàöèîíàðíûé èëè ïåðèîäè÷åñêèé ðåæèì, è ýòèõ ðåæèìîâ êî-
íå÷íîå ÷èñëî. Îí òóò æå ïîëó÷èë ïèñüìî îò Íîðìàíà Ëåâèíñîíà ñî ññûëêîé íà
ðàáîòû Êàðòðàéò è Ëèòòëâóäà, â êîòîðûõ äîêàçàíî ïðîòèâîïîëîæíîå. Ðàáîòû áû-
ëè äëèííûå è òðóäíûå. Ñìåéë ñòîÿë ïåðåä âûáîðîì: ïîãðóçèòüñÿ â ðàçáîð òðóäíûõ
ðàáîò èëè ïðèäóìàòü ñàìîìó, êàê ìîæåò äèôôåîìîðôèçì èìåòü ñ÷åòíîå ÷èñëî ïå-
ðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé è ïðèòîì ñîõðàíÿòü ýòî ñâîéñòâî ïðè ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ.
Ñìåéë âûáðàë âòîðîé ïóòü. Ðåçóëüòàòîì ÿâèëàñü ïîäêîâà Ñìåéëà, êîòîðîé ïîñâÿ-
ùåí ñëåäóþùèé ïàðàãðàô.

Âîïðîñ î òîì, ÷òî ïîíèìàòü ïîä �áîëüøèíñòâîì� âåêòîðíûõ ïîëåé, íåòðèâèàëåí.
Ìû çäåñü ñ÷èòàåì, ÷òî âåêòîðíûå ïîëÿ, ñîñòàâëÿþùèå �áîëüøèíñòâî�, ñîäåðæàò
ñ÷åòíîå ïåðåñå÷åíèå îòêðûòûõ âñþäó ïëîòíûõ ìíîæåñòâ â ïðîñòðàíñòâå C1-ãëàäêèõ
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âåêòîðíûõ ïîëåé íà ïîâåðõíîñòè Mn. Êëàññ ãëàäêîñòè 1 î÷åíü âàæåí äëÿ òåîðèè
ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòè.
Ñ òåõ ïîð òåîðèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ðàçâèâàëàñü êàê öåïî÷êà ïðîçðåíèé è èõ

îïðîâåðæåíèé; íî êàæäûé òàêîé âèòîê ðàçâèòèÿ ïðèíîñèë íîâûå çíàíèÿ î äèíàìè-
÷åñêèõ ñèñòåìàõ.

9.1.10.2 ßâëåíèå Íüþõàóñà

Ñëåäóþùèì ïðîçðåíèåì áûëà ãèïîòåçà Òîìà: áîëüøèíñòâî äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì
èìååò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ïðèòÿãèâàþùèõ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò. Ýòà ãèïîòåçà áû-
ëà îïðîâåðãíóòà Íüþõàóñîì â 70-å ãîäû ïðîøëîãî âåêà: ñóùåñòâóåò îáëàñòü â ïðî-
ñòðàíñòâå C1-ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà òðåõìåðíîé ñôåðå S3, �áîëüøèíñòâî� âåê-
òîðíûõ ïîëåé èç êîòîðîé èìååò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ïðèòÿãèâàþùèõ ïåðèîäè÷åñêèõ
îðáèò.

9.1.10.3 Ëåììà Ïüþ î çàìûêàíèè

À ìíîãî ëè åñòü âåêòîðíûõ ïîëåé áåç ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò âîîáùå? ×àðëüç Ïüþ
äîêàçàë, ÷òî îòêðûòîå âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî âåêòîðíûõ ïîëåé íà êîìïàêòíîì
ìíîãîîáðàçèè èìååò õîòÿ áû îäíó ïåðèîäè÷åñêóþ îðáèòó. Íà ïåðâûé âçãëÿä, ýòî
íåòðóäíî äîêàçàòü. Åñëè îðáèòà âåêòîðíîãî ïîëÿ íà êîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè íå
çàìêíóòà, òî ó íåå åñòü íåïóñòîå ω-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî. Òåì ñàìûì, íà íåé åñòü ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê xn → y, êîòîðûå ïîýòîìó íåîãðàíè÷åííî ñáëèæàþòñÿ ìåæäó
ñîáîé. Â îêðåñòíîñòè òî÷êè y ìîæíî ïðîèçâåñòè õèðóðãè÷åñêóþ îïåðàöèþ, áëèçêóþ
ê òîæäåñòâåííîé, êîòîðàÿ ñêëåèò áëèçêèå òî÷êè xn è xm. Òðóäíîñòü ñîñòîèò â òîì,
÷òî ýòà õèðóðãèÿ íåìèíóåìî ñìåñòèò äðóãèå òî÷êè îðáèòû, áëèçêèå ê xn è xm. Â ðå-
çóëüòàòå îðáèòà, çàìêíóâøèñü â îäíîì ìåñòå, ðàçîìêíåòñÿ â äðóãîì. Åñëè õèðóðãèÿ
C1-ìàëàÿ, òî ýòó òðóäíîñòü óäàåòñÿ ïðåîäîëåòü öåíîé áîëüøèõ óñèëèé. Íî àíàëîã
ëåììû î çàìûêàíèè äëÿ C2-ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé äî ñèõ ïîð íå îïðîâåðãíóò è
íå äîêàçàí: íå óäàåòñÿ ñäåëàòü õèðóðãèþ, ìàëóþ â C2 è çàìûêàþùóþ îðáèòó.

9.1.10.4 Ñòðóêòóðíàÿ óñòîé÷èâñòü

Âîïðåêè áûòîâàâøåé îäíî âðåìÿ ãèïîòåçå, ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûå âåêòîðíûå ïî-
ëÿ íå ïëîòíû â ïðîñòðàíñòâå âñåõ âåêòîðíûõ ïîëåé. Ýòî ÿâëåíèå áûëî îòêðûòî
Ñìåéëîì. Ñóùåñòâóåò áîëüøàÿ îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà âåêòîðíûõ ïîëåé, ñâîáîäíàÿ
îò ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ ñèñòåì.
Îäíîâðåìåííî íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâñòè â

ïðîñòðàíñòâå 1-ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé áûëè íàéäåíû. Èõ ñôîðìóëèðîâàëè â âèäå
ãèïîòåçû Ñìåéë è Ïàëèñ. Â îòëè÷èå îò äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ, äîêàçàòåëüñòâî íåîáõî-
äèìîñòè îêàçàëîñü ãîðàçäî òðóäíåå äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íîñòè. Äîñòàòî÷íîñòü â
70-å ãîäû äîêàçàë Ðîáèíñîí, íåîáõîäèìîñòü â 80-å � Ìàíüå.
Ìû êîñíóëèñü çäåñü ëèøü âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ òåìàìè, çàòðîíóòûìè â ýòîì

ïàðàãðàôå. Â XX âåêå âîçíèêëè äðóãèå ìîùíûå ðàçäåëû òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñè-
ñòåì: ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðèÿ, ãèïåðáîëè÷åñêàÿ òåîðèÿ, òåîðèÿ ÊÀÌ... Èõ ñîçäàòåëè:
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Àíîñîâ, Àðíîëüä, Áèðõãîô, Êîëìîãîðîâ, Ìîçåð, Ïàëèñ, Ñèíàé, Ñìåéë è äðóãèå âû-
ðàñòèëè ìîùíûå íàó÷íûå øêîëû, íàñ÷èòûâàþùèå íåñêîëüêî ïîêîëåíèé, êîòîðûå
ïðîäîëæàþò ðàáîòàòü è ñåé÷àñ.
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9.2 Õàîñ: ïîäêîâà Ñìåéëà

9.2 Õàîñ: ïîäêîâà Ñìåéëà

Â ýòîì ïàðàãðàôå îïèñàí ïðèìåð äèôôåîìîðôèçìà, èìåþùåãî ñ÷åòíîå ÷èñëî ïåðèî-
äè÷åñêèõ òðàåêòîðèé. Öåííîñòü ýòîãî ïðèìåðà äâîÿêà. Âî-ïåðâûõ, îí îáëàäàåò ìíî-
ãèìè çàìå÷àòåëüíûìè ñâîéñòâàìè. Åãî îðáèòû ÷óâñòâèòåëüíû ê èçìåíåíèþ íà÷àëü-
íûõ óñëîâèé: ìàëåéøåå èçìåíåíèå íà÷àëüíîé òî÷êè âëå÷åò ðàäèêàëüíûå èçìåíåíèÿ
îðáèòû çà ñðàâíèòåëüíî êîðîòêèé ïåðèîä âðåìåíè. Ãîâîðÿò, ÷òî òàêîé äèôôåîìîð-
ôèçì äåìîíñòðèðóåò õàîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå îðáèò. Âî-âòîðûõ, ýòè çàìå÷àòåëüíûå
ñâîéñòâà ñîõðàíÿþòñÿ ïðè ìàëîì âîçìóùåíèè. Îíè îêàçûâàþòñÿ îáùèìè äëÿ øè-
ðîêîãî êëàññà äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì � òàê íàçûâàåìûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ.

Ìû ïîäðîáíî îïèøåì ìîäèôèöèðîâàííóþ âåðñèþ ïîäêîâû � ïðèìåð, êîòîðûé
ìîæíî ðàññêàçûâàòü øêîëüíèêàì, è èçó÷èì åå çàìå÷àòåëüíûå ñâîéñòâà. Â êîíöå
ïàðàãðàôà áóäåò ñêàçàíî íåñêîëüêî ñëîâ îá èñõîäíîé êîíñòðóêöèè ïîäêîâû. Òî, ÷òî
ñâîéñòâà ïîäêîâû ñîõðàíÿþòñÿ ïðè ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ, � ãëóáîêèé ôàêò òåîðèè
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ìû íå áóäåì çäåñü êàñàòüñÿ åãî äîêàçàòåëüñòâà.

9.2.1 Îëèìïèàäíàÿ çàäà÷à î öåëûõ ÷àñòÿõ

Íà Ìîñêîâñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé îëèìïèàäå äëÿ ñòàðøåêëàññíèêîâ â 1993 ãîäó áûëà
ïðåäëîæåíà ñëåäóþùàÿ çàäà÷à.

Äëÿ êàæäîé ïàðû äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë a è b ðàññìîòðèì ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ÷èñåë

pn = [2{an+ b}].

Ëþáûå k ïîäðÿä èäóùèõ ÷ëåíîâ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàçîâ¼ì ñëî-
âîì. Âåðíî ëè, ÷òî ëþáîé óïîðÿäî÷åííûé íàáîð èç íóëåé è åäèíèö äëè-
íû k áóäåò ñëîâîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, çàäàííîé íåêîòîðûìè a è b ïðè
k = 4; ïðè k = 5?

Ïðèìå÷àíèå: [c] � öåëàÿ ÷àñòü, {c} � äðîáíàÿ ÷àñòü ÷èñëà c.

Ó ýòîé çàäà÷è åñòü åñòåñòâåííàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ. Ðàññìîòðèì îêðóæ-
íîñòü S1 = R/Z è ïîâîðîò

f : S1 → S1, x 7→ x+ a. (9.7)

Ðàññìîòðèì îðáèòó òî÷êè b ïîä äåéñòâèåì ïîâîðîòà: bn = fn(b), n ∈ Z. Òîãäà ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü pn îïèñûâàåò ïîâåäåíèå îðáèòû â ñëåäóþùåì ñìûñëå: pn = 0, åñëè
bn ïðèíàäëåæèò âåðõíåé ïîëóîêðóæíîñòè [0, 1/2), è pn = 1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Òåïåðü ëåãêî ðåøèòü çàäà÷ó. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {pn} ñîäåðæèò ìíîãî íóëåé
ïîäðÿä, òî îðáèòà ïðîâîäèò ìíîãî âðåìåíè â âåðõíåé ïîëóîêðóæíîñòè è, çíà÷èò,
óãîë ïîâîðîòà ìàë. Êîãäà îðáèòà â êîíöå êîíöîâ ïîïàäåò â íèæíþþ ïîëóîêðóæ-
íîñòü, îíà ïðîâåäåò ìíîãî âðåìåíè è òàì. Ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, èìåþùàÿ
ìíîãî íóëåé ïîäðÿä, à çàòåì îäíó åäèíèöó è íîëü ïîñëå íåå, íå ìîæåò áûòü ðåàëè-
çîâàíà êàê ñëîâî.
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Íàïðèìåð, íå ðåàëèçóåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 00010. Äåéñòâèòåëüíî, òðè íóëÿ
ïîäðÿä ìîãóò âñòðåòèòüñÿ ëèøü ïðè |a| < 1/4. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êîìáèíàöèÿ 010
ïîêàçûâàåò, ÷òî òî÷êà îðáèòû ïåðåõîäèò ïðè îäíîì ïîâîðîòå ñ âåðõíåé ïîëóîêðóæ-
íîñòè íà íèæíþþ, à ïðè ñëåäóþùåì � ñ íèæíåé íà âåðõíþþ. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî
|a| > 1/4. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè k = 5 îòâåò â çàäà÷å �
ÍÅÒ.

Îòâåò ÄÀ ïðè k = 4 ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ ïðèâåäåíèåì êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ.

9.2.2 Ïîíÿòèÿ ñèìâîëè÷åñêîé äèíàìèêè

Ñèìâîëè÷åñêàÿ äèíàìèêà èçó÷àåò îðáèòû îòîáðàæåíèé ñî ñëåäóþùåé òî÷êè çðå-
íèÿ. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå f íåêîòîðîé îáëàñòè, íàçûâàåìîé ôàçîâûì ïðîñòðàí-
ñòâîì, íà ñåáÿ. Ðàçëîæèì ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî â îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ïî-
ïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ Dj ; òàêîå ðàçëîæåíèå íàçûâàåòñÿ ðàçáèåíèåì.
Ëþáàÿ òî÷êà x ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëÿåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ωn | n ∈ Z}:

ωn = j ⇐⇒ fnx ∈ Dj .

Âìåñòî ðàññìîòðåíèÿ òî÷íûõ ôîðìóë äëÿ îðáèò, ìû ïîìíèì òîëüêî, êàêîé îáëàñòè
äàííîãî ðàçáèåíèÿ ïðèíàäëåæèò n-ÿ òî÷êà îðáèòû. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ωn} íàçû-
âàåòñÿ ñóäüáîé òî÷êè. Â ëèòåðàòóðå òàêæå èñïîëüçóåòñÿ òåðìèí ìàðøðóò. Îäèí
èç îñíîâíûõ èçó÷àþùèõñÿ â ñèìâîëè÷åñêîé äèíàìèêå âîïðîñîâ òàêîâ: Êàêèå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû êàê ñóäüáû òî÷åê äàííîãî îòîáðàæåíèÿ?
Êàêèå òî÷êè èìåþò îäèíàêîâóþ ñóäüáó?

Çàìå÷àíèå 9.2.1. Äëÿ èððàöèîíàëüíîãî âðàùåíèÿ îêðóæíîñòè (α ̸∈ Q â (9.7))
ñóäüáà îïðåäåëÿåò òî÷êó îäíîçíà÷íî. Ýòî íåâåðíî äëÿ ðàöèîíàëüíîãî âðàùåíèÿ.

Ïðèìåð 9.2.2. Çàäà÷à ïóíêòà 9.2.1 ïîêàçûâàåò, ÷òî ìíîãèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå
ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû êàê ñóäüáû òî÷åê äëÿ âðàùåíèÿ îêðóæíîñòè íà êàêîé áû
òî íè áûëî óãîë.

9.2.3 Îòîáðàæåíèå ïîäêîâû

Îòîáðàæåíèå, îïèñàííîå çäåñü, íèñêîëüêî íå íàïîìèíàåò ïîäêîâó. Ïåðâîíà÷àëüíîå
îòîáðàæåíèå ïîäêîâû, ïðåäëîæåííîå Ñìåéëîì, áóäåò îïèñàíî â ïóíêòå 9.2.10.

Âîçüìåì åäèíè÷íûé êâàäðàò B = [0, 1] × [0, 1] íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè. Ðàç-
äåëèì åãî íà ïÿòü ðàâíûõ ãîðèçîíòàëüíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ è îáîçíà÷èì âòîðîé è
÷åòâåðòûé ñíèçó ÷åðåç D0 è D1 ñîîòâåòñòâåííî. Ðàçäåëèì ýòîò æå êâàäðàò íà ïÿòü
ðàâíûõ âåðòèêàëüíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ è îáîçíà÷èì âòîðîé è ÷åòâåðòûé ñëåâà ÷å-
ðåç D′

0 è D
′
1 ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàññìîòðèì ãèïåðáîëè÷åñêèé ïîâîðîò f0 ïðÿìîóãîëüíèêà D0 ñ öåíòðîì â òî÷êå
(1/4, 1/4), êîòîðûé ñæèìàåò â ïÿòü ðàç â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè è ðàñòÿãèâàåò
â ïÿòü ðàç â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè è, çíà÷èò, îòîáðàæàåòD0 íàD

′
0. Ðàññìîòðèì

àíàëîãè÷íûé ãèïåðáîëè÷åñêèé ïîâîðîò f1 : D1 → D′
1 ñ öåíòðîì â òî÷êå (3/4, 3/4).
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f

f

D0

D1

D0' D1'

D

Ðèñ. 9.15: Ïîäêîâà Ñìåéëà: îòîáðàæåíèå ïîäêîâû

Ïóñòü

f |D0 = f0, f |D1 = f1 (9.8)

(ñì. ðèñ. 9.15). Îòîáðàæåíèå ïîäêîâû f � ýòî êóñî÷íî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, îïðå-
äåëåííîå â íåñâÿçíîé îáëàñòè. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ ïîäêîâû îáîçíà-
÷èì ÷åðåç D := D0∪D1 è íàçîâåì ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì îòîáðàæåíèÿ. Èòåðàöèè
f îïðåäåëåíû íå íà âñåì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Îðáèòîé òî÷êè x íàçûâàåòñÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü âñåõ èòåðàöèé x, êîòîðûå îïðåäåëåíû. Åñëè èòåðàöèè îïðåäåëåíû
äëÿ âñåõ öåëûõ ïîêàçàòåëåé, òî îðáèòà íàçûâàåòñÿ ïîëíîé. Ìíîæåñòâî âñåõ ïîë-
íûõ îðáèò îêàçûâàåòñÿ î÷åíü ìàëåíüêèì: îíî ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì äâóõ íèãäå
íå ïëîòíûõ êàíòîðîâûõ4 ìíîæåñòâ.

Äëÿ ëþáîãî x ∈ D å¼ ñóäüáîé íàçûâàåòñÿ äâóñòîðîííÿÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü

ω(x) = {ωn(x)|n ∈ Z}, ωn(x) =


0 åñëè òî÷êà fnx ëåæèò â D0,

1 åñëè òî÷êà fnx ëåæèò â D1,

∗ åñëè èòåðàöèÿ fn íå îïðåäåëåíà â x.

Ìû èíòåðåñóåìñÿ òî÷êàìè, ñóäüáû êîòîðûõ íå ñîäåðæàò çâåçäî÷åê.

Òåîðåìà 9.2.3. Ëþáàÿ äâóñòîðîííÿÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé è åäè-
íèö ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà êàê ñóäüáà ðîâíî îäíîé òî÷êè x ∈ D ïðè îòîáðàæå-
íèè f .

Òåîðåìà áóäåò äîêàçàíà â äâóõ ñëåäóþùèõ ïóíêòàõ.

4Ãåîðã Ôåðäèíàíä Êàíòîð (1845 � 1918) � ìàòåìàòèê, ñîçäàòåëü òåîðèè ìíîæåñòâ. Òàêæå çàíè-
ìàëñÿ òåîðèåé ÷èñåë.

497



9 Îêíî â òåîðèþ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì

9.2.4 Òî÷êè ñ ïðåäïèñàííûì áóäóùèì

Ðàññìîòðèì êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé è åäèíèö:

ω+
n = ω0 . . . ωn−1. (9.9)

Íàçîâåì å¼ áóäóùåé ñóäüáîé äëèíû n. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

D(ω+
n ) = {x ∈ D | ωj(x) = ωj , j = 0, . . . , n− 1}. (9.10)

Îíî ñîñòîèò èç òî÷åê ñ äàííîé áóäóùåé ñóäüáîé äëèíû n, ðàâíîé ω+
n . Ìû îïèøåì

ýòî ìíîæåñòâî íèæå â ëåììå 9.2.4. Íà÷íåì ñ ìàëûõ n.
Ñëó÷àé n = 1. Ìíîæåñòâî D(ω+

0 ) � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê, ïåðåõîäÿùèõ â
Dω0 ïðè îòîáðàæåíèè f0 = id; îíî ñîâïàäàåò ñ Dω0 . Èòàê, D(0) = D0, D(1) = D1.
Ñëó÷àé n = 2. Áóäóùàÿ ñóäüáà äëèíû 2 ìîæåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä: 00, 01, 10,

11. Ìíîæåñòâî D(00) ñîñòîèò èç òåõ òî÷åê, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ïðÿìîóãîëüíèêó
D0 âìåñòå ñ èõ îáðàçîì. Òàê êàê f(D0) = D′

0, îáðàç òàêîé òî÷êè äîëæåí ëåæàòü
â êâàäðàòå D0 ∩ D′

0 � âî âòîðîé ñíèçó ïÿòîé ÷àñòè ïðÿìîóãîëüíèêà D′
0. Òàê êàê

îòîáðàæåíèå f ëèíåéíî, ñàìà òî÷êà äîëæíà ëåæàòü âî âòîðîé ñíèçó ïÿòîé ÷àñòè
ïðÿìîóãîëüíèêà D0.
Ðàçäåëèì D0 íà ïÿòü ðàâíûõ ãîðèçîíòàëüíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Âòîðîé ñíèçó

ïðÿìîóãîëüíèê è åñòü D(00) = f−1(D0 ∪D′
0).

Òî÷íî òàê æå ïîëó÷àåì, ÷òî D(01) � ÷åòâåðòûé ñíèçó ïðÿìîóãîëüíèê ýòîãî ðàç-
áèåíèÿ. Åñëè àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ðàçáèòü ïðÿìîóãîëüíèê D1, òî D(10) è D(11)
áóäóò âòîðûì è ÷åòâåðòûì ñíèçó ïðÿìîóãîëüíèêàìè ýòîãî ðàçáèåíèÿ.
×òîáû îïèñàòü òî÷êè ñ ôèêñèðîâàííîé áóäóùåé ñóäüáîé â îáùåì ñëó÷àå, íàì

ïîíàäîáèòñÿ êîíñòðóêöèÿ, ïîõîæàÿ íà êîíñòðóêöèþ êàíòîðîâà ìíîæåñòâà.

Ìîäèôèöèðîâàííîå êàíòîðîâî ìíîæåñòâî C
Ìû ïîñòðîèì ìîäèôèöèðîâàííîå êàíòîðîâî ìíîæåñòâî íà îòðåçêå [0, 1]. Ñíà÷àëà

îïðåäåëèì è çàíóìåðóåì îòðåçêè n-ãî ðàíãà ïî èíäóêöèè.
Îòðåçêè ïåðâîãî ðàíãà � σ(0) = [1/5, 2/5] è σ(1) = [3/5, 4/5]. Îíè èìåþò íîìåðà

0 è 1 ñîîòâåòñòâåííî.
Îòðåçêè ðàíãà n áóäóò çàíóìåðîâàíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ω+

n äëèíû n è îáî-
çíà÷åíû σ(ω+

n ). Ïóñòü îòðåçîê σ(ω+
n ) óæå ïîñòðîåí. Ïóñòü ω+

n+1 = ω+
n 0 èëè ω+

n 1.
Ðàçîáüåì îòðåçîê σ(ω+

n ) íà ïÿòü ðàâíûõ îòðåçêîâ. Ïóñòü σ(ω+
n 0) � âòîðîé ñëåâà

îòðåçîê ðàçáèåíèÿ, à σ(ω+
n 1) � ÷åòâåðòûé ñëåâà îòðåçîê ðàçáèåíèÿ.

Îáîçíà÷èì îáúåäèíåíèå âñåõ îòðåçêîâ ðàíãà n ÷åðåç Wn (ñì. ðèñ. 9.16). Ìîäèôè-
öèðîâàííîå êàíòîðîâî ìíîæåñòâî C � ýòî ïåðåñå÷åíèå C =

⋂
n∈NWn.

Ëåììà 9.2.4. 1) Äëÿ ëþáîãî ω+
n âèäà (9.9) ìíîæåñòâî òî÷åê ñ áóäóùåé ñóäüáîé

ω+
n èìååò âèä

D(ω+
n ) = [0, 1]× σ(ω+

n ). (9.11)

Êðîìå òîãî, ìíîæåñòâî Yn = fn+1(D(ω+
n )) � âåðòèêàëüíûé ïðÿìîóãîëüíèê âûñî-

òû 1.
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Ðèñ. 9.16: Ïîñòðîåíèå ìîäèôèöèðîâàííîãî êàíòîðîâà ìíîæåñòâà C

Ðèñ. 9.17: Òî÷êè ñ ïðåäïèñàííûì áóäóùèì

2) Ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëåíà èòåðàöèÿ fn, èìååò âèä:

Dn = [0, 1]×Wn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå 2) åñòü î÷åâèäíîå ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèÿ 1). Óòâåð-
æäåíèå 1) äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî n. Áàçà èíäóêöèè, ñëó÷àé n = 1, óæå áûë
ðàññìîòðåí. Ïåðåéäåì ê øàãó èíäóêöèè (ñì. ðèñ. 9.17).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (9.11) âåðíî äëÿ ñëîâà ω+
n−1. Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ

ñëîâà ω+
n−11 (äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëîâà ω+

n 0 àíàëîãè÷íî). Ïî îïðåäåëåíèþ

Xn := D(ω+
n−11) = {x ∈ D(ω+

n−1) | f
n(x) ∈ D1}. (9.12)

Ïîä äåéñòâèåì ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ fn ïðÿìîóãîëüíèê Xn−1 = D(ω+
n−1) ïåðå-

õîäèò â ïðÿìîóãîëüíèê Yn−1, êîòîðûé èìååò âûñîòó 1 â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ èí-
äóêöèè. Ïåðåñå÷åíèå Zn = Yn−1 ∩ D1 �� ýòî îáðàç ïîä äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ f
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ìíîæåñòâà Xn, êîòîðîå ìû èùåì. Ýòî ïåðåñå÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ÷åòâåðòûì ñíèçó ïðÿ-
ìîóãîëüíèêîì, ïîëó÷åííûì ïðè ðàçáèåíèè Yn−1 ãîðèçîíòàëüíûìè ëèíèÿìè íà ïÿòü
ðàâíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Â ñèëó ëèíåéíîñòè fn, èñêîìîå ìíîæåñòâî Xn = f−n(Zn)
ÿâëÿåòñÿ ÷åòâåðòûì ñíèçó ïðÿìîóãîëüíèêîì ðàçáèåíèÿ Xn−1 íà ïÿòü ðàâíûõ ïðÿ-
ìîóãîëüíèêîâ. Òåïåðü ôîðìóëà (9.11) ñëåäóåò èç ïîñòðîåíèÿ îòðåçêîâ σ(ω+

n )
Â ñèëó ñêàçàííîãî, ïðÿìîóãîëüíèê fn(D(ω+

n−11)) ñîâïàäàåò ñ Zn = Yn−1 ∩D1. Åãî
ãîðèçîíòàëüíûå ñòîðîíû ïðèíàäëåæàò ãîðèçîíòàëüíûì ñòîðîíàì D1. Çíà÷èò, Yn =
fn+1(D(ω+

n−11)) = f(Zn) � âåðòèêàëüíûé ïðÿìîóãîëüíèê âûñîòû 1. Ýòî äîêàçûâàåò
óòâåðæäåíèå 1) è ëåììó 9.2.4.

Òåïåðü ìû ìîæåì íàéòè ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ñ ïðåäïèñàííûì áåñêîíå÷íûì áó-
äóùèì

ω+ = ω0 . . . ωn . . . .

Ïóñòü ω+
n � n-çíà÷íîå óêîðî÷åíèå ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Íàïîìíèì, ÷òî âûøå

ìû ïîñòðîèëè ìîäèôèöèðîâàííîå êàíòîðîâî ìíîæåñòâî

C =
⋂
Wn.

Ïóñòü x(ω+) � òî÷êà ýòîãî ìíîæåñòâà:

x(ω+) =
⋂
n⩾0

σ(ω+
n ). (9.13)

Èç ëåììû 3.1 íåìåäëåííî ñëåäóåò

Ñëåäñòâèå 9.2.5. Ìíîæåñòâî D(ω+) òî÷åê ñ ïðåäïèñàííûì áóäóùèì ω+ äàåòñÿ
ôîðìóëîé

D(ω+) = [0, 1]× x(ω+) (9.14)

è ÿâëÿåòñÿ ãîðèçîíòàëüíûì îòðåçêîì.

9.2.5 Òî÷êè ñ ïðåäïèñàííûì ïðîøëûì. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 9.2.3

Ïðîøëîå òî÷êè ïðè îòîáðàæåíèè f ñîâïàäàåò ñ åå áóäóùèì ïðè îáðàòíîì îòîáðàæå-
íèè ñ íåáîëüøèìè èçìåíåíèÿìè â íóìåðàöèè, îïèñàííûìè íèæå. Îòîáðàæåíèå f−1

èìååò òå æå ñâîéñòâà, ÷òî è f , òîëüêî âåðòèêàëüíûå è ãîðèçîíòàëüíûå êîîðäèíàòû
ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè. Òî÷íåå, îïðåäåëèì îáðàùåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, çàíóìåðîâàí-
íîé îòðèöàòåëüíûìè ÷èñëàìè

ω− = ω−1 . . . ω−n . . . ,

êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, çàíóìåðîâàííóþ íåîòðèöàòåëüíûìè ÷èñëàìè

α+ = α0 . . . αn−1 . . . , αn = ω−n−1.

Îáîçíà÷èì
α+ = rev(ω−).

Cëåäóþùàÿ ëåììà ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì àíàëîãîì ñëåäñòâèÿ 9.2.5.
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9.2.6. Âû÷èñëåíèå êîîðäèíàò òî÷êè ïî å¼ ñóäüáå

Ëåììà 9.2.6. Ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê D(ω−) ñ ïðåäïèñàííûì ïðîøëûì ω− èìååò
âèä

D(ω−) = x(α+)× [0, 1] (9.15)

(ãäå α+ � îáðàùåíèå ω−), è ÿâëÿåòñÿ âåðòèêàëüíûì îòðåçêîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîøëîå òî÷êè x ïîä äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ f−1 åñòü α+ =
α0α1 . . . αn . . . åñëè è òîëüêî åñëè f−nx ∈ D′

αn
. Ïîñëåäíåå ýêâèâàëåíòíî f−(n+1)x ∈

Dαn . Çíà÷èò, åñëè ïðîøëîå òî÷êè x ïîä äåéñòâèåì f åñòü ω−, òî áóäóùåå òî÷êè x
ïîä äåéñòâèåì f−1 åñòü α+ = revω−.
Ëåììà 9.2.6 òåïåðü ñëåäóåò èç ëåììû 9.2.4, ïðè ýòîì âåðòèêàëüíîå è ãîðèçîíòàëü-

íîå íàïðàâëåíèÿ ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè.

Òåîðåìà âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 9.2.5 âìåñòå ñ ëåììîé 9.2.6. Äåéñòâèòåëüíî, èñêî-
ìàÿ òî÷êà ω ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàçäåëèì ω íà áóäóùóþ è
ïðîøëóþ ÷àñòè

ω = ω−ω+.

Òîãäà òî÷êà x(ω) ñ ñóäüáîé ω åñòü ïåðåñå÷åíèå

x(ω) = D(ω+) ∩D(ω−). (9.16)

Ýòî åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âåðòèêàëüíîãî è ãîðèçîíòàëüíîãî îòðåçêîâ.
Òåîðåìà 9.2.3 äîêàçàíà.

9.2.6 Âû÷èñëåíèå êîîðäèíàò òî÷êè ïî å¼ ñóäüáå

Ôîðìóëà (9.16), ðàñøèôðîâàííàÿ ïðè ïîìîùè (9.13), (9.14), (9.15), ïîçâîëÿåò âûðà-
çèòü êîîðäèíàòû x, y òî÷êè x(ω) â òåðìèíàõ ω. Äåéñòâèòåëüíî, êàíòîðîâî ìíîæå-
ñòâî C â ïðåäûäóùåé êîíñòðóêöèè åñòü ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê åäèíè÷íîãî îòðåçêà,
â ïÿòåðè÷íîì ðàçëîæåíèè êîòîðûõ âñòðå÷àþòñÿ òîëüêî öèôðû 1 è 3. Áîëåå òîãî,

x = x(ω+) =
∞∑
0

γj
5j+1

, y = x(α+) =
−∞∑
−1

γj
5−j

, (9.17)

ãäå γj = 1, åñëè ωj = 0, è γj = 3, åñëè ωj = 1; α+ = rev(ω−).

9.2.7 Ñäâèã Áåðíóëëè

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Σ2 âñåõ äâóñòîðîííèõ áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íó-
ëåé è åäèíèö

ω = . . . ω−n . . . ω−1ω0ω1 . . . ωn . . .

è ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ñäâèãà

ω 7→ σω, σω = . . . ω′
−n . . . ω

′
−1ω

′
0ω

′
1 . . . ω

′
n . . . , ω′

j = ωj+1.

Îíî íàçûâàåòñÿ ñäâèãîì Áåðíóëëè.
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9 Îêíî â òåîðèþ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì

Ìåòðèêà íà ïðîñòðàíñòâå Σ2 çàäàåòñÿ íîðìîé:

∥ω∥ =
∞∑
−∞

ωn

2|n|
. (9.18)

Çàìå÷àíèå 9.2.7. Ñäâèã Áåðíóëëè îïðåäåëåí òàêæå è â ïðîñòðàíñòâå ΣN âñåõ
äâóñòîðîííèõ áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñîñòîÿùèõ èç ýëåìåíòîâ {0, 1, . . . , N−
1}.

Åñëè òî÷êà x èìååò ñóäüáó ω, òî òî÷êà f(x) èìååò ñóäüáó σ(ω). Ñîîòâåòñòâèå
(òî÷êà 7→ ñóäüáà):

Φ: x 7→ ω(x)

ñîïðÿãàåò îòîáðàæåíèå f , îãðàíè÷åííîå íà C × C, ñî ñäâèãîì σ, òî åñòü äèàãðàììà

C × C
f−−−−→ C × C

Φ

y yΦ

Σ2 −−−−→
σ

Σ2

êîììóòàòèâíà. Áîëåå òîãî, îòîáðàæåíèå Φ ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì ìåòðè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ. Íàïîìíèì, ÷òî ìåòðèêà íà Σ2 çàäàíà ôîðìóëîé (9.18), à ìåòðèêà íà
C × C èíäóöèðóåòñÿ èç îáúåìëþùåé ïëîñêîñòè. Ãîìåîìîðôíîñòü îòîáðàæåíèÿ Φ
ñëåäóåò èç ôîðìóë (9.17), (9.18) è ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê îäíà èç ìîòèâèðîâîê
îïðåäåëåíèÿ ìåòðèêè íà Σ2.

Óïðàæíåíèå 166. Äàéòå ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî ãîìåîìîðôíîñòè Φ.

Ñîïðÿæåíèå ñî ñäâèãîì Áåðíóëëè åñòü ìîùíîå ñðåäñòâî äëÿ îïèñàíèÿ îòîáðàæå-
íèé ïðè ïîìîùè ñèìâîëè÷åñêîé äèíàìèêè. Íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ áóäóò äàíû â
ñëåäóþùåì ïóíêòå.

9.2.8 Ñëåäñòâèÿ

Ñëåäñòâèå 9.2.8. Îòîáðàæåíèå f èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ � ýòî òî÷êà, êîòîðàÿ âîçâðà-
ùàåòñÿ â èñõîäíîå ìåñòî ïîñëå êîíå÷íîãî ÷èñëà èòåðàöèé. Òàêîé òî÷êå ñîîòâåòñòâóåò
ïåðèîäè÷åñêàÿ ñóäüáà. Ïðåäûäóùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî îáðàòíîå òîæå âåðíî:
òî÷êà ñ ïåðèîäè÷åñêîé ñóäüáîé ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî ñóäüáà òî÷êè x ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîäîì N . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êè x è fNx
èìåþò îäèíàêîâóþ ñóäüáó. Èç óòâåðæäåíèÿ åäèíñòâåííîñòè òåîðåìû 9.2.3 ñëåäóåò,
÷òî ýòè òî÷êè ñîâïàäàþò.

Òàê êàê ïåðèîäè÷åñêèõ ñóäåá áåñêîíå÷íî ìíîãî, ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò îòîáðàæå-
íèÿ f òîæå áåñêîíå÷íî ìíîãî.
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9.2.9. Äèíàìèêà è ôèëîñîôèÿ: äåòåðìèíèçì è õàîñ

Íàïîìíèì, ÷òî îòîáðàæåíèå f èìååò äâå íåïîäâèæíûõ òî÷êè: a0 = (14 ,
1
4) ∈ D0 è

a1 = (34 ,
3
4) ∈ D1. Èõ ñóäüáû � (. . . 00000 . . . ) è (. . . 1111 . . . ) ñîîòâåòñòâåííî. Òðàåê-

òîðèÿ íàçûâàåòñÿ ãîìîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèåé íåïîäâèæíîé òî÷êè, åñëè îíà ñòðå-
ìèòñÿ ê ýòîé òî÷êå ïðè n→ +∞ è ïðè n→ −∞.

Ñëåäñòâèå 9.2.9. Äëÿ êàæäîé èç äâóõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ f íàé-
äåòñÿ áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî òðàåêòîðèé, ãîìîêëèíè÷åñêèõ ê ýòîé òî÷êå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ðàññìîòðèì òîëüêî ãîìîêëèíè÷åñêèå òðàåêòîðèè òî÷êè a0;
äëÿ âòîðîé íåïîäâèæíîé òî÷êè äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî.
Èç îïðåäåëåíèÿ ãîìîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèè ñëåäóåò, ÷òî åñëè òðàåêòîðèÿ òî÷êè

x ãîìîêëèíè÷åñêàÿ ê íåïîäâèæíîé òî÷êå a0 ∈ D0, òî å¼ ñóäüáà ñîñòîèò èç íóëåé, çà
èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ. Äîêàæåì, ÷òî îáðàòíîå òîæå âåðíî: ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîñòîÿùàÿ èç íóëåé (çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ),
ÿâëÿåòñÿ ñóäüáîé òî÷êè, ãîìîêëèíè÷åñêîé ê íåïîäâèæíîé òî÷êå a0.
Äåéñòâèòåëüíî, ïîëîæèòåëüíûå ñäâèãè σnω òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñòðåìÿò-

ñÿ ê íóëåâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â Ω ïðè n → +∞ â ñìûñëå ìåòðèêè (9.18). Òî
æå âåðíî è äëÿ îòðèöàòåëüíûõ ñäâèãîâ, n → −∞. Íóëåâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �
ñóäüáà íåïîäâèæíîé òî÷êè a0. Ñîîòâåòñòâèå (ω : òî÷êà → ñóäüáà) ÿâëÿåòñÿ íåïðå-
ðûâíûì, ïîýòîìó èç ñõîäèìîñòåé σnω → (. . . 0000 . . . ), n → ±∞, ñëåäóþò ñõîäèìî-
ñòè fn(x) → a0, n → ±∞. Èòàê, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì íåíóëåâûõ
ýëåìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ ñóäüáîé òî÷êè, èìåþùåé ãîìîêëèíè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ. Óòâåð-
æäåíèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé áåñêîíå÷íî ìíîãî.

Ãåòåðîêëèíè÷åñêàÿ îðáèòà � ýòî îðáèòà, ñòðåìÿùàÿñÿ ê îäíîé íåïîäâèæíîé òî÷-
êå ïðè n→ +∞ è ê äðóãîé � ïðè n→ −∞.
Ñëåäñòâèÿ íèæå äîêàçûâàþòñÿ òàê æå, êàê ïðåäûäóùèå.

Ñëåäñòâèå 9.2.10. Îòîáðàæåíèå f èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ
îðáèò.

Ñëåäñòâèå 9.2.11. Äëÿ ëþáûõ òî÷åê x, y ∈ C × C ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà,
÷òî åå îðáèòà ïðèáëèæàåò îðáèòó òî÷êè x ïðè n → +∞ è îðáèòó òî÷êè y ïðè
n→ −∞.

Ñëåäñòâèå 9.2.12. Äëÿ ëþáîãî N îòîáðàæåíèå f èìååò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî
ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò ïåðèîäà N .

Îòêðûòèå ïîäêîâû Ñìåéëà áûëî ñåíñàöèåé íå òîëüêî â äèíàìèêå. ×òîáû ïîíÿòü
ýòî, ìû äîëæíû âåðíóòüñÿ íà äâà âåêà â ïðîøëîå.

9.2.9 Äèíàìèêà è ôèëîñîôèÿ: äåòåðìèíèçì è õàîñ

Ïîâòîðèì çäåñü ñëîâà Ïüåðà Ñèìîíà Ëàïëàñà, ïðèâåäåííûå âî ââåäåíèè:

¾Óì, êîòîðîìó áûëè áû èçâåñòíû äëÿ êàêîãî-ëèáî äàííîãî ìîìåíòà âñå
ñèëû, îäóøåâëÿþùèå ïðèðîäó, è îòíîñèòåëüíîå ðàñïîëîæåíèå åå ñîñòàâ-
íûõ ÷àñòåé, åñëè áû âäîáàâîê îí îêàçàëñÿ äîñòàòî÷íî îáøèðíûì, ÷òîáû
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ïîä÷èíèòü ýòè äàííûå àíàëèçó, îáíÿë áû â îäíîé ôîðìóëå äâèæåíèå âå-
ëè÷àéøèõ òåë Âñåëåííîé íàðàâíå ñ äâèæåíèÿìè ìåëü÷àéøèõ àòîìîâ: íå
îñòàëîñü áû íè÷åãî, ÷òî áûëî áû äëÿ íåãî íåäîñòîâåðíî, íî è áóäóùåå,
òàêæå êàê è ïðîøåäøåå, ïðåäñòàëî áû ïåðåä åãî âçîðîì¿.

Áîëüøîå ôèëîñîôñêîå îòêðûòèå ñòîèò çà ýòèìè ñëîâàìè � ïîíèìàíèå òîãî, ÷òî
âñå ýâîëþöèîííûå ïðîöåññû âî Âñåëåííîé ìîãóò áûòü îïèñàíû îáûêíîâåííûìè äèô-
ôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè, åñòåñòâåííî, â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå î÷åíü áîëüøîé
ðàçìåðíîñòè.

Ýòà êîíöåïöèÿ áàçèðóåòñÿ íà ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêòå, êîòîðûé â òî âðåìÿ îñòàâàë-
ñÿ çà ãîðèçîíòîì íàóêè. Èìååòñÿ â âèäó òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè
äëÿ ðåøåíèé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ áûëà äîêàçàíà
ïîçæå Îãþñòåíîì Ëóè Êîøè.

Äîëãîå âðåìÿ ñ÷èòàëîñü, ÷òî ôèëîñîôèÿ, îñíîâàííàÿ íà ýòîé òåîðåìå (êîòîðàÿ
ñåé÷àñ âõîäèò â ëþáîé êóðñ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé), àäåêâàòíî îïèñûâàåò
ðåàëüíîñòü. Ïîäêîâà Ñìåéëà ìîòèâèðóåò ñîâåðøåííî èíóþ òî÷êó çðåíèÿ. Ïóñòü ìû
ðàññìàòðèâàåì ïðîöåññ, ìîäåëèðóåìûé îòîáðàæåíèåì f , îïèñàííûì âûøå, è èçó÷à-
åì îðáèòû ýòîãî îòîáðàæåíèÿ. Ìû èíòåðåñóåìñÿ, êàê è ðàíüøå, íå ñàìèìè îðáèòàìè,
à ëèøü ñóäüáîé òî÷åê. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû äâàæäû ðàññìàòðèâàåì îðáèòó îäíîé
è òîé æå òî÷êè, íà÷èíàÿ ñ âû÷èñëåíèÿ êîîðäèíàò ýòîé òî÷êè. Ïðîáëåìà ñîñòîèò
â òîì, ÷òî âû÷èñëåíèÿ êîîðäèíàò ìîãóò áûòü ïðîèçâåäåíû ëèøü ïðèáëèçèòåëüíî.
Åñëè ìû èìååì äåëî ñ äàííûìè ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðèðîäû, òî ðåçóëüòàò äâóõ âû-
÷èñëåíèé áóäåò íåìíîãî ðàçíûì. ×åì ìåíüøå ðàçíèöà, òåì äîëüøå ñóäüáû áóäóò
ñîâïàäàòü. Îäíàêî ÷åðåç áîëüøîå âðåìÿ îíè îáÿçàòåëüíî ðàçîéäóòñÿ.

Ðàññìîòðèì ïîëíóþ ñóäüáó íåêîòîðîé òî÷êè x è ïðåäïîëîæèì, ÷òî îäíîâðåìåí-
íî áðîñàåòñÿ ìîíåòêà. Ðåçóëüòàò n-ãî áðîñàíèÿ åñòü n-é ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:
åäèíèöà � â ñëó÷àå îðëà è íîëü � â ñëó÷àå ðåøêè. Çàòåì äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
îáúåäèíÿþòñÿ: äî íåêîòîðîãî íîìåðà, ñêàæåì, äî 1000, áåðóòñÿ ÷ëåíû ïåðâîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè, à ïîòîì � ÷ëåíû âòîðîé. Â ñèëó òåîðåìû ðåàëèçàöèè èç ïóíêòà 9.2.3
íàéäåòñÿ òî÷êà, ñóäüáà êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ïîëó÷èâøåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.
Ýòà òî÷êè î÷åíü áëèçêà ê x � ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè ïîðÿäêà 5−1000, è ïîýòîìó
íåâîçìîæíî óâèäåòü, ÷òî ýòî ðàçëè÷íûå òî÷êè. Òåì íå ìåíåå, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî
ìîìåíòà, èõ ñóäüáû ðàçîéäóòñÿ è èõ ðàçëè÷èå áóäåò õàîòè÷åñêèì.

Ýòî ÿâëåíèå âîçíèêàåò â ðàçëè÷íûõ ïðîöåññàõ, ìîäåëèðóåìûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûìè óðàâíåíèÿìè. Îíî îáû÷íî íàçûâàåòñÿ íåâîñïðîèçâîäèìîñòüþ ýêñïåðèìåíòà.
Ìîæíî ïîâòîðÿòü ýêñïåðèìåíò â óñëîâèÿõ, êîòîðûå êàæóòñÿ ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþ-
ùèìè, è ïîëó÷àòü êàæäûé ðàç ðàçíûå ðåçóëüòàòû. Ýòî ñâÿçàíî ñ ýôôåêòîì ýêñïî-
íåíöèàëüíîãî ðàçáåãàíèÿ òðàåêòîðèé, êîòîðîå îïèñàíî çäåñü äëÿ ïîäêîâû Ñìåéëà.

Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ èçó÷åíèå õàîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ äåòåðìèíèðîâàííûõ
ñèñòåì ñòàëî ïðåäìåòîì æèâîãî èíòåðåñà. Ìíîãèå ñèñòåìû, îïèñûâàåìûå îáûêíî-
âåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè äàæå â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ìàëîãî
÷èñëà èçìåðåíèé, ÿâëÿþòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûìè ëèøü òåîðåòè÷åñêè. Ýòî îáúÿñíÿ-
åòñÿ íåâîñïðîèçâîäèìîñòü ýêñïåðèìåíòà, ñâÿçàííîé ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì ðàçáåãàíè-
åì òðàåêòîðèé.
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9.2.10. Ïîäêîâà

Ðèñ. 9.18: Ïîäêîâà

Òåïåðü ìû âåðíåìñÿ ê íàøåìó ïðèìåðó. Ìû ñîáèðàåìñÿ îáúÿñíèòü, ïî÷åìó îòîá-
ðàæåíèå, îïðåäåëåííîå â ïóíêòå 9.2.3, èçâåñòíî êàê ïîäêîâà Ñìåéëà.

9.2.10 Ïîäêîâà

Èçíà÷àëüíî ïîäêîâà Ñìåéëà ñòðîèëàñü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëèííûé ãîðèçîíòàëü-
íûé ïðÿìîóãîëüíèê ñèëüíî ñæàò â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè è ñèëüíî ðàñòÿíóò
â âåðòèêàëüíîì. Çàòåì îí ñîãíóò â ïîäêîâó è ïîñëå ýòîãî íàëîæåí íà ñâîé ïðîîáðàç
(ñì. ðèñ. 9.18). Êîìïîçèöèÿ ýòèõ îòîáðàæåíèé è åñòü ïîäêîâà. Íà ïåðâûé âçãëÿä îíà
ñîâñåì íå ïîõîæà íà îòîáðàæåíèå, îïðåäåëåííîå â ïóíêòå 9.2.3. Íî íà ñàìîì äåëå
ïîñëå íåñëîæíîãî àíàëèçà ëåãêî óâèäåòü ïîõîæèå äåòàëè (ñì. ðèñ. 9.18).

Ðàññìîòðèì ïåðåñå÷åíèå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ïîäêîâû ñ åå îáðàçîì. Îíî ñîñòî-
èò èç äâóõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, çàøòðèõîâàííûõ íà ðèñóíêå 9.18. Îáîçíà÷èì ëåâûé
ïðÿìîóãîëüíèê ÷åðåç D′

0, à ïðàâûé � ÷åðåç D′
1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáðàòíîå îòîá-

ðàæåíèå, îãðàíè÷åííîå íà îáúåäèíåíèå ýòèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ëèíåéíî; ýòî ïðåä-
ïîëîæåíèå áûëî ÷àñòüþ îðèãèíàëüíîé êîíñòðóêöèè Ñìåéëà. Òîãäà ïðîîáðàçû D′

0

è D′
1 � ýòî äëèííûå ãîðèçîíòàëüíûå ïðÿìîóãîëüíèêè. Îáîçíà÷èì èõ D0 è D1 ñî-

îòâåòñòâåííî. Îòîáðàæåíèå ïîäêîâû ïåðåâîäèò ãîðèçîíòàëüíûå ïðÿìîóãîëüíèêè â
âåðòèêàëüíûå òàê æå, êàê îòîáðàæåíèå f , èçó÷åííîå ðàíüøå. Ýòî ãèïåðáîëè÷åñêèé
ïîâîðîò íà ìåíüøåì íèæíåì ïðÿìîóãîëüíèêå è êîìïîçèöèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïî-
âîðîòà è öåíòðàëüíîé ñèììåòðèè � íà âåðõíåì. Îíî èìååò òàêèå æå ñâîéñòâà, êàê
è f .

Ïðèìåðû ýòîãî ïàðàãðàôà êóñî÷íî-ëèíåéíû è ïîòîìó ñèëüíî âûðîæäåíû. Êàêîâû
ñâîéñòâà èõ íåëèíåéíûõ âîçìóùåíèé? Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñ òî÷êè çðåíèÿ ñèìâîëè÷å-
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9 Îêíî â òåîðèþ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì

ñêîé äèíàìèêè âñå ñâîéñòâà ñîõðàíÿþòñÿ. Äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçóþò ãèïåðáîëè÷å-
ñêóþ òåîðèþ.
Ñîçäàíèå ýòîé òåîðèè (Ñìåéë, Àíîñîâ5, Ñèíàé6 è äðóãèå) ïðîèçâåëî �ãèïåðáîëè-

÷åñêóþ ðåâîëþöèþ� â òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Èçëîæåíèå ýòîé òåîðèè âûõîäèò
çà ðàìêè íàøåãî ó÷åáíèêà.

1. Îïèøèòå ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê åäèíè÷íîãî êâàäðàòà, äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëåíû
âñå îòðèöàòåëüíûå èòåðàöèè îòîáðàæåíèÿ f . Äàéòå ñõåìàòè÷åñêèé ðèñóíîê
ýòîãî ìíîæåñòâà.

2. Äîêàæèòå ñëåäñòâèÿ 9.2.10 � 9.2.12.

3. Äëÿ îòîáðàæåíèÿ f íàéäèòå òî÷êó p ∈ D0 òàêóþ, ÷òî f
kp ∈ D0 ïðè âñåõ k > 0,

è fkp ∈ D1 ïðè âñåõ k < 0.

4. Äëÿ îòîáðàæåíèÿ f íàéäèòå ñóäüáó òî÷êè (14 ,
3
4) ïîä äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ

f .

5. Òî÷êà íàçûâàåòñÿ ïðåäïåðèîäè÷åñêîé äëÿ íåêîòîðîãî îòîáðàæåíèÿ, åñëè îäèí
èç å¼ îáðàçîâ � ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà. Äîêàæèòå, ÷òî ðàöèîíàëüíûå òî÷êè è
òîëüêî îíè � ïðåäïåðèîäè÷åñêèå â ïðÿìîì è îáðàòíîì âðåìåíè äëÿ îòîáðà-
æåíèÿ ïîäêîâû.

6. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ïîäêîâû f . Ïóñòü òî÷êà p îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîé-
ñòâîì: fkp ∈ {x = 1

4} ïðè k ⩾ 0; fkp ∈ {y = 1
4} ïðè k ⩽ −1. Ñóùåñòâóþò ëè

òàêèå òî÷êè p, è åñëè äà, òî ñêîëüêî?

7. (*) Ïîñòðîéòå òî÷êó x, îðáèòà êîòîðîé ïëîòíà â ïîäêîâå: äëÿ ëþáîé îêðåñò-
íîñòè ëþáîé òî÷êè y, äëÿ êîòîðîé îïðåäåëåíû ïðÿìûå è îáðàòíûå èíòåðà-
öèè îòîáðàæåíèÿ f , íåêîòîðûé îáðàç òî÷êè x ïîä äåéñòâèåì f ïîïàäàåò â ýòó
îêðåñòíîñòü.

Óêàçàíèå: äîêàæèòå, ÷òî åñëè â ñóäüáàõ äâóõ òî÷åê åñòü îäèíàêîâàÿ äëèííàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé è åäèíèö, òî îáðàçû ýòèõ òî÷åê ïîä äåéñòâèåì fk

î÷åíü áëèçêè äëÿ íåêîòîðîãî k.

8. (à) Ïîñòðîéòå àíàëîã îòîáðàæåíèÿ ïîäêîâû, äëÿ êîòîðîãî òî÷êè, èìåþùèå
ïîëíóþ îðáèòó, êîäèðóþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè èç òðåõ ñèìâîëîâ.

(á) Äëÿ ïîñòðîåííîãî îòîáðàæåíèÿ âû÷èñëèòå êîîðäèíàòû òî÷êè ïî åå ñóäüáå.

5Äìèòðèé Âèêòîðîâè÷ Àíîñîâ (1936 � 2014) � ìàòåìàòèê, îäèí èç àâòîðîâ ¾ãèïåðáîëè÷åñêîé
ðåâîëþöèè¿ â òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

6ßêîâ Ãðèãîðüåâè÷ Ñèíàé (ðîä. 1935) � ìàòåìàòèê, èçâåñòåí ñâîèìè ðàáîòàìè íà ñòûêå ñòàòè-
ñòè÷åñêîé ôèçèêè, òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.
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