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Àêêóðàòíî çàïèñàííóþ è îôîðìëåííóþ â âèäå åäèíîãî pdf-ôàéëà ðàáîòó íàäî ïîñëàòü íà àäðåñ çàêðåï-

ëåííîãî çà Âàìè ó÷åáíîãî àññèñòåíòà. Ðàñïðåäåëåíèå ñòóäåíòîâ ïî ó÷åáíûì àññèñòåíòàì ñì. ââåðõó

íà ñòðàíèöå êóðñà.

Çàäà÷à 1.1. Óñêîðåíèå ëîäêè ñ âûêëþ÷åííûì ìîòîðîì îòðèöàòåëüíî è ïðîïîðöèîíàëüíî å¼
ñêîðîñòè.

(à) Êàêîå âðåìÿ ïîòðåáóåòñÿ äî çàìåäëåíèÿ ñêîðîñòè ñ íà÷àëüíîé v = 1 ì/ñ äî íóëåâîé? Êàêîå
ïðè ýòîì áóäåò ïðîéäåíî ðàññòîÿíèå?

(á) Ïóñòü çàìåäëåíèå ñî ñêîðîñòè 6,4 ì/ñ äî 3,2 ì/ñ çàíÿëî 20 c. Êàêîå âðåìÿ ïîòðåáóåòñÿ äëÿ
çàìåäëåíèÿ ñ 3,2 ì/ñ äî 0,1 ì/ñ? Êàêîå ðàññòîÿíèå áóäåò ïðè ýòîì ïðîéäåíî?

Çàäà÷à 1.2. Ïðè ðàñïàäå ðàäèîàêòèâíîãî âåùåñòâà ñêîðîñòü ðàñïàäà ïðîïîðöèîíàëüíà ìàññå
èìåþùåãîñÿ âåùåñòâà, ïîýòîìó èçìåíåíèå ñî âðåìåíåì ìàññû x(t) ðàäèîàêòèâíîãî ìàòåðèàëà
çàäàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì

ẋ = −c · x . (1)

Êîíñòàíòà c íàçûâàåòñÿ ïîñòîÿííîé ðàñïàäà, îíà çàâèñèò òîëüêî îò âèäà ðàäèîàêòèâíîãî âåùå-
ñòâà.

Èçâåñòíî, ÷òî â òå÷åíèå ãîäà èç êàæäîãî ãðàììà ðàäèÿ-226 ðàñïàäàåòñÿ 0,44 ìã. Íàéäèòå
ïîñòîÿííóþ ðàñïàäà ðàäèÿ-226 äâóìÿ ñïîñîáàìè:
(a) òî÷íî, ïîäáèðàÿ êîíñòàíòó c, äëÿ êîòîðîé èìååòñÿ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), òàêîå ÷òî x(0) = 1,
x(1) = 1− 0,00044;
(á) ïðèáëèæ¼ííî, ñ÷èòàÿ 1 ãîä ¾äîñòàòî÷íî ìàëûì âðåìåíåì¿ è ïîëàãàÿ, ÷òî ðàñïàä â òå÷åíèå
ãîäà ïðîèñõîäèò ïðèìåðíî ïî ëèíåéíîìó çàêîíó ∆x = −ĉx∆t.
(â) Îöåíèòå, íå ïîëüçóÿñü âû÷èñëèòåëüíûìè óñòðîéñòâàìè, âåëè÷èíó (c− ĉ)/c.

Çàäà÷à 1.3. Ðàññìîòðèì íàïîëíåííûé íåñæèìàåìîé æèäêîñòüþ ñîñóä, â äíå êîòîðîãî ïðîäåëàíî
îòâåðñòèå ìàëîé ïëîùàäè σ. Ñêîðîñòü èñòå÷åíèÿ æèäêîñòè èç îòâåðñòèÿ ïðèáëèæ¼ííî çàäà¼òñÿ
çàêîíîì Òîððè÷åëëè: v =

√
2gh, ãäå g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, h � âûñîòà óðîâíÿ

æèäêîñòè â ñîñóäå. Ñèìâîëîì S(h) îáîçíà÷èì ïëîùàäü ñå÷åíèÿ ñîñóäà íà óðîâíå h. Âû÷èñëÿÿ
äâóìÿ ñïîñîáàìè óìåíüøåíèå îáú¼ìà æèäêîñòè â ñîñóäå, ïîëó÷èì

S(h)∆h = −
√

2gh · σ ·∆t

Çäåñü ñëåâà îöåíêà ÷åðåç ïîíèæåíèå óðîâíÿ æèäêîñòè, ñïðàâà � ÷åðåç îáú¼ì æèäêîñòè, âûòåêà-
þùåé èç îòâåðñòèÿ.

Ïóñòü ñòåíêà ñîñóäà ïîëó÷åíà âðàùåíèåì êðèâîé y = xα (α > 0) âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè
Oy. Âíà÷àëå ñîñóä çàïîëíåí æèäêîñòüþ äî âûñîòû H, â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 â äíå ñîñóäà
îòêðûâàåòñÿ îòâåðñòèå ïëîùàäè σ.
(à) Íàïèøèòå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, îïðåäåëÿþùåå çàâèñèìîñòü óðîâíÿ æèäêîñòè h(t)
îò âðåìåíè. Ðåøèòå åãî è íàéäèòå âðåìÿ T ïîëíîãî âûòåêàíèÿ æèäêîñòè èç ñîñóäà.
(á) Îïèøèòå, êàê â çàâèñèìîñòè îò α ìåíÿåòñÿ ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ h(t) ïðè t→ T .

Çàäà÷à 1.4. Ýâîëþöèÿ ïîïóëÿöèè ðûá ñ êâîòîé âûëîâà, ëèíåéíî çàâèñÿùåé îò åå ÷èñëåííîñòè,
çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

ẋ = x− x2 − bx.

Çäåñü ôóíêöèÿ x(t) ≥ 0 îïèñûâàåò ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè, à ïåðâîå, âòîðîå è òðåòüå ñëàãàåìûå
â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ó÷èòûâàþò, ñîîòâåòñòâåííî, ðàçìíîæåíèå, êîíêóðåíöèþ çà ðåñóðñû è
êâîòó âûëîâà. Äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòà b > 0
(a) ïîñòðîéòå ÿâíî âñå (êàê íåîòðèöàòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå) ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ,
(á) íàðèñóéòå ôàçîâûå ïîðòðåòû è ýñêèçû èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ.
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Çàäà÷à 1.5. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî óðàâíåíèé

ẋ = x2 + ε.

(à) Îïèøèòå êà÷åñòâåííî, êàê óñòðîåí åãî ôàçîâûé ïîðòðåò è ñåìåéñòâî èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ â
çàâèñèìîñòè îò ε.

(á) Ïóñòü ε > 0. Ðàññìîòðèì ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = −1, è ïóñòü x(T ) = 1.
Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ε → +0 T = T (ε) èìååò ñòåïåííóþ àñèìïòîòèêó, òî åñòü äëÿ íåêîòîðûõ
êîíñòàíò c, α ∈ R (êàêèõ?) âåðíî, ÷òî T (ε) ∼ c εα.

Çàäà÷à 1.6. Îïèøèòå êà÷åñòâåííî ïîâåäåíèå âñåõ ðåøåíèé ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ, óäîâëåòâî-
ðÿùèõ íà÷àëüíîìó óñëîâèþ x(0) = 0.

(à) ẋ =
√
| sinx|, (á) ẋ =

√
| sinx| sgn(sin(x/2)).
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