
Ïðèêëàäíûå ìåòîäû àíàëèçà � 2022

1 Èíòåãðàëû òèïà Êîøè è èõ ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ.

Ôîðìóëû Ñîõîöêîãî-Ïëåìåëÿ

2 Îáîáùåííûå ôóíêöèè

Äåëüòà-ôóíêöèÿ. Ïîíÿòèå äåëüòà-ôóíêöèè âîçíèêëî èç æåëàíèÿ ôèçèêîâ èìåòü
ôóíêöèþ (íàçîâåì åå δ(x)), êîòîðàÿ îáëàäàëà áû ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:∫ ∞

−∞
f(x)δ(x− a)dx = f(a)

äëÿ ëþáîãî a è ëþáîé äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ôóíêöèè f , ñïàäàþùåé íà îáåèõ áåñêî-
íå÷íîñòÿõ. Â îáû÷íîì ïîíèìàíèè òàêîé ôóíêöèè íå ñóùåñòâóåò. Â ñàìîì äåëå, åñëè
áû òàêàÿ δ(x) ñóùåñòâîâàëà, îíà îáÿçàíà áûëà áû ðàâíÿòüñÿ íóëþ âåçäå êðîìå òî÷êè
0, íî òîãäà èíòåãðàë áûë áû ðàâåí 0, à íå f(a).

Òåì íå ìåíåå, ìîæíî îïðåäåëèòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ îáëàäàåò æåëàåìûì ñâîé-
ñòâîì â íåêîòîðîì ïðåäåëå. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ôóíêöèþ

δ(ε)(x) =


0 åñëè |x| > ε/2,

ε−1 åñëè |x| ≤ ε/2.

Ïðè ìàëîì ε îíà ðàâíà 0 âåçäå êðîìå ìàëîé îêðåñòíîñòè íóëÿ, íî ïðè ýòîì ïëîùàäü
ïîä åå ãðàôèêîì ðàâíà 1 ïðè ëþáîì ñêîëü óãîäíî ìàëîì ε. Ïîýòîìó ëåãêî ïîíÿòü,
÷òî

lim
ε→0

∫ ∞

−∞
f(x)δ(ε)(x)dx = f(0)

äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f , è, áîëåå îáùî,

lim
ε→0

∫ ∞

−∞
f(x)δ(ε)(x− a)dx = f(a).

Îòñþäà ìû âèäèì, ÷òî â íåêîòîðîì óñëîâíîì ñìûñëå

δ(x) = lim
ε→0

δ(ε)(x),
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íî òàêîãî ïðåäåëà, êîíå÷íî, íåò. Ýòà �ôîðìóëà� äàåò ëèøü èíòóèòèâíîå ïðåäñòàâëå-
íèå î δ-ôóíêöèè êàê ôóíêöèè, ðàâíîé 0 âåçäå êðîìå ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíî-
ñòè íóëÿ, íî åå çíà÷åíèå â ýòîé îêðåñòíîñòè âîçðàñòàåò ñ óìåíüøåíèåì åå ðàçìåðà.
Äðóãèìè ñëîâàìè, δ-ôóíêöèÿ âåçäå ðàâíà 0 êðîìå 0, â 0 ðàâíà áåñêîíå÷íîñòè, à
èíòåãðàë îò íåå ïî âñåé ïðÿìîé (è ïî ëþáîé îêðåñòíîñòè íóëÿ) ðàâåí 1. Òàê îïðå-
äåëåííàÿ ôóíêöèÿ ÷àñòî íàçûâàåòñÿ åùå δ-ôóíêöèåé Äèðàêà. Ôèçèêè ïðåêðàñíî
óìåþò ðàáîòàòü ñ òàêèìè �îïðåäåëåíèÿìè�, ìàòåìàòè÷åñêè ÿâíî áåññìûñëåííûìè.

Ñîâñåì íå îáÿçàòåëüíî áðàòü â êà÷åñòâå �äîïðåäåëüíîé� ôóíêöèè δ(ε)(x) ðàçðûâ-
íóþ ôóíêöèþ. Â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå ýòî áûëî ñäåëàíî òîëüêî äëÿ áîëüøåé íà-
ãëÿäíîñòè. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî òåì æå ñâîéñòâîì â ïðåäåëå ε→ 0 îáëàäàþò òàêèå,
íàïðèìåð, ãëàäêèå ôóíêöèè:

δ(ε)(x) =
ε/π

x2 + ε2

èëè

δ(ε)(x) =
1√
πε

e−x2/ε.

Êîýôôèöèåíòû âûáðàíû òàê, ÷òî ïëîùàäü ïîä ãðàôèêîì ýòèõ ôóíêöèé ðàâíà 1.

Îñíîâíîå ñâîéñòâî δ-ôóíêöèè,∫ ∞

−∞
f(x)δ(x− a)dx = f(a),

èìååò ñëåäóþùóþ çàìå÷àòåëüíóþ èíòåðïðåòàöèþ: ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ f åñòü
íåïðåðûâíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñäâèíóòûõ δ-ôóíêöèé, ñîñðåäîòî÷åííûõ â òî÷-
êàõ x âåùåñòâåííîé ïðÿìîé, ñ êîýôôèöèåíòàìè f(x), òàê ÷òî δ-ôóíêöèè îáðàçóþò
êîíòèíóàëüíûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé íà ïðÿìîé. Ïîëåçíî òàêæå ïîíèìàòü
δ(x − a) êàê ïëîòíîñòü åäèíè÷íîé òî÷å÷íîé ìàññû èëè çàðÿäà, ñîñðåäîòî÷åííûõ â
òî÷êå a.

Àíàëîãè÷íî ñòåïåííîé ôóíêöèè, δ-ôóíêöèÿ îáëàäàåò ñâîéñòâîì îäíîðîäíîñòè.
Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé ñòåïåíè d, åñëè f(λx) = λdf(x) ïðè ëþáîì ïîëî-
æèòåëüíîì λ. Âûÿñíèì, ÷òî òàêîå δ(λx). Èìååì, äåëàÿ çàìåíó ïåðåìåííîé èíòåãðè-
ðîâàíèÿ t = λx:∫ ∞

−∞
f(x)δ(ε)(λx− λa)dx = λ−1

∫ ∞

−∞
f(t/λ)δ(ε)(t− λa)dt.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó, ïîëó÷àåì, ÷òî∫ ∞

−∞
f(x)δ(λ(x− a))dx = λ−1f(a),

îòêóäà çàêëþ÷àåì, ÷òî
δ(λx) = λ−1δ(x),

ò.å. δ-ôóíêöèÿ îäíîðîäíà ñòåïåíè −1.

Îáîáùàÿ ýòîò ïðèìåð, âûÿñíèì, ÷òî òàêîå δ(ϕ(x)), ãäå ϕ(x) � ìîíîòîííàÿ ôóíê-
öèÿ. Ïóñòü x0 � íîëü (åäèíñòâåííûé è ïðîñòîé) ôóíêöèè ϕ(x): ϕ(x0) = 0. Òîãäà
ðàññóæäåíèå, àíàëîãè÷íîå ïðèâåäåííîìó âûøå, ïîêàçûâàåò, ÷òî

δ(ϕ(x)) =
δ(x− x0)

ϕ′(x0)
=
δ(x− x0)

ϕ′(x)
.
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Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìîæíî îòêàçàòüñÿ îò òðåáîâàíèÿ ìîíîòîííîñòè. Íàïðèìåð,
åñëè âñå íóëè ôóíêöèè ϕ(x) ïðîñòûå, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

δ(ϕ(x)) =
∑
j

δ(x− xj)

|ϕ′(xj)|
,

ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì íóëÿì xj ôóíêöèè ϕ(x).

Àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå δ-ôóíêöèè. Ôîðìóëû Ñîõîöêîãî-Ïëåìåëÿ äëÿ
âåùåñòâåííîé ïðÿìîé ìîãóò áûòü ïðî÷èòàíû êàê ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà îáîáùåííûõ
ôóíêöèé:

1

x+ iϵ
= P.V.

1

x
− πiδ(x),

1

x− iϵ
= P.V.

1

x
+ πiδ(x).

Âûðàçèì èç ýòèõ ôîðìóë îáîáùåííûå ôóíêöèè δ(x) è 1/x â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷å-
íèÿ:

δ(x) =
i

2π

(
1

x+ iϵ
− 1

x− iϵ

)
,

P.V.
1

x
=

1

2

(
1

x+ iϵ
+

1

x− iϵ

)
.

Ôóíêöèÿ
1

x+ iϵ
åñòü ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè

1

z
, ãäå z = x + iy è y → +0,

ôóíêöèÿ æå
1

x− iϵ
åñòü ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè

1

z
, ãäå z = x + iy è y → −0.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèâåäåííûå âûøå ôîðìóëû ïðåäñòàâëÿþò îáîáùåííûå ôóíêöèè
δ(x) è 1/x â âèäå ðàçíîñòè ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè, ãîëîìîðôíîé â âåðõíåé
ïîëóïëîñêîñòè è ôóíêöèè, ãîëîìîðôíîé â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè.

Ïðîèçâîäíûå δ-ôóíêöèè. Ìîæíî ëè îïðåäåëèòü δ′(x), ò.å. ïðîèçâîäíóþ δ-ôóíê-
öèè? Âîñïîëüçóåìñÿ ïðàâèëîì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì:∫ ∞

−∞
f(x)δ′(x− a)dx = f(x)δ(x− a)

∣∣∣ ∞
−∞

−
∫ ∞

−∞
f ′(x)δ(x− a)dx.

Ãðàíè÷íûé ÷ëåí ðàâåí íóëþ, ïîñêîëüêó δ(x) = 0 âíå òî÷êè a, è ìû ïîëó÷àåì:∫ ∞

−∞
f(x)δ′(x− a)dx = −f ′(a)

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f .

Àíàëîãè÷íî ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû âûñøèå ïðîèçâîäíûå:∫ ∞

−∞
f(x)δ′′(x− a)dx = f ′′(a)

è, áîëåå îáùî, ∫ ∞

−∞
f(x)δ(k)(x− a)dx = (−1)kf (k)(a).

Äëÿ èõ îïðåäåëåíèÿ íóæíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ôóíêöèÿ f áûëà äîñòàòî÷íî ãëàäêîé.
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Ïåðâîîáðàçíàÿ îò δ-ôóíêöèè. Ðàññìîòðèì ïåðâîîáðàçíóþ îò δ-ôóíêöèè:

θ(x) =
∫ x

−∞
δ(t)dt.

Î÷åâèäíî, ýòî òàê íàçûâàåìàÿ ôóíêöèÿ Õýâèñàéäà (�ñòóïåíüêà�): θ(x) = 0 ïðè x < 0
è θ(x) = 1 ïðè x > 0. Ïðè x = 0 ýòà ôóíêöèÿ íå îïðåäåëåíà. ×àñòî áûâàåò óäîáíî
äîîïðåäåëèòü åå óñëîâèåì θ(0) = 1

2
. Â îòëè÷èå îò δ-ôóíêöèè, ýòî íàñòîÿùàÿ ôóíêöèÿ

â îáû÷íîì ïîíèìàíèè, õîòÿ è ðàçðûâíàÿ. Ìîæíî òàêæå ïðî÷åñòü âûøåïðèâåäåííîå
ðàâåíñòâî â îáðàòíóþ ñòîðîíó, ÷òî äîñòàâëÿåò åùå îäíî èíòóèòèâíîå ïîíèìàíèå
δ-ôóíêöèè:

δ(x) = θ′(x).

Ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé. Â n-ìåðíîì ñëó÷àå, êîãäà x⃗ = (x1, . . . , xn) � âåêòîð, δ-
ôóíêöèþ ìîæíî îïðåäåëèòü êàê

δ(x⃗) = δ(x1) . . . δ(xn),

ïîñêîëüêó ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîèçâåäåíèå δ-îáðàçíûõ ôóíêöèé δ(ε) äàåò δ-îáðàçíóþ
ôóíêöèþ â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Òàê êàê ñîìíîæèòåëè îäíîðîäíû ñòåïåíè −1,
ïðîèçâåäåíèå, î÷åâèäíî, òîæå îäíîðîäíî ñòåïåíè −n. Â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå îñ-
íîâíîå ñâîéñòâî δ-ôóíêöèè çàïèñûâàåòñÿ â âèäå∫

f(x⃗)δ(x⃗− a⃗)dnx = f (⃗a),

ãäå dnx = dx1 . . . dxn � ýëåìåíò îáúåìà. Èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè áåðåòñÿ ïî ëþáîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè a⃗.

Áîëåå îáùèå δ-îáðàçíûå ôóíêöèè. Àíàëîãè÷íî δ-ôóíêöèè, â ìíîãîìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå ìîæíî îïðåäåëèòü îáîáùåííûå ôóíêöèè, êîòîðûå âûñàæèâàþò èíòå-
ãðàë ïî âñåìó îáúåìó íà êàêîå-òî ïîäìíîãîîáðàçèå ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Íàïðèìåð,
åñëè íà êîìïëåêñíîé z-ïëîñêîñòè çàäàí êîíòóð Γ (áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îí ãëàäêèé),
ìîæíî îïðåäåëèòü îáîáùåííóþ ôóíêöèþ δΓ(z) óñëîâèåì∫ ∫

C
f(z)δΓ(z)d

2z =
∫
Γ
f(z)ds

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f íà ïëîñêîñòè, ãäå d2z = dxdy, ds � ýëåìåíò äëèíû âäîëü
êîíòóðà.

Îáîáùåííûå ôóíêöèè: îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ. Ïîíÿòíî, ÷òî δ-ôóíêöèÿ íå
åñòü ôóíêöèÿ â îáû÷íîì ïîíèìàíèè. Ôàêòè÷åñêè îíà îïðåäåëÿåò íåêîòîðûé ôóíê-
öèîíàë íà ïðîñòðàíñòâå ãëàäêèõ ôóíêöèé. Ýòî çàìå÷àíèå ïîçâîëÿåò íå òîëüêî îáîá-
ùèòü ïîíÿòèå ôóíêöèè, íî è ñäåëàòü èõ âñå áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûìè, èñ-
ïîëüçóÿ ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì êàê îïðåäåëåíèå. Ïðè ýòîì, ÷òîáû íå
ìåøàëè ãðàíè÷íûå ÷ëåíû, æåëàòåëüíî âûáðàòü ôóíêöèè, íà êîòîðûõ çàäàíû ýòè
ôóíêöèîíàëû, äîñòàòî÷íî áûñòðî óáûâàþùèìè íà áåñêîíå÷íîñòè. Ýòèìè ñîîáðàæå-
íèÿìè ìîòèâèðîâàíî ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.
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Îïðåäåëåíèå. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâî âñåõ áåñêîíå÷íî äèôôåðåí-
öèðóåìûõ ôóíêöèé f(x), x ∈ R. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ èç ýòîãî ìíîæåñòâà
ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó

1) D îñíîâíûõ ôóíêöèé (ïðîñòðàíñòâó ôèíèòíûõ ôóíêöèé), åñëè îíà ôèíèòíà,
ò.å. îáðàùàåòñÿ â íîëü âíå íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî èíòåðâàëà â R;

2) S îñíîâíûõ ôóíêöèé (ïðîñòðàíñòâó áûñòðî óáûâàþùèõ ôóíêöèé), åñëè ïðè
|x| → ∞ îíà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ âìåñòå ñî âñåìè ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè áûñò-
ðåå ëþáîé êîíå÷íîé ñòåïåíè |x|, ò.å. ïðè âñåõ |x| âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà
|xkf (q)(x)| ≤ Ck,q, k, q = 0, 1, . . .

Ïðèìåðû:

f(x) =


exp

( a2

x2 − a2

)
, åñëè |x| < |a|,

0, åñëè |x| ≥ |a|,

∈ D, f(x) = e−x2 ∈ S.

Ïîíÿòíî, ÷òî îáà ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíû. Çàäàäèì íà íèõ òîïîëîãèþ ñîãëàñíî ñëå-
äóþùåìó îïðåäåëåíèþ.

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îñíîâíûõ ôóíêöèé
f1, f2, . . .

1) ñõîäèòñÿ ê íóëþ â ïðîñòðàíñòâå D, åñëè âñå ôóíêöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
îáðàùàþòñÿ â íîëü âíå îäíîé è òîé æå îãðàíè÷åííîé îáëàñòè è ðàâíîìåðíî
ñõîäÿòñÿ ê íóëþ, êàê è èõ ïðîèçâîäíûå ëþáîãî ïîðÿäêà;

2) ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f(x) â ïðîñòðàíñòâå S, åñëè â ëþáîé îãðàíè÷åííîé îá-
ëàñòè ïðîèçâîäíàÿ ëþáîãî ïîðÿäêà îò fn(x) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f(x) è â îöåíêàõ |xkf (q)

n (x)| ≤ Ck,q, k, q =
0, 1, . . ., ïîñòîÿííûå Ck,q ìîæíî âûáðàòü íå çàâèñÿùèìè îò n.

Ïîíÿòíî, ÷òî D ⊂ S è ïëîòíî â íåì.

Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì. Îíî ââîäèò îáîáùåííûå ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå. Îáîáùåííîé ôóíêöèåé ϕ, çàäàííîé íà ñîîòâåòñòâóþùåì ïðî-
ñòðàíñòâå îñíîâíûõ ôóíêöèé, íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà
ýòîì ïðîñòðàíñòâå. Èíûìè ñëîâàìè, êàæäîé îñíîâíîé ôóíêöèè f(x) ñîïîñòàâëÿ-
åòñÿ ÷èñëî, îáîçíà÷àåìîå (f, ϕ), ïðè÷åì âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) äëÿ ëþáûõ äâóõ ÷èñåë a1, a2 è ëþáûõ äâóõ îñíîâíûõ ôóíêöèé f1, f2 èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî (a1f1 + a2f2, ϕ) = a1(f1, ϕ) + a2(f2, ϕ) (ëèíåéíîñòü);

2) åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îñíîâíûõ ôóíêöèé f1, f2, . . . ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, òî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë (f1, ϕ), (f2, ϕ), . . . ñõîäèòñÿ ê íóëþ (íåïðåðûâíîñòü).
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Êàæäàÿ ôóíêöèÿ ϕ(x), àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìàÿ â ëþáîé êîíå÷íîé îáëàñòè âå-
ùåñòâåííîé îñè çàäàåò ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë ôîðìóëîé

(f, ϕ) =
∫ ∞

−∞
f(x)ϕ(x)dx

è òåì ñàìûì îïðåäåëÿåò îáîáùåííóþ ôóíêöèþ, êîòîðóþ ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ
ϕ(x). Òåì ñàìûì â ïðîñòðàíñòâå îáîáùåííûõ ôóíêöèé èìååòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî,
èçîìîðôíîå ïðîñòðàíñòâó èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé. Íî â ïðîñòðàíñòâå îáîáùåííûõ
ôóíêöèé åñòü è äðóãèå ýëåìåíòû, êîòîðûå â òàêîì èíòåãðàëüíîì âèäå íå ïðåäñòàâ-
ëÿþòñÿ. Íàïðèìåð, ôóíêöèîíàë δ, îïðåäåëåííûé ôîðìóëîé

(f, δ) = f(0).

Î÷åâèäíî, îí êàê ðàç ñîîòâåòñòâóåò δ-ôóíêöèè.

Ðàâåíñòâî íóëþ îáîáùåííîé ôóíêöèè ϕ â îêðåñòíîñòè U òî÷êè x0 îçíà÷àåò, ÷òî
(f, ϕ) = 0 äëÿ êàæäîé îñíîâíîé ôóíêöèè f , îòëè÷íîé îò íóëÿ òîëüêî âíóòðè U .
Îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ ϕ, îòâå÷àþùàÿ îáû÷íîé ôóíêöèè ϕ(x), ðàâíà íóëþ â îêðåñò-
íîñòè U òî÷êè x0, åñëè ïî÷òè âñþäó â ýòîé îêðåñòíîñòè ôóíêöèÿ ϕ(x) îáðàùàåòñÿ
â íóëü. Îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ δ(x− x0) ðàâíà íóëþ â îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè, îò-
ëè÷íîé îò x0. Îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ ϕ ðàâíà íóëþ â îòêðûòîé îáëàñòè G, åñëè îíà
ðàâíà íóëþ â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè ýòîé îáëàñòè. Îáîáùåííûå ôóíêöèè ϕ è
ψ ñîâïàäàþò â îòêðûòîé îáëàñòè G, åñëè ðàçíîñòü ϕ − ψ â ýòîé îáëàñòè ðàâíà íó-
ëþ. Åñëè ϕ è ψ ñîâïàäàþò â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè, òî îíè ñîâïàäàþò â öåëîì,
ò.å. (f, ϕ) = (f, ψ) äëÿ ëþáîé f . Îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ ϕ ðåãóëÿðíà â îáëàñòè G,
åñëè â ýòîé îáëàñòè îíà ñîâïàäàåò ñ íåêîòîðîé îáû÷íîé ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìîé
ôóíêöèåé.

Îïðåäåëåíèå ïðîèçâåäåíèÿ îáîáùåííûõ ôóíêöèé âîîáùå ãîâîðÿ íåâîçìîæíî.
Îäíàêî, åñëè ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ a(x) òàêîâà, ÷òî äëÿ ëþáîé îñíîâíîé ôóíêöèè
f(x) ïðîèçâåäåíèå a(x)f(x) òàêæå ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé ôóíêöèåé, òî óìíîæåíèå îáîá-
ùåííîé ôóíêöèè ϕ íà òàêóþ ðåãóëÿðíóþ ôóíêöèþ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

(aϕ, f) = (ϕ, af).

Ýòî ëèíåéíûé (è ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ íåïðåðûâíûé) ôóíêöè-
îíàë íà ïðîñòðàíñòâå îñíîâíûõ ôóíêöèé. Òàêàÿ ôóíêöèÿ a(x) íàçûâàåòñÿ ìóëüòè-
ïëèêàòîðîì. Äëÿ ïðîñòðàíñòâà D′ (ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèîíàëîâ íà ïðîñòðàíñòâå D)
ìóëüòèïëèêàòîðàìè ÿâëÿþòñÿ âñå áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè.

Ïðîèçâîäíàÿ îáîáùåííîé ôóíêöèè ϕ � ýòî ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë, êîòîðûé îáî-
çíà÷àåòñÿ ϕ′ è îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

(ϕ′, f) = −(ϕ, f ′).

Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî ýòîìó îïðåäåëåíèþ âñå îáîáùåííûå ôóíêöèè áåñêîíå÷íî
äèôôåðåíöèðóåìû.

Áîëåå ïîäðîáíî ïðî îáîáùåííûå ôóíêöèè ìîæíî ïî÷èòàòü â êíèãàõ [3, 4, 5].
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Îáîáùåííûå ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Îáîáùåííûå ôóíêöèè
êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî (íà C = R2) îïðåäåëÿþòñÿ ïî àíàëîãèè ñ îáîáùåííûìè
ôóíêöèÿìè íà R è ìû íå áóäåì íà ýòîì ïîäðîáíî îñòàíàâëèâàòüñÿ. Ñêàæåì òîëüêî,
÷òî ïðîñòðàíñòâà D è S îïðåäåëÿþòñÿ ïîäîáíî ñëó÷àþ îäíîé âåùåñòâåííîé ïåðå-
ìåííîé ñ î÷åâèäíûì îáîáùåíèåì íà ñëó÷àé äâóõ âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ.

Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ êîìïëåêñíûìè îáîçíà÷åíèÿìè z = x+ iy, z̄ = x− iy. Ïðè
ýòîì îáîçíà÷åíèå îñíîâíîé ôóíêöèè f(z) íå ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ àíàëè-
òè÷åñêàÿ, à ÿâëÿåòñÿ ñîêðàùåííûì îáîçíà÷åíèåì äëÿ ôóíêöèè äâóõ âåùåñòâåííûõ
ïåðåìåííûõ. Ìû áóäåì òàêæå èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ

d2z = dxdy,

∂z =
1

2
(∂x − i∂y), ∂z̄ =

1

2
(∂x + i∂y)

è áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî èç êóðñà àíàëèçà èçâåñòíà ôîðìóëà Ãðèíà-Îñòðîãðàä-
ñêîãî, êîòîðàÿ â êîìïëåêñíûõ îáîçíà÷åíèÿõ èìååò âèä∫

D
∂z̄f(z)d

2z =
1

2i

∮
∂D
f(z)dz.

Çäåñü D � îáëàñòü â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Âàæíóþ ðîëü èãðàåò òàêæå ôîðìóëà
Êîøè-Ãðèíà:

f(z) =
1

2πi

∮
∂D

f(ζ)

ζ − z
dζ − 1

π

∫
D

∂f

∂ζ̄

dξdη

ζ − z

(çäåñü ζ = ξ + iη è ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî z ∈ D). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èñêëþ÷èì èç D

ìàëûé êðóã Ūr ñ öåíòðîì â z è ê ôóíêöèè
f(ζ)

ζ − z
â îáëàñòè Dr = D \ Ūr ïðèìåíèì

ôîðìóëó Ãðèíà-Îñòðîãðàäñêîãî â êîìïëåêñíîé çàïèñè. Áóäåì èìåòü:∮
∂D

f(ζ)

ζ − z
dζ −

∮
∂Ur

f(ζ)

ζ − z
dζ = 2i

∫
Dr

∂f

∂ζ̄

dξdη

ζ − z

Òàê êàê f íåïðåðûâíà â z, âî âòîðîì èíòåãðàëå ìîæíî ïîäñòàâèòü f(ζ) = f(z)+O(r),
ãäå O(r) → 0 ïðè r → 0. Ïîýòîìó∮

∂Ur

f(ζ)

ζ − z
dζ = 2πif(z) +O(r)

è â ïðåäåëå r → 0 ïîëó÷àåì ôîðìóëó Êîøè-Ãðèíà.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû îáîáùåííûõ ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Äåëüòà-
ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì∫

C
δ(z)f(z)d2z = f(0)

äëÿ ëþáîé îñíîâíîé ôóíêöèè f , òîãäà, î÷åâèäíî, δ(z) = δ(x)δ(y). Îòìåòèì, ÷òî äëÿ
ëþáîãî a ∈ C, a ̸= 0, âûïîëíÿåòñÿ δ(az) = |a|−2δ(z). Îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ 1/zn

(n = 1, 2, . . .) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë

( 1

zn
, f

)
= lim

ϵ→0

∫
|z|>ϵ

d2z

zn
f(z).

7



Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Êîøè-Ãðèíà ìîæíî äîêàçàòü âàæíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó
îáîáùåííûìè ôóíêöèÿìè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, íàïðèìåð,

∂z̄
1

z
= πδ(z), ∆ log |z| = 2πδ(z),

ãäå ∆ = 4∂z∂z̄ � îïåðàòîð Ëàïëàñà.
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