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Öèëèíäðè÷åñêèå è ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò ïðè ïî-
ïûòêå ðåøèòü óðàâíåíèå Ãåëüìãîëüöà

∆u = −λu,

ò.å. óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà Ëàïëàñà,
ñîîòâåòñòâåííî â êðóãå (ðàçìåðíîñòü d = 2) è â øàðå (d = 3) ñ íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè.

Èãðóøå÷íûé ïðèìåð: îòðåçîê (d = 1). ×òîáû äàòü íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå
î òîì, ÷òî ìû ñîáèðàåìñÿ äåëàòü â ðàçìåðíîñòÿõ 2 è 3, ìû íà÷íåì ñ �èãðóøå÷íîãî�
ïðèìåðà â ðàçìåðíîñòè d = 1, ãäå àíàëîãîì øàðà ñëóæèò îòðåçîê ïðÿìîé (ñêàæåì,
[0, L]).

Îïåðàòîð Ëàïëàñà â îäíîìåðèè � ýòî ïðîñòî îïåðàòîð âçÿòèÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé
∂2x. Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ åãî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé âîçíèêàåò
ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé ñòðóíû

utt = c2uxx,

ãäå u = u(x, t) èìååò ñìûñë ïîïåðå÷íîãî ñìåùåíèÿ òî÷êè x ñòðóíû (êîòîðîå ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ ìàëûì ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé ñòðóíû) â ìîìåíò âðåìåíè t. Ýòî òàê
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íàçûâàåìîå âîëíîâîå óðàâíåíèå â îäíîì èçìåðåíèè, î êîòîðîì ìû ïîäðîáíåå ïîãî-
âîðèì ïîçæå. Êîíñòàíòà c èìååò ñìûñë ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ êîëåáàíèé âäîëü
ñòðóíû, ïîñêîëüêó îáùåå ðåøåíèå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ íà âñåé ïðÿìîé, êàê íåòðóä-
íî ïîíÿòü, èìååò âèä

u(x, t) = F (x− ct) +G(x+ ct),

ãäå F è G � ïðîèçâîëüíûå (äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûå) ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåí-
íîé. Ïåðâîå ñëàãàåìîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âîçìóùåíèå, áåãóùåå ñî ñêîðîñòüþ c íà-
ïðàâî ñ ñîõðàíåíèåì ñâîåé ôîðìû, à âòîðîå � íàëåâî, è îáùåå ðåøåíèå � èõ ñóïåð-
ïîçèöèÿ. Ìû, îäíàêî, áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ ðåøåíèÿìè íà îòðåçêå [0, L] ñ íóëåâûìè
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè u(0, t) = u(L, t) = 0 (ñòðóíà ñ çàêðåïëåííûìè êîíöàìè). Â
ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå â âèäå ñóïåðïîçèöèè áåãóùèõ âîëí íå ãîäèòñÿ.

Ìû âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, êîòîðûé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,
÷òîáû èñêàòü ðåøåíèå â âèäå u(x, t) = f(x)g(t), ãäå f � ôóíêöèÿ òîëüêî îò x, à g �
òîëüêî îò t. Ïîäñòàâëÿÿ ýòîò àíçàö â âîëíîâîå óðàâíåíèå, áóäåì èìåòü

f ′′(x)

f(x)
=

1

c2
g′′(t)

g(t)
.

Ëåâàÿ ÷àñòü � ôóíêöèÿ òîëüêî îò x è íå çàâèñèò îò t, ïðàâàÿ � ôóíêöèÿ òîëüêî îò
t è íå çàâèñèò îò x. Ñëåäîâàòåëüíî, îáå ÷àñòè äîëæíû áûòü ðàâíû îäíîé è òîé æå
êîíñòàíòå, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì −k2:

f ′′(x)

f(x)
=

1

c2
g′′(t)

g(t)
= −k2.

Òåì ñàìûì èìååì óðàâíåíèÿ íà ôóíêöèè f è g:
f ′′(x) + k2f(x) = 0,

g′′(t) + c2k2g(t) = 0.

Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé u(0, t) = f(0)g(t) = 0, u(L, t) = f(L)g(t) = 0 âûòåêàåò, ÷òî
f(0) = f(L) = 0. Äëÿ ôóíêöèè g(t) íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé íå âîçíèêàåò.
Èòàê, íàì íóæíî ðåøèòü çàäà÷ó

f ′′(x) + k2f(x) = 0,

f(0) = f(L) = 0,

ò.å. íàéòè çíà÷åíèÿ k2 ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ è íàéòè ýòè ðåøåíèÿ. Ýòî
ïðîñòåéøèé ïðèìåð çàäà÷è Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à î êîëåáàíè-
ÿõ ñòðóíû ñ çàêðåïëåííûìè êîíöàìè ñâåëàñü ê çàäà÷å î íàõîæäåíèè ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà ∂2x íà îòðåçêå.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè k2 < 0 íàøà çàäà÷à íå èìååò ðåøåíèé. Ïðè k2 > 0 îáùåå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ f ′′ + k2f = 0 èìååò âèä

f(x) = a cos kx+ b sin kx.

Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé a = 0, b sin kL = 0, îòêóäà íàõîäèì âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ k:

k =
πn

L
, n ∈ Z.
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Ìû íàøëè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà ∂2x, ðàâíûå −
(πn
L

)2
, n ∈ Z, è îòâå÷àþ-

ùèå èì ñîáñòâåííûå ôóíêöèè

fn(x) = sin
πnx

L
.

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ íà ôóíêöèþ g ïðè k = πn/L èìååò âèä

gn(t) = An cos
πnct

L
+Bn sin

πnct

L
,

ãäå An, Bn � ïðîèçâîëüíûå êîýôôèöèåíòû, òîãäà

un(x, t) = fn(x)gn(t) =
(
An cos

πnct

L
+Bn sin

πnct

L

)
sin

πnx

L
,

à îáùåå ðåøåíèå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ñòðóíû ñ çàêðåïëåííûìè êîíöàìè � èõ
ñóïåðïîçèöèÿ

u(x, t) =
∑
n≥1

un(x, t).

Ñêàæåì íåñêîëüêî ñëîâ î ñìûñëå ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ un(x, t). Òîæäåñòâà äëÿ
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ïîçâîëÿþò ïðåäñòàâèòü åãî â âèäå

un(x, t) = Cn cos(ωnt− δn) sin
πnx

L
,

ãäå

Cn =
√
A2

n +B2
n, δn = arctg

Bn

An

, ωn =
πnc

L
.

Ýòà ôîðìóëà îçíà÷àåò, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà ñòðóíû x0 ñîâåðøàåò ãàðìîíè÷åñêèå êî-

ëåáàíèÿ ñ àìïëèòóäîé Cn

∣∣∣sin πnx0
L

∣∣∣, ÷òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòîÿ÷óþ âîëíó. Âåëè÷è-

íû ωn íàçûâàþòñÿ ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè êîëåáàíèé ñòðóíû, íàèìåíüøàÿ èç íèõ,
ω1 = πc/L, � îñíîâíîé òîí.

Íàêîíåö, óêàæåì, êàê ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ïîçâîëÿåò ðåøèòü çàäà÷ó ñ çàäàííûìè
íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ψ(x) (îò ýòèõ ôóíêöèé ìû òðåáóåì,
÷òîáû φ(0) = φ(L) = 0, ψ(0) = ψ(L) = 0). Ðàçëîæèì ôóíêöèè φ, ψ â ðÿäû Ôóðüå:

φ(x) =
∞∑
n=1

φn sin
πnx

L
, φn =

2

L

∫ L

0
φ(ξ) sin

πnξ

L
dξ,

ψ(x) =
∞∑
n=1

ψn sin
πnx

L
, ψn =

2

L

∫ L

0
ψ(ξ) sin

πnξ

L
dξ.

Òîãäà ôîðìóëû

u(x, 0) =
∞∑
n=1

An sin
πnx

L
= φ(x),

ut(x, 0) =
∞∑
n=1

πnc

L
Bn sin

πnx

L
= ψ(x)

ïîçâîëÿþò îòîæäåñòâèòü

An = φn, Bn =
L

πnc
ψn,

÷òî è ðåøàåò çàäà÷ó ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.
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Öèëèíäðè÷åñêèå ôóíêöèè, ôóíêöèè Áåññåëÿ. Âîëíîâîå óðàâíåíèå â äâóõ
èçìåðåíèÿõ èìååò âèä

utt = c2(uxx + uyy), u = u(x, y, t).

Îíî îïèñûâàåò ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ ïëîñêîé ìåìáðàíû. Ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå, ò.å.
èùà ðåøåíèå â âèäå u(x, y, t) = f(x, y)g(t), ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ íà ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ äâóìåðíîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà ∆ = ∂2x + ∂2y :

∆f + k2f = 0.

Ðàññìîòðèì êîëåáàíèÿ êðóãëîé ìåìáðàíû ðàäèóñà R ñ çàêðåïëåííîé ãðàíèöåé. Â
ýòîì ñëó÷àå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä

f(x, y)
∣∣∣√

x2+y2=R
= 0,

è f äîëæíà áûòü îãðàíè÷åííîé ôóíêöèåé ïðè x2 + y2 ≤ R2.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è óäîáíî ïåðåéòè ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì x = r cosφ, y =
r sinφ è èñêàòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ∆f + k2f = 0 ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ
â âèäå f(x, y) = F (r)Φ(φ). Çàïèøåì îïåðàòîð Ëàïëàñà â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ:

∆ =
1

r

∂

∂r

(
r
∂

∂r

)
+

1

r2
∂2

∂φ2
.

Ïîäñòàíîâêà àíçàöà f(x, y) = F (r)Φ(φ) â óðàâíåíèå äàåò:

r2
( 1

rF
∂r(r∂rF ) + k2

)
= −Φ′′

Φ
= λ,

ãäå λ îáÿçàíà áûòü êîíñòàíòîé, ò.ê. ëåâàÿ ÷àñòü çàâèñèò òîëüêî îò r, à ïðàâàÿ �
òîëüêî îò φ. Îòñþäà ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ íà ôóíêöèè F , Φ:

1

r

d

dr

(
r
dF

dr

)
+
(
k2 − λ

r2

)
F = 0,

Φ′′ + λΦ = 0.

Î÷åâèäíî, ôóíêöèÿ Φ äîëæíà áûòü ïåðèîäè÷íîé, Φ(φ + 2π) = Φ(φ), ò.å. ïðåä-
ñòàâëÿòü ñîáîé ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ôóíêöèé sinnx, cosnx ñ öåëûì n. Îòñþäà
ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî λ = n2, n ∈ Z. Ââåäÿ íîâóþ ïåðåìåííóþ x = kr è ôóíêöèþ
y(x) = F (r) = F (x/k), òàê ÷òî F ′ = ky′, çàïèøåì ïåðâîå óðàâíåíèå â âèäå

1

x

d

dx

(
x
dy

dx

)
+
(
1− n2

x2

)
y = 0

èëè

y′′ +
1

x
y′ +

(
1− n2

x2

)
y = 0.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè Φ = const, òî n = 0, è ìû èìååì óðàâíåíèå

y′′ +
1

x
y′ + y = 0.
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Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàþò óðàâíåíèå, â êîòîðîì n = ν íå îáÿçàòåëüíî
öåëîå:

y′′ +
1

x
y′ +

(
1− ν2

x2

)
y = 0.

Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Áåññåëÿ. Åãî ðåøåíèÿ (íå ðàâíûå òîæäåñòâåí-
íî íóëþ) íàçûâàþòñÿ öèëèíäðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè. Ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé íåòðóäíî
ïðîâåðèòü, ÷òî îäíî èç ðåøåíèé äàåòñÿ ðÿäîì

Jν(x) =
∞∑
k=0

(−1)k

k! Γ(k + ν + 1)

(x
2

)2k+ν
.

Ïî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè âñåõ x è çàäàåò ôóíêöèþ Jν(x), êîòîðàÿ
íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Áåññåëÿ ïîðÿäêà ν.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà Γ-ôóíêöèè, âõîäÿùåé â êîýôôèöèåíòû ðÿäà

äëÿ ôóíêöèè Áåññåëÿ:

Γ(x) =

∫ ∞

0
e−ttx−1dt,

Γ(x+ 1) = xΓ(x), Γ(n+ 1) = n! ïðè n ∈ Z+, Γ(1/2) =
√
π.

Ôóíêöèÿ Γ(x) ðåãóëÿðíà ïðè x > 0 è èìååò ïîëþñû ïåðâîãî ïîðÿäêà ïðè x = −n, n =

0, 1, 2, . . .

Ôóíêöèè Áåññåëÿ ñ ïîëóöåëûì ν âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè. Íàïðè-
ìåð:

J1/2(x) =

√
2

πx

∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
x2k+1 =

√
2

πx
sin x,

J−1/2(x) =

√
2

πx

∞∑
k=0

(−1)k

(2k)!
x2k =

√
2

πx
cos x.

Åñëè ν íå ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì, J−ν(x) åñòü âòîðîå ëèíåéíî-íåçàâèñèìîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ. Åñëè ν = n ∈ Z, òî ëåãêî âèäåòü, ÷òî

J−n(x) = (−1)nJn(x),

ò.å. ôóíêöèè J−n(x) è Jn(x) ëèíåéíî çàâèñèìû. Â ýòîì ñëó÷àå âòîðîå ëèíåéíî-
íåçàâèñèìîå ðåøåíèå íå îãðàíè÷åíî ïðè x→ 0. Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà âûðà-
æåíèå äëÿ àñèìïòîòèêè ôóíêöèè Áåññåëÿ ïðè x→ +∞:

Jν(x) =

√
2

πx
cos
(
x− πν

2
− π

4

)
+ O(x−3/2).

Âîçâðàùàÿñü ê íàøåé çàäà÷å íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ïèøåì ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ

y′′ +
1

x
y′ +

(
1− n2

x2

)
y = 0

â âèäå
y(x) = Jn(x).

Íàëîæåíèå ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ y(kR) = 0 ïðèâîäèò ê çàäà÷å î íàõîæäåíèè íó-
ëåé ôóíêöèè Áåññåëÿ íà ïîëîæèòåëüíîé ÷àñòè âåùåñòâåííîé îñè, ò.å. ê ðåøåíèþ
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óðàâíåíèÿ Jn(µ) = 0. Êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ µ
(n)
1 < µ

(n)
2 < µ

(n)
3 < . . . ÿâëÿþòñÿ

òðàíñöåíäåíòíûìè. Èõ áåñêîíå÷íî ìíîãî, è µ(n)
m → ∞ ïðè m → ∞. Òåì ñàìûì äëÿ

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äâóìåðíîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà èìååì

k2n,m =
(µ(n)

m

R

)2
,

à ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ äàåòñÿ ôîðìóëîé Jn
(µ(n)

m r

R

)
Φn(φ), ãäå Φn(φ) � ëèíåéíàÿ êîì-

áèíàöèÿ ôóíêöèé cosnφ è sinnφ.

Äðóãèå öèëèíäðè÷åñêèå ôóíêöèè. Íàðÿäó ñ ôóíêöèÿìè Áåññåëÿ áîëüøîå çíà-
÷åíèå äëÿ ïðèëîæåíèé èìåþò è äðóãèå öèëèíäðè÷åñêèå ôóíêöèè. Ïðèâåäåì îïðå-
äåëåíèå íåêîòîðûõ èç íèõ.

Ôóíêöèÿ Íåéìàíà Nν(x) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè

Nν(x) =
1

sin πν

(
Jν(x) cos πν − J−ν(x)

)
, ν /∈ Z,

Nn(x) =
1

π

(
∂Jν(x)

∂ν
− (−1)n

∂J−ν(x)

∂ν

)∣∣∣∣∣
ν=n

, n ∈ Z.

Ôóíêöèè Õàíêåëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè

H(1)
ν (x) = Jν(x) + iNν(x),

H(2)
ν (x) = Jν(x)− iNν(x).

Àñèìïòîòèêà ôóíêöèè Íåéìàíà ïðè x→ +∞ èìååò âèä

Nν(x) =

√
2

πx
sin
(
x− πν

2
− π

4

)
+ O(x−3/2).

Èç ñðàâíåíèÿ ñ àíàëîãè÷íîé ôîðìóëîé äëÿ ôóíêöèè Áåññåëÿ âèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ
Áåññåëÿ àíàëîãè÷íà êîñèíóñó, à ôóíêöèÿ Íåéìàíà � ñèíóñó, â òî âðåìÿ êàê ôóíê-
öèè Õàíêåëÿ àíàëîãè÷íû ýêñïîíåíòàì îò ìíèìîãî àðãóìåíòà òèïà e±ix. Îäíàêî, â
îòëè÷èå îò òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ìíîãèå öèëèíäðè÷åñêèå ôóíêöèè íåîãðà-
íè÷åííî âîçðàñòàþò ïðè x → +0. Íàïðèìåð, ëèäèðóþùàÿ àñèìïòîòèêà ôóíêöèè

N0(x) ïðè x→ +0 òàêîâà: N0(x) =
2

π
log x+ . . .. Èìåþòñÿ òàêæå àíàëîãè ýêñïîíåíòû

îò äåéñòâèòåëüíîãî àðãóìåíòà e±x � öèëèíäðè÷åñêèå ôóíêöèè ìíèìîãî àðãóìåíòà
Iν(x) è Kν(x).

Ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè. Ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè âîçíèêàþò ïðè ðåøåíèè çàäà÷è
íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà ∆ = ∂2x + ∂2y + ∂2z â òðåõìåðíîì
øàðå:

∆u+ k2u = 0, u = u(x, y, z)

ñ óñëîâèåì u = 0 íà ãðàíèöå øàðà ðàäèóñà R. Åñòåñòâåííî ïåðåéòè ê ñôåðè÷åñêèì
êîîðäèíàòàì r, θ, φ ïî ôîðìóëàì x = r sin θ cosφ, x = r sin θ sinφ, z = r cos θ (θ
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ìåíÿåòñÿ â ïðîìåæóòêå îò 0 äî π, à φ � îò 0 äî 2π). Îïåðàòîð Ëàïëàñà â ñôåðè÷åñêèõ
êîîðäèíàòàõ ïðèíèìàåò âèä

∆ =
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
+

1

r2
∆θ,φ,

ãäå

∆θ,φ =
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂φ2
.

Ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ u(r, θ, φ) = f(r)v(θ, φ) äàåò ñîîòíîøåíèå

(r2f ′)′ + k2r2f

f
= −∆θ,φv

v
= µ,

â êîòîðîì ëåâàÿ ÷àñòü çàâèñèò òîëüêî îò r, à ïðàâàÿ òîëüêî îò óãëîâûõ êîîðäè-
íàò θ, φ, è ïîòîìó îáå îíè äîëæíû áûòü ðàâíû íåêîòîðîé êîíñòàíòå, êîòîðóþ ìû
îáîçíà÷èëè ÷åðåç µ. Îòñþäà ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ

1

r2
(r2f ′)′ +

(
k2 − µ

r2

)
= 0 ñ óñëîâèåì f(R) = 0,

∆θ,φv + µv = 0.

Ðàññìîòðèì ïåðâîå óðàâíåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî k ̸= 0 è ñäåëàåì â ïåðâîì
óðàâíåíèè çàìåíó ïåðåìåííûõ

x = kr, y(x) =
√
x f(x/k),

òîãäà ýòî óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä

y′′ +
1

x
y′ +

(
1−

µ+ 1
4

x2

)
= 0,

÷òî åñòü íè ÷òî èíîå, êàê óðàâíåíèå Áåññåëÿ, òàê ÷òî åãî ðåøåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ êàêèå-
òî öèëèíäðè÷åñêèå ôóíêöèè. Íî ìû ïîêà íå ìîæåì ñêàçàòü, êàêèå èìåííî, ò.ê. íå
çíàåì, êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü µ.

Äëÿ âûÿñíåíèÿ ýòîãî âîïðîñà íàäî ðàññìîòðåòü âòîðîå óðàâíåíèå, â êîòîðîå âõî-
äèò òî æå ñàìîå µ. Åãî ðåøåíèå � ôóíêöèÿ v(θ, φ) � äîëæíî áûòü ðåãóëÿðíî ïðè âñåõ
0 ≤ θ ≤ π è ïåðèîäè÷íî ñ ïåðèîäîì 2π: v(θ, φ + 2π) = v(θ, φ). Ýòè òðåáîâàíèÿ è äà-
þò îãðàíè÷åíèÿ íà âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ µ. Áóäåì ðåøàòü âòîðîå óðàâíåíèå òåì æå
ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, ïðåäñòàâèâ ðåøåíèå â âèäå v(θ, φ) = P (cos θ)Φ(φ),
÷òî äàåò

sin θ d
dθ

(
sin θ dP (cos θ)

dθ

)
+ µ sin2 θP (cos θ)

P (cos θ)
= −Φ′′(φ)

Φ(φ)
= m2,

îòêóäà ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ
1

sin θ

d

dθ

(
sin θ

dP (cos θ)

dθ

)
+
(
µ− m2

sin2 θ

)
P (cos θ) = 0,

Φ′′(φ) +m2Φ(φ) = 0.
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Âòîðîå óðàâíåíèå èìååò ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ òîëüêî åñëè m ∈ Z: Φ(φ) = eimφ.
Ðàññìîòðèì ïåðâîå óðàâíåíèå è ñäåëàåì â íåì çàìåíó t = cos θ, t ∈ [−1, 1], òîãäà îíî
ïðèìåò âèä

d

dt

[
(1− t2)

dP

dt

]
− m2

1− t2
+ µP = 0

èëè

(1− t2)P ′′ − 2tP ′ − m2

1− t2
P + µP = 0.

Ñëåäóþùåå ïðîñòîå íàáëþäåíèå ïîçâîëÿåò ñâåñòè àíàëèç ýòîãî óðàâíåíèÿ ê ñëó÷àþ
m = 0. Ïðîèçâåäÿ çàìåíó

P (t) = (1− t2)m/2p(t),

ïîëó÷èì äëÿ ôóíêöèè p(t) óðàâíåíèå

(1− t2)p′′ − 2(m+ 1)tp′ + (µ−m(m+ 1))p = 0.

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ óðàâíåíèå ñ m = 0 m ðàç, ïîëó÷èì äëÿ ôóíêöèè P (m)(t) =
∂mt P (t) òî æå ñàìîå óðàâíåíèå, ÷òî ìû âûâåëè äëÿ p(t). Îòñþäà äåëàåì âûâîä, ÷òî
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñ m ̸= 0, êîòîðîå ìû îáîçíà÷èì Pm(t), ñâÿçàíî ñ ðåøåíèåì P 0(t)
óðàâíåíèÿ ñ m = 0 ôîðìóëîé

Pm(t) = (1− t2)m/2 d
mP 0(t)

d tm
.

Ó÷èòûâàÿ ñêàçàííîå, ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà óðàâíåíèè

(1− t2)P ′′ − 2tP ′ + µP = 0.

Ìû äîëæíû âûÿñíèòü, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ µ ó íåãî åñòü ðåøåíèÿ, ðåãóëÿðíûå
íà îòðåçêå [−1, 1]. Ïðè ýòîì 1 è −1 ÿâëÿþòñÿ îñîáûìè òî÷êàìè ýòîãî óðàâíåíèÿ
(ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíò ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé â ýòèõ òî÷êàõ îáðàùàåòñÿ â 0),
è ñóùåñòâîâàíèå ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé íà âñåì îòðåçêå [−1, 1] íå î÷åâèäíî è òðåáóåò
èññëåäîâàíèÿ. Íîðìèðóåì ðåøåíèÿ óñëîâèåì P (1) = 1 è áóäåì èñêàòü ðåøåíèÿ â
îêðåñòíîñòè òî÷êè 1 â âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì s = t− 1:

P (1 + s) = 1 +
∑
k≥1

αks
k.

Ïðÿìàÿ ïîäñòàíîâêà ýòîãî ðÿäà â óðàâíåíèå äàåò ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ
êîýôôèöèåíòîâ αk:

αk+1 =
µ− k(k + 1)

2 (k + 1)2
αk

ñ �íà÷àëüíûì óñëîâèåì� 2α1 = µ. Â ñëó÷àå åñëè µ ̸= k(k+1) ïðè êàêîì-ëèáî öåëîì k,
âñå êîýôôèöèåíòû ðÿäà íåíóëåâûå, è ïî ôîðìóëå äëÿ ðàäèóñà ñõîäèìîñòè íàõîäèì,
÷òî îí ðàâåí 2. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â òî÷êå −1 (êîòîðàÿ êàê ðàç íàõîäèòñÿ íà ðàññòî-
ÿíèè 2 îò òî÷êè 1) ðåãóëÿðíîñòü ðåøåíèÿ ìîæåò íàðóøàòüñÿ. Â ñëó÷àå µ = n(n+1)
ïðè n ∈ N ðÿä îáðûâàåòñÿ íà n-ì ÷ëåíå è ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëèíîì
ñòåïåíè n. Ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ µ îãðàíè÷åííûõ
è êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûõ ðåøåíèé íåò, ìîæíî íàéòè â êíèãå [9]. Èòàê, ìû âû-
ÿñíèëè, ÷òî ïðè µ = n(n + 1), n ∈ N, ó íàøåãî óðàâíåíèÿ åñòü ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå
Pn(t), ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé ïîëèíîì.
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Çàïèøåì óðàâíåíèå â âèäå

(1− t2)P ′′
n − 2tP ′

n + n(n+ 1)Pn = 0, n = 0, 1, 2, . . . .

Åãî ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå Pn(t) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ñòåïåíè n, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ
ïîëèíîìîì Ëåæàíäðà. Äëÿ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà ñóùåñòâóåò ÿâíàÿ ôîðìóëà (ôîð-
ìóëà Ðîäðèãà):

Pn(t) =
1

2nn!

dn

dtn
(t2 − 1)n.

Íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü âûáðàí òàê, ÷òî Pn(1) = 1. Âîò íåñêîëüêî ïåðâûõ ïî-
ëèíîìîâ Ëåæàíäðà:

P0(t) = 1, P1(t) = t, P2(t) =
3

2
t2 − 1

2
, P3(t) =

5

2
t3 − 3

2
t.

Èç ôîðìóëû Ðîäðèãà î÷åâèäíî, ÷òî Pn(−t) = (−1)nPn(t).

Ôóíêöèè

Pm
n (t) = (1− t2)m/2 d

m

dtm
Pn(t)

óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

(1− t2)(Pm
n )′′ − 2t(Pm

n )′ − m2

1− t2
Pm
n + n(n+ 1)P = 0

è íàçûâàþòñÿ ïðèñîåäèíåííûìè ôóíêöèÿìè Ëåæàíäðà.

Èòàê, ìû íàøëè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ óãëîâîé ÷àñòè
îïåðàòîðà Ëàïëàñà

∆θ,φv + n(n+ 1)v = 0, n = 0, 1, 2, . . .

â ðàçäåëåííûõ ïåðåìåííûõ:

v(θ, φ) = Y m
n (θ, φ) = P |m|

n (cos θ)eimφ, n = 0, 1, . . . , m = 0,±1, . . . ,±n.

Ôóíêöèè Y m
n (θ, φ) íàçûâàþòñÿ ñôåðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè.

Òåïåðü âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèþ Áåññåëÿ íà ðàäèàëüíóþ ÷àñòü ñîáñòâåííîé ôóíê-
öèè òðåõìåðíîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà, êîòîðîå ïðè µ = n(n+ 1) ïðèìåò âèä

y′′ +
1

x
y′ +

(
1−

(n+ 1
2
)2

x2

)
= 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðàäèàëüíàÿ ÷àñòü ñîáñòâåííîé ôóíêöèè âûðàçèòñÿ ÷åðåç ôóíê-
öèþ Áåññåëÿ ñ ïîëóöåëûì èíäåêñîì:

f(r) =
1√
kr

Jn+ 1
2
(kr)

è ïðèíàäëåæèò êëàññó ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.

Íàêîíåö, îáñóäèì ñëó÷àé k = 0, êîãäà èñõîäíàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ
ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé â ïðîñòðàíñòâå è ïðè íàëîæåíèè íóëåâîãî ãðàíè÷íîãî óñëî-
âèÿ íà ñôåðå ðàäèóñà R èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Ïîýòîìó ïðè k = 0 íàäî
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îòêàçàòüñÿ îò ýòîãî óñëîâèÿ. Ïðè k = 0 è µ = n(n + 1) óðàâíåíèå íà ðàäèàëüíóþ
÷àñòü ïðèíèìàåò âèä

f ′′(r) +
2

r
f ′(r)− n(n+ 1)

r2
f(r) = 0.

Ó íåãî åñòü äâà ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ: f(r) = rn è f(r) = r−n−1. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ÷àñòíûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè

rnY m
n (θ, φ) è r−n−1Y m

n (θ, φ).

Ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îáùåãî âèäà ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ýòèõ
ôóíêöèé. Íàïðèìåð, â òàêîì âèäå ìîæíî èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå. Îòìåòèì,
÷òî ôóíêöèÿ rnY m

n (θ, φ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãàðìîíè÷åñêèé îäíîðîäíûé ïîëèíîì îò
x, y, z ñòåïåíè n.
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