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Âîëíîâîå óðàâíåíèå èìååò âèä
utt = c2∆u.

Îíî â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè îïèñûâàåò ðàñïðîñòðàíåíèå ðàçëè÷íûõ êîëåáàíèé è
âîëí â ñðåäå: íàïðèìåð, êîëåáàíèÿ ñòðóí ìóçûêàëüíûõ èíñòðóìåíòîâ, âîëíû ðàçðå-
æåíèÿ è ñæàòèÿ â òâåðäîì òåëå, ýëåêòðîìàãíèòíûå è ãðàâèòàöèîííûå âîëíû. Êîí-
ñòàíòà c èìååò ñìûñë ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí.

Âûâîä âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ. Ïðèâåäåì âûâîä âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, îãðàíè-
÷èâøèñü ñëó÷àåì îäíîãî èçìåðåíèÿ. Ðàññìîòðèì ìàëûå ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ íàòÿ-
íóòîé ñòðóíû. Ïðîäîëüíóþ êîîðäèíàòó îáîçíà÷èì ÷åðåç x, à ñìåùåíèå â ïîïåðå÷íîì
íàïðàâëåíèè ÷åðåç u = u(x) (áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñìåùåíèå ïðîèñõîäèò â îäíîé ïëîñ-
êîñòè), ïðè÷åì u ïðåäïîëàãàåòñÿ ìàëûì ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé ñòðóíû, è ux ≪ 1,
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òàê ÷òî âåçäå áóäåì ïðåíåáðåãàòü âåëè÷èíîé u2x â ñðàâíåíèè ñ ux. Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì

ïðèáëèæåíèè äëèíà ëþáîãî ó÷àñòêà ñòðóíû îò x1 äî x2 ℓ(x1, x2) =
∫ x2

x1

√
1 + u2x dx

îñòàåòñÿ íåèçìåííîé ïðè äåôîðìàöèè. Ðàññìîòðèì ìàëûé ó÷àñòîê δS ñòðóíû îò x
äî x+ δx. Â òî÷êå x ñìåùåíèå ðàâíî u(x), â òî÷êå x+ δx îíî ðàâíî u(x+ δx); ìàëûé
óãîë α íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê ñòðóíå â òî÷êå x ðàâåí α(x) = ux(x), à â òî÷êå x+ δx
îí ðàâåí α(x + δx) = ux(x + δx) = α(x) + uxx(x)δx. Ïîñêîëüêó äëèíà ëþáîãî ó÷àñò-
êà ñòðóíû îñòàåòñÿ â íàøåì ïðèáëèæåíèè íåèçìåííîé ïðè äåôîðìàöèè, íàòÿæåíèå
ñòðóíû T ïî çàêîíó Ãóêà îäèíàêîâî ïî âñåé äëèíå. Òîãäà ðåçóëüòèðóþùàÿ ñèëà,
äåéñòâóþùàÿ íà ó÷àñòîê δS â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè, ðàâíà ñ íàøåé òî÷íîñòüþ
íóëþ, ïîñêîëüêó ðàçíîñòü T cosα(x+δx)−T cosα(x) èìååò ïîðÿäîê u2x, êîòîðûì ìû
ïðåíåáðåãàåì. Â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè íà ó÷àñòîê δS äåéñòâóåò ñèëà

T sinα(x+ δx)− T sinα(x) = T (α(x+ δx)− α(x))

= T (ux(x+ δx)− ux(x)) = Tuxxδx.

Ìàññà ó÷àñòêà δS ðàâíà ρδx, ãäå ρ � ïëîòíîñòü ñòðóíû. Ñêîðîñòü ýòîãî ó÷àñòêà â ïî-
ïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè ðàâíà ut, óñêîðåíèå utt. Ïîýòîìó ïî âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà
èìååì

ρuttδx = Tuxxδx,

ò.å.

utt = c2uxx, c2 =
T

ρ
.

Ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí íà ïðÿìîé. Ðàññìîòðèì âîëíîâîå óðàâíåíèå íà ïðÿìîé

utt = c2uxx.

Ïåðåéäÿ ê ïåðåìåííûì ξ = x + ct, η = x − ct, çàïèøåì óðàâíåíèå â âèäå uξη = 0,
îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä

u(x, t) = f(x− ct) + g(x+ ct),

ãäå f , g � ïðîèçâîëüíûå (äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûå) ôóíêöèè. Òåì ñàìûì ðåøåíèå
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóïåðïîçèöèþ âîçìóùåíèÿ ñ ïðîôèëåì f(x), äâèæóùåãîñÿ ñî
ñêîðîñòüþ c íàïðàâî è âîçìóùåíèÿ ñ ïðîôèëåì g(x), äâèæóùåãîñÿ ñî ñêîðîñòüþ c
íàëåâî.

Âîñïîëüçóåìñÿ ýòèì îáùèì ðåøåíèåì, ÷òîáû ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè ñ íà÷àëüíûìè
äàííûìè

u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ψ(x).

Òîãäà äîëæíî áûòü

f(x) + g(x) = φ(x), c(g′(x)− f ′(x)) = ψ(x).

èëè 
f(x) + g(x) = φ(x),

f(x)− g(x) = −1

c

∫ x

x0

ψ(t)dt+ C
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Îòñþäà íàõîäèì

u(x, t) =
1

2

(
φ(x− ct) + φ(x+ ct)

)
+

1

2c

∫ x+ct

x−ct
ψ(t′)dt′.

Ýòà ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Äàëàìáåðà.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè íà÷àëüíîå âîçìóùåíèå áûëî ëîêàëèçîâàíî âáëèçè òî÷êè x = 0,
ò.å. åñëè â ïðåäåëå ìû èìååì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ u(x, 0) = aδ(x), ut(x) = bδ(x),
ôîðìóëà Äàëàìáåðà äàåò:

u(x, t) =
a

2

(
δ(x− ct) + δ(x− ct)

)
+

b

2c

(
θ(x+ ct)− θ(x− ct)

)
.

Îòñþäà ìû âèäèì, ÷òî ïðè b ̸= 0 âîçìóùåíèå â ìîìåíò âðåìåíè t îòëè÷íî îò íóëÿ
íà âñåì îòðåçêå |x| ≤ ct è ðàâíî íóëþ âíå ýòîãî îòðåçêà. Åñëè æå b = 0, âîçìóùåíèå
ëîêàëèçîâàíî â òî÷êàõ ±ct, à îñòàëüíûå òî÷êè íàõîäÿòñÿ â ïîêîå. Åñëè íà÷àëü-
íîå âîçìóùåíèå u(x, 0) = φ(x) áûëî ëîêàëèçîâàíî íà êàêîì-òî êîíå÷íîì îòðåçêå, à
ut(x, 0) = 0, îò íåãî â îáå ñòîðîíû ñî ñêîðîñòüþ c áóäóò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ ëîêàëè-
çîâàííûå âîçìóùåíèÿ 1

2
φ(x± ct), ñîõðàíÿÿ ñâîþ ôîðìó, à îñòàëüíûå òî÷êè ïðÿìîé

áóäóò â ïîêîå. Èíûìè ñëîâàìè, îáå âîëíû (ëåâàÿ è ïðàâàÿ) èìåþò â ýòîì ñëó÷àå ÷åò-
êî î÷åð÷åííûå ïåðåäíèé è çàäíèé ôðîíòû. Ýòî ïðîñòåéøèé ïðèìåð ñïðàâåäëèâîñòè
ïðèíöèïà Ãþéãåíñà, î êîòîðîì áóäåò ïîäðîáíåå ðàññêàçàíî íèæå â ñâÿçè ñ çàäà÷åé î
ðàñïðîñòðàíåíèè âîëí íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå. Åñëè æå ut(x, 0) ̸= 0, ïðèíöèï
Ãþéãåíñà íàðóøàåòñÿ � âîëíà èìååò ïåðåäíèé ôðîíò, íî íå èìååò çàäíåãî.

Ïîó÷èòåëüíî âûâåñòè ôîðìóëó Äàëàìáåðà äðóãèì ñïîñîáîì, êîòîðûé õîòÿ â äàí-
íîì ñëó÷àå è âûãëÿäèò ñëîæíåå, íî â îòëè÷èå îò èñïîëüçîâàííûõ âûøå ýëåìåíòàð-
íûõ ñîîáðàæåíèé îáîáùàåòñÿ íà ñòàðøèå ðàçìåðíîñòè. Ýòîò ñïîñîá çàêëþ÷àåòñÿ
â òîì, ÷òîáû ñíà÷àëà íàéòè ôóíêöèþ Ãðèíà âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, ò.å. ôóíêöèþ
G1(x, t) òàêóþ, ÷òî

(∂2t − c2∂2x)G1(x, t) = δ(t)δ(x)

è G1(x, t) = 0 ïðè t < 0. Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ Ãðèíà íå åäèíñòâåííà � ê íåé ìîæíî
ïðèáàâèòü ëþáîå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Î÷åâèäíî, çíàíèå ôóíêöèè Ãðèíà
ïîçâîëÿåò íàéòè ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ utt = c2uxx + f(x, t), ñ ëþáîé
ôóíêöèåé f òàêîé, ÷òî f(x, t) = 0 ïðè t < 0, ïî ôîðìóëå

u(x, t) =
∫ ∞

−∞
dτ
∫ ∞

−∞
dy G1(x− y, t− τ)f(y, τ), t > 0.

Ïîòîì ìû ïîêàæåì, êàê çàäà÷ó Êîøè ìîæíî ñâåñòè ê ðåøåíèþ íåîäíîðîäíîãî óðàâ-
íåíèÿ. Ðåøèòü óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà ìîæíî ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå ïî x,
ïåðåéäÿ ê Ôóðüå-îáðàçó

Gξ(t) =
∫ ∞

−∞
G1(x, t)e

ixξdx.

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå èìååò âèä

G1(x, t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
Gξ(t)e

−ixξdξ.

Ôóðüå-îáðàç δ-ôóíêöèè � ôóíêöèÿ îò ξ, ðàâíàÿ 1 íà âñåé ïðÿìîé. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
óðàâíåíèå íà ôóíêöèþ Ãðèíà ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïðèíèìàåò âèä

∂2tGξ(t) + (cξ)2Gξ(t) = δ(t).
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Ýòî îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïî t. Åãî ëåãêî ðåøèòü. Íåòðóäíî
óáåäèòüñÿ, ÷òî ðåøåíèå òàêîâî:

Gξ(t) = θ(t)
sin(cξt)

cξ
.

Òîãäà äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà ïîëó÷àåì:

G1(x, t) =
θ(t)

2πc

∫ ∞

−∞

sin(cξt)

cξ
e−ixξdξ.

Âçÿâ ýòîò èíòåãðàë (ýòî õîðîøàÿ çàäà÷à ïî òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåí-
íîãî), íàõîäèì:

G1(x, t) =
θ(ct− |x|)

2c
.

Âîçüìåì â êà÷åñòâå ôóíêöèè f(x, t) â íåîäíîðîäíîì óðàâíåíèè îáîáùåííóþ ôóíê-
öèþ

f(x, t) = u0(x)δ
′(t) + u1(x)δ(t)

è âûïèøåì ðåøåíèå, ïîëüçóÿñü íàéäåííîé íàìè ôóíêöèåé Ãðèíà:

u(x, t) =
1

2c

∫ ∞

−∞
dτ
∫ ∞

−∞
dy θ

(
c(t− τ)− |x− y|

)(
u0(y)δ

′(τ) + u1(y)δ(τ)
)
.

=
1

2

∫ ∞

−∞
dy δ(ct−|x− y|)u0(y) +

1

2c

∫ ∞

−∞
dy θ(ct−|x− y|)u1(y)

=
1

2

(
u0(x+ ct) + u0(x− ct)

)
+

1

2c

∫ x+ct

x−ct
u1(y)dy.

Ìû ïîëó÷èëè ôîðìóëó Äàëàìáåðà äëÿ ðåøåíèÿ ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè u(x, 0) =
u0(x), ut(x, 0) = u1(x). Âèäèì, ÷òî çàäà÷à äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñ íåîä-
íîðîäíîñòüþ óêàçàííîãî âèäà, ñîñðåäîòî÷åííîé â òî÷êå t = 0, ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å
Êîøè äëÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Â ýòîì ìîæíî óáåäèòüñÿ è èç ñàìîãî îïðåäåëåíèÿ
ôóíêöèè Ãðèíà, íå ïîëüçóÿñü åå ÿâíûì âèäîì. Äåéñòâèòåëüíî, ìû èìååì ðåøåíèå

u(x, t) =
∫ ∞

−∞
G1(x− y, t)u1(y)dy +

∫ ∞

−∞
∂tG1(x− y, t)u0(y)dy.

Ïðîèíòåãðèðîâàâ óðàâíåíèå (∂2t − c2∂2x)G1(x, t) = δ(t)δ(x) ïî t â ïðåäåëàõ îò −t äî t
ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî G1(x, t) = 0 ïðè t < 0, è óñòðåìèâ t→ +0, íàéäåì

lim
t→+0

∂tG1(x, t) = δ(x), lim
t→+0

∫ ∞

−∞
G1(x− y, t)u(y)dy = 0

äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè u(y). Òîãäà èç ôîðìóëû äëÿ u(x, t) ñðàçó ïîëó÷àåì

lim
t→+0

u(x, t) = u0(x),

lim
t→+0

ut(x, t) = u1(x) + lim
t→+0

∫ ∞

−∞
∂2tG1(x− y, t)u0(y)dy.

Çàìåíèâ â èíòåãðàëå ∂2tG1(x − y, t) íà c2∂2yG1(x − y, t) è äâàæäû èíòåãðèðóÿ ïî
÷àñòÿì, íàéäåì, ÷òî ïðåäåë ýòîãî èíòåãðàëà ïðè t → +0 ðàâåí íóëþ, òàê ÷òî
lim
t→+0

ut(x, t) = u1(x).
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Ìåòîä ôóíêöèè Ãðèíà ïîçâîëÿåò òàêæå ïîëó÷èòü ôîðìóëó äëÿ ðåøåíèÿ íåîäíî-
ðîäíîãî óðàâíåíèÿ utt = c2uxx + f(x, t), îáîáùàþùóþ ôîðìóëó Äàëàìáåðà:

u(x, t) =
1

2c

∫ t

0
dτ
∫ x+c(t−τ)

x−c(t−τ)
dyf(y, τ) +

1

2

(
u0(x+ct) + u0(x−ct)

)
+

1

2c

∫ x+ct

x−ct
u1(y)dy.

Ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí â ïðîñòðàíñòâå. Òåïåðü ðàññìîòðèì âîëíîâîå óðàâíå-
íèå

utt = c2∆u

â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Íàéäåì ôóíêöèþ Ãðèíà G3(x⃗, t) òàêóþ, ÷òî

(∂2t − c2∆)G3(x⃗, t) = δ(t)δ(x⃗)

è G3(x⃗, t) = 0 ïðè t < 0. Òðåõìåðíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå èìååò âèä

Gξ⃗ (t) =
∫
R3
G3(x⃗, t)e

i(ξ⃗,x⃗)d3x.

Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàííîå óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà çàïèøåòñÿ â âèäå

∂2tGξ⃗ (t) + c2|ξ⃗|2Gξ⃗ (t) = δ(t).

Ðåøåíèå íàõîäèòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê â îäíîìåðíîì ñëó÷àå:

Gξ⃗ (t) = θ(t)
sin(c|ξ⃗|t)
c|ξ⃗|

.

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äàåò:

G3(x⃗, t) =
θ(t)

(2π)3

∫
R3

sin(c|ξ⃗|t)
c|ξ⃗|

e−i(ξ⃗,x⃗) d3ξ =
θ(t)

(2π)3

∫
R3

sin(c|ξ⃗|t)
c|ξ⃗|

cos(ξ⃗, x⃗) d3ξ.

Íàïðàâèì îñü z âäîëü âåêòîðà x⃗ è ïåðåéäåì â ñôåðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò

ξ⃗ = (ρ sin θ cosφ, ρ sin θ sinφ, ρ cos θ), d3ξ = ρ2 sin θ drdθdφ.

Òîãäà áóäåì èìåòü èíòåãðàë

G3(x⃗, t) =
θ(t)

(2π)3

∫
R3

sin(cρt)

cρ
cos(ρ|x⃗| cos θ) d3ξ

=
θ(t)

(2π)3

∫ ∞

0
ρ2dρ

∫ 2π

0
dφ
∫ π

0
sin θdθ

sin(cρt)

cρ
cos(ρ|x⃗| cos θ)

=
2πθ(t)

2(2π)3c

∫ ∞

−∞
ρdρ sin(cρt)

∫ 1

−1
dτ cos(ρ|x⃗|τ)

=
θ(t)

(2π)2c|x⃗|

∫ ∞

−∞
sin(cρt) sin(ρ|x⃗|) dρ.

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë íàäî ïîíèìàòü â ñìûñëå îáîáùåííûõ ôóíêöèé, ðóêîâîäñòâóÿñü
òîæäåñòâîì ∫ ∞

−∞
eiρxdρ = 2πδ(x).
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Òîãäà ïîëó÷èì

G3(x⃗, t) =
δ(ct− |x⃗|)
4πc|x⃗|

=
θ(t)

2πc
δ(c2t2−|x⃗|2).

Â îòëè÷èå îò ôóíêöèè Ãðèíà íà ïðÿìîé, êîòîðàÿ îòëè÷íà îò íóëÿ âî âñåì �îáúåìå�
|x| ≤ ct, ôóíêöèÿ G3(x⃗, t) åñòü îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ, ñîñðåäîòî÷åííàÿ íà ïîâåðõíî-
ñòè ñôåðû |x⃗| = ct è ðàâíàÿ íóëþ ïðè |x⃗| < ct è |x⃗| > ct.

Êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, âîçüìåì â êà÷åñòâå ôóíêöèè f(x⃗, t) â íåîäíîðîäíîì
óðàâíåíèè utt = c2∆u+f(x⃗, t) îáîáùåííóþ ôóíêöèþ u0(x⃗)δ

′(t)+u1(x⃗)δ(t) è âûïèøåì
ðåøåíèå, ïîëüçóÿñü íàéäåííîé ôóíêöèåé Ãðèíà:

u(x, t) =
∫ ∞

−∞
dτ
∫
R3
d3y G3(x⃗− y⃗, t− τ)

(
u0(y⃗)δ

′(τ) + u1(y⃗)δ(τ)
)

=
1

4πc2t

∫
|y⃗−x⃗|=ct

dSyu1(y⃗) +
d

dt

(
1

4πc2t

∫
|y⃗−x⃗|=ct

dSyu0(y⃗)

)
.

Ýòà ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Êèðõãîôà. Èíòåãðèðîâàíèå â íåé ïðîâîäèòñÿ
ïî ïîâåðõíîñòè ñôåðû ðàäèóñà ct ñ öåíòðîì â òî÷êå x⃗, dSy � ýëåìåíò ïëîùàäè ýòîé
ñôåðû. Çàïèñàâ y⃗ = x⃗+ ctn⃗, ãäå n⃗ = (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ) � åäèíè÷íûé âåêòîð,
ìîæåì ïðåäñòàâèòü ôîðìóëó Êèðõãîôà â íåñêîëüêî áîëåå ÿâíîì âèäå:

u(x, t) =
t

4π

∫
S2
d2n⃗ u1(x⃗+ ctn⃗) +

d

dt

(
t

4π

∫
S2
d2n⃗ u0(x⃗+ ctn⃗)

)
.

Çäåñü èíòåãðèðîâàíèå èäåò ïî ñôåðå åäèíè÷íîãî ðàäèóñà S2 ñ ìåðîé d2n⃗ = sin θ dθdφ.
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), òàê ÷òî ôîðìóëà Êèðõãîôà
äàåò ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè.

Ïðèìåíèì ôîðìóëó Êèðõãîôà â ñëó÷àå, êîãäà íà÷àëüíîå âîçìóùåíèå ëîêàëèçî-
âàíî â ìàëîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò, â ïðåäåëå òî÷å÷íîãî âîçìóùåíèÿ ìû
âîçüìåì u0(x⃗) = a0δ(x⃗), u1(x⃗) = a1δ(x⃗). Èíòåãðàë â ôîðìóëå Êèðõãîôà ìû ìîæåì
âû÷èñëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:∫

S2
d2n⃗ ui(x⃗+ ctn⃗) = ai

∫
δ(x⃗+ cty⃗)δ(|y⃗| − 1)d3y = ai

δ(|x⃗| − ct)

c2t2
,

òîãäà ðåøåíèå çàïèøåòñÿ â âèäå

u(x⃗, t) = a1
δ(|x⃗| − ct)

4πc|x⃗|
− a0

δ′(|x⃗| − ct)

4π|x⃗|
.

Ìû âèäèì, ÷òî ñïóñòÿ âðåìÿ t âîçìóùåíèå ëîêàëèçóåòñÿ íà ñôåðå ðàäèóñà ct. Ïóñòü
òåïåðü íà÷àëüíîå âîçìóùåíèå îòëè÷íî îò íóëÿ â íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé ìàëîé
îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà V = V (0). Ðàññìîòðèì ìãíîâåííóþ ïðîñòðàíñòâåííóþ êàðòè-
íó âîçìóùåíèÿ u(x⃗, t) â ìîìåíò âðåìåíè t. Òî÷êè x⃗, íàõîäÿùèåñÿ â âîçáóæäåííîì
ñîñòîÿíèè, õàðàêòåðèçóþòñÿ òåì, ÷òî ñôåðû ðàäèóñà ct ñ öåíòðîì â òî÷êå x⃗ ïåðå-
ñåêàþò îáëàñòü V . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê V (t), â êîòîðûõ
âîçìóùåíèå îòëè÷íî îò íóëÿ â ìîìåíò âðåìåíè t, ñîñòîèò èç òî÷åê x⃗, íàõîäÿùèõñÿ
íà ñôåðàõ ðàäèóñà ct ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ îáëàñòè V (0). Îãèáàþùèå ñåìåéñòâà ýòèõ
ñôåð áóäóò ãðàíèöàìè îáëàñòè V (t). Âíåøíÿÿ îãèáàþùàÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðåäíèì ôðîí-
òîì, âíóòðåííÿÿ � çàäíèì ôðîíòîì ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ âîëíû. Òàêèì îáðàçîì,
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ëîêàëèçîâàííîå â ïðîñòðàíñòâå íà÷àëüíîå âîçìóùåíèå âûçûâàåò â êàæäîé òî÷êå
ïðîñòðàíñòâà äåéñòâèå, ëîêàëèçîâàííîå âî âðåìåíè ñ ðåçêî î÷åð÷åííûìè ïåðåäíèì
è çàäíèì ôðîíòàìè, ò.å. èìååò ìåñòî ïðèíöèï Ãþéãåíñà.

Ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ utt = c2∆u + f(x⃗, t) ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè äàåòñÿ ôîðìóëîé

u(x, t) =
1

4πc2

∫
|x⃗−y⃗|≤ct

f
(
y⃗, t− |x⃗−y⃗|

c

)
|x⃗− y⃗|

d3y⃗.

Â ôèçèêå ðåøåíèÿ òàêîãî òèïà íàçûâàþò çàïàçäûâàþùèìè ïîòåíöèàëàìè.

Ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí íà ïëîñêîñòè. Êàê íè ñòðàííî, çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíå-
íèè âîëí íà ïëîñêîñòè ñëîæíåå ðàññìîòðåííîé âûøå çàäà÷è â ïðîñòðàíñòâå êàê ñ
ìàòåìàòè÷åñêîé, òàê è ñ ôèçè÷åñêîé òî÷åê çðåíèÿ.

Íàéäåì ôóíêöèþ Ãðèíà G2(x⃗, t) äâóìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ:

(∂2t − c2∆)G2(x⃗, t) = δ(t)δ(x⃗)

è G2(x⃗, t) = 0 ïðè t < 0. Ðåøåíèå ìåòîäîì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå íè÷åì íå îòëè÷à-
åòñÿ îò òðåõìåðíîãî ñëó÷àÿ. Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàííàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà èìååò âèä

Gξ⃗ (t) = θ(t)
sin(c|ξ⃗|t)
c|ξ⃗|

,

ãäå òåïåðü ξ⃗ � äâóìåðíûé âåêòîð. Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äàåò:

G2(x⃗, t) =
θ(t)

(2π)2

∫
R2

sin(c|ξ⃗|t)
c|ξ⃗|

e−i(ξ⃗,x⃗) d2ξ.

Íàïðàâèì îñü x âäîëü âåêòîðà x⃗ è ïðîâåäåì âû÷èñëåíèå â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîð-
äèíàò ξ⃗ = (ρ cosφ, ρ sinφ), d3ξ = ρ dφ. Òîãäà áóäåì èìåòü èíòåãðàë

G2(x⃗, t) =
θ(t)

(2π)2

∫ ∞

0
ρdρ

∫ 2π

0
dφ

sin(cρt)

cρ
e−iρ|x⃗| cosφ.

Èíòåãðàë ïî φ äàåò ôóíêöèþ Áåññåëÿ

J0(ρ|x⃗|) =
1

2π

∫ 2π

0
dφe−iρ|x⃗| cosφ,

òàê ÷òî íàì íóæíî âû÷èñëèòü èíòåãðàë

G2(x⃗, t) =
θ(t)

2πc

∫ ∞

0
sin(cρt)J0(ρ|x⃗|)dρ.

Î òîì, êàê âû÷èñëÿòü ýòîò è åìó ïîäîáíûå èíòåãðàëû ñ ôóíêöèÿìè Áåññåëÿ, ðàñ-
ñêàçàíî â êíèãå [?]. Ìû ïðèâåäåì îòâåò:

∫ ∞

0
sin(ax)J0(bx)dx =


1√

a2 − b2
, a > b,

0, a < b.
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Ïîëüçóÿñü ýòèì ðåçóëüòàòîì, íàõîäèì ôóíêöèþ Ãðèíà:

G2(x⃗, t) =
θ(ct− |x⃗|)

2πc
√
c2t2 − |x⃗|2

.

Â îòëè÷èå îò òðåõìåðíîãî ñëó÷àÿ, ôóíêöèÿ G2(x⃗, t) îòëè÷íà îò íóëÿ íå òîëüêî íà
îêðóæíîñòè |x⃗| = ct, íî è âî âñåõ âíóòðåííèõ òî÷êàõ äèñêà |x⃗| ≤ ct.

Êàê è â ïðåäûäóùèõ ñëó÷àÿõ, âîçüìåì â êà÷åñòâå ôóíêöèè f(x⃗, t) â íåîäíîðîäíîì
óðàâíåíèè utt = c2∆u+f(x⃗, t) îáîáùåííóþ ôóíêöèþ u0(x⃗)δ

′(t)+u1(x⃗)δ(t) è âûïèøåì
ðåøåíèå, ïîëüçóÿñü íàéäåííîé ôóíêöèåé Ãðèíà:

u(x, t) =
∫ ∞

−∞
dτ
∫
R2
d2y⃗ G2(x⃗− y⃗, t− τ)

(
u0(y⃗)δ

′(τ) + u1(y⃗)δ(τ)
)

=
1

2πc

∫
|x⃗−y⃗|≤ct

u1(y⃗) d
2y⃗√

c2t2 − |x⃗− y⃗|2
+

1

2πc

d

dt

∫
|x⃗−y⃗|≤ct

u0(y⃗) d
2y⃗√

c2t2 − |x⃗− y⃗|2
.

Ýòà ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Ïóàññîíà. Èíòåãðèðîâàíèå â íåé ïðîâîäèòñÿ ïî
âíóòðåííîñòè äèñêà ðàäèóñà ct ñ öåíòðîì â òî÷êå x⃗. Çàìåíèâ ïåðåìåííóþ èíòåãðè-
ðîâàíèÿ y⃗ → x⃗+ y⃗, çàïèøåì ôîðìóëó Ïóàññîíà â âèäå

u(x, t) =
1

2πc

∫
|y⃗|≤ct

u1(x⃗+ y⃗) d2y⃗√
c2t2 − |y⃗|2

+
1

2πc

d

dt

∫
|y⃗|≤ct

u0(x⃗+ y⃗) d2y⃗√
c2t2 − |y⃗|2

.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), òàê ÷òî ôîðìóëà Ïóàññîíà
äàåò ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè.

Óáåäèìñÿ, ÷òî ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè âîëí íà ïëîñêîñòè ïðèíöèï Ãþéãåíñà íå
èìååò ìåñòà. Ïóñòü íà÷àëüíîå âîçìóùåíèå çàäàíî â íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé ìàëîé
îáëàñòè S = S(0) íà ïëîñêîñòè. Ðàññìîòðèì èçìåíåíèå ñîñòîÿíèÿ u(x⃗, t) â òî÷êå x⃗,
íàõîäÿùåéñÿ âíå S. Çíà÷åíèå u(x⃗, t) îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî ôîðìóëå Ïóàññîíà íà-
÷àëüíûìè äàííûìè â òî÷êàõ y⃗, ëåæàùèõ â êðóãå ðàäèóñà ct ñ öåíòðîì â x⃗. Ïóñòü d
� ðàññòîÿíèå îò x⃗ äî áëèæàéøåé òî÷êè èç îáëàñòè S. Äëÿ ìîìåíòîâ âðåìåíè t < d/c
ôóíêöèÿ u(x⃗, t) = 0 � äî òî÷êè x⃗ âîëíà åùå íå äîøëà. Åñëè æå t > d/c, òî u(x⃗, t) ̸= 0,
ò.å. íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà t = d/c â òî÷êå x⃗ âîçíèêàåò âîçìóùåíèå, ïîñòåïåííî óáû-
âàþùåå äî íóëÿ ïðè t → ∞. Â ýòîì ÿâëåíèè ïîñëåäåéñòâèÿ çàêëþ÷àåòñÿ ãëàâíîå
îòëè÷èå ïëîñêîãî ñëó÷àÿ îò ïðîñòðàíñòâåííîãî. Âëèÿíèå íà÷àëüíûõ âîçìóùåíèé,
ëîêàëèçîâàííûõ â ïðîñòðàíñòâå, íå ëîêàëèçîâàíî âî âðåìåíè. Êàðòèíà âîçìóùåíèé
íà ïëîñêîñòè èìååò ðåçêî î÷åð÷åííûé ïåðåäíèé ôðîíò, íî íå èìååò çàäíåãî. Ïðèí-
öèï Ãþéãåíñà íå èìååò ìåñòà. Â äâóìåðíîì ìèðå çâóê îò ðåçêîãî óäàðà íå ñõîäèë áû
íà íåò ÷åðåç ìãíîâåíèå, à ïîñòåïåííî çàòóõàë áû âåñüìà ïðîäîëæèòåëüíîå âðåìÿ.
Ðàçáîð÷èâàÿ ðå÷ü áûëà áû, âåðîÿòíî, íåâîçìîæíîé.

Îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íûé àíàëèç âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â ïðîèçâîëüíîì ÷èñëå
èçìåðåíèé ïðèâîäèò ê âûâîäó, ÷òî ïðèíöèï Ãþéãåíñà ñïðàâåäëèâ âî âñåõ íå÷åòíûõ
ðàçìåðíîñòÿõ d ≥ 3 è íå èìååò ìåñòà âî âñåõ ÷åòíûõ ðàçìåðíîñòÿõ (à òàêæå â îäíîì
èçìåðåíèè).

Íàêîíåö, âûïèøåì ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ utt = c2∆u + f(x⃗, t) ñ íó-
ëåâûìè íà÷àëüíûìè äàííûìè:

u(x⃗, t) =
1

2πc

∫ t

0

∫
|y⃗|≤c(t−τ)

f(x⃗+ y⃗, τ )d2y⃗dτ√
c2(t− τ)2 − |y⃗|2

.
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Ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé çàäà÷è ñ íåíóëåâûìè íà÷àëüíûìè äàííûìè äàåòñÿ ñóììîé
ýòîãî âûðàæåíèÿ è ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû Ïóàññîíà.
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