
МатФак ВШЭ. Линейная алгебра и геометрия. (19 января 2024)

Задачи для подготовки к контрольной №4

ПК4⋄1. Найдите собственные числа, укажите какие-нибудь базисы в собственных и корне-
вых подпространствах и выясните, диагонализуемы ли линейные операторы ℚ3 → ℚ3,
заданные в стандартном базисе матрицами:
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оТвеТ:Вбазисахизстолбцовматриц
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операторыимеютматрицы
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ПК4⋄2. Над полем ℚ найдите минимальные многочлен матриц

а)
⎛
⎜
⎜
⎜
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1 0 2 2
0 1 0 0
0 0 −2 −1
0 0 1 0
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⎜
⎜
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1 0 0 0
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−1 1 1 1
−2 2 −1 3

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

в)
⎛
⎜
⎜
⎜
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1 0 0 0
0 1 −1 1
0 −1 1 1
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⎜
⎜
⎜
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−2 −3 3 3
4 6 −4 −4
1 2 0 −1
3 3 −3 −2

⎞
⎟
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⎟
⎠и выясните, диагонализуемы ли эти матрицы.

оТвеТ:в(а)𝑡3+𝑡2−𝑡−1=(𝑡−1)(𝑡+1)2,в(б)𝑡3−5𝑡2+8𝑡−4=(𝑡−2)2(𝑡−1),в(в)𝑡3−4𝑡2+5𝑡−2=(𝑡−2)(𝑡−1)2,
в(г)𝑡3−𝑡2−4𝑡+4=(𝑡−2)(𝑡−1)(𝑡+2).

ПК4⋄3. Линейный оператор ℚ3 ↦ ℚ3 имеет в стандартном базисе матрицу
⎛
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⎜
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−11 2 −2
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.

Существует ли в ℚ3 такой базис, в котором этот оператор записывается матрицей
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−3 −3 1
5 5 −2
13 15 −6
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⎜
⎜
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−4 1 1
6 −3 −2

−12 4 3

⎞
⎟
⎟
⎠
?

оТвеТ:в(б)—да,в(а)—нет;всетриматрицыимеютхар.многочлен𝑡3+4𝑡2+5𝑡+2=(𝑡+1)2(𝑡+2),и
одномерноесобственноеподпространство𝑉−2,ноуданногооператораиоператораиз(б)dim𝑉−1=2,тогдакак
в(а)dim𝑉−1=1.

ПК4⋄4. Матрицa 𝐴 = (
2 7
3 −7) задаёт на пространстве всех матриц размера 2× 2 линейный

оператор 𝑋 ↦ 𝐴𝑋 − 𝑋𝐴. Найдите минимальный многочлен этого оператора.

оТвеТ:длядиагональнойматрицы𝐴ссобственнымичислами𝜆1≠𝜆2оператордиагонализуемсдвукратным
собственнымчислом0иоднократнымисобственнымичислами±(𝜆2−𝜆1),откуда
𝜇(𝑡)=𝑡(𝑡−(𝜆2−𝜆1)2)=𝑡(𝑡2+4det𝐴−tr2𝐴)=𝑡(𝑡2+635).

ПК4⋄5. Матрицa 𝐴 = (
−3 −2
5 8 ) задаёт на пространстве всех матриц размера 2×2 линейный

оператор 𝑋 ↦ 𝐴𝑋𝐴−1. Найдите минимальный многочлен этого оператора.



оТвеТ:длядиагональнойматрицы𝐴ссобственнымичислами𝜆1≠𝜆2оператордиагонализуемсдвукратным
собственнымчислом1иоднократнымисобственнымичислами(𝜆2∕𝜆1)±1,откуда
𝜇(𝑡)=(𝑡−1)(𝑡2−(−2+tr2𝐴∕det𝐴)𝑡+1)=(𝑡−1)(𝑡2+53𝑡

14+1).

ПК4⋄6. Матрицa 𝐴 = (
−1 −1
−2 −8) задаёт на пространстве всех матриц размера 2×2 линейный

оператор 𝑋 ↦ 𝐴𝑋 + 𝑋𝐴. Найдите минимальный многочлен этого оператора.

оТвеТ:длядиагональнойматрицы𝐴ссобственнымичислами𝜆1≠𝜆2оператордиагонализуемсдвукратным
собственнымчислом𝜆1+𝜆2иоднократнымисобственнымичислами2𝜆1,2𝜆2,откуда
𝜇(𝑡)=𝑡3−3tr⋅𝑡2+(4det+2tr2)⋅𝑡−4trdet=𝑡3+27𝑡2+186𝑡+216,приэтомdet𝐴=6,tr𝐴=−9.

ПК4⋄7 (Трёхдиагональные матрицы). Вычислите определитель трёхдиагональной матрицы
размера 𝑛 × 𝑛:
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⋱ ⋱
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𝑛

оТвеТ:в(а)pекуррентнаяформула𝛥𝑛=5𝛥𝑛−1−6𝛥𝑛−2,минимальныймногочлендлясдвига𝜇(𝑡)=𝑡2−5𝑡+6,
𝛥𝑛=3𝑛+1−2𝑛+1

в(б)pекуррентнаяформула𝛥𝑛=−1
6𝛥𝑛−1+1

6𝛥𝑛−2,минимальныймногочлендлясдвига𝜇(𝑡)=𝑡2+1
6𝑡−1

6,
𝛥𝑛=3

5(−1
2)𝑛+2

5(1
3)𝑛

ПК4⋄8. Напишите такую вещественную 2 × 2 матрицу 𝐴, что
а) 𝐴5 = (

−31 −16
56 29 ) б) 𝐴4 = (

−3 −4
4 5 ) в) 𝐴3 = (

−128 25
−650 127) г) 𝐴2 = (

−18 −5
80 22).
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оТвеТ:в(а)собственыечисла:1,−3,интерполяционныймногочлен3
4+

5√−3
4+(

1
4−

5√−3
4)⋅𝑡,искомаяматрица

(
−7+8

5
√−3−4+4

5
√−3

14−14
5

√−38−7
5

√−3)
,

в(б)двукратноесобственноечисло1,интерполяционныймногочлен3
4+(

1
4)⋅𝑡,искомаяматрица

(
0−1
12).

в(в)собственыечисла:−3,2,интерполяционныймногочлен3
3√2
5+2

3√−3
5+(

3√2
5−

3√−3
5)⋅𝑡,искомаяматрица

(
−25

3
√2+26

3
√−35

3
√2−5

3
√−3

−130
3

√2+130
3

√−326
3

√2−25
3

√−3)
.

в(г)двукратноесобственноечисло2,интерполяционныймногочлен√2
2+(

√2
4)⋅𝑡,искомаяматрица

(
−4√2−5√2

4
20√26√2)

.
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