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A� M� Verxik� A� �� Okun�kov

NOVY� PODHOD K TEORII PREDSTAVLENI�
SIMMETRIQESKIH GRUPP� II

Pam�ti D� Koksetera

Predislovie

�ta stat�� �vl�ets� pererabotannym russkim perevodom sta�
t�i teh �e avtorov �sm� ssylku ni�e� i posv�wena netradicion�
nomu podhodu k teorii predstavleni	 simmetriqeskih grupp �a
bolee obwo 
 k teorii predstavleni	 kokseterovskih i lokal��
nyh grupp�� Perevod byl podgotovlen k russkomu izdani� knigi
V� Fultona Tablicy �nga� Prilo�eni� k teorii predstavleni�
i geometrii �W� Fulton� Young Tableaux� With applications to repre�

sentation theory and geometry� Cambrige Univ� Press� Cambrige� ������
kotora�� kak � nade�s�� rano ili pozdno vse �e vy	det� V predi�
slovii redaktora k russkomu perevodu knigi ob
�sn�ets�� v qem
nedostatok obweprin�togo podhoda k teorii predstavleni	 sim�
metriqeskih grupp� on ne uqityvaet va�nyh svo	stv �tih grupp�
a imenno togo fakta� qto �to gruppy Koksetera� qto oni obra�
zu�t induktivnu� cepoqku� iz qego vytekaet� qto teori� dol��
na stroit�s� induktivno� Pr�mym sledstviem �tih nedostatkov
�vl�ets�� v qastnosti� nekotora� nemotivirovannost� po�vleni�
diagramm i tablic �nga� voznika�wih kak by ad hoc� lix� po�
sle dokazatel�stva teoremy vetvleni� ih prisutstvie opravdy�
vaets��

�A new approach to representation theory of symmetric groups�� Selecta Math��

New Series �� No� �� 	
��
�	 ����
�� Kratka� zametka teh �e avtorov opubli�
kovana v �urnale Uspehi mat� nauk ���� Mnogoqislennye vstavki i izme�
neni� v tekste sdelany pervym avtorom dl� �to� publikacii� lix� neko�
torye iz �tih izmeneni� ogovoreny dalee� Osobenno ser�ezny uproweni�
i izmeneni� v xx�� �� �� izmeneny tak�e nazvani� i por�dok nekotoryh
paragrafov� Po�tomu my snabdili nazvanie stat�i cifro� II�

��
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Teori�� izlagaema� v �to	 stat�e� prizvana ispravit� ukazan�
nye defekty� Pervo	 popytko	 byla stat�� avtora �sm� ������ v
kotoro	 dokazyvalos�� qto esli prin�t� uslovie distributivno�
sti grafa vetvleni� neprivodimyh kompleksnyh predstavleni	
cepoqki grupp Sn� to im mo�et byt� tol�ko graf �nga� Kak vy�
�snilos�� v �tom apriornom predpolo�enii net nu�dy 
 distri�
butivnost� �vl�ets� pr�mym sledstviem koksterovosti gruppy
Sn� esli tol�ko privleq� zameqatel�nye obrazu�wie podalge�
bry Gel�fanda
Cetlina gruppovo	 algebry� a imenno obrazu�
�wie �nga�
�cisa�
Merfi �sm� ���� ����� No vse bez iskl��
qeni� mnogoqislennye posledu�wie izlo�eni�� vkl�qa� i ho�
roxu� knigu Fultona� sledovali klassiqesko	 versii� iduwe	
ot Frobeniusa
Xura
�nga� kotora� hot� i dopoln�las� udaq�
nymi uproweni�mi vrode lemm fon Ne	mana� G� Ve	l�� pon�ti�
�mi tabloidov i dr�� no ostavl�la bez izmeneni	 obwu� shemu
postroeni� teorii�� Ssylki na knigi po teorii predstavleni	
simmetriqeskih grupp qitatel� na	det v monografii D�e	msa i
Kerbera ����� v perevedenno	 na russki	 �zyk knige G� D�e	msa
���� i v bolee ranne	 uqebno	 literature�
Kl�qevoe mesto� ob
�sn��wee i po�vlenie tablic �nga� i

obwi	 smysl naxego metoda� sostoit v tom� qto toqki spektra
algebry Gel�fanda
Cetlina otnositel�no obrazu�wih �nga

�cisa
Merfi est� celoqislennye vektory �vektory soder�a�
ni	� v Rn� udovletvor��wie prostym uslovi�m� sledu�wim iz
sootnoxeni	 Koksetera� a koordinaty �tih celoqislennyh vek�
torov est� tak nazyvaemye soder�ani� kletok tablic �nga
�sm� x��� a poskol�ku vektor soder�ani	 opredel�et tablicu
�nga� to toqki spektra i est� tablicy �nga� Sootvetstvu��
wie sobstvennye vektory opredel��t v l�bom predstavlenii

�Tak nazyvaemye ortogonal�na� i polunormal�na� formy �nga dl�
opisani� de�stvi� kokseterovskih transpozici� v neprivodimyh predsta�
vleni�h byli opredeleny v poslednih ego rabotah i� po�vidimomu� rassma�
trivalis� im lix� kak ill�straci�� �ti formy igra�t suwestvennu�
rol� v naxe� teorii �sm� xx�� ��� A� Lasku nekotoroe vrem� nazad otmetil�
a nedavno R� Stenli dal toqnu� ssylku na to mesto stat�i �nga� gde �ti
obrazu�wie �vno ukazany� No� vidimo� �ng sam ne vpolne ocenil ih rol��

�A��A� A� �cis ����
����
� � litovski� matematik� Rabota ����� v koto�
ro� on vvel �ti obrazu�wie� dolgoe vrem� ne byla zameqena� angli�ski�
matematik G� Merfi pereotkryl ih� a zatem naxel i rabotu �cisa�

�Nax sposob izlo�eni� teorii predstavleni� simmetriqeskih grupp
nedavno ispol�zovan v ��	��



TEORI� PREDSTAVLENI� Sn �	

bazis� a mno�estvo vektorov� otveqa�wih tablicam s danno	
diagrammo	� obrazuet bazis neprivodimogo predstavleni� grup�
py Sn �bazis �nga
Gel�fanda
Cetlina�� Tem samym sootvet�
stvie 	diagrammy
 � 	neprivodimye predstavleni�
 poluqaet
estestvennoe �mo�no skazat�� spektral�noe
 ob��snenie�
Nax podhod daet ne tol�ko metodiqeskie preimuwestva v iz�

lo�enii klassiqeskih rezul�tatov� on pozvol�et rassmatrivat�
predstavleni� bolee obwih grupp i algebr� naprimer �lokal��
nyh grupp i algebr� v smysle ����� v teh sluqa�h� kogda vypol�
neny uslovi� koneqnosti gruppy ili koneqnomernosti algebry�
Popytka perenesti �tot metod na drugie gruppy i� v qastnosti�
na gruppy Koksetera B�C�D soder�its� v rabotah ���� i �����
Nedavno skonqals� zameqatel�ny	 i original�ny	 matematik

Donal�d Kokseter �����
������ kotoromu sovremenna� matema�
tika ob�zana va�nymi� glubokimi ide�mi i krasive	ximi geo�
metriqeskimi i gruppovymi konstrukci�mi� �tot� pererabotan�
ny	� variant stat�i posv�waets� pam�ti D� Koksetera�

A� Verxik

�� Vvedenie

Cel� �to	 stat�i 
 izlo�it� novy	 prosto	 i pr�mo	 sposob
postroeni� teorii kompleksnyh predstavleni	 gruppy podsta�
novok Sn�
Suwestvuet dva osnovnyh sposoba stroit� neprivodimye

predstavleni� gruppy Sn� Pervy	 faktiqeski osnovyvaets� na
teorii predstavleni	 polno	 line	no	 gruppy GL�N � i dvo	�
stvennosti me�du gruppo	 Sn i gruppo	 GL�N � v prostranstve

CN � CN � � � � � CN� �z �
n raz

�

kotoru� nazyva�t dvo	stvennost�� Xura
Ve	l� �sm� �����
Kl�qevu� rol� pri takom podhode igra�t haraktery gruppy
GL�N �� to est� funkcii Xura� Postroenie harakterov gruppy
Sn na baze funkci	 Xura� blizkoe k pervonaqal�no	 konstruk�
cii Frobeniusa� izlo�eno� naprimer� v �����
Vtoro	 podhod� obyqno sv�zyvaemy	 s imenem �nga� polu�

qivxi	 dal�ne	xee razvitie v rabotah fon Ne	mana i Ve	l��
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osnovyvaets� na kombinatorike tablic� Neprivodimoe predsta�
vlenie �nazyvaemoe inogda modulem Xpehta� faktiqeski opre�
del�ets� pri �tom kak edinstvenna� obwa� komponenta dvuh pro�
styh predstavleni	� inducirovannyh s odnomernyh �ediniqno�
go i znakoperemennogo� predstavleni	 odno	 i to	 �e podgrup�
py �nga� �tu neprivodimu� komponentu i sopostavl��t raz�
bieni� �diagramme�� sootvetstvu�wemu podgruppe �nga� Po�
skol�ku razlo�enie inducirovannyh predstavleni	 na neprivo�
dimye dovol�no slo�no i nekonstruktivno� to i sootvetstvie
�diagrammy� � �neprivodimye predstavleni�� vygl�dit do�
statoqno maloestestvennym� Tako	 podhod �vl�ets� tradicion�
nym� i ego mo�no na	ti v bol�xinstve knig po �to	 tematike�
naprimer v odno	 iz poslednih monografi	 ����� Dl� vyvoda
kako	�nibud� formuly dl� harakterov gruppy Sn pri �tom pod�
hode nu�ny zametnye usili��
Oba �ti podhoda va�ny� no ih vse�taki sleduet priznat� do�

vol�no kosvennymi� oni osnovany na glubokih i netrivial�nyh
vspomogatel�nyh konstrukci�h� Voznikaet estestvenny	 vopros�
mo�no li poluqit� osnovnye kombinatornye ob
ekty teorii
�diagrammy� tablicy i t� d�� bolee pr�mym i estestvennym spo�
sobom� My polagaem� qto teori� predstavleni	 simmetriqeskih
grupp dol�na udovletvor�t� sledu�wim trem uslovi�m�

��� Simmetriqeskie gruppy obrazu�t estestvennu� cepoqku
grupp �gruppa Sn�� vkladyvaets� v Sn�� i teori� predsta�
vleni	 �tih grupp dol�na stroit�s� induktivno� opira�
�s� na �ti vlo�eni�� t�e� teori� predstavleni	 gruppy
Sn dol�na osnovyvat�s� na teorii predstavleni	 grup�
py Sn��� n 	 �� 
� � � � �

��� Kombinatorika diagramm i tablic �nga� otra�a�wa�
pravilo vetvleni� dl� su�eni�

Sn � Sn�� �

dol�na po�vl�t�s� kak estestvenny	 vspomogatel�ny	
�lement postroeni�� a ne ad hoc� ona dol�na vyvodit�s�
iz vnutrenne	 struktury simmetriqeskih grupp� Tol�ko
v �tom sluqae pravilo vetvleni� ��vl��wees� odno	 iz
osnovnyh teorem teorii� voznikaet estestvennym obra�
zom� a ne kak final�noe sledstvie postroeni� vse	 teo�
rii�
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��� Simmetriqeskie gruppy �vl��ts� gruppami Koksetera�
i metodika� primenima� k �tim gruppam� dol�na byt�
primenima i ko vsem klassiqeskim seri�m kokseterov�
skih grupp�

V �to	 stat�e my predlagaem novy	 podhod� udovletvor���
wi	 sformulirovannym vyxe principam i dela�wi	 vs� teo�
ri� bolee estestvenno	 i prosto	� Va�nymi dl� naxego metoda
�vl��ts� sledu�wie pon�ti��

��� Algebra i bazis Gel�fanda
Cetlina �GZ�algebra i GZ�
bazis��

��� �lementy �nga
�cisa
Merfi �YJM��lementy��
��� Algebry s lokal�no	 sistemo	 obrazu�wih kak obwi	
kontekst teorii�

Bazis Gel�fanda
Cetlina byl opredelen I� M� Gel�fandom
i M� L� Cetlinym v p�tides�tyh godah ��� �� dl� unitarno	 i
ortogonal�no	 grupp� Obwee pon�tie GZ�algebry dl� induktiv�
nyh predelov algebr mo�et byt� vvedeno tem �e sposobom i dl�
proizvol�nogo induktivnogo predela poluprostyh algebr ��to
bylo sdelano� naprimer� v ����� Po povodu obwego opredeleni�
algebr Gel�fanda
Cetlina i obrazu�wih �nga
�cisa
Merfi
sm� tak�e �����
Pon�tie algebr ili grupp s lokal�no	 sistemo	 obrazu�wih

i lokal�nymi sootnoxeni�mi me�du obrazu�wimi �korotko 

lokal�nyh algebr ili grupp� obobwaet i vkl�qaet v seb� grup�
py Koksetera� gruppy kos� algebry Gekke� lokal�no�svobodnye
algebry i dr� �sm� ���� ����� �to pon�tie pozvol�et opredelit�
indukcionny	 process postroeni� predstavleni	� kotory	 zdes�
primen�ets� dl� grupp Sn�
Special�nye obrazu�wie GZ�algebry simmetriqesko	 grup�

py Sn byli vvedeny faktiqeski v rabotah A� �nga� a zatem
pereotkryty nezavisimo A��A� A� �cisom ���� i G� E� Merfi
����� �ti YJM�obrazu�wie vygl�d�t sledu�wim obrazom�

Xi 	 �� i� � �
 i� � � � �� �i � � i�� i 	 �� 
� � � �� n�

X� 	 
� X� 	 ��� 
�� � � �

Suwestvuet invariantny	 sposob ih opredeleni� �sm� ni�e��
primenimy	 dl� oqen� xirokogo klassa algebr s lokal�no	 si�
stemo	 obrazu�wih� v qastnosti dl� vseh kokseterovskih grupp�
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Oqen� suwestvenno� qto �ti obrazu�wie ne le�at v centrah
sootvetstvu�wih gruppovyh algebr� odnako poro�da�t GZ�
algebru� soder�awu� vse centry�
Slo�nost� simmetriqesko	 gruppy po sravneni�� naprimer�

s polno	 line	no	 gruppo	 sostoit v tom� qto kokseterovskie
sootnoxeni�

sisi��si 	 si��sisi��

dl� obrazu�wih si gruppy Sk ne ime�t vida kommutacionnyh so�
otnoxeni	� Bolee togo� v gruppe Sk net tak�e nikako	 dostatoq�
no bol�xo	 kommutativno	 podgruppy� kotora� by mogla igrat�
rol� kartanovsko	 podgruppy� Nesmotr� na �to� nax podhod ot�
qasti napominaet teori� starxego vesa Kartana� gde rol� kar�
tanovo	 podgruppy igraet kommutativna� GZ�podalgebra alge�
bry C �Sn �� Obrazu�wie �nga
�cisa
Merfi �to	 podalgebry
mogut byt� odnovremenno privedeny k diagonal�nomu vidu v l��
bom predstavlenii gruppy Sn� i vs� teori� predstavleni	 �to	
gruppy zakodirovana v ih spektre� Takim obrazom� zadaqa za�
kl�qaets� v opisanii �togo spektra� t�e� v tom� qtoby pon�t��
kakie sobstvennye znaqeni� vozmo�ny dl� YJM��lementov i ka�
kie iz nih voznika�t v konkretnom neprivodimom predstavle�
nii�
�ta zadaqa analogiqna opisani� starxih vesov reduktivno	

gruppy� My rexaem ee� ispol�zu� indukci� po n i �lementar�
ny	 analiz kommutacionnyh sootnoxeni	

siXi � � 	 Xi��si � i 	 �� 
� � � � � n� �� �����

me�du YJM��lementami i kokseterovskimi obrazu�wimi si� V
nekotorom smysle� algebra H�
� �vyro�denna� affinna� alge�
bra Gekke por�dka ��� poro�denna� obrazu�we	 si i dvum� kom�
mutiru�wimi �lementami Xi i Xi�� �obrazu�wa� Xi�� vyra�a�
ets� qerez Xi i si�� profaktorizovanna� po sootnoxeni� ������
igraet v naxe	 stat�e taku� �e rol�� kaku� igraet gruppa gl�
�
v teorii predstavleni	 reduktivnyh grupp�
Por�dok izlo�eni� v stat�e sledu�wi	� My opredel�em she�

mu vetvleni� neprivodimyh predstavleni	 grupp Sn i dokazy�
vaem� qto �to graf �a ne mul�tigraf�� t�e� kratnosti neprivodi�
myh predstavleni	 gruppy Sn�� pri ograniqenii na nee nepri�
vodimyh predstavleni	 gruppy Sn prostye� Zatem my izuqaem
maksimal�nu� kommutativnu� podalgebru gruppovo	 algebry 
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algebru Gel�fanda
Cetlina� ili GZ�algebru� diagonalizaci�
kotoro	 v ka�dom neprivodimom predstavlenii opredel�et li�
ne	ny	 bazis v nem� i pokazyvaem� qto spektr �to	 algebry est�
mno�estvo celoqislennyh vektorov v Rn� opredel�emyh prosty�
mi uslovi�mi� opisannymi v x� �tak nazyvaemyh vektorov soder�
�ani	�� V svo� oqered� vektor� udovletvor��wi	 �tim uslovi�
�m� est� ne qto inoe� kak vektor �soder�ani	� kletok tablic
�nga �tako	 vektor odnoznaqno opredel�et tablicu�� i� tem sa�
mym� my prihodim k osnovnomu vyvodu� qto bazisy vseh neprivo�
dimyh kompleksnyh predstavleni	 gruppy Sn zanumerovany ta�
blicami �nga� Na vektorah soder�ani	 est� otnoxenie �kviva�
lentnosti 
 prinadle�nost� k odnomu neprivodimomu predsta�
vleni�� Dokazyvaets�� qto �ta �kvivalentnost� tablic oznaqa�
et� qto oni ime�t odinakovye diagrammy �nga� i �to zaverxa�
et dokazatel�stvo glavno	 teoremy 
 teoremy vetvleni�� graf
vetvleni� �diagramma Bratteli� neprivodimyh predstavleni	
grupp Sn sovpadaet s grafom diagramm �nga �grafom �nga��

Dva obsto�tel�stva pozvol��t realizovat� �tot plan� vo�
pervyh� vybor tak nazyvaemyh �lementov �nga
�cisa
Merfi
�YJM��lementov� v kaqestve obrazu�wih algebry Gel�fanda

Cetlina� otnositel�no kotoryh berets� spektr� i� vo�vtoryh�
vozmo�nost� pr�mogo opisani� predstavleni	 vyro�denno	 af�
finno	 algebry Gekke H�
�� igra�we	 rol� �priraweni�� v in�
duktivnom perehode ot gruppovo	 algebry C �Sn�� � k gruppovo	
algebre C �Sn �� �tot perehod vozmo�en blagodar� roli� kotoru�
igra�t obrazu�wie Koksetera grupp Sn i sootnoxeni� Koksete�
ra me�du nimi� oni neposredstvenno da�t uslovi� na �lementy
spektra GZ�algebry 
 vektory soder�ani	� Odno iz osnovnyh
preimuwestv naxego postroeni� teorii predstavleni	 simme�
triqeskih grupp �i drugih seri	 kokseterovskih grupp� zakl��
qaets� v tom� qto my poluqaem pravilo vetvleni� odnovremenno
s opisaniem predstavleni� i vvodim diagrammy i tablicy �n�
ga� ispol�zu� tol�ko analiz spektra GZ�algebry� Mo�no skazat��
qto nax plan realizuet tak�e nekommutativny	 variant anali�
za Fur�e na simmetriqeskih gruppah� v silu kotorogo mno�e�
stvo tablic �nga po�vl�ets� estestvenno v kaqestve spektra
dvo�stvennogo ob�ekta gruppy Sn� a mno�estvo diagramm daet
spisok predstavleni��

Kak prilo�enie �tih rezul�tatov my vyvodim klassiqeskie
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formuly �nga dl� de	stvi� kokseterovskih obrazu�wih si
gruppy Sn i novoe dokazatel�stvo pravila Murnagana
Naka�my
dl� harakterov �to	 gruppy� Posledni	 xag v dokazatel�stve
formul �nga sovpadaet s raboto	 ����� Na samom dele� v rabote
Merfi �lementy Xi i vvodilis� dl� vyvoda formul �nga� Od�
nako� v otliqie ot raboty ����� my ne predpolagaem izvestnym
ni odin fakt iz teorii predstavleni	 Sn� a� naoborot� vyvodim
vse iz issledovani� prostyh kommutacionnyh sootnoxeni	��
Perva� popytka razrabotki novogo podhoda k teorii predsta�

vleni	 simmetriqesko	 gruppy byla sdelana v rabotah ���� ����
v kotoryh vvodilos� pon�tie algebr s lokal�no	 sistemo	 obra�
zu�wih� Pravilo vetvleni� i ortogonal�na� forma �nga byli
poluqeny v ���� iz kokseterovskih sootnoxeni	 dl� obrazu��
wih gruppy Sn i predpolo�eni�� qto graf vetvleni� �sm� ni�e�
gruppy Sn �vl�ets� diagrammo	 Hasse distributivno� rexet�
ki� Podhod� predlagaemy	 v �to	 stat�e� ne trebuet kakih�libo
dopolnitel�nyh predpolo�eni	�
Naxa shema mo�et byt� primenena k nekotorym drugim alge�

bram s lokal�no	 sistemo	 obrazu�wih� i v pervu� oqered� ko
vsem kokseterovskim gruppam seri	 B�C�D i k spleteni�m sim�
metriqeskih grupp s nekotorymi koneqnymi gruppami� Vse �ti
obobweni� budut rassmotreny v dal�ne	xih rabotah�
My ne delaem popytki dat� polnu� bibliografi� po pred�

metu� Podhod�wie analogi �lementov �nga
�cisa
Merfi dl�
beskoneqno	 simmetriqesko	 gruppy S� okazalis� qrezvyqa	no
mownym instrumentom dl� izuqeni� beskoneqnomerno	 teorii
predstavleni	� sm� ��� �� ��� ���� O beskoneqno	 simmetriqesko	
gruppe sm� tak�e ���� ��� �� ���� V serii rabot ���� ��� ��� pervy	
avtor razvivaet novy	 podhod k teorii predstavleni	 gruppy

�S toqki zreni� tradicionno� teorii predstavleni� grupp Sn mo�et
pokazat�s�� qto v ispol�zovanii induktivnyh seme�stv S� � � � � � Sn�� �

Sn dl� cele� postroeni� teorii predstavleni� odno� gruppy Sn est� �le�
ment proizvola �takih seme�stv mnogo� hot� oni i izomorfny�� No imenno
�ta �neinvariantnost� podhoda pozvol�et sv�zat� teori� s diagramma�
mi i tablicami �nga � bez nee net teoremy vetvleni�� net GZ�bazisov�
RSK sootvetstvi� i pr� Bolee togo� sootvetstvie �neprivodimye predsta�
vleni� � �diagrammy�nga bez fiksacii induktivnyh seme�stv ter�et
toqny� smysl i ostaets� lix� proizvol�nym aktom konstrukcii module�
Xpehta� Razumeets�� drugie induktivnye cepoqki �naprimer� S� � S� � � � �

s periodiqeskimi vlo�eni�mi� privod�t k drugim teoremam vetvleni� i
k drugim bazisam�



TEORI� PREDSTAVLENI� Sn 
�

Sn� sv�zanny	 s asimptotiqeskimi zadaqami�

Suwestvuet bol�xoe koliqestvo drugih prilo�eni	 YJM�
�lementov k klassiqesko	 teorii predstavleni	 �sm�� naprimer�
����� my uznali ob �tom va�nom preprinte posle togo� kak sta�
t�� byla zaverxena�� �lementy�nga
�cisa
Merfi estestven�
nym obrazom voznika�t v sv�zi s vysximi to�destvami Kapelli
�sm� ������ V rabotah ���� ��� �ti �lementy rassmatrivalis� v
kontekste teorii vyro�dennyh affinnyh algebr Gekke� �lemen�
ty �nga
�cisa
Merfi dl� kokseterovskih grupp byli opre�
deleny v ���� ���� iz bolee rannih rabot upom�nem ����

V dal�ne	xem predpolagaets�� qto qitatel� znakom tol�ko s
�lementarnymi faktami abstraktno	 teorii predstavleni	 ko�
neqnyh grupp� My ne ispol�zuem nikakih faktov iz teorii pred�
stavleni	 simmetriqeskih grupp�

My hotim poblagodarit� M� Nazarova za poleznye svedeni� o
literature� S� Kerova i G� Ol�xanskogo za diskussii po �tomu
voprosu i recenzenta za ego zameqani��

Kratkoe soobwenie o naxih rezul�tatah bylo sdelano v ����

�� Algebra i bazis Gel�fanda�Cetlina

Rassmotrim induktivnu� cepoqku koneqnyh grupp

f�g 	 G�
� � G��� � G�
� � � � � � �����

Oboznaqim qerez G�n�� mno�estvo klassov �kvivalentnosti ne�
privodimyh kompleksnyh predstavleni	 gruppy G�n�� Grafom
�toqnee� mul�tigrafom
 vetvleni� �ili diagrammo	 Bratteli�
�to	 cepoqki po opredeleni� �vl�ets� sledu�wi	 orientiro�
vanny	 graf� Verxinami grafa �vl��ts� �lementy mno�estva
�nesv�znogo ob
edineni��

�
n��

G�n���

Oboznaqim G�n��modul�� otveqa�wi	 predstavleni� � � G�n���
qerez V �� Verxiny � � G�n � ��� i � � G�n�� soedineny k ori�
entirovannymi rebrami �iz � v ��� esli

k 	 dimHomG�n����V
�� V �� �
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to est� esli k est� kratnost� predstavleni� � v ograniqenii
predstavleni� � na gruppu G�n� ��� My budem nazyvat� mno�e�
stvo G�n�� n�m �ta�om grafa vetvleni� i budem pisat�

�	 ��

esli verxiny � i � soedineny rebrom v grafe vetvleni�� i

� � ��

gde � � G�k��� � � G�n�� i k � n� esli kratnost� vho�deni�
predstavleni� � v su�enie predstavleni� � na podgruppu G�k�
bol�xe nul�� Inaqe govor�� � � �� esli suwestvuet put� iz �
v � v grafe vetvleni�� Edinstvenny	 �lement mno�estva G�
��

oboznaqim qerez �� To �e opredelenie grafa vetvleni� mo�no
dat� i dl� proizvol�nogo induktivnogo seme	stva koneqnomer�
nyh poluprostyh algebr

M �
� �M ��� �M �
� � � � �

�sm� ��� i privedennu� tam literaturu�� Esli kratnosti ogra�
niqeni	 ravny 
 i �� to �ta diagramma est� graf �a ne mul��
tigraf�� v takih sluqa�h govor�t o prostyh kratnost�h� ili o
prostom vetvlenii� Horoxo izvestno� i my doka�em �to v sledu�
�wem paragrafe� qto �to tak dl� cepoqki simmetriqeskih grupp
G�n� 	 Sn �sm� tak�e� naprimer� ���� ����� V �tom sluqae razlo�
�enie

V � 	
M

��G�n��������

V �

v summu G�n� ���podmodule	 opredeleno odnoznaqno� Po induk�
cii my poluqaem kanoniqeskoe razlo�enie modul� V � na G�
��
moduli �t�e� odnomernye podprostranstva�

V � 	
M
T

VT �

kotorye numeru�ts� vsemi vozmo�nymi cepoqkami

T 	 �� 	 �� 	 � � �	 �n� �����

gde �i � G�i�� i �n 	 �� Takie cepoqki 
 �to vozrasta�wie puti
v grafe �ili mul�tigrafe� vetvleni�� iduwie ot verxiny � k
verxine ��
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�

Vybira� v ka�dom odnomernom prostranstve VT po ediniqno�
mu �otnositel�no G�n��invariantnogo skal�rnogo proizvedeni�
�� � �� v V �� vektoru vT � my poluqaem bazis fvTg v module V ��
kotory	 nazyvaets� bazisom Gel�fanda�Cetlina �GZ�bazisom
� V
rabotah ��� �� tako	 bazis zadavals� dl� predstavleni	 grupp
SO�n� i U �n�� my ispol�zuem to �e nazvanie v obwe	 situacii
�sm� ����� Iz opredeleni� vT oqevidno� qto

C �G�i�� � vT � i 	 �� 
� � � � � n� �����

est� neprivodimy	 G�i��modul� V �i � Oqevidno tak�e� qto vek�
tor vT odnoznaqno �s toqnost�� do mno�itel�� �tim svo	stvom
opredel�ets��
Oboznaqim qerez Z�n� centr algebry C �G�n��� Rassmotrim

podalgebru GZ�n� � C �G�n��� poro�dennu� podalgebrami
Z���� Z�
�� � � � � Z�n�

algebry C �G�n��� Legko videt�� qto algebra GZ�n� kommutativ�
na� Ona nazyvaets� podalgebro� Gel�fanda�Cetlina �GZ�algebro�

induktivnogo seme	stva �gruppovyh� algebr� Napomnim sledu��
wi	 fundamental�ny	 izomorfizm�

C �G�n�� 	
M

��G�n��

End �V �� �����

�summa berets� po vsem klassam �kvivalentnyh neprivodimyh
kompleksnyh predstavleni	��

Predlo�enie ���� Algebra GZ�n� est� algebra vseh operatorov�
diagonal�nyh v bazise Gel�fanda�Cetlina� V qastnosti� alge�
bra GZ�n� est� maksimal�na� kommutativna� podalgebra algebry
C �G�n���

Dokazatel�stvo� Oboznaqim qerez PT � GZ�n� proizvedenie
central�nyh idempotentov

P��P�� � � �P�� P�i � Z�i��

otveqa�wih predstavleni�m ��� ��� � � � � � sootvetstvenno� Oqe�
vidno� PT est� proektor na VT � Takim obrazom� algebra GZ�n�
soder�it algebru operatorov� diagonal�nyh v bazise fvTg� ko�
tora� �vl�ets� maksimal�no	 kommutativno	 podalgebro	� Po�
skol�ku algebra GZ�n� kommutativna� predlo�enie dokazano� �
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Zameqanie ��	� Otmetim� qto� v silu predyduwego predlo�e�
ni�� l�bo	 vektor iz bazisa Gel�fanda
Cetlina v l�bom ne�
privodimom predstavlenii gruppy G�n� edinstvennym obrazom
�s toqnost�� do skal�rnogo somno�itel�� opredel�ets� otveqa�
�wimi �tomu vektoru sobstvennymi znaqeni�mi �lementov al�
gebry GZ�n��

Zameqanie ��
� Dl� proizvol�nogo induktivnogo seme	stva po�
luprostyh algebr GZ�podalgebra �vl�ets� maksimal�no	 kom�
mutativno	 algebro	 v tom i tol�ko v tom sluqae� esli graf
vetvleni� ne soder�it kratnyh reber�

Sledu�wi	 kriteri	 prostoty vetvleni� ispol�zuet va�noe
pon�tie centralizatora� Pust�M 
 poluprosta� koneqnomerna�
C �algebra i N 
 ee podalgebra� centralizatorom Z�M�N � pary
nazyvaets� podalgebra vseh �lementov M � kommutiru�wih s N �

Predlo�enie ���� Sledu�wie dva utver�deni� �kvivalentny�
��� Ograniqenie koneqnomernyh neprivodimyh kompleksnyh pred�

stavleni� algebry M na podalgebru N imeet prostu� krat�
nost��

��� Centralizator Z�M�N � kommutativen�

Dokazatel�stvo� Pust� V � i V � 
 koneqnomernye prostran�
stva neprivodimyh predstavleni	 algebr N i M sootvetstven�
no� Rassmotrim M �modul� HomN �V �� V ��� On �vl�ets� neprivo�
dimym Z�M�N � modulem i� sledovatel�no� odnomeren� esli cen�
tralizator kommutativen�
Naoborot� esli suwestvuet bolee qem odnomernoe neprivodi�

moe predstavlenie centralizatora Z�M�N �� to tem samym krat�
nost� ograniqeni� nekotorogo predstavleni� algebry M na pod�
algebru N tak�e bol�xe edinicy� �

V sledu�wem paragrafe my primenim �tot kriteri	 k grup�
povym algebram simmetriqeskih grupp�

�� �lementy 	nga�	cisa�Merfi

S �togo momenta my polagaem

G�n� 	 Sn

i budem izuqat� strukturu algebry Gel�fanda
Cetlina s pomo�
w�� special�nogo bazisa�
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Dl� i 	 �� 
� � � � � n rassmotrim sledu�wie �lementy Xi � C �Sn ��

Xi 	 �� i� � �
 i� � � � �� �i � � i��

V qastnosti� X� 	 
� �ti �lementy my budem nazyvat� �lemen�
tami �nga��cisa�Merfi �ili YJM��lementami��
Oqevidno� qto

Xi 	 summa vseh transpozici	 v Si


 summa vseh transpozici	 v Si��� �����

t�e� raznost� �lementa iz Z�i� i �lementa iz Z�i � ��� Po�tomu
Xi � GZ�n� pri vseh i � n� V qastnosti� ots�da sleduet� qto
�lementy �nga
�cisa
Merfi kommutiru�t�
Pust� A�B� � � � � C 
 �lementy ili podalgebry nekotoro	 alge�

bryM � qerez hA�B� � � � � Ci budem oboznaqat� podalgebru algebry
M � poro�dennu� A�B� � � � � C�

Teorema 	��� Rassmotrim v algebre C �Sn � ee centr Z�n� i centr
Z�n � �� podalgebry C �Sn�� � �
 C �Sn �� Togda

Z�n� � hZ�n � ��� Xni�

Dokazatel�stvo� Napomnim� qto

Xn 	
n��X
i	i

�i� n� 	
nX

i�	j
 i�j	�

�i� j� �
n��X

i �	j
 i�j	�

�i� j��

Vtoroe slagaemoe le�it v Z�n � ��� po�tomu pervoe le�it v
hZ�n � ��� Xni� Imeem

X�
n 	

nX
i�j	�

�i� n��j� n� 	
n��X

i�	j
 i�j	�

�i� j� n� � �n� ��I�

Sledovatel�no� �lement
Pn��

i �	j
i�j	��i� j� n� le�it v hZ�n � ��� Xni�
Dobavl�� k nemu �lement

n��X
i�	j �	k
 i�j�k	�

�i� j� k�
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iz Z�n � ��� my poluqim sledu�wi	 �lement iz Z�n��

nX
i�	j �	k
 i�j�k	�

�i� j� k��

Takim obrazom� my dokazali� qto indikator klassa sopr��en�
nosti v Sn ciklov� sosto�wih iz treh �lementov� tak�e le�it v
hZ�n � ��� Xni�
Primenim indukci� i rassmotrim obwi	 sluqa	

Xn �
nX

i������ik��	�

�i�� � � � � ik��� n� 	
X

i �	is� s	������n��

�i� n��i�� � � � � ik��� n��

�
X

i�i������ik��

�i� i�� � � � � ik��� n��

Dobavl�� k pervomu slagaemomu klass

nX
i�j�i������ik��	�

�i� j��i�� � � � � ik����

le�awi	 v Z�n� ��� my poluqim klass sopr��ennosti v Sn pro�
izvedeni� cikla dliny 
 na cikl dliny k� t�e� �lement iz Z�n��
Sledovatel�no� vtoroe slagaemoe� klass cikla dliny k��� tak�e
le�it v hZ�n � ��� Xni� Op�t��taki� skladyva� vtoroe slagaemoe
s �lementom X

i�i������ik

�i� i�� � � � � ik��� ik� � Z�n� ���

my poluqim klass sopr��ennosti cikla dliny k�� v gruppe Sn�
Itak� klassy vseh odnociklovyh� podstanovok v Sn le�at v al�

gebre hZ�n���� Xni� Ostaets� primenit� klassiqesku� teoremu o
tom� qto centr gruppovo	 algebry C �Sn � poro�daets� mul�tipli�
kativnymi obrazu�wimi 
 klassami odnociklovyh podstanovok�
�ta teorema svodits� k utver�deni� o tom� qto stepennye sum�
my

Pn
i	� x

r
i � pr obrazu�t mul�tiplikativny	 bazis v kol�ce

simmetriqeskih funkci	 ���� gl� ��� Takim obrazom�

Z�n� � hZ�n � ��� Xni� �

�Pod odnociklovymi ponima�ts� podstanovki� ime�wie odin needi�
niqny� cikl�
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Sledstvie 	�	� Algebra Gel�fanda�Cetlina poro�daets� �le�
mentami �nga��cisa�Merfi�

GZ�n� 	 hX�� X�� � � � � Xni�

Dokazatel�stvo� Po opredeleni��

GZ�n� 	 hZ���� � � � � Z�n�i�
Oqevidno� GZ�
� 	 C �S� � 	 hX� 	 
� X�i 	 C �
Pust� dokazano� qto

GZ�n� �� 	 hX�� � � � � Xn��i�
Togda trebuets� dokazat�� qto

GZ�n� 	 hGZ�n� ��� Xni�
Vkl�qenie

GZ�n� � hGZ�n� ��� Xni
oqevidno� po�tomu dostatoqno proverit�� qto

Z�n� � hGZ�n � ��� Xni�
No po teoreme ���

Z�n� � hZ�n � ��� Xni � hGZ�n� ��� Xni� �

Zameqanie 	�
� Obratim vnimanie na to� qto YJM��lementy ne
le�at v sootvetstvu�wih centrah� Xk 
� Z�k�� k 	 �� � � � � n� Kaza�
los� by� estestvenno iskat� bazis algebry GZ�n�� sosto�wi	 iz
�lementov centrov Z���� � � � � Z�n�� Odnako poleznym okazyvaets�
�necentral�ny	� bazis�

Teorema 	��� Centralizator Z�n � �� �� � Z�C �Sn �� C �Sn�� �� pod�
algebry C �Sn�� � v algebre C �Sn � poro�den centrom Z�n��� podal�
gebry C �Sn�� � i �lementom Xn�

Z�n� �� �� 	 hZ�n � ��� Xni�

Dokazatel�stvo� Line	ny	 bazis v centralizatore Z�n � �� ��
est� ob
edinenie line	nogo bazisa v Z�n� �� s klassami vidaX

�i���� � � � � � i
���
k���

� n��i
���
� � � � � � i

���
k�
� � � � �i

���
� � � � � � i

���
k�
��



�
 A� M� VERXIK� A� �� OKUN�KOV

gde summirovanie vedets� po razliqnym indeksam ils� probega��
wim qisla ot � do n� �� No� skladyva�� kak i v dokazatel�stve
teoremy ���� takie klassy s klassamiX

�i
���
� � � � � � i

���
k�
��i

���
� � � � � � i

���
k�
� � � � �i

���
� � � � � � i

���
k�
�

�summirovanie po vsem indeksam ot � do n � �� iz Z�n � ��� my
poluqim vse klassy iz Z�n�� Sledovatel�no� line	ny	 bazis v
Z�n� �� �� mo�no poluqit� kak line	nu� kombinaci� �lementov
bazisov algebr Z�n� �� i Z�n�� t�e�

Z�n� �� �� � hZ�n � ��� Z�n�i�
A tak kak Z�n� � hZ�n���� Xni �teorema ����� to teorema dokazana�
�

Teorema 	��� Vetvlenie cepoqki C �S� � � � � � � C �Sn � prostoe�
t�e� kratnosti ograniqeni� neprivodimyh predstavleni� algebry
C �Sn � na podalgebru C �Sn�� � ravny 
 ili ��

Dokazatel�stvo� Poskol�ku centralizator Z�n� �� �� kommuta�
tiven �t�k� Z�n � �� �� � hZ�n� ��� Xni�� to dostatoqno primenit�
kriteri	 prostoty iz predlo�eni� ���� �

Sledstvie 	�
� Algebra GZ�n� �vl�ets� maksimal�no� kommuta�
tivno� podalgebro� algebry C �Sn �� Po�tomu v ka�dom neprivodi�
mom predstavlenii gruppy Sn zadan bazis Gel�fanda�Cetlina iz
odnomernyh podprostranstv�

�tot bazis nazyvaets� bazisom �nga� A� �ng rassmatrival
ego v predstavleni�h� no ne mog opisat� ego kak global�ny	
bazis� poskol�ku dl� �togo nu�ny neizvestnye v to vrem� GZ�
algebra i YJM��lementy�
Bazis �nga �vl�ets� obwim bazisom iz sobstvennyh vektorov

dl� YJM��lementov� Pust� v 
 vektor �togo bazisa v nekotorom
neprivodimom predstavlenii� oboznaqim qerez

��v� 	 �a�� � � � � an� � Cn

sobstvennye znaqeni�� kotorye prinima�t na v �lementy X��
� � � � Xn� Nazovem vektor ��v� vesom vektora v� Oboznaqim qerez

Spec �n� 	 f��v�� v prinadle�it bazisu �ngag
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spektr YJM��lementov� V silu predlo�eni� ��� i zameqani� ���
toqka ��v� � Spec �n� zadaet vektor s toqnost�� do skal�rnogo
mno�itel�� Pon�tno� qto

jSpec �n�j 	
X
��S�n

dim��

Inaqe govor�� razmernost� algebry Gel�fanda
Cetlina ravna
summe razmernoste	 vseh poparno ne�kvivalentnyh neprivodi�
myh predstavleni	�
Po opredeleni� bazisa �nga mno�estvo Spec �n� nahodits�

v estestvennom sootvetstvii s mno�estvom pute	 ����� v grafe
vetvleni�� Oboznaqim �to sootvetstvie qerez

T �
 ��T �� � �
 T��

Oboznaqim qerez v� vektor bazisa �nga �edinstvenny	 s toq�
nost�� do nenulevogo skal�rnogo mno�itel��� otveqa�wi	 vesu
�� Suwestvuet sledu�wee estestvennoe otnoxenie �kvivalent�
nosti � na mno�estve Spec �n�� My budem pisat�

� � �� �� � � Spec �n��

esli vektory v� i v� le�at v odnom neprivodimom Sn�module�
inaqe govor�� esli puti T� i T� ime�t obwi	 konec� Pon�tno�
qto

jSpec �n�	 � j 	 jS�n j�
Nax plan sostoit v tom� qtoby
��� opisat� mno�estvo Spec �n��
��� opisat� otnoxenie �kvivalentnosti ��
��� vyqislit� matriqnye �lementy v bazise �nga�
��� vyqislit� haraktery neprivodimyh predstavleni	�


� De�stvie obrazu�wih i algebra H�
�

Kokseterovskie obrazu�wie

si 	 �i i� ��� i 	 �� � � � � n� ��

gruppy Sn kommutiru�t� esli tol�ko oni ne sosednie� �to svo	�
stvo bylo nazvano v ���� lokal�nost��� �Lokal�nost�� zdes� po�
nimaets� v fiziqeskom smysle �togo slova� ona oznaqaet� qto
razdelennye v prostranstve obrazu�wie kommutiru�t i� zna�
qit� ne vli��t drug na druga� Lokal�nost� pro�vl�ets� v sle�
du�wem svo	stve bazisa �nga�
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Predlo�enie 
��� Dl� l�bogo vektora

vT � T 	 �� 	 � � �	 �n� �i � S�i �

i l�bogo k 	 �� � � � � n� � vektor

sk � vT
�vl�ets� line�no� kombinacie� vektorov

vT � � T � 	 ��� 	 � � �	 ��n� ��i � S�i �

dl� kotoryh
��i 	 �i� i 
	 k�

Drugimi slovami� de�stvie obrazu�wi� sk otra�aets� tol�ko na
k�m �ta�e grafa vetvleni��

Dokazatel�stvo� Pust� i 
 k� Tak kak sk � Si i modul�

C �Si � � vT
neprivodim� to

C �Si � sk � vT 	 C �Si � � vT 	 V �i � �����

gde V �i 
 neprivodimy	 Si�modul�� otveqa�wi	 verxine �i � S�i �
Poskol�ku sk kommutiruet s podgruppo	 Si� to ����� verno i

dl� vseh i � k� Znaqit� v silu ����� vektor sk � vT mo�et raz�
lagat�s� tol�ko po takim vektoram vT � � kotorye udovletvor��t
uslovi�m predlo�eni�� �

Takim �e obrazom neslo�no pokazat�� qto ko�fficienty �to	
line	no	 kombinacii zavis�t tol�ko ot �k��� �k� ��k� �k�� i ot vy�
bora normirovki dl� vektorov �nga� Takim obrazom� obrazu��
wa� sk izmen�et koordinaty puti tol�ko na k�m �ta�e� a ko�ffi�
cienty sootvetstvu�we	 matricy zavis�t tol�ko ot koordinat
puti na �ta�ah grafa vetvleni� s nomerami k��� k� k��� Bolee
podrobnye formuly dany v x��
Dokazannoe predlo�enie legko sleduet tak�e iz oqevidnyh

sootnoxeni	
siXj 	 Xjsi� j 
	 i� i� �� �����

Bolee interesnoe �i horoxo izvestnoe� sootnoxenie sv�zyvaet
si s Xi i Xi��� My imeem

siXi � � 	 Xi��si� �����
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qto oqevidnym obrazom perepisyvaets� v vide

siXisi � si 	 Xi���

De	stvie YJM��lementov na bazis �nga tak�e lokal�no� Iz
����� oqevidno sleduet� qto esli dl� puti

T 	 �� 	 � � �	 �n

my rassmotrim sobstvennye znaqeni�

��T � 	 �a�� � � � � an��

to dl� vseh k znaqenie ak budet raznost�� funkcii� zavis�we	
ot �k� i funkcii� zavis�we	 ot �k���
Oboznaqim qerez H�
� algebru� poro�dennu� �lementami Y��

Y� i s� udovletvor��wimi sootnoxeni�m

s� 	 �� Y�Y� 	 Y�Y�� sY� � � 	 Y�s�

Obrazu�wu� Y� mo�no iskl�qit�� tak kak Y� 	 sY�s � s� po�to�
mu algebra H�
� poro�dena obrazu�wimi Y� i s� no tehniqeski
udobnee vkl�qat� v qislo obrazu�wih i Y��
�ta algebra zanimaet central�noe mesto v dal�ne	xem iz�

lo�enii� Ona �vl�ets� proste	xim primerom vyro�denno� af�
finno� algebry Gekke �sm� dalee�� U�e neposredstvenno iz �tih
sootnoxeni	 mo�no vyvesti� qto neprivodimye koneqnomernye
predstavleni� �to� algebry libo odnomerny� libo dvumerny� De	�
stvitel�no� poskol�ku obrazu�wie Y� i Y� kommutiru�t� to oni
oblada�t obwim bazisom iz sobstvennyh vektorov� vz�v l�bo	
vektor v iz nih i primeniv k nemu invol�ci� s� my poluqim ne
bolee qem dvumernoe H�
��invariantnoe podprostranstvo� Va��
nost� algebry H�
� osnovana na sledu�wem oqevidnom� no po�
leznom fakte�

Predlo�enie 
�	� Algebra C �Sn � poro�dena algebro� C �Sn�� � i
algebro� H�
� s obrazu�wimi Y� 	 Xn��� Y� 	 Xn� s 	 sn� gde
Xn��� Xn � sootvetstvu�wie YJM��lementy� a sn 	 �n � �� n� �
kokseterovska� obrazu�wa��

Koneqno� algebra C �Sn � poro�dena podalgebro	 C �Sn�� � i od�
no	 obrazu�we	 sn� no imenno uqet izbytoqnyh obrazu�wih
Xn�� i Xn daet osnovy dl� indukcii 
 ka�dy	 xag ot n � �
k n svodits� k izuqeni� predstavleni� algebry H�
��
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Drugoe va�noe svo	stvo kokseterovskih obrazu�wih i YJM�
�lementov sostoit v tom� qto sootnoxeni� me�du nimi invari�
antny otnositel�no sdviga indeksov� Takie sootnoxeni� byli
nazvany v rabote ���� stacionarnymi sootnoxeni�mi�

Zameqanie 
�
� Vyro�denna� affinna� algebra Gekke H�n� po�
ro�dena kommutiru�wimi peremennymi Y�� Y�� � � � � Yn i koksete�
rovskimi invol�ci�mi s�� � � � � sn�� s sootnoxeni�mi ������ �����
�sm� ���� ����� Esli polo�it� Y� 	 
� to faktor algebry H�n� po
sootvetstvu�wemu idealu kanoniqeski izomorfno otobra�aets�
na C �Sn ��


� Neprivodimye predstavleni� algebry H�
�

Kak u�e otmeqalos� v x�� vse neprivodimye predstavleni�
algebry H�
� ne bolee qem dvumerny i soder�at vektor v� dl�
kotorogo

Y�v 	 av� Y�v 	 bv� a� b � C �
Esli vektory v i sv line	no nezavisimy� to iz sootnoxeni�

sY� � � 	 Y�s �����

sleduet� qto �lementy Y� i Y� de	stvu�t v bazise v� sv sledu��
wim obrazom�

Y� 	

�
a ��

 b

�
� Y� 	

�
b �

 a

�
� s 	

�

 �
� 


�
�

Esli b 
	 a � �� to �to predstavlenie soder�it odno iz dvuh
odnomernyh podpredstavleni	� oboznaqim ego qerez �a�b� Esli
b 	 a� �� to �to predstavlenie soder�it edinstvennoe odnomer�
noe podpredstavlenie

Y� �
 a� Y� �
 b� s� �
 ���
v kotorom vektory v i sv kollinearny� i naoborot� esli vektory
v� sv kollinearny� to

sv 	 �v�
i iz ����� sleduet� qto

b 	 a� ��

Zametim� qto vsegda a 
	 b� tak kak v protivnom sluqae opera�
tory �a�b�Yi� ne diagonalizuemy i po�tomu takie predstavleni�
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ne mogut vstretit�s� v de	stvii na bazise �nga� Esli a 
	 b�
to operatory �a�b diagonalizu�ts�� naprimer� sledu�wim obra�
zom�

Y� 	

�
a 


 b

�
� Y� 	

�
b 


 a

�
� s� 	

� �
b�a �� �

�b�a��

� �
a�b

�
� �����

Sformuliruem naxi rezul�taty v vide predlo�eni�� koto�
roe opisyvaet predstavleni� v terminah preobrazovani	 vesov
�t�e� vektorov sobstvennyh znaqeni	��

Predlo�enie ���� Pust�

� 	 �a�� � � � � ai� ai��� � � � � an� � Spec �n��

Togda ai �Zi
��� ai 
	 ai�� dl� vseh i�

��� esli ai�� 	 ai � �� to si � v� 	 �v��
��� esli ai�� 
	 ai � �� to

�� 	 si � � 	 �a�� � � � � ai��� ai� � � � � an� � Spec �n�

i �� � � �sm� opredelenie otnoxeni� � v x�
� Krome togo�

v�� 	

�
si � �

ai�� � ai

�
v��

i �lementy si� Xi� Xi�� de�stvu�t v bazise v�� v�� po formu�
lam ������ gde �lement Y� nu�no zamenit� na Xi� a �lement
Y� � na Xi���

Napomnim� qto transpozicii si iz punkta ��� predlo�eni� ���
est� kokseterovskie transpozicii� Qtoby podqerknut� ih rol� v
kontekste �togo paragrafa �kak operaci	 na vesah ��� my nazovem
ih dopustimymi transpozici�mi� Dopustimye transpozicii so�
hran��t mno�estvo Spec �n� i mno�estvo Cont �n�� opredelennoe v
sledu�wem paragrafe� Dva sluqa� �togo predlo�eni� otveqa�t
sluqa�m cepoqki i romba iz x��
Otmetim� qto esli ai�� 
	 ai � �� to v bazise

�
v�� ci�si � di�I�v�

�
�
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gde ci 	 �ai�� � ai���� di 	 �� � c�i �
����� matrica transpozicii si

ortogonal�na�

si 	

�
�	r

p
�� �	r�p

�� �	r� ��	r
�
�

gde r 	 ai�� � ai� V rabotah �nga �ta raznost� nazyvalas� ak�
sial�nym �osevym
 rassto�niem� �to est� raznost� soder�ani	
�sm� x�� sootvetstvu�wih kletok tablic �nga�

�� Osnovnye teoremy

V �tom paragrafe my opixem mno�estvo Spec �n�� vvedennoe v
x�� i otnoxenie �kvivalentnosti �� Vvedem mno�estvo Cont �n�
vektorov soder�ani� dliny n�

Opredelenie�

� 	 �a�� � � � � an� � Cont �n� �Zn�

esli � udovletvor�et sledu�wim uslovi�m�
��� a� 	 
�
��� faq � �� aq � �g � fa�� � � � � aq��g 
	 � dl� vseh q 
 � �t�e� esli

aq 
 
� to ai 	 aq � � pri nekotorom i � q� a esli aq � 
� to
ai 	 aq � � pri nekotorom i � q
�

��� esli ap 	 aq 	 a dl� nekotorogo p � q� to

fa� �� a� �g � fap��� � � � � aq��g
�t�e� me�du dvum� vho�deni�mi qisla a v vektor soder�ani�
dol�ny vhodit� tak�e qisla a� � i a� �
�

Pon�tno� qto
Cont �n� �Zn�

Teorema ����
Spec �n� � Cont �n��

Nam potrebuets� sledu�wa� lemma�

Lemma ��	� Pust�
� 	 �a�� � � � � an�

i ai 	 ai�� 	 ai�� � � dl� nekotorogo i� t�e� vektor � soder�it
fragment �a� a� �� a�� Togda

� 	� Spec �n��
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Dokazatel�stvo lemmy� Pust� � � Spec �n�� V silu qasti ���
predlo�eni� ���

siv� 	 v�� si��v� 	 �v��
t�e� sisi��siv� 	 �v�� a si��sisi��v� 	 v�� qto protivoreqit kok�
seterovskim sootnoxeni�m

sisi��si 	 si��sisi��� �

Dokazatel�stvo teoremy� Pust� � 	 �a�� � � � � an� � Spec �n�� Tak
kak X� 	 
� to a� 	 
�
Proverim uslovi� ��� i ��� indukcie	 po n� Sluqa	 n 	 


oqeviden� Pust� teper� fan� �� an��g� fa�� � � � � an��g 	 �� Togda
transpozici� �lementov an�� i an �vl�ets� dopustimo	� i

�a�� � � � � an��� an� an��� � Spec �n��

Sledovatel�no� �a�� � � � � an��� an� � Spec �n� �� i� oqevidno�

fan � �� an � �g � fa�� � � � � an��g 	 ��
qto protivoreqit induktivnomu predpolo�eni�� �to dokazyva�
et neobhodimost� svo	stva ����
Pust� ap 	 an 	 a dl� nekotorogo p � n� i pust�

a� � 	� fap��� � � � � an��g�
My mo�em predpolo�it�� qto p vybrano maksimal�nym� t�e� qto
me�du ap i an qislo a u�e ne vstreqaets��

a 	� fap��� � � � � an��g�
Togda v silu indukcionnogo predpolo�eni� qislo a � � vstre�
qaets� v mno�estve fap��� � � � � an��g ne bolee odnogo raza� De	�
stvitel�no� esli by ono vstreqalos� hot� by dva raza� to po
indukcionnomu predpolo�eni� vstretilos� by i qislo a� Ta�
kim obrazom� suwestvuet dve vozmo�nosti� libo

�ap� � � � � an� 	 �a� �� � � � � �� a��
libo

�ap� � � � � an� 	 �a� �� � � � � �� a� �� �� � � � � �� a��
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gde �� � � � � � oznaqaet posledovatel�nost� qisel� otliqnyh ot a���
a� a� ��
V pervom sluqae� primen�� n� p� � raz dopustimu� transpo�

zici�� my poluqim

� � �� 	 �� � � � a� a� � � ���

qto protivoreqit qasti ��� predlo�eni� ����
Vo vtorom sluqae te �e rassu�deni� privod�t nas k sootno�

xeni�
� � �� 	 �� � � � a� a� �� a� � � ���

qto protivoreqit lemme ���� �

Nam ponadobits� ewe odno otnoxenie �kvivalentnosti� Budem
pisat�

� � �� �� � � Cn �
esli � �vl�ets� dopustimo	 perestanovko	 �lementov vektora �
�proizvedeniem dopustimyh transpozici	�� Teper� my gotovy k
po�vleni� diagramm i tablic �nga� A imenno� my uvidim� qto
vektory iz Cont �n� est� vektory soder�ani� tablic �nga�
Napomnim opredeleni�� Oboznaqim qerez Ygraf �nga �sm�

ris� ���

Ris� �� Graf �nga�
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Po opredeleni�� verxinami grafa Y �vl��ts� diagrammy
�nga� i dve verxiny 
 i � soedineny orientirovannym rebrom�
esli 
 � � i raznost� �	
 sostoit iz odno	 kletki� V �tom slu�
qae my budem pisat� 
 	 �� Dl� l�bo	 kletki � � � mo�no
opredelit� qislo

c��� 	 x�koordinata kletki � 
 y�koordinata kletki ��

nazyvaemoe soder�aniem kletki � �sm� ris� ���

Ris� �� Soder�ani� kletok�

Oboznaqim qerez Tab�
� mno�estvo pute	 v grafe Yiz � v 
�
takie puti nazyva�ts� standartnymi tablicami ili tablica�
mi �nga� Udobny	 sposob predstavit� put� T � Tab�
��

� 	 
� 	 � � �	 
n 	 
�

zakl�qaets� v tom� qtoby zapisat� qisla �� � � � � n v sootvetstvu�
�wie kletki 
�	
�� � � � � 
n	
n�� diagrammy 
n� Oboznaqim

Tab�n� 	
�
j	j	n

Tab�
��

Sledu�wee predlo�enie mo�et byt� legko provereno�



�
 A� M� VERXIK� A� �� OKUN�KOV

Predlo�enie ��
� Pust�

T 	 
� 	 � � �	 
n � Tab�n��

Otobra�enie
T �
 �c�
�	
��� � � � � c�
n	
n����

�vl�ets� biekcie� mno�estva tablic Tab�n� na mno�estvo vek�
torov soder�ani� Cont �n�� opredelennyh v naqale �togo paragra�
fa� Pri �tom � � �� �� � � Cont �n�� v tom i tol�ko v tom sluqae�
esli puti ime�t obwi� konec� t�e� esli oni �vl��ts� tablicami
na odno� i to� �e diagramme�

Dokazatel�stvo� Vektory soder�ani	 kletok l�bo	 standart�
no	 tablicy �nga oqevidno udovletvor��t uslovi�m ���� ����
��� opredeleni�� i �ti uslovi� odnoznaqno opredel��t tablicu
kak posledovatel�nost� kletok diagrammy �nga� �

V terminah tablic �nga dopustimye transpozicii 
 �to
transpozicii� perestavl��wie qisla� nahod�wies� v razliqnyh
strokah i razliqnyh stolbcah�

Lemma ���� L�bye dve tablicy �nga T�� T� � Tab�
� na diagram�
me 
 mogut byt� poluqeny odna iz drugo� pri pomowi posledo�
vatel�nosti dopustimyh transpozici�� Drugimi slovami� esli
�� � � Cont �n� i � � �� to � mo�et byt� poluqen iz � pri pomo�
wi dopustimyh transpozici��

Dokazatel�stvo� My poka�em� qto pri pomowi dopustimyh
transpozici	 mo�no poluqit� iz l�bo	 tablicy �nga T �
Tab�
�� 
 	 �
�� � � � � 
k�� sledu�wu� tablicu s to	 �e diagram�
mo	 �i gorizontal�no	 monotonno	 numeracie	��

otveqa�wu� vektoru soder�ani	

��T 	� 	 �
� �� 
� � � � � 
� � ����� 
� � � �� 
� � 
��
���� � � ��
mno�estva Cont �n�� Dl� �togo rassmotrim posledn�� kletku po�
sledne	 stroki diagrammy 
� Pust� v �to	 kletke tablicy T
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napisano qislo i� Perestavim qisla i i i � �� zatem i � � i i � 
�
� � � � i� nakonec� n � � i n� Pon�tno� qto vse �ti transpozicii
�vl��ts� dopustimymi i qto my poluqim tablicu� u kotoro	
v posledne	 kletke posledne	 stroki stoit qislo n� Povtorim
vs� proceduru s qislami n � �� n� 
� � � � � 
 i t�d� �

Sledstvie ���� Esli � � Spec �n� i � � �� � � Cont �n�� to � �
Spec �n� i � � ��

Zameqanie ��
� Naxa cepoqka transpozici	 v dokazatel�stve
lemmy ���� sv�zyva�wa� tablicy T i T 	 � �vl�ets� minimal��
no	 v sledu�wem smysle� Oboznaqim qerez s podstanovku� pere�
vod�wu� tablicu T v T 	� t�e� sopostavl��wu� qislu� sto�wemu
v danno	 kletke� qislo� sto�wee v to	 �e kletke tablicy T 	 �
Polo�im qislo ��s� ravnym qislu inversi	 v podstanovke s� t�e�

��s� 	 �f�i� j� � f�� � � � � ng j i � j� s�i� 
 s�j�g�

Obweizvestno� qto podstanovka s mo�et byt� zapisana kak pro�
izvedenie ��s� transpozici	 si i ne mo�et byt� zapisana v vide
bolee korotkogo proizvedeni��� Neslo�no proverit�� qto naxa
cepoqka sostoit v toqnosti iz ��s� dopustimyh transpozici	�
Inaqe govor�� mno�estvo Cont �n� �vl�ets� �vpolne geodeziqe�
skim� podmno�estvom mno�estvaZn dl� de	stvi� gruppy Sn� To
est� Cont �n� s ka�dymi dvum� vektorami soder�it cepoqki vek�
torov� realizu�wie minimal�ny	 put� me�du nimi v smysle
slovesno	 metriki otnositel�no kokseterovskih obrazu�wih�

V dokazatel�stve lemmy ��� ispol�zovalos� to obsto�tel��
stvo� qto tol�ko kokseterovskimi transpozici�mi mo�no pre�
obrazovat� l�bu� tablicu s danno	 diagrammo	 v l�bu� dru�
gu� tablicu s to	 �e diagrammo	� 
 �to i garantirovalo� qto
vektory bazisa �nga s odno	 diagrammo	 le�at v odnom pred�
stavlenii� Takim obrazom� s ka�dym neprivodimym predstavle�
niem sv�zana struktura grafa� verxiny kotorogo est� vektory
bazisa �nga� a rebra pomeqa�ts� obrazu�wimi Koksetera i
soedin��t pary vektorov� kotorye mogut byt� sootvetstvu��
we	 obrazu�we	 perevedeny drug v druga� �ti grafy obobwa�t
graf �por�dok� Br�a na samo	 gruppe Sn�

�Prosto potomu� qto ��sig� � ��g�� � dl� vseh i i g � Sn�
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Zameqanie ���� V rabotah pervogo avtora �sm� ���� byli oprede�
leny tak nazyvaemye adiqeskie preobrazovani� na prostranstve
pute	 graduirovannyh grafov� V qastnosti� preobrazovanie �av�
tomorfizm
 �nga v prostranstve beskoneqnyh tablic �t�e� pute	
v grafe� �nga� �to preobrazovanie perevodit tablicu v sledu�
�wu� tablicu v smysle leksikografiqeskogo por�dka na tabli�
cah s danno	 diagrammo	� Po�tomu l�bye dve koneqnye tablicy
s odno	 i to	 �e diagrammo	 le�at na odno	 traektorii av�
tomorfizma �nga� Otrezok traektori	� prohod�wi	 po tabli�
cam s danno	 diagrammo	� naqinaets� s tablicy� pomewenno	 na
risunke vyxe �posledovatel�na� numeraci� po gorizontali�� a
konqaets� tablice	� v kotoro	 posledovatel�na� numeraci� idet
po vertikali� No �ti traektorii� razumeets�� ne �vl��ts� geo�
deziqeskimi� kak cepoqka preobrazovani	� opredelennyh vyxe�
kotora� sostavl�et lix� qast� traektorii�

Napomnim� qto graf �nga Y est� beskoneqny	 Z�graduiro�
vanny	 graf diagramm �nga s oqevidno	 graduirovko	 i mno�
�estvom reber� Graf� sosto�wi	 iz pervyh n �ta�e	� oboznaqim
qerez Yn�

My perehodim k dokazatel�stvu central�no	 teoremy raboty�

Teorema ���� Graf �nga Y �vl�ets� grafom vetvleni� simme�
triqeskih grupp� spektr algebry Gel�fanda�Cetlina GZ�n� est�
prostranstvo pute� v koneqnom grafe Yn� t�e� prostranstvo ta�
blic �nga s n kletkami� pri �tom Spec �n� 	 Cont �n�� gde Spec �n�
est� spektr algebry GZ�n� otnositel�no YJM�obrazu�wih X�� � � � �
Xn� a Cont �n� � mno�estvo vektorov soder�ani�� sootvetstvu�
�wie otnoxeni� �kvivalentnosti sovpada�t� �	��
Dokazatel�stvo� Kak my videli� mno�estvo klassov Cont �n�	 �
est� mno�estvo klassov tablic� ime�wih obwu� diagrammu� Po�
�tomu

�
	
Cont �n�	 � 
 	 p�n��

gde p�n� est� qislo razbieni	 qisla n� t�e� qislo diagramm s n
kletkami� V silu sledstvi� ��� ka�dy	 klass �kvivalentnosti
v Cont �n�	 � ili ne soder�it �lementov mno�estva Spec �n�� ili
�vl�ets� podmno�estvom kakogo�libo klassa v Spec �n�	 �� No

�
	
Spec �n�	 � 
 	 �

	
S�n


	 p�n��
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tak kak qislo neprivodimyh predstavleni	 ravno qislu klassov
sopr��ennosti� kotoroe snova est� qislo razbieni	 qisla n �kak
qislo cikliqeskih tipov podstanovok�� Sledovatel�no� ka�dy	
klass mno�estva Cont �n�	 � sovpadaet s kakim�libo iz klassov
mno�estva Spec �n�	 �� Inaqe govor��

Spec �n� 	 Cont �n� i �	� �

Ots�da oqevidno sleduet� qto graf Y�vl�ets� grafom vetvle�
ni� cepoqki simmetriqeskih grupp� �

Takim obrazom� osnovna� teorema dokazana� No privedenny	
analiz daet gorazdo bol�xe� qem dokazatel�stvo teoremy ve�
tvleni�� v sledu�wih paragrafah my poluqim na ego osnove
�vnu� model� predstavleni	 �ortogonal�nu� formu �nga� i
nametim vyvod formuly dl� harakterov�

�� Formuly 	nga

Do �togo momenta vektory vT iz bazisa �nga rassmatriva�
lis� s toqnost�� do skal�rnyh somno�itele	� V �tom paragrafe
my zadadim vybor �tih somno�itele	�
Naqnem s tablicy T�� opredelenno	 v dokazatel�stve lemmy

��� �sm� risunok�� Vyberem kako	�nibud� vektor vT� � otveqa��
wi	 �to	 tablice�
Teper� rassmotrim nekotoru� tablicu T � Tab��� i polo�im

��T � 	 ��s��

gde s 
 podstanovka� perevod�wa� tablicu T� v T � Napomnim� qto
PT oboznaqaet ortogonal�nu� proekci� na VT �sm� x��� Polo�im

vT 	 PT � s � vT� � �����

V silu lemmy ��� podstanovka s mo�et byt� zapisana kak proiz�
vedenie ��T � dopustimyh transpozici	� Takim obrazom� iz opre�
deleni� ����� i formul ����� my poluqaem

s � vT� 	 vT �
X

R�Tab���� 
�R��
�T �

�R vR� �����

gde �R 
 nekotorye racional�nye qisla� V qastnosti� pust� T � 	
siT i

��T �� 
 ��T ��
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Pust�
��T � 	 �a�� � � � � an� � Cont �n�


 posledovatel�nost� soder�ani	 kletok tablicy T � Togda iz
������ ����� i ����� sleduet� qto

si � vT 	 vT � �
�

ai�� � ai
vT � �����

I� op�t� v silu ������

si � vT � 	

�
�� �

�ai�� � ai��

�
vT � �

ai�� � ai
vT � � �����

�to dokazyvaet sledu�wee predlo�enie�

Predlo�enie 
��� Suwestvuet bazis fvTg predstavleni� V �� v
kotorom kokseterovskie obrazu�wie si de�stvu�t po formulam
������ ������ Vse neprivodimye predstavleni� gruppy Sn opredele�
ny nad polem Q�

Drugo	 sposob dokazatel�stva �togo predlo�eni� 
 �to nepo�
sredstvenna� proverka togo� qto �ti formuly zada�t predsta�
vleni� gruppy Sn �t�e� proverka kokseterovskih sootnoxeni	��
Bazis� ispol�zovanny	 vyxe� daet polunormal�nu� formu �n�

ga predstavleni� V �� Esli my ortogonalizuem vse vektory vT � to
my poluqim ortogonal�nu� formu �nga predstavleni� V �� �ta
forma opredelena u�e nad R� Oboznaqim normalizovannye vek�
tory tem �e simvolom vT � Togda transpozicii si de	stvu�t v
dvumernom prostranstve� nat�nutom na vektory vT i vT � � posred�
stvom ortogonal�no	 matricy� Takim obrazom�

si 	

�
r��

p
�� r��p

�� r�� �r��
�
� �����

gde
r 	 ai�� � ai�

�to qislo qasto nazyvaets� osevym rassto�niem �sm� ����� a tak�
�e ������ Esli zapisyvat� de	stvie kokseterovskih obrazu�wih
si v bazise standartnyh tablic� to ono vygl�dit sledu�wim
obrazom�
� esli i i i � � sto�t v odno	 stroke� to si ostavl�et tablicu
T neizmenno	�
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� esli i i i�� sto�t v odnom stolbce� to si umno�aet tablicu
T na ���

� esli i i i � � sto�t v raznyh strokah i stolbcah� to v dvu�
mernom prostranstve� nat�nutom na �tu tablicu i tablicu
�tak�e standartnu��� v kotoro	 �lementy i i i�� pomen�ny
mestami� si de	stvuet po formule ������

Predlo�enie 
�	� Suwestvuet ortogonal�ny� bazis fvTg pred�
stavleni� V �� v kotorom obrazu�wie si de�stvu�t po formulam
������

Zameqanie 
�
� Tak kak ves ��T �� vektora vT� �vl�ets� maksi�
mal�nym vesom predstavleni� V � pri leksikografiqeskom upo�
r�doqenii� my mo�em nazvat� ves ��T�� starxim vesom pred�
stavleni� V �� a vektor vT� 
 starxim vektorom predstavleni�
V ��

�� Kommentarii i sledstvi�

Predyduwie paragrafy soder�ali postroenie pervo	 qasti
teorii predstavleni	 simmetriqeskih grupp 
 opisanie nepri�
vodimyh predstavleni	� vetvlenie predstavleni	� vyra�enie
dl� kokseterovskih transpozici	 v predstavleni�h� V qastno�
sti� byla vskryta vnutrenn�� sv�z� me�du kombinatoriko	 dia�
gramm i tablic �nga� grafa �nga s odno	 storony i teorie	
predstavleni	 simmetriqeskih grupp s drugo	�
Dal�ne	xi	 plan� vkl�qa�wi	 sv�z� s simmetriqeskimi

funkci�mi �harakteristiqeskoe otobra�enie�� formuly dl�
harakterov� teori� inducirovannyh predstavleni	� pravilo
Littlvuda
Riqardsona� sv�z� s teorie	 predstavleni	 GL�n�
i algebr Gekke� s asimptotiqesko	 teorie	� tak�e mo�et byt�
realizovan s pomow�� teh �e ide	� osnovna� iz kotoryh 
 in�
duktivny	 podhod k serii grupp Sn�
Iz vsego �togo my nametim v sledu�wem paragrafe lix� vy�

vod formul Murnagana
Naka�my� ostavl�� dal�ne	xee do dru�
gogo sluqa��
V �tom paragrafe my privedem neskol�ko prostyh sledstvi	

iz rezul�tatov� poluqennyh v xx�
�� V pervu� oqered�� izvleqem
sledstvi� iz teoremy vetvleni�� utver�da�we	� qto vetvlenie
neprivodimyh predstavleni	 grupp Sn opisyvaets� grafom �n�
ga�
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Sledstvie ���� Kratnost� vho�deni� neprivodimogo predsta�
vleni� �� gruppy Sn v predstavlenie �� gruppy Sn�k ravna qislu
pute� me�du diagrammami � i � �� � n� k� � � n
� v qastnosti�
esli � 
� �� to ona ravna 
� a v obwem sluqae ona ne prevyxaet k�
i �ta ocenka dostigaets��

Dokazatel�stvo� Nu�daets� v dokazatel�stve lix� poslednee
utver�denie� Qislo tablic v koso	 diagramme �	� ne bol�xe qi�
sla razliqnyh sposobov posledovatel�no dobavit� k diagramme
� novye k kletok� Esli �ti k kletok mo�no postavit� v razliq�
nye stroki i stolbcy� to qislo �tih sposobov ravno k�� �

V qastnosti� esli k 	 
� to imeets� tol�ko tri razliqnyh
sluqa��
��� kratnost� vho�deni� � v � ravna �� i verxiny � i � ne
soedineny v grafe vetvleni��

��� kratnost� vho�deni� ravna �� i interval� soedin��wi	 � i
�� �to cep�

� 
 ��

��� kratnost� vho�deni� ravna �� i interval me�du � i � �to
romb

�
�


�

� ��
��

V sluqae cepoqki� oqevidno� perestanovka sl�� de	stvuet na
vse vektory vida

vT � T 	 � � �	 �	 
 	 �	 � � � �

umno�eniem na qislo �kotoroe est� �� vvidu sootnoxeni�
s�l�� 	 ��� De	stvie perestanovki sl�� v sluqae romba bylo ras�
smotreno v predyduwem paragrafe� Zametim� qto graf �nga
est� tak nazyvaema� diagramma Hasse distributivno	 rexetki
koneqnyh idealov rexetki Z��Z�� po�tomu intervaly v grafe
�nga ime�t standartnoe opisanie� a interval obwego vida est�
buleva algebra� A priori �tot va�ny	 fakt soverxenno neoqevi�
den� no v koneqnom itoge on okazals� sledstviem kokseterovskih
sootnoxeni	� Ber� ego v kaqestve predpolo�eni�� tak�e mo�no
vyvesti teori� vetvleni� �sm� ���� �����
Sledu�wi	 va�ny	 vyvod 
 abstraktnoe opisanie obrazu�

�wih �nga
�cisa
Merfi� osnovannoe na poluqennyh rezul��
tatah�
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Opredelim otobra�enie

�pn � Sn 
 Sn��

s pomow�� sledu�we	 operacii otbrasyvani� poslednego sim�
vola�

�pn��� � � � n� � � ���� � � � � � � �� � � �� 	 ��� � � � 
n� � � � ��� � � � � � � �� � � ���

gde v skobkah stoit razlo�enie podstanovki g � Sn na cikly i
vse cikly krome pervogo� soder�awego n� osta�ts� neizmennymi�
a v pervom simvol n udal�ets�� Oqevidnye svo	stva otobra�e�
ni� �pn takovy�

��� �pn�In� 	 In��� gde Ik 
 edinica v Sk�

��� �pnjSn��
	 idSn��

�Sn�� � Sn��

��� �pn�g�hg�� 	 g��pn�h�g�� g�� g� � Sn��� h � Sn�

Zametim� qto uslovi� ��� i ��� sledu�t iz ���� De	stvitel��
no� iz ��� sleduet� qto

�pn�gI� 	 g�pn�I� 	 �pn�Ig� 	 �pn�I�g

pri vseh g � Sn��� otkuda �pn�I� 	 I� No togda �pn�g� 	 g dl� g �
Sn���

Qerez pn oboznaqim prodol�enie otobra�eni� �pn po line	�
nosti na gruppovu� algebru C �Sn ��

pn � C �Sn �
 C �Sn�� ��

Takim obrazom� pn est� proekci� algebry C �Sn � na podalgeb�
ru C �Sn�� �� Pri n 	 
� � taka� proekci� ne edinstvenna� odna�
ko pri n � � uslovie ��� opredel�et edinstvennu� operaci�
�pn � Sn 
 Sn��� Legko videt�� qto naliqie proekcii �pn ozna�
qaet suwestvovanie dvustoronne Sn���invariantnogo razbieni�
gruppy Sn na �n � ��� mno�estv iz n �lementov� Takoe svo	stvo
pary grupp �G�H� vypolneno neqasto� odnako suwestvuet obob�
wenie �to	 konstrukcii na poluprostye algebry �v qastnosti
na gruppovye algebry� v samom obwem sluqae�

Predlo�enie ��	�

p��n �fcIg�� Z�n� �� �� 	 faXn � bIg� a� b� c � C �
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Inaqe govor�� proobraz skal�rov peresekaets� s centralizatorom
gruppy Sn�� v algebre C �Sn � po dvumernomu podprostranstvu� na�
t�nutomu na edinicu i �lement �nga��cisa�Merfi Xn� V qast�
nosti� Xn opredel�ets� odnoznaqno s toqnost�� do mno�itel�
kak �lement pereseqeni�

p��n �fcIg�� Z�n� �� ���

ortogonal�ny� konstantam�

Dokazatel�stvo� Esli pn�
P

g�Sn��

cgg� 	 cI� to �lement A 	

P
g�Sn��

cgg dol�en imet� vid line	no	 kombinacii A	
nP

i	�
bi�i� n��

Tako	 �lement kommutiruet s Sn�� togda i tol�ko togda� kogda

b� 	 � � � 	 bn�� 	 a� bn 	 b� t�e� A 	 aXn � bI� �

Proekci� pn pozvol�et opredelit� obratny	 spektr �proek�
tivny	 predel� grupp Sn kak Sn���bimodule	

lim
�

�Sn� �pn� 	 S�

prostranstvo S u�e ne �vl�ets� gruppo	� no na nem opredele�
no levoe i pravoe de	stvie gruppy S� finitnyh podstanovok�
poskol�ku proekci� �pn kommutiruet s levym i pravym de	stvi�
�mi Sn�� pri vseh n� �tot ob
ekt nazvan v ���� prostranstvom
virtual�nyh podstanovok i detal�no izuqaets� v ����� Imeets�
obobwenie �to	 konstrukcii na drugie induktivnye seme	stva
grupp i algebr�
V zakl�qenie obobwim teoremu o centralizatore Z�l� k�

podalgebry C �Sn � v algebre C �Sn�k ��

Teorema ��
 ����� Centralizator

Z�l� k� � C �Sn�k �C
Sn �

poro�den centrom Z�n� podalgebry C �Sn � � C �Sn�k �� gruppo� Sn�
perestavl��we� �lementy n � �� � � � � n � k� i YJM��lementami
Xn��� � � � � Xn�k�

Osnovno	 sluqa	 k 	 � dokazan v x�� Obwi	 sluqa	 mo�et
byt� dokazan tem �e metodom�
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Zametim� qto ukazanny	 sposob dokazatel�stva otliqen
ot i prowe metoda� privedennogo v ��� i ���� ���� a imenno�
poleznym �vl�ets� predvaritel�noe rassmotrenie podalgebry
hZ�n�� Xn��� � � � � Xn�ki� kak v x��
Zameqanie ���� Formuly� zada�wie de	stvie simmetriqesko	
gruppy v predstavleni�h� associirovannyh s kosymi diagram�
mami �nga �t�e� s diagrammami� ravnymi raznosti dvuh dia�
gramm� odna iz kotoryh soder�it drugu��� analogiqny formu�
lam iz x��
De	stvitel�no� pust� � est� razbienie qisla l� k� a � est�

razbienie qisla l i � � �� Qerez V ��� my oboznaqim Z�l� k��
modul�

V ��� 	 HomSl�V
�� V ���

Pon�tno� qto �tot modul� imeet ortonormirovanny	 bazis �n�
ga� indeksiruemy	 vsemi tablicami �nga na koso	 diagram�
me �	� �analogiqny	 bazisu predstavleni�� associirovannogo s
obyqno	 diagrammo	 �nga�� Obrazu�wie

Xl�i� i 	 i� � � � � k�

algebry Z�l� k� de	stvu�t v �tom bazise umno�eniem na so�
der�anie i�	 kletki� a kokseterovskie obrazu�wie podgruppy
Sk � Z�l� k� de	stvu�t po formulam ������
Teorema ��� ispol�zuets� pri dokazatel�stve formuly dl�

harakterov v sledu�wem paragrafe�

�� Haraktery simmetriqeskih grupp

V �tom paragrafe my daem nabrosok dokazatel�stva pravila
Murnagana
Naka�my dl� harakterov simmetriqesko	 gruppy� V
otliqie ot predyduwih paragrafov� my ne napominaem opre�
deleni	 nekotoryh izvestnyh pon�ti	� Kl�qevu� rol� igraet
predlo�enie ���� opira�wees� na teoremu ����
Napomnim� qto diagramma �nga � nazyvaets� kr�kom� esli

� imeet vid �a��� �b�� a� b �Z� � Qislo b nazyvaets� vysoto	 kr��
ka� Nazovem kosu� diagrammu �	� kosym kr�kom� esli ona sv�zna
i nikakie dve kletki v ne	 ne le�at na odno	 diagonali� Iny�
mi slovami� �	� est� koso	 kr�k� esli soder�ani� vseh kletok
iz �	� obrazu�t otrezok �mownosti j�	�j� mno�estva Z� Qislo
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strok� zanimaemyh kosym kr�kom �	�� umen�xennoe na edinicu�
budem nazyvat� vysoto� kosogo kr�ka i oboznaqat� qerez h�	�i�
Polo�im k 	 j�	�j� Pust� V ��� est� predstavlenie gruppy Sk�
otveqa�wee koso	 diagramme �	�� a ���� est� sootvetstvu�wi	
harakter� My hotim dokazat� sledu�wu� horoxo izvestnu� te�
oremu�

Teorema ���� Imeet mesto sledu�wa� formula�

�������
 � � �k�� 	

�
����h���i� esli �	� est� koso� kr�k�


 inaqe�
�����

Pust� teper� � est� razbienie qisla k� Rassmotrim sledu�
�wu� podstanovku iz klassa sopr��ennyh �lementov� otveqa��
wego ��

��
 � � � ������ � � � � � �� � ����� � � � � � � �

!sno� qto� posledovatel�no primen�� teoremu k de	stvi� �to	
podstanovki v bazise �nga� my poluqaem sledu�wee klassiqe�
skoe pravilo�

Pravilo Murnagana�Naka�my� Pust� � est� razbienie qisla k�
Znaqenie �

���
� haraktera ���� na podstanovke s dlinami ciklov �

ravno

����� 	
X
S

����hSi�

gde summa berets� po vsem posledovatel�nost�m S�

S � � 	 �� � �� � �� � � � 	 ��

dl� kotoryh �i	�i�� est� koso� kr�k iz �i kletok� i

hSi 	
X
i

h�i	�i��i�

Horoxo izvestno i prosto dokazyvaets� �sm�� naprimer� ����
gl� �� upr� ������� qto �to pravilo �kvivalentno vsem ostal��
nym opredeleni�m harakterov� takim� kak� naprimer� sootnoxe�
nie me�du simmetriqeskimi funkci�mi

p� 	
X
�

��� s�
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�sm� ����� ili determinantna� formula �sm� ���� ����� Zametim�
qto teorema� kotoru� my hotim dokazat�� est�� oqevidno� qast�
ny	 sluqa	 pravila Murnagana
Naka�my�

To �e dokazatel�stvo sledu�wego predlo�eni� bylo dano v
rabote �����

Predlo�enie ��	� Formula ����� spravedliva pri � 	 ��

Dokazatel�stvo� Legko proverit� �naprimer� po indukcii� sm�
tak�e dokazatel�stvo teoremy ��� qto

X�X� � � �Xk 	 summa vseh ciklov dliny k v Sk� �����

Znaqenie ����� na l�bom vektore iz bazisa �nga dl� V � ravno

����bb� �k � b� ����

esli � est� kr�k vysoty b� i ravno nul� vo vseh ostal�nyh
sluqa�h� Legko videt�� qto v gruppe Sk imeets� rovno �k � ���
odnociklovyh podstanovok i qto

dim� 	

�
k � �

b

�
�

esli � est� kr�k vysoty b� Vyqisl�� sled �lementa ������ polu�
qaem utver�denie predlo�eni�� �

Predlo�enie ��
� Dl� l�bogo vektora v iz bazisa �nga dl� V ���

C �Sk � � v 	 V ����

Dokazatel�stvo� Prostranstvo V ��� est� neprivodimy	 mo�
dul� nad vyro�denno	 affinno	 algebro	 Gekke H�k�� Vektor
v est� sobstvenny	 vektor vseh operatorov Xi� po�tomu� kak sle�
duet iz kommutacionnyh sootnoxeni	 v H�k�� prostranstvo

C �Sk � � v

invariantno pod de	stviem H�k�� Po�tomu ono sovpadaet s V ����
�



	� A� M� VERXIK� A� �� OKUN�KOV

Predlo�enie ���� Esli diagramma �	� nesv�zna� to

�������
 � � �k�� 	 
�

Dokazatel�stvo� Pust� �	� 	 
� � 
�� gde 
�� 
� sut� dve kosye
diagrammy �nga� ne graniqawie ni po kakomu rebru� Pust�
j
�j 	 a� j
�j 	 b� Rassmotrim v V ��� podprostranstvo� nat�nutoe
na takie tablicy formy �	�� qto qisla �� 
� � � � � a sto�t v dia�
gramme 
�� a qisla a � �� � � � � k sto�t v diagramme 
�� Oqevidno�
qto takih tablic rovno stol�ko� skol�ko suwestvuet par tablic
formy 
� i 
� sootvetstvenno� Rassmotrim de	stvie podgruppy
Sa � Sb gruppy Sk na naxe podprostranstvo� Iz formul �nga
sleduet� qto ono kak Sa � Sb�modul� izomorfno

V 	� � V 	��

V silu predlo�eni� ��� my imeem �pimorfizm

IndSkSa	SbV
	� � V 	� �
 V ���� �����

Razmernosti pravo	 i levo	 qasti ����� ravny�
k

a

�
dim
� dim
��

Po�tomu ����� est� izomorfizm�
V estestvennom bazise v inducirovannom predstavlenii ma�

trica operatora� otveqa�wego podstanovke ��
 � � �k�� imeet na
diagonali odni nuli �kak i dl� l�bo	 drugo	 podstanovki� ne
sopr��enno	 nikakomu �lementu podgruppy Sa � Sb�� �to doka�
zyvaet predlo�enie� �

Predlo�enie ���� Esli v diagramme �	� dve kletki le�at na
odno� diagonali� to

�������
 � � �k�� 	 
�

Dokazatel�stvo� Predpolo�im� qto takie dve kletki est�� To�
gda suwestvuet taka� diagramma �� qto

� � � � �

i �	� est� 
� 
 kvadrat

�	� 	 ��
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Togda V ��� soder�it S��podmodul� V �� Po predlo�eni� ��� my
imeem �pimorfizm

IndSkS�V
� �
 V ���� �����

Po pravilu vetvleni� �i dvo	stvennosti Frobeniusa� v levu�
qast� ����� vhod�t tol�ko takie neprivodimye Sk�moduli V 
� dl�
kotoryh � � �� V qastnosti� � nikogda ne mo�et byt� kr�kom�
tak qto vsegda

�
���
 � � �k�� 	 


v silu predlo�eni� ���� �to dokazyvaet predlo�enie� �

Faktiqeski my dokazali� qto v uslovi�h predlo�eni� ���

HomSk �V
� � V ���� 	 


dl� l�bo	 kr�kovo	 diagrammy ��

Predlo�enie ��
� Pust� �	� est� koso� kr�k� Togda dl� l�bogo
kr�ka � 	 �a � �� �b�

HomSk �V
� � V ���� 	

�
C � b 	 h�	�i�

 inaqe�

Dokazatel�stvo� Poskol�ku parallel�nye perenosy koso	 dia�
grammy oqevidno sohran��t sootvetstvu�wi	 Sk�modul�� my
mo�em sqitat�� qto � i � vybrany minimal�nymi� to est�

�� 
 ��� ��� 
 ����

Poka�em� qto esli b � h�	�i� to

HomSk�V
� � V ���� 	 
�

De	stvitel�no� modul� V � soder�it vektor� invariantny	 ot�
nositel�no podgruppy Sk�b� a tak kak takogo vektora pri naxem
predpolo�enii net da�e v V � ��to sleduet iz pravila vetvle�
ni��� to ego net i v V ���� Sluqa	 b 
 h�	�i analogiqen�
Pust� teper� b 	 h�	�i� Rassmotrim prostranstvo

HomSk �V
� � V ���
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Kak legko videt�� naprimer� iz sledu�wego risunka �i formul
�nga��

�to prostranstvo est� neprivodimy	 Sj�j�modul� V
�� Po�tomu�

oqevidno�
HomSk	Sj�j�V

� � V �� V �� 	 C �

i� znaqit�
HomSk �V

� � V ���� 	 C � �

Teorema oqevidnym obrazom vytekaet iz dokazannyh pred�
lo�eni	�

Podder�ano grantom Prezidenta RF dl� podder�ki vedu�
wih nauqnyh xkol NX�������������
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