
Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, ñëó÷àéíûå ìàòðèöû è èíòåãðèðóåìûå ìîäåëè .

Ëèñòîê 1. (Ôîðìóëà îöåíêè îò 1 äî 10: Îöåíêà = 2·(ñóììà áàëëîâ)/5)

Çàäà÷à 1. Ìåòîä ìîìåíòîâ è ðàñïðåäåëåíèå Ìàð÷åíêî-Ïàñòóðà. (8
áàëëîâ)

Ïóñòü X ∈ RN×p � ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà, ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû êîòîðîé åñòü
íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ íóëåâûì ñðåäíèì,
E(Xij = 0), åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé, D(Xij) = 1 è êîíå÷íûìè ìîìåíòàìè áîëåå âûñî-
êèõ ñòåïåíåé, ãäåN ≤ p. Ïóñòü RN = N−1XXT - âûáîðî÷íàÿ êîâàðèöèîííàÿ ìàòðèöà
N ×N ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè λ1, . . . , λN . Ââåäåì ýìïèðè÷åñêóþ ñïåêòðàëüíóþ
ìåðó

LN =
1

N

N∑
i=1

δλi
.

a) Äîêàæèòå, ÷òî â ïðåäåëå N → ∞,p/N = c ≥ 1 ìîìåíòû ýìïèðè÷åñêîãî ñïåêòðàëü-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

µ
(N)
k := lim

N→∞
E
(∫

xkdLN

)
,

ñòðåìÿòñÿ ê âûðàæåíèþ

lim
N→∞

µ
(N)
k =

k∑
l=1

clN (k, l)

ãäå

N (k, l) =
1

k
C l

kC
l−1
k ,

÷èñëà Íàðàÿíû è óáåäèòåñü, ÷òî îíè ñîâïàäàþò ñ ìîìåíòàìè ðàñïðåäåëåíèÿ
Ìàð÷åíêî-Ïàñòóðà, çàäàííîãî ïëîòíîñòüþ

f(x) =

√
(a+ − x)(x− a−)

2πx
1a−≤x≤a+ ,

ãäå a± = (1±
√
c)2.

Óêàçàíèÿ:
1) Ñâåäèòå çàäà÷ó ïîäñ÷åòà ñëåäîâ ñòåïåíåé ìàòðèöû RN ê çàäà÷å î öèêëàõ íà

äâóäîëüíîì ãðàôå. (Äâóäîëüíûì íàçûâàåòñÿ ãðàô â êîòîðîì åñòü äâà ñîðòà âåðøèí
è âñå ðåáðà ñîåäèíÿþò òîëüêî âåðøèíû ðàçíûõ ñîðòîâ.)

2) Ïîêàæèòå, ÷òî öèêëû, âêëàä îò êîòîðûõ âûæèâàåò â ïðåäåëå N → ∞, îáõîäÿò
äåðåâî è èì ìîæíî ñîïîñòàâèòü íåêîòîðûå ïóòè Äèêà. Ïðîâåðüòå ñîâïàäåíèå ÷èñåë
òàêèõ öèêëîâ ñ ÷èñëàìè Íàðàÿíû äëÿ íåñêîëüêèõ ïåðâûõ ìîìåíòîâ.

3) ×èñëî Íàðàÿíû N (k, l) äà¼ò êîëè÷åñòâî ïóòåé Äèêà äëèíîé â 2k øàãîâ, â
êîòîðûõ ÷èñëî íå÷åòíûõ øàãîâ ââåðõ ðàâíî l. Î÷åâèäíî ñóììà ÷èñåë Íàðàÿíû äàåò
ïîëíîå ÷èñëî ïóòåé Äèêà - ÷èñëî Êàòàëàíà,

Ck =
k∑

l=1

N (k, l) =
1

k + 1
Ck

2k
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Ñâÿçü ÷èñåë Íàðàÿíû ñ ìîìåíòàìè ðàñïðåäåëåíèÿ Ìàð÷åíêî-Ïàñòóðà ìîæíî
óñòàíîâèòü êàê ïðÿìûì èíòåãðèðîâàíèåì, òàê è âîñïîëüçîâàâøèñü îïðåäåëåíèåì ÷è-
ñåë Íàðàÿíû â òåðìèíàõ ïóòåé Äèêà è èõ ñâÿçüþ ñ ïðåîáðàçîâàíèåì Ñòèëüòüåñà
ðàñïðåäåëåíèÿ Ìàð÷åíêî-Ïàñòóðà (ñì. çàäà÷ó 3)).

Çàäà÷à 2. ×åòâåðòüêðóãîâîé çàêîí (4 áàëëà)
Ïðè N = p, ñ = 1, ìîìåíòû ðàñïðåäåëåíèÿ Ìàð÷åíêî-Ïàñòóðà ñòàíîâÿòñÿ ðàâ-

íû ÷èñëàì Êàòàëàíà, êîòîðûå äàþò òàêæå è ÷åòíûå ìîìåíòû ïîëóêðóãëîãî çàêîíà
Âèãíåðà, à ïëîòíîñòü îáðàùàåòñÿ â ÷åòâåðòü-êðóãîâîé çàêîí

fc=1(x) =
1

2π

√
4− x

x
10≤x≤4.

Ýòî íàçâàíèå îáóñëîâëåíî åãî ñâÿçüþ ñ ïîëóêðóãîâûì ðàñïðåäåëåíèåì Âèãíåðà. Â
óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è âîñïîëüçóéòåñü òåîðåìîé Ìàð÷åíêî-Ïàñòóðà, ÷òîáû
íàéòè ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû 2N×
2N âèäà (

0 XT

X 0

)
è îáúÿñíèòå ýòó ñâÿçü.
Çàäà÷à 3. ×èñëà Íàðàÿíû è ïðåîáðàçîâàíèå Ñòèëüòüåñà ðàñïðåäå-

ëåíèÿ Ìàð÷åíêî-Ïàñòóðà. (7 áàëëîâ)
Ïóñòü N (k, l) ÷èñëî Íàðàÿíû, îïðåäåëÿåìîå êàê êîëè÷åñòâî ïóòåé Äèêà äëèíîé

â 2k øàãîâ, â êîòîðûõ ÷èñëî íå÷åòíûõ øàãîâ ââåðõ ðàâíî l. Èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è
èçâåñòíî, ÷òî ìîìåíòû ðàñïðåäåëåíèÿ Ìàð÷åíêî-Ïàñòóðà èãðàþò ðîëü ïðîèçâîäÿùåé
ôóíêöèè ÷èñåë Íàðàÿíû ïî âòîðîìó àðãóìåíòó

βk(c) :=
k∑

l=1

clN (k, l).

Öåëü çàäà÷è âûâåñòè ýòî ñîîòíîøåíèå, ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì ÷èñåë Íàðàÿíû â
òåðìèíàõ ïóòåé Äèêà.

à) Ñëåäóÿ ðåöåïòó âûâîäà ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ÷èñåë Êàòàëàíà, âû-
âåäèòå ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ βk(c),

βk(c) = (c− 1)βk−1 +
k∑

j=1

βk−j(c)βj−1(c)

à èç íèõ óðàâíåíèå íà ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ

β(t, c) =
∞∑
k=0

βk(c)t
k,

ãäå β0(c) := 1.
Óêàçàíèå:
Ïðè âûâîäå ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé óäîáíî ââåñòè âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíê-

öèþ β̄k(c) , ïåðå÷èñëÿþùóþ ïóòè Äèêà ñ ôèêñèðîâàííûì ÷èñëîì ÷åòíûõ øàãîâ ââåðõ.
Äàëåå âûâîä ñëåäóåò ðåöåïòó âûâîäà ñîîòíîøåíèé äëÿ ÷èñåë Êàòàëàíà. Ðàññìîòðèòå
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÷àñòü ïóòè Äèêà äî ïåðâîãî âîçâðàùåíèÿ. Ýòà ÷àñòü áåç ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî øàãîâ
ñíîâà äàåò ïóòü Äèêà, â êîòîðîì ÷åòíûå øàãè ñòàëè íå÷åòíûìè è íàîáîðîò. Òàêèì
îáðàçîì ìîæíî âûðàçèòü βk(c) ÷åðåç βj(c) è β̄m(c) c m, j < k. Òî æå ñàìîå ìîæ-
íî ïðîäåëàòü äëÿ β̄k(c). Èñêëþ÷àÿ èç äâóõ ñîîòíîøåíèé β̄k(c) ïîëó÷àåì çàìêíóòîå
ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ βk(c).

á)Èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå èç Çàäà÷è 1, î òîì, ÷òî βk(c) - ìîìåíòû ïðåäåëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ, óñòàíîâèòå ñâÿçü ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ýòèõ ìîìåíòîâ β(t, c) è ïðå-
îáðàçîâàíèÿ Ñòèëüòüåñà ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Âûáåðåòå ðåøåíèå äëÿ β(t, c),
êîòîðîå îáëàäàåò ñâîéñòâàìè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ñòèëüòüåñà âåðîÿòíîñòíîé ìåðû. Îá-
ðàòèòå ïðåîáðàçîâàíèå Ñòèëüòüåñà è ïîëó÷èòå ðàñïðåäåëåíèå Ìàð÷åíêî-Ïàñòóðà èç
ïðåäûäóùåé çàäà÷è.

Çàäà÷à 4. Ñõîäèìîñòü ìîìåíòîâ ðàñïðåäåëåíèÿ Âèãíåðà. (6 áàë-
ëîâ)

Ïóñòü Xn = X†
n ∈ Rn×n- âèãíåðîâñêàÿ ìàòðèöà ñ íåçàâèñèìûìè îäèíàêîâî ðàñ-

ïðåäåëåííûìè ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè, òàêèìè ÷òî

E (Xn)ij = 0,E
(
X2

n

)
ij
= 1,E (Xn)

k
ij < ∞, 1 ≤ i ≤ j ≤ n.

1. Ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâîì Ìàðêîâà è ïåðâîé ëåììîé Áîðåëÿ-Êîíòåëëè, äîêàæè-
òå, ÷òî äëÿ ìîìåíòîâ ýìïèðè÷åñêîãî ñïåêòðàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû
Mn = Xnn

−1/2, èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ïî÷òè íàâåðíîå. (Ïëàí äîêàçàòåëüñòâà
íàìå÷åí â ëåêöèÿõ.) (4 áàëëà)

2. Äîêàæèòå, ÷òî â óñëîâèè çàäà÷è òðåáîâàíèå E (Xn)ij = 0 ÿâëÿåòñÿ ëèøíèì è
ìàòîæèäàíèå ìîæåò áûòü ðàâíî ëþáîé äðóãîé âåëè÷èíå . (2 áàëëà)

Çàäà÷à 5. Ìåòîä ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòèëüòüåñà è ïîëóêðóãëûé çàêîí

Âèãíåðà (8 áàëëîâ)
Ïóñòü X = XT ∈ RN×N � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà , ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû êîòîðîé

âûøå è íà ãëàâíîé äèàãîíàëè åñòü íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àé-
íûå âåëè÷èíû ñ íóëåâûì ñðåäíèì, E(Xij = 0), äèñïåðñèåé, D(Xij) = 1/N . Âûâåäèòå
ïðåäåëüíîå âûðàæåíèå ýìïèðè÷åñêîé ñïåêòðàëüíîé ìåðû òàêîé ìàòðèöû ìåòîäîì
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ñòèëüòüåñà ïðè N → ∞.

a) Íàéäèòå ñâÿçü ìåæäó äèàãîíàëüíûì ýëåìåíòîì (GN(z))ii ðåçîëüâåíòû òàêîé
ìàòðèöû

GN(z) = (X − INz)
−1

è ðåçîëüâåíòîé G
(i)
N−1(z) ìàòðèöû X(i,i), ïîëó÷åííîé âû÷åðêèâàíèåì i− é ñòðîêè

è i−ãî ñòîëáöà èç ìàòðèöû X (èñïîëüçóéòå ðåçóëüòàòû çàäà÷è 8).

á) Çàìåíÿÿ â ïîëó÷åííîì âûðàæåíèè (GN(z))ii , Xij

(
G

(i)
N−1(z)

)
jk
Xki è Xii èõ ìà-

òîæèäàíèÿìè è ïðåäïîëàãàÿ áëèçîñòü ïðåîáðàçîâàíèé Ñòèëüòüåñà

sN(z) = E

(
1

N

N∑
i=1

1

λi − z

)
=

1

N
TrG(z)

ýìïèðè÷åñêîãî ñïåêòðàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìàòðèö X è X(i,i) ïîëó÷èòå óðàâíåíèå
íà sN(z) â ïðåäåëå N → ∞.
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â) Âûáåðèòå ðåøåíèå ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ñòèëüòüåñà, è, îáðàòèâ åãî, âûâåäèòå çàêîí Âèãíåðà.

Çàäà÷à 6. Ñõîäèìîñòü ïî÷òè íàâåðíîå è ïîäñ÷åò ìîìåíòîâ. (7
áàëëîâ)

Ïóñòü (xk)k∈N-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí, îïðåäåëåííûõ íà îäíîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå, ïðèíèìàþ-
ùèõ êîìïëåêñíûå çíà÷åíèÿ, ñ íåçàâèñèìûìè îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûìè âåùåñòâåí-
íîé è ìíèìîé ÷àñòÿìè, òàêèõ ÷òî

Ex1 = 0,E|x1|2 = 1,E|x1|8 < ∞,

è (Am)m∈N� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îò (yk)k∈N ýðìèòîâûõ ìàòðèö Am =
A†

m ∈ Cm×m, ñ îãðàíè÷åííîé ñïåêòðàëüíîé íîðìîé, ò.å. íàéäåòñÿ êîíñòàíòà c > 0,
òàêàÿ ÷òî

sup
{v∈Cm:||v||2=1}

∥Amv∥2 < c, ∀m ∈ N.

Ñ ïîìîùüþ ïîäñ÷åòà ìîìåíòîâ äîêàæèòå, ÷òî èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

ymAmy
†
m − 1

m
TrAm

ï.í.−−−→
m→∞

0,

ãäå ym = m−1/2(x1, . . . , xm). Ñóùåñòâîâàíèå êàêîãî ìîìåíòà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû x1

îáåñïå÷èâàåò òàêóþ æå ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè?

Çàäà÷à 7. Çàêîí Ìàð÷åíêî-Ïàñòóðà è ñâîáîäíàÿ âåðîÿòíîñòü.

(10 áàëëîâ)
Ïóñòü X - ñëó÷àéíûå ìàòðèöû èç çàäà÷è 1 è RN -ñîîòâåòñòâóþùàÿ âûáîðî÷íàÿ

êîâàðèöèîííàÿ ìàòðèöà. Ìàòðèöó RN ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû

RN =

p∑
s=1

Rs
N ,

ãäå Rs
N � ìàòðèöà ðàíãà îäèí ñ ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè.

(Rs
N)ij :=

1

N
XisXjs.

Äîêàæèòå òåîðåìó Ìàð÷åíêî-Ïàñòóðà, âîñïîëüçîâàâøèñü àñèìïòîòè÷åñêîé ñâîáîä-
íîé íåçàâèñèìîñòüþ ìàòðèö Rs

N .
Óêàçàíèå:
1) Ìàòðèöà Rs

N èìååò N − 1 íóëåâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (ïî÷åìó?) è îäíî
íåíóëåâîå â íàïðàâëåíèè Xs = (X1s, . . . , XNs) .

2) Èñïîëüçóÿ çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë, âû÷èñëèòå ê ÷åìó ñõîäÿòñÿ ñëåäû ñòåïåíåé
ìàòðèöû Rs

N è ïîñòðîéòå ïðåäåëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ñòèëüòüåñà åå ñïåêòðàëüíîé
ìåðû.

3) Èñïîëüçóÿ çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë, ïîêàæèòå, ÷òî âåêòîðà Xs è Xs′ îðòîãî-
íàëüíû ïî÷òè íàâåðíîå ïðè N → ∞ è äîêàæèòå, ÷òî ìàòðèöû R1

N , . . . , R
p
N àñèìï-

òîòè÷åñêè ñâîáîäíî íåçàâèñèìû â íåêîììóòàòèâíîì ïî îòíîøåíèþ ê ôóíêöèîíàëó
τ(M) = N−1ETrM .
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4) Ïîñòðîéòå R-ïðåîáðàçîâàíèå ñïåêòðàëüíîé ìåðû Rs
N è äàëåå ïðåäåëüíûé âèä

RN . Âåðíèòåñü ê ïðåîáðàçîâàíèþ Ñòèëüòüåñà, è óáåäèòåñü, ÷òî îíî ñîâïàäàåò ñ ïðå-
îáðàçîâàíèåì ðàñïðåäåëåíèÿ Ìàð÷åíêî-Ïàñòóðà.
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