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Введение

Â äàííîì êóðñå îáñóæäàåòñÿ êðóã âîïðîñîâ, ñâÿçàííûé ñ îáðàçîâàíèåì ïðåäåëüíûõ
ôîðì è íàëè÷èåì ñëó÷àéíûõ îòêëîíåíèé, îïèñûâàåìûõ óíèâåðñàëüíûìè âåðîÿòíîñòíû-
ìè çàêîíàìè. Ñèòóàöèè, â êîòîðûõ ñëîæíûå ìíîãîêîìïîíåíòíûå ñèñòåìû ïðè îãðóá-
ëåííîì ðàññìîòðåíèè âåäóò ñåáÿ ïðîñòûì óíèâåðñàëüíûì îáðàçîì, íå çàâèñÿùèì îò
äåòàëåé èñõîäíîé ñèñòåìû, õîðîøî çíàêîìû êàê ìàòåìàòèêàì, òàê è ôèçèêàì. Â òåî-
ðèè âåðîÿòíîñòè îíè îïèñûâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿìè, èçâåñòíûìè êàê Çàêîí Áîëüøèõ
×èñåë (ÇÁ×) è Öåíòðàëüíàÿ Ïðåäåëüíàÿ Òåîðåìà (ÖÏÒ). Îäíàêî ñòàíäàðòíûå ïðèìå-
ðû òàêèõ óòâåðæäåíèé, ñîäåðæàùèåñÿ â ó÷åáíèêàõ, îòíîñÿòñÿ ê ñóììàì áîëüøîãî ÷èñ-
ëà íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, è õîòÿ êëàññ ïîäîáíûõ çàäà÷ äîñòàòî÷íî øèðîê,
òðåáîâàíèå íåçàâèñèìîñòè îãðàíè÷èâàåò îáëàñòü ïðèëîæåíèé ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ.
Åñòåñòâåííî, âîçíèêàåò âîïðîñ, ìîæíî ëè ñôîðìóëèðîâàòü ñòîëü æå ñîäåðæàòåëüíûå
è óíèâåðñàëüíûå óòâåðæäåíèÿ î êàêèõ-ëèáî ñëó÷àéíûõ ñèñòåìàõ ñ áîëüøèì ÷èñëîì
ñòåïåíåé ñâîáîäû, âûõîäÿùèå çà ðàìêè íåâçàèìîäåéñòâóþùåãî ìèðà.

Â ïîñëåäíèå ãîäû áûëî íàéäåíî ìíîæåñòâî çàìå÷àòåëüíûõ ñâÿçåé ìåæäó, íà ïåðâûé
âçãëÿä, ñîâåðøåííî ðàçëè÷íûìè çàäà÷àìè ìàòåìàòèêè, à òàêæå ìàòåìàòè÷åñêîé è òåî-
ðåòè÷åñêîé ôèçèêè. Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòîðîíû ýòî êîìáèíàòîðíûå è âåðîÿòíîñòíûå
çàäà÷è î ñèñòåìàõ ñ áîëüøèì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ñðåäè íèõ çàäà÷à îïèñàíèÿ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèö ñî ñëó÷àéíûìè ýëåìåíòàìè, çàäà÷è î ñòàòèñòèêå ñëó÷àé-
íûõ äèàãðàììÞíãà, çàäà÷è î çàìîùåíèè ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé ïëîñêîñòè äîìèíîøêàìè
èëè ðîìáèêàìè, çàäà÷è î ïåðå÷èñëåíèè íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïóòåé íà ðåø¼òêàõ. Ñ ôèçè-
÷åñêîé ñòîðîíû ýòî çàäà÷è ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè î ðàñïðîñòðàíåíèè ãðàíèö ðàçäåëîâ
ìåæäó ðàçëè÷íûìè ñðåäàìè, ïîòîêàõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö, ïîëèìåðàõ â íåóïî-
ðÿäî÷åííûõ ñðåäàõ è ò.ä.

Êóðñ ïîñâÿù¼í âîçíèêíîâåíèþ óíèâåðñàëüíîãî ïîâåäåíèÿ â ðàçëè÷íûõ ìîäåëÿõ ìíî-
ãîêîìïîíåíòíûõ ñëó÷àéíûõ ñèñòåì. Ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ìû ðàññìîòðèì øèðî-
êèé êëàññ ìíîãîìåðíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ñî âçàèìîäåéñòâè-
åì, çàäàííûì ïðîñòûìè ëîêàëüíûìè ïðàâèëàìè. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ïðàâèëüíî âû-
áðàííûõ, åñòåñòâåííûõ åäèíèöàõ èçìåðåíèÿ òàêèå ñèñòåìû îáíàðóæèâàþò óäèâèòåëüíî
ñõîæåå ïîâåäåíèå. À èìåííî, åñëè ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû â ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåìàõ
âåëèêî, òî âîçíèêàþùèå ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì ïåðåìàñøòàáèðîâàíèè íàáîðû ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí äåìîíñòðèðóþò ¾ñâîéñòâî êîíöåíòðàöèè¿ ê íåêîòîðûì íåñëó÷àéíûì äå-
òåðìèíèñòè÷åñêèì ïðåäåëüíûì ôîðìàì. Ñëó÷àéíûå îòêëîíåíèÿ îò ýòèõ ïðåäåëüíûõ
ôîðì, ¾ôëóêòóàöèè¿, èçìåðåííûå â õàðàêòåðíîì ¾ôëóêòóàöèîííîì¿ ìàñøòàáå, îïè-
ñûâàþòñÿ íåáîëüøèì íàáîðîì óíèâåðñàëüíûõ âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé, ôóíêöè-
îíàëüíûé âèä êîòîðûõ çàâèñèò òîëüêî îò ãëîáàëüíûõ ñèììåòðèé ñèñòåìû, è íå çàâèñèò
îò ¾ìèêðîïîäðîáíîñòåé¿ èñõîäíîé çàäà÷è.

Âûâîä òî÷íîãî, ÿâíîãî âèäà óíèâåðñàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé � ýòî çàäà÷à, êîòîðóþ
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ìîæíî ðåøèòü àíàëèòè÷åñêè ëèøü äëÿ ñèñòåì, îáëàäàþùèõ ñïåöèàëüíîé ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ñòðóêòóðîé, êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåò íàëè÷èå áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ñèììåòðèé è êî-
òîðàÿ îêàçûâàåòñÿ òåñíî ñâÿçàííîé ñ ïîíÿòèåì èíòåãðèðóåìîñòè. Ýòà ñòðóêòóðà ñòîèò
çà ìíîæåñòâîì êðàñèâûõ òî÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ, êîòîðûå â ñêåéëèíãîâîì
ïðåäåëå ïðèâîäÿò óòâåðæäåíèÿì, àíàëîãè÷íûì ÇÁ× è ÖÏÒ. Õîòÿ êóðñ íå ñëåäóåò êàêî-
ìó ëèáî ó÷åáíîìó ïîñîáèþ, áîëüøóþ ÷àñòü ìàòåðèàëà ìîæíî íàéòè â êíèãàõ è êóðñàõ
[1, 2, 3, 4, 5, 6, 7], ïðèâåäåííûõ â ñïèñêå ëèòåðàòóðû íèæå.

Благодарности
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Глава 1

Необходимые сведения из теории

вероятностей

Â ýòîì ðàçäåëå ìû íàïîìèíàåì îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòè, êîòîðûå áó-
äóò ñëóæèòü ÿçûêîì íàøåãî èçëîæåíèÿ, à òàêæå ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâà íåñêîëüêèõ
óòâåðæäåíèé, êîòîðûå ïîíàäîáÿòñÿ íàì â äàëüíåéøåì.

1.1 Вероятностное пространство, случайные величи-
ны и их характеристики

Ëþáîé ìàòåìàòè÷åñêèé òåêñò, ïîñâÿùåííûé îáñóæäåíèþ âåðîÿòíîñòíûõ çàäà÷, íà÷èíà-
åòñÿ ñ ïîñòóëèðîâàíèÿ âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà. Âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî åñòü
òðîéêà (Ω,ℱ ,P), âêëþ÷àþùàÿ

� ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ Ω,

� ñèãìà-àëãåáðó åãî ïîäìíîæåñòâ ℱ ⊂ 2Ω

� è âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó P : ℱ → [0, 1], ñòàâÿùóþ â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó ìíîæåñòâó
èç ℱ ÷èñëî îò íóëÿ äî åäèíèöû.

Íà ïðàêòèêå îáû÷íî èçó÷àåòñÿ íå ñàìî âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, à ñëó÷àéíûå âåëè-
÷èíû, ò.å. èçìåðèìûå ôóíêöèè íà íåì

𝜉 : Ω → X,

ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ â íåêîòîðîì ïðîñòðàíñòâå X, íàäåëåííîì òîïîëîãèåé è, ñîîò-
âåòñòâåííî, ñèãìà-àëãåáðîé áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ. Â îáùåì ñëó÷àå ìû îáû÷íî áóäåì
ïîíèìàòü ïîä X ïîëüñêîå (ò.å. ïîëíîå ñåïàðàáåëüíîå ìåòðè÷åñêîå) ïðîñòðàíñòâî, â ïðî-
ñòåéøåì âàðèàíòå ñâîäÿùååñÿ ê R èëè ïîäîáíûì.

Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ñëó÷àé X = R. Äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû 𝜉 : Ω → R ìîæíî
îïðåäåëèòü ìàòîæèäàíèå

E𝜉 :=
∫︁
Ω

𝜉(𝜔)𝑑P (1.1)

Ïîëåçíîå ïîíÿòèå, îáîáùàþùåå ìàòîæèäàíèå, � óñëîâíîå ìàòîæèäàíèå. Ïócòü ℱ ′ ⊂ ℱ
� 𝜎-ïîäàëãåáðà ℱ . Óñëîâíûì ìàòîæèäàíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû 𝜉 îòíîñèòåëüíî ℱ ′
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íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà E(𝜉|ℱ ′), èçìåðèìàÿ îòíîñèòåëüíî ℱ ′, òàêàÿ ÷òî äëÿ
ëþáîé ôóíêöèè 𝜂 : Ω → R, òàêæå èçìåðèìîé îòíîñèòåëüíî ℱ ′, èìååì

E[E(𝜉|ℱ ′)𝜂] = E𝜉𝜂. (1.2)

Êàê ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó 𝜉 íà R, òàê ÷òîáû, íå âíèêàÿ â äåòàëè
îòîáðàæåíèÿ 𝜉(𝜔), çàäàòü ìåðó ìíîæåñòâ, îòîáðàæàåìûõ â òå èëè èíûå ïîäìíîæåñòâà
R? Äëÿ ýòîãî ñëóæèò ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè

𝐹𝜉(𝑥) := P ({𝜔 : 𝜉(𝜔) ≤ 𝑥}) , (1.3)

à åñëè ìåðà íà R, èíäóöèðóåìàÿ îòîáðàæåíèåì 𝜉, àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî
ìåðû Ëåáåãà, òî è ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè

𝑓𝜉(𝑥) = 𝐹 ′
𝜉(𝑥). (1.4)

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íåñêîëüêî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íà îäíîì è òîì
æå âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå. Îíè õàðàêòåðèçóþòñÿ ñîâìåñòíûìè ôóíêöèÿìè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ

𝐹𝜉1,...,𝜉𝑛(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = P ({𝜔 : 𝜉1(𝜔) ≤ 𝑥1, . . . , 𝜉𝑛(𝜔) ≤, 𝑥𝑛}) (1.5)

Ïðè ýòîì ìû ãîâîðèì, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû íåçàâèñèìû, åñëè èõ ñîâìåñòíàÿ ôóíê-
öèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ðàñïàäàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå èíäèâèäóàëüíûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëå-
íèÿ,

𝐹𝜉1,...,𝜉𝑛(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =
𝑛∏︁
𝑘=1

𝐹𝜉𝑘(𝑥𝑘), (1.6)

÷òî íåìåäëåííî âëå÷åò ïîäîáíóþ ôàêòîðèçàöèþ ìàòîæèäàíèé ïðîèçâåäåíèé, êàê ñàìèõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, òàê è èõ ôóíêöèé.

Àëüòåðíàòèâíîå îïèñàíèå ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû 𝜉 äàåò õàðàêòåðèñòè-
÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

𝜙𝜉(𝑥) = E(𝑒𝑖𝑥𝜉), (1.7)

êîòîðàÿ, áóäó÷è ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå ìåðû, îïðåäåëÿåò ðàñïðåäåëåíèå åäèíñòâåí-
íûì îáðàçîì.

Áëèçêî ñâÿçàííîå ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé ïîíÿòèå ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè
ìîìåíòîâ

𝑀𝜉(𝑥) = E(𝑒𝑥𝜉) =
∞∑︁
𝑛=0

𝜇𝑛𝑥
𝑛

𝑛!
. (1.8)

îïðåäåëåíî, êîãäà âñå ìîìåíòû
𝜇𝑛 = E(𝜉𝑛) (1.9)

ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû 𝜉 êîíå÷íû. Åå ìîæíî ïîíèìàòü ëèáî êàê ôîðìàëü-
íûé ðÿä, ëèáî êàê àíàëèòè÷åñêóþ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ ôóíêöèþ. Â ïåðâîì
ñëó÷àå ýêñïîíåíòà ïîä çíàêîì ìàòîæèäàíèÿ â (1.8) òàêæå ïîíèìàåòñÿ êàê ôîðìàëü-
íûé ðÿä. Âî âòîðîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè (1.8) ñõîäèòñÿ â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè íóëÿ, ÷òî íàêëàäûâàåò äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà ñêîðîñòü óáûâàíèÿ
âåðîÿòíîñòè íà áåñêîíå÷íîñòè. Ïîëó÷èâøóþñÿ àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ìîæíî àíàëè-
òè÷åñêè ïðîäîëæèòü èç îáëàñòè ñõîäèìîñòè êàê ìèíèìóì íà âñþ ìíèìóþ îñü. Ðåçóëüòàò
åñòåñòâåííî ñîâïàäàåò ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé.
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Ïîñêîëüêó çíàíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ýêâèâàëåíòíî çíàíèþ ðàñïðåäåëå-
íèÿ, ìû ïîäõîäèì ê îòâåòó íà åñòåñòâåííûé âîïðîñ î òîì, ìîæíî ëè, çíàÿ âñå ìîìåíòû
(êóìóëÿíòû) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü ðàñïðåäåëåíèå. Ýòà çàäà÷à
èçâåñòíà êàê проблема моментов. Îäíî èç å¼ ðåøåíèé ñîñòîèò êàê ðàç â òîì, ÷òîáû
ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ìîìåíòîâ 𝑀𝜉(𝑥) áûëà àíàëèòè÷åñêîé â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
íóëÿ, òî åñòü ÷òîáû ìîìåíòû óáûâàëè äîñòàòî÷íî áûñòðî. Ýòî òðåáîâàíèå ýêâèâàëåíòíî
критерию Рисса:

lim
𝑛→∞

𝜇
1
𝑛
𝑛

𝑛
<∞. (1.10)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè íîñèòåëü ðàñïðåäåëåíèÿ êîíå÷åí, òî åñòü Supp(𝜉) ∈ [−𝑀,𝑀 ] äëÿ
íåêîòîðîé êîíñòàíòû𝑀 , òî ïðè âñåõ 𝑛 ∈ N âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî 𝜇𝑛 ⩽𝑀𝑛 è ïðîáëåìà
ìîìåíòîâ èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Замечание 1.1. Наиболее полное и чуть менее ограничительное решение той же
проблемы дается критерием Карлемана, который требует сходимости ряда обратных
четных моментов.

∞∑︁
𝑛=0

1

𝜇2𝑛

<∞. (1.11)

Ìîìåíòû íå âñåãäà ÿâëÿþòñÿ óäîáíîé õàðàêòåðèñòèêîé ðàñïðåäåëåíèÿ. Çà÷àñòóþ
óäîáíåå ïîëüçîâàòüñÿ кумулянтами, ÿâëÿþùèìèñÿ ïîëèíîìèàëüíûìè êîìáèíàöèÿìè
ìîìåíòîâ . Êóìóëÿíòû îïðåäåëÿþòñÿ êàê êîýôôèöèåíòû 𝑐𝑛 ðÿäà Òåéëîðà ëîãàðèôìà
ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ìîìåíòîâ, êîòîðûé áóäåì íàçûâàòü производящей функцией
кумулянтов:

𝐶𝜉(𝑥) = ln𝑀𝜉(𝑥) = lnE(𝑒𝑥𝜉) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑐𝑛𝑥
𝑛

𝑛!
. (1.12)

Êóìóëÿíòû èñòîðè÷åñêè íàçûâàþò òàêæå полуинвариантами èëè семиинвариантами.

Упражнение 1.2. Пусть случайные величины 𝜉1, . . . , 𝜉𝑛 являются независимыми,
а числа 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 представляют собой некоторый набор констант. Докажите, что
(при условии, что указанные величины существуют):
а) 𝜙𝑎1𝜉1+...+𝑎𝑛𝜉𝑛(𝑥) = 𝜙𝜉1(𝑎1𝑥) · . . . · 𝜙𝜉𝑛(𝑎𝑛𝑥),
б) 𝑀𝑎1𝜉1+...+𝑎𝑛𝜉𝑛(𝑥) =𝑀𝜉1(𝑎1𝑥) · . . . ·𝑀𝜉𝑛(𝑎𝑛𝑥),
в) 𝐶𝑎1𝜉1+...+𝑎𝑛𝜉𝑛(𝑥) = 𝐶𝜉1(𝑎1𝑥) + . . .+ 𝐶𝜉𝑛(𝑎𝑛𝑥).

Òàêèì îáðàçîì, êàê âèäíî èç óïðàæíåíèÿ 1.2, âàæíîé îñîáåííîñòüþ êóìëÿíòîâ ÿâ-
ëÿåòñÿ èõ àääèòèâíîñòü: êóìóëÿíòû ñóììû íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí � ýòî
ñóììà êóìóëÿíòîâ ýòèõ âåëè÷èí.

Êóìóëÿíòû è ìîìåíòû ñîäåðæàò îäèíàêîâóþ èíôîðìàöèþ è ìîãóò áûòü îäíîçíà÷íî
âûðàæåíû äðóã ÷åðåç äðóãà ôîðìàëüíûì ïåðåðàçëîæåíèåì â ðÿä ëîãàðèôìèðîâàííî-
ãî (ñîîòâåòñòâåííî, ýêñïîíåíöèèðîâàííîãî) ðÿäà äëÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ìîìåíòîâ
(êóìóëÿíòîâ).

Упражнение 1.3. Докажите, что между первыми тремя моментами и кумулян-
тами выполняются следующие соотношения

𝜇1 = 𝑐1, 𝜇2 = 𝑐2 + 𝑐21, 𝜇3 = 𝑐3 + 3𝑐1𝑐2 + 𝑐31 (1.13)

𝑐1 = 𝜇1, 𝑐2 = 𝜇2 − 𝜇2
1, 𝑐3 = 𝜇3 − 3𝜇1𝜇2 + 2𝜇3

1 (1.14)

В частности, 𝑐1 = E(𝜉) и 𝑐2 = D(𝜉).
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Îáùàÿ ôîðìóëà, âûðàæàþùàÿ ìîìåíòû ÷åðåç êóìóëÿíòû, èìååò âèä

𝜇𝑛 =
∑︁
𝜋∈P(𝑛)

∏︁
𝐼∈𝜋

𝑐|𝐼|. (1.15)

Çäåñü ñóììèðîâàíèå âåä¼òñÿ ïî ìíîæåñòâó

P(𝑛) = {𝜋 = {𝐼1, . . . , 𝐼𝑘} : [𝑛] =
𝑘⋃︁
𝑖=1

𝐼𝑖; 𝐼𝑖
⋂︁

𝐼𝑗 = ∅, 𝑖 ̸= 𝑗; 𝑘 ∈ [𝑛]}. (1.16)

ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà
[𝑛] := {1, . . . , 𝑛}

íà âñå âîçìîæíûå ïîäìíîæåñòâà.
Ïðèâåäåííûå ôîðìóëû ìîìåíòîâ è êóìóëÿíòîâ îäíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû � ÷àñò-

íûé ñëó÷àé áîëåå îáùèõ ôîðìóë äëÿ õàðàêòåðèñòèê íàáîðà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïóñòü
𝜉1, . . . , 𝜉𝑛 � íàáîð èç 𝑛 ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ, 𝑛 ∈ N. Îïðåäåëèì
ñîâìåñòíûå ìîìåíòû êàê ïîëèëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû ñòåïåíè 𝑛

𝜇𝑛(𝜉1, . . . , 𝜉𝑛) := E(𝜉1 · · · 𝜉𝑛). (1.17)

Òîãäà ìîæíî îïðåäåëèòü è ñîâìåñòíûå êóìóëÿíòû, êàê ïîëèëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû,
𝑐𝑘(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘), ñâÿçàííûå ñ ìîìåíòàìè ñîîòíîøåíèåì, ÷àñòíûì ñëó÷àåì, êîòîðîãî ÿâëÿ-
åòñÿ ñîîòíîøåíèå (1.15),

𝜇𝑛(𝜉1, . . . , 𝜉𝑛) =
∑︁
𝜋∈P(𝑛)

∏︁
𝐼∈𝜋

𝑐|𝐼|(𝜉𝐼), (1.18)

ãäå 𝐼 = (𝑖1, . . . , 𝑖|𝐼|) � áëîêè ðàçáèåíèÿ 𝜋 è ìû ââåëè îáîçíà÷åíèå 𝜉𝐼 = (𝜉𝑖1 , . . . , 𝜉𝑖|𝐼|).
Ê ýòîìó ñîîòíîøåíèþ ìîæíî òàêæå ïðèéòè, ââåäÿ ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè ñîâìåñòíûõ
ìîìåíòîâ è ñîâìåñòíûõ êóìóëÿíòîâ äëÿ íàáîðîâ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, è ïîòðåáîâàâ, ÷òî-
áû, òàê æå êàê è â ñëó÷àå îäíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îíè áûëè ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé
ñîîòíîøåíèåì (1.12). Â ÷àñòíîñòè èç ýòîé ñâÿçè ñëåäóåò ñëåäóþùèé âàæíûé ôàêò: êó-
ìóëÿíòû âû÷èñëåííûå íà íàáîðå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ñðåäè êîòîðûõ èìååòñÿ õîòÿ áû
îäíà, íåçàâèñèìàÿ îò îñòàëüíûõ, ðàâíû íóëþ.1 Ïîçæå ïðè îáñóæäåíèè ñâîáîäíîé âåðî-
ÿòíîñòè ìû ïîçíàêîìèìñÿ ñ íåêîììóòàòèâíûìè àíàëîãàìè ýòîãî ôàêòà è ñîîòíîøåíèÿ
(1.18).

Îõàðàêòåðèçóåì íà ÿçûêå ìîìåíòîâ, êóìóëÿíòîâ è èõ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé íåêî-
òîðûå âàæíåéøèå ïðèìåðû ðàñïðåäåëåíèé.

Пример 1.4. Пусть случайная величина 𝜉 = 𝑎 задаётся äåëüòà-ìåðîé Äèðàêà

𝛿𝑎(𝐴) =

{︂
1, если 𝑎 ∈ 𝐴
0, если 𝑎 /∈ 𝐴,

(1.19)

т.е. P(𝜉 = 𝑎) = 1, а её функция распределения представляет собой ôóíêöèþ Õýâèñàé-
äà:

𝐹𝜉(𝑥) = 𝜃(𝑥− 𝑎) =

{︂
1, если 𝑥 > 𝑎
0, если 𝑥 ⩽ 𝑎.

(1.20)

1Эти факты также хорошо известны специалистам по квантовой теории поля и статистической
физике, где совместные моменты и кумулянты известны под названием несвязные и связные корреля-
ционные функции соответственно.
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Тогда производящие функции моментов и кумулянтов имеют вид

𝑀𝜉(𝑥) = 𝑒𝑥𝑎, 𝐶𝜉(𝑥) = 𝑥𝑎.

То есть единственный ненулевой кумулянт дельта-распределения — первый: 𝑐1 = 𝑎.

Пример 1.5. Второй и последний пример распределения, у которого почти все ку-
мулянты равны нулю, а значит, 𝐶𝜉(𝑥) — многочлен, это распределение Гаусса. Для
нормально распределённой случайной величины 𝜉 ∼ N(𝜇, 𝜎2), задаваемой плотностью

𝑓𝜉(𝑥) =
1

𝜎
√
2𝜋

exp

(︂
−(𝑥− 𝜇)2

2𝜎2

)︂
, (1.21)

имеем

𝑀𝜉(𝑥) = exp

(︂
𝜇𝑥+

𝜎2𝑥2

2

)︂
, 𝐶𝜉(𝑥) = 𝜇𝑥+

𝜎2𝑥2

2
. (1.22)

В частности, 𝑐1 = 𝜇, 𝑐2 = 𝜎2 и 𝑐𝑘 = 0 при 𝑘 > 2.

Пример 1.6. Ещё одно важное дискретное распределение, распределение Пуассона
Poi(𝜆), выделено тем, что все его кумулянты одинаковы:

P(𝜉 = 𝑘) =
𝜆𝑘

𝑘!
· 𝑒−𝜆, (1.23)

𝑀𝜉(𝑥) = 𝑒𝑒
𝜆𝑥

, 𝐶𝜉(𝑥) = 𝑒𝜆𝑥 (1.24)

и 𝑐𝑘 = 𝜆 при всех 𝑘 ∈ N.

Упражнение 1.7. Убедитесь в справедливости формул (1.22) и (1.24)).

Упражнение 1.8. Докажите, что чётные моменты ïîëóêðóãîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

Âèãíåðà с плотностью 𝑓𝑠𝑐(𝑥) =
1

2𝜋

√
4− 𝑥2 ·I{|𝑥|⩽2} даются ÷èñëàìè Êàòàëàíà, а нечёт-

ные равны нулю:

𝜇2𝑘 = 𝐶𝑘 =
𝐶𝑘

2𝑘

𝑘 + 1
, 𝜇2𝑘+1 = 0. (1.25)

.

1.2 Сходимость последовательностей случайных вели-
чин и предельные теоремы.

Определение 1.9. Пусть {𝜉𝑛}𝑛∈N — последовательность случайных величин опре-
делённых на одном вероятностном пространстве. Говорят, что эта последователь-
ность сходится к случайной величине 𝜉

� ïî÷òè íàâåðíîå (или ïî÷òè âñþäó), и пишут

𝜉𝑛
п.н.−−−→
𝑛→∞

𝜉,

если
P
(︁
𝜉𝑛 −−−→

𝑛→∞
𝜉
)︁
= P

(︁
𝜔 : 𝜉𝑛(𝜔) −−−→

𝑛→∞
𝜉(𝜔)

)︁
= 1, (1.26)

т.е. имеет место поточечная сходимость везде, кроме, быть может, множе-
ства меры нуль;
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� ïî âåðîÿòíîñòè, и пишут

𝜉𝑛
P−−−→

𝑛→∞
𝜉,

если для любого 𝜀 > 0:

P (|𝜉𝑛 − 𝜉| > 𝜀) = P (𝜔 : |𝜉𝑛(𝜔)− 𝜉(𝜔)| > 𝜀) −−−→
𝑛→∞

0; (1.27)

� ïî ðàñïðåäåëåíèþ èëè ñëàáî, и пишут

𝜉𝑛 ===⇒
𝑛→∞

𝜉,

если для любой непрерывной ограниченной функции 𝑔 ∈ 𝐶𝑏:

E(𝑔(𝜉𝑛)) −−−→
𝑛→∞

E(𝑔(𝜉)), (1.28)

или же, что эквивалентно сказанному выше, если последовательность функций
распределения сходится к предельной функции распределения во всех её точках
непрерывности:

lim
𝑛→∞

𝐹𝜉𝑛(𝑡) → 𝐹𝜉(𝑡) ∀ 𝑡 : 𝐹𝜉 ∈ 𝐶(𝑡); (1.29)

� â 𝐿𝑝, и пишут

𝜉𝑛
Lp

−−−→
𝑛→∞

𝜉,

если
lim
𝑛→∞

E(|𝜉𝑛 − 𝜉|𝑝) = 0. (1.30)

Упражнение 1.10. Докажите эквивалентность определений сходимости по распре-
делению, заданных формулами (1.28) and (1.29).

Упражнение 1.11. Докажите следующие свойства сходимостей:

а) если 𝜉𝑛
п.н.−−−→
𝑛→∞

𝜉, то 𝜉𝑛
P−−−→

𝑛→∞
𝜉, но обратное, вообще говоря, не верно;

б) если 𝜉𝑛
Lp

−−−→
𝑛→∞

𝜉 и 𝑝 ⩾ 2, то 𝜉𝑛
P−−−→

𝑛→∞
𝜉, но обратное, вообще говоря, не верно;

в) если 𝜉𝑛
P−−−→

𝑛→∞
𝜉, то 𝜉𝑛 ===⇒

𝑛→∞
𝜉, но обратное, вообще говоря, не верно;

г) если 𝜉𝑛 ===⇒
𝑛→∞

𝜉 и 𝜉 вырожденная случайная величина, т.е. P(𝜉 = 𝑎) = 1, то 𝜉𝑛
P−−−→

𝑛→∞
𝜉.

Ñõîäèìîñòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ � ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé слабой сходимости ìåð; îò÷à-
ñòè óïðàæíåíèå 1.11 îáúÿñíÿåò ïîñëåäíåå íàçûâàíèå. Çàìåòèì, ÷òî çäåñü íå îáÿçàòåëü-
íî òðåáîâàòü, ÷òîáû ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ïðåäåëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà áûëè
îïðåäåëåíû íà îäíîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî õîòÿ èç ñõîäè-
ìîñòè ïî âåðîÿòíîñòè ñõîäèìîñòü ïî÷òè íàâåðíîå íå ñëåäóåò, теорема Рисса ãàðàíòè-
ðóåò íàì, ÷òî èç èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî èçâëå÷ü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
êîòîðàÿ áóäåò ñõîäèòüñÿ ê ïðåäåëó ïî÷òè íàâåðíîå.

Îïèøåì îñíîâíûå èíñòðóìåíòû, èñïîëüçóåìûå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè.

Лемма 1.12. [Неравенство Маркова] Пусть 𝜉 — неотрицательная случайная величи-
на с конечным математическим ожиданием: 𝜉 ⩾ 0 и E𝜉 ⩽ ∞. Тогда для любого 𝜀 > 0
справедливо следующее неравенство:

P
(︀
𝜉 > 𝜀

)︀
⩽

E𝜉
𝜀
. (1.31)
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Â ÷àñòíîñòè, åñëè ïðè íåêîòîðîì 𝑘 ∈ N äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû 𝜉 âûïîëíåíî íåðàâåí-
ñòâî E|𝜉 − E𝜉|𝑘 <∞, òî

P
(︀
|𝜉 − E𝜉| > 𝜀

)︀
⩽

E|𝜉 − E𝜉|𝑘

𝜀𝑘
(1.32)

Ïðè 𝑘 = 2 íåðàâåíñòâî (1.32) ïðåâðàùàåòñÿ â неравенство Чебышева è èñïîëüçóåòñÿ äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè ïî âåðîÿòíîñòè: ïîñëåäíÿÿ èìååò ìåñòî, êîãäà D𝜉𝑛 −−−→

𝑛→∞
0.

Íàèáîëåå ñëîæíûé ñëó÷àé ñõîäèìîñòè � ñõîäèìîñòü ïî÷òè íàâåðíîå, ïîñêîëüêó äëÿ
åãî îáîñíîâàíèÿ òðåáóåòñÿ ïðèâëåêàòü óòâåðæäåíèÿ î ñîáûòèÿõ, âêëþ÷àþùèõ áåñêî-
íå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Îäíàêî åñëè òèïè÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñõîäèòñÿ äîñòàòî÷íî áûñòðî, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òàêæå ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ íåðà-
âåíñòâîì Ìàðêîâà â êîìáèíàöèè ñ ëåììîé Áîðåëÿ-Êîíòåëëè.

Лемма 1.13. [Лемма Бореля-Кантелли] Пусть {𝐴𝑛}𝑛∈N — последовательность слу-
чайных событий. Обозначим

𝐴 = lim sup
𝑛→∞

𝐴𝑛 ≡
∞⋂︁
𝑛=1

(︃
∞⋃︁
𝑚=𝑛

𝐴𝑚

)︃
=
{︀
𝜔 : ∀𝑛 ∈ N ∃𝑚 ∈ N,𝑚 > 𝑛 : 𝜔 ∈ 𝐴𝑚

}︀
,

т.е. 𝐴 — это исходы, которые происходят бесконечно часто. Тогда:

I) если числовой ряд
∞∑︀
𝑛=1

P (𝐴𝑛) сходится, то P(𝐴) = 0;

II) если все события 𝐴𝑛 независимы в совокупности и числовой ряд
∞∑︀
𝑛=1

P (𝐴𝑛) расхо-

дится, то P(𝐴) = 1.

Òåïåðü äëÿ îáîñíîâàíèÿ ñõîäèìîñòè ïî÷òè íàâåðíîå ìîæíî äåéñòâîâàòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ðàññìîòðèì ñîáûòèå 𝐴𝑛 = {𝜔 : |𝜉𝑛 − 𝜉| > 𝜀}. Åñëè ïðè íåêîòîðîì 𝑘 > 0
ðÿä, ñîñòàâëåííûé èç E|𝜉𝑛 − 𝜉|𝑘, ñõîäèòñÿ, òî ïåðâàÿ ÷àñòü ëåììû Áîðåëÿ-Êîíòåëëè
ñîâìåñòíî ñ íåðàâåíñòâîì Ìàðêîâà ãàðàíòèðóþò ñõîäèìîñòü ïî÷òè íàâåðíîå.

Âåðíåìñÿ ê ñõîäèìîñòè ïî ðàñïðåäåëåíèþ. Íåçàìåíèìûé èíñòðóìåíò äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà òàêîé ñõîäèìîñòè äàåò òåîðåìà Ëåâè î íåïðåðûâíîñòè.

Теорема 1.14. [Теорема Леви о непрерывности] Пусть
{︀
𝜉𝑛
}︀
𝑛∈N — последователь-

ность случайных величин. Тогда если 𝜉𝑛 ===⇒
𝑛→∞

𝜉, то для любого 𝑡 ∈ R:

𝜙𝜉𝑛(𝑡) −−−→
𝑛→∞

𝜙𝜉(𝑡).

Обратно, если 𝜙(𝑡) ∈ 𝐶(0) — функция действительного аргумента, непрерывная в ну-
ле, и для каждого 𝑡 ∈ R имеет место сходимость 𝜙𝜉𝑛(𝑡) −−−→

𝑛→∞
𝜙(𝑡), то 𝜙(𝑡) является

характеристической функцией случайной величины 𝜉, для которой 𝜉𝑛
𝐷−−−→

𝑛→∞
𝜉.

×àñòî âìåñòî àíàëèçà ñõîäèìîñòè õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè óäîáíåå èññëåäîâàòü
ñõîäèìîñòü ìîìåíòîâ (êóìóëÿíòîâ) ðàñïðåäåëåíèÿ.

Определение 1.15. Пусть для всех 𝑘, 𝑛 ∈ N моменты

𝜇(𝑘)
𝑛 = E(𝜉𝑛𝑘 ) и 𝜇𝑛 = E(𝜉𝑛)

случайных величин 𝜉𝑘 и 𝜉 соответственно конечны для любого порядка 𝑛. Будем гово-
рить, что 𝜉𝑛 сходится к 𝜉 â ñìûñëå ìîìåíòîâ, если для каждого 𝑛 ∈ N:

lim
𝑘→∞

𝜇(𝑘)
𝑛 = 𝜇𝑛. (1.33)
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Âîîáùå ãîâîðÿ, ñõîäèìîñòè â ñìûñëå ìîìåíòîâ è ïî ðàñïðåäåëåíèþ íå ýêâèâàëåíòíû
è íè îäíà èç íèõ íå âëå÷åò äðóãóþ.

Упражнение 1.16. На примере меры(︂
1− 1

𝑛

)︂
𝛿0 +

1

𝑛
𝛿𝑛

убедитесь в том, что из сходимости по распределению (и даже по вероятности),
сходимость в смысле моментов не следует.

Òåì íå ìåíåå, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî èç ñõîäèìîñòè â ñìûñëå
ìîìåíòîâ ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ. Òàê æå, êàê â ïðîáëåìå ìîìåíòîâ,
äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ìîìåíòû ðîñëè íå ñëèøêîì áûñòðî. Â ÷àñòíîñòè, åñëè è 𝜉,
è âñå 𝜉𝑛 èìåþò êîìïàêòíûé íîñèòåëü, òî ñõîäèìîñòü ñëåäóåò èç теоремы Вейерштрасса
о полиномиальной аппроксимации.

Теорема 1.17. [Теорема Вейерштрасса о полиномиальной аппроксимации] Пусть 𝑓 —
функция, определённая на отрезке [𝑎, 𝑏] и непрерывная на этом отрезке. Тогда для лю-
бого 𝜀 > 0 существует такой многочлен 𝑃 ∈ R[𝑥], что для всех 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] выполняется
|𝑓(𝑥)− 𝑝(𝑥)| < 𝜀.

Â ñâîþ î÷åðåäü, ñõîäèìîñòü ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ìíîãî÷ëåíîâ îò ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû íåìåäëåííî ñëåäóåò èç ñõîäèìîñòè ìîìåíòîâ.

Îò òðåáîâàíèÿ îãðàíè÷åííîñòè íîñèòåëÿ ìîæíî èçáàâèòüñÿ, íàëîæèâ îïðåäåë¼ííûå
óñëîâèÿ íà ïðåäåëüíóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó. À èìåííî, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ìîìåíòû
ïðåäåëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ãàðàíòèðîâàëè åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ìî-
ìåíòîâ, íàïðèìåð, óäîâëåòâîðÿÿ êðèòåðèþ Êàðëåìàíà. Ìû äîêàæåì áîëåå ñëàáîå óòâåð-
æäåíèå, êîòîðîå ïðèãîäèòñÿ íàì â äàëüíåéøåì, ïîòðåáîâàâ êîìïàêòíîñòè íîñèòåëÿ, íî
ëèøü äëÿ ïðåäåëüíîé âåëè÷èíû.

Лемма 1.18. Пусть последовательность 𝜉𝑛 сходится в смысле моментов к случайной
величине 𝜉 с ограниченным носителем, т.е. Supp(𝜉) ⊂ [−𝑎, 𝑎] для некоторого 𝑎 > 0.
Тогда имеет место сходимость по распределению:

𝜉𝑛 ===⇒
𝑛→∞

𝜉.

Доказательство. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ îãðàíè÷åííóþ íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ 𝑔(𝑥),
òàêóþ, ÷òî |𝑔(𝑥)| < 𝑏 äëÿ íåêîòîðîãî 𝑏 > 0. Äîêàæåì, ÷òî⃒⃒⃒⃒∫︁

R
𝑔 𝑑𝐹𝜉 −

∫︁
R
𝑔 𝑑𝐹𝜉𝑛

⃒⃒⃒⃒
−−−→
𝑛→∞

0.

Äëÿ ýòîãî ðàçîáü¼ì îáëàcòü èíòåãðèðîâàíèÿ íà îòðåçîê 𝐴 = [−2𝑎, 2𝑎] è åãî äîïîëíåíèå.
Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà î ïîëèíîìèàëüíîé àïïðîêñèìàöèè (òåîðåìà 1.17) äëÿ ëþáîãî
𝜀 > 0 ìîæíî íàéòè ìíîãî÷ëåí 𝑃 (𝑥), äëÿ êîòîðîãî âåðíî⃒⃒

𝑔(𝑥)− 𝑃 (𝑥)
⃒⃒
<
𝜀

8
∀𝑥 ∈ 𝐴.
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Êðîìå òîãî, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî⃒⃒⃒⃒∫︁
R
𝑔 𝑑𝐹𝜉 −

∫︁
R
𝑔 𝑑𝐹𝜉𝑛

⃒⃒⃒⃒
⩽

∫︁
𝐴

|𝑔 − 𝑃 | 𝑑𝐹𝜉 +
∫︁
𝐴

|𝑔 − 𝑃 | 𝑑𝐹𝜉𝑛

+

⃒⃒⃒⃒∫︁
R
𝑃 𝑑𝐹𝜉 −

∫︁
R
𝑃 𝑑𝐹𝜉𝑛

⃒⃒⃒⃒
+

∫︁
R∖𝐴

(|𝑔|+ |𝑃 |) 𝑑𝐹𝜉𝑛 ,

ãäå â ïðàâîé ÷àñòè óæå îïóùåíû äâà èíòåãðàëà ïî 𝑑𝐹𝜉 ïî îáëàñòè R∖𝐴, ïîñêîëüêó òàì
𝑑𝐹𝜉 ðàâåí íóëþ òîæäåñòâåííî. ßñíî, ÷òî ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ ïðàâîé ÷àñòè â ñóììå
ìåíüøå 𝜀/4 â ñèëó âûáîðà ìíîãî÷ëåíà 𝑃 è âåðîÿòíîñòíîñòè ìåðû. Âûáðàâ äîñòàòî÷íî
áîëüøîå 𝑛, ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû òðåòüå ñëàãàåìîå òàêæå íå ïðåâûøàëî 𝜀/4; çäåñü
ìû ïîëüçóåìñÿ ñõîäèìîñòüþ ìîìåíòîâ è òåì, ÷òî 𝑃 � ìíîãî÷ëåí. Íàêîíåö, ÷åòâåðòîå
ñëàãàåìîå îöåíèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Ìàðêîâà (ëåììà 1.12). Â ñàìîì äåëå,
ïóñòü 2𝑞 � ÷¼òíîå ÷èñëî, áîëüøåå èëè ðàâíîå ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà 𝑃 è 𝑝 ∈ N � íåêîòîðîå
íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà íàéä¼òñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà 𝑐, ÷òî |𝑃 (𝑥)| ⩽ 𝑐(1 + |𝑥|2𝑞), îòêóäà∫︁
R∖𝐴

(|𝑔|+ |𝑃 |) 𝑑𝐹𝜉𝑛 ⩽
∫︁
R∖𝐴

(︀
𝑏+ 𝑐(1 + |𝑥|2𝑞)

)︀
𝑑𝐹𝜉𝑛 ⩽

(︂
𝑏+ 𝑐

(2𝑎)2(𝑞+𝑝)
+

𝑐

(2𝑎)2𝑝

)︂∫︁
R
𝑥2(𝑞+𝑝) 𝑑𝐹𝜉𝑛 .

Èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ñõîäèòñÿ ê 𝜇2(𝑞+𝑝) ⩽ 𝑎2(𝑝+𝑞). Ïîýòîìó, óâåëè÷èâàÿ 𝑝, ìîæíî
äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ 𝑛 ïðàâàÿ ÷àñòü íå ïðåâûøàëà 𝜀/4.

Íàêîíåö, ïðèâåä¼ì ôîðìóëèðîâêè îáåùàííûõ âûøå ÇÁ× è ÖÏÒ, è äîêàæåì èõ,
âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé Ëåâè î íåïðåðûâíîñòè.

Теорема 1.19. [ЗБЧ] Пусть (𝜉𝑛) — последовательность независимых одинаково рас-
пределённых случайных величин, обладающих конечным математическим ожиданием
E(𝜉𝑛) = 𝜇. Тогда

𝜉𝑛 =
𝑆𝑛
𝑛

=
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜉𝑘
P−−−→

𝑛→∞
𝜇. (1.34)

Теорема 1.20. [ЦПТ] Если же, помимо конечных математических ожиданий, (𝜉𝑛)
имеют ещё и конечную дисперсию D(𝜉𝑛) = 𝜎2, то

𝜁𝑛 =
𝑆𝑛 − 𝑛𝜇

𝜎
√
𝑛

𝐷−−−→
𝑛→∞

𝜂, (1.35)

где случайная величина 𝜂 имеет стандартное нормальное распределение 𝒩 (0, 1).

Доказательство. Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî åñëè âñå ìîìåíòû 𝜉𝑛 ñóùåñòâóþò, òî èç
íåçàâèñèìîñòè è àääèòèâíîñòè êóìóëÿíòîâ ìû íåìåäëåííî óñòàíàâëèâàåì, ÷òî âñå êó-
ìóëÿíòû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí 𝜉𝑛 è 𝜁𝑛 ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè 𝑛 → ∞, çà èñêëþ÷åíèåì
E(𝜉𝑛) → 𝜇 â ïåðâîì ñëó÷àå, è E(𝜁2𝑛) → 1 âî âòîðîì. Îäíàêî íåò íàäîáíîñòè îãðàíè÷èâàòü
êëàññ ðàñïðåäåëåíèé; îáùèé ñëó÷àé ñëåäóåò èç ïðåäåëüíûõ ïåðåõîäîâ äëÿ õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîé ôóíêöèè è òåîðåìû Ëåâè (òåîðåìà 1.14). Äåéñòâèòåëüíî, ñóùåñòâîâàíèå ìà-
òåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå ïåðâîé ïðîçâîäíîé 𝜙𝜉1(𝑥) â 𝑥 = 0,
îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî

𝜙𝜉1(𝑥) = 1 + i𝜇𝑥+ 𝑜(𝑥), 𝑥→ 0.
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Â ñèëó ëèíåéíîñòè (óïðàæíåíèå 1.2) ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

𝜙𝜉𝑛(𝑥) =
(︁
𝜙𝜉1

(︁𝑥
𝑛

)︁)︁𝑛
=
(︁
1 + i

𝜇𝑥

𝑛
+ 𝑜

(︁𝑥
𝑛

)︁)︁𝑛
−−−→
𝑛→∞

𝑒i𝜇𝑥.

Ñëåäîâàòåëüíî, 𝜉𝑛
𝐷−−−→

𝑛→∞
𝜇, à çíà÷èò, â ñèëó óïðàæíåíèÿ 1.11 ìû èìååì 𝜉𝑛

P−−−→
𝑛→∞

𝜇.

Àíàëîãè÷íî, ïîñêîëüêó õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

𝜂𝑘 =
𝜉𝑘 − 𝜇

𝜎

èìååò âèä

𝜙𝜂1(𝑥) = 1− 𝑥2

2
+ 𝑜(𝑥2), 𝑥→ 0,

äëÿ 𝜁𝑛 =
𝑛∑︀
𝑘=1

𝜂𝑘√
𝑛

ìû èìååì

𝜙𝜁𝑛(𝑥) =

(︂
𝜙𝜂1

(︂
𝑥√
𝑛

)︂)︂𝑛
=

(︂
1− 𝑥2

2𝑛
+ 𝑜

(︂
𝑥2

𝑛

)︂)︂𝑛
−−−→
𝑛→∞

exp

(︂
−𝑥

2

2

)︂
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî òåîðåìå Ëåâè, 𝜁𝑛
𝐷−−−→

𝑛→∞
𝜂, ê ÷åìó ìû è ñòðåìèëèñü.

Замечание 1.21. Существует также усиленный закон больших чисел, гарантирую-
щий сходимость почти наверное при условии совокупной независимости всех членов
последовательности и конечности матожидания.

Íà ïðàêòèêå ÇÁ× è ÖÏÒ îçíà÷àþò, ÷òî ïðè áîëüøèõ 𝑛 âåëè÷èíà 𝑆𝑛 äåòåðìèíèñòè-
÷åñêè ðàñò¼ò ëèíåéíî ïî 𝑛. Ñëó÷àéíûå îòêëîíåíèÿ îò äåòåðìèíèñòè÷åñêîãî ëèíåéíîãî
ðîñòà, êîòîðûå ìîãóò áûòü îáíàðóæåíû ñ êîíå÷íîé âåðîÿòíîñòüþ, èìåþò ïîðÿäîê âå-
ëè÷èíû 𝑂(

√
𝑛) è îïèñûâàþòñÿ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì, íåçàâèñèìî îò äåòàëåé

èñõîäíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:

𝑆𝑛 ∼ 𝜇𝑛+ 𝜎
√
𝑛 · 𝒩 (0, 1). (1.36)

1.3 Мартингалы и концентрация меры

ÇÁ× ýòî ïðèìåð êîíöåíòðàöèè ìåðû, âîêðóã íåñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Ýòîò ðåçóëüòàò,
áóäó÷è â áîëüøîé ñòåïåíè óíèâåðñàëüíûì, òåì íå ìåíåå, îãðàíè÷åí ñóììàìè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Åùå îäíèì êëàññîì ïðîöåññîâ, â êîòîðûõ
íàáëþäàåòñÿ ïîäîáíîå ÿâëåíèå, íå îñíîâàííûõ íà íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,
ÿâëÿþòñÿ ìàðòèíãàëû.

Определение 1.22. Мартингалом (в дискретном времени) относительно последова-
тельности сигма алгебр ℱ1 ⊂ ℱ2 ⊂ ℱ3 . . . называют последовательность случайных
величин (𝜒𝑛)𝑛∈N такую, что для всех 𝑛 ∈ N величина 𝜒𝑛 измерима относительно ℱ𝑛,
E|𝜒𝑛| <∞ и

E(𝜒𝑛|ℱ𝑛−1) = 𝜒𝑛−1 (1.37)



1.3. МАРТИНГАЛЫ И КОНЦЕНТРАЦИЯ МЕРЫ 21

Âèäíî, ÷òî ìàðòèíãàë ýòî ïðîöåññ, êîòîðûé â ñðåäíåì íèêóäà íå ñìåùàåòñÿ. Ïî-
ýòîìó íå óäèâèòåëüíî, ÷òî ïðèÿòíîé îñîáåííîñòüþ ìàðòèíãàëîâ ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûå
óòâåðæäåíèÿ î èõ ñõîäèìîñòè. Îäèí èç èíñòðóìåíòîâ, êîòîðûé ïîçâîëÿåò èõ äåëàòü �
ìàðòèíãàëüíûå íåðàâåíñòâà. Äîêàæåì îäíî òàêîå íåðàâåíñòâî, êîòðîå áóäåò íàì ïîëåç-
íî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñâîéñòâà êîíöåíòðàöèè ìåðû.

Лемма 1.23 (Íåðàâåíñòâî Àçóìû). Пусть (𝜒𝑛,ℱ𝑛)𝑛∈Z≥0
- мартингал с ограниченными

приращениями, т.е. для некоторых 𝑎𝑛 > 0, 𝑛 = 1, 2, . . .

|𝜒𝑛+1 − 𝜒𝑛| ≤ 𝑎𝑛+1, ∀𝑛 ∈ Z≥0. (1.38)

тогда справедлива следующая оценка

P(|𝜒0 − 𝜒𝑛| > 𝑡) ≤ 2𝑒
−

𝑡2

2
∑︀𝑛

𝑘=1 𝑎
2
𝑘 (1.39)

Доказательство. Çàïèøåì ýêñïîíåíöèàëüíîå íåðàâåíñòâî Ìàðêîâà äëÿ âåëè÷èíû (𝜒0−
𝜒𝑛)

P(𝜒𝑛 − 𝜒0 > 𝑡) = P(𝑒𝜆(𝜒𝑛−𝜒0) > 𝑒𝜆𝑡) ≤ E𝑒𝜆(𝜒𝑛−𝜒0)

𝑒𝜆𝑡
, (1.40)

ãäå ïðåäïîàëàãàåòñÿ, ÷òî 𝜆 > 0. Îöåíèì çíàìåíàòåëü â ïðàâîé ÷àñòè. Äëÿ ýòîãî ââåäåì
ëèíåéíóþ ôóíêöèþ

ℎ𝑎(𝑥) = ch 𝑎𝜆+
𝑥

𝑎
sh 𝑎𝜆, 𝑎 > 0 (1.41)

è çàìåòèì, ÷òî â ñèëó âûïóêëîñòè ýêñïîíåíòû íåðàâåíñòâî

𝑒𝜆𝑥 ≤ ℎ𝑎(𝑥) (1.42)

âûïîëíÿåòñÿ ïðè −𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎. Òîãäà

E𝑒𝜆(𝜒𝑛−𝜒0) = E
(︀
E(𝑒𝜆(𝜒𝑛−𝜒𝑛−1)|ℱ𝑛−1)𝑒

𝜆(𝜒𝑛−1−𝜒0)
)︀

(1.43)

≤ E
(︀
E(ℎ𝑎𝑛(𝜒𝑛 − 𝜒𝑛−1)|ℱ𝑛−1)𝑒

𝜆(𝜒𝑛−1−𝜒0)
)︀
= ℎ𝑎𝑛(0)E𝑒𝜆(𝜒𝑛−1−𝜒0) (1.44)

= ch(𝜆𝑎𝑛)E𝑒𝜆(𝜒𝑛−1−𝜒0) ≤ 𝑒
𝜆2𝑎2𝑛

2 E𝑒𝜆(𝜒𝑛−1−𝜒0) ≤ 𝑒
𝜆2

∑︀𝑛
𝑘=1 𝑎2𝑘
2 (1.45)

ãäå â ïåðâîì ïåðåõîäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü èçìåðèìîñòüþ ðàçíîñòè (𝜒𝑛−1 − 𝜒0) îòíîñè-
òåëüíî ℱ𝑛, âî âòîðîì íåðàâåíñòâîì (1.42), â òðåòüåì òåì, ÷òî 𝜒𝑛 � ìàðòèíãàë, è íàêîíåö
òåì, ÷òî ãèïåðáîëè÷åñêèé êîñèíóñ ìàæîðèðóåòñÿ ýêñïîíåíòîé îò êâàäðàòè÷íîé ôóíê-
öèè. Òîãäà èç (1.40) èìååì

P(𝜒𝑛 − 𝜒0 > 𝑡) ≤ 𝑒
𝜆2

2

∑︀𝑛
𝑘=1 𝑎

2
𝑘−𝜆𝑡 ≤ 𝑒

− 𝑡2

2
∑︀𝑛

𝑘=1
𝑎2
𝑘 , (1.46)

ãäå âî âòîðîì íåðàâåíñòâå ìû ìèíèìèçèðîâàëè ýêñïîíåíòó ïî 𝜆. Äëÿ P(𝜒𝑛 − 𝜒0 < −𝑡)
âåðíà òàêàÿ æå îöåíêà, è íàêîíåö

P(|𝜒𝑛 − 𝜒0| > 𝑡) ≤ P(𝜒𝑛 − 𝜒0 < −𝑡) + P(𝜒𝑛 − 𝜒0 > 𝑡) ≤ 2𝑒
− 𝑡2

2
∑︀𝑛

𝑘=1
𝑎2
𝑘 . (1.47)

Âàæíûé ïðèìåð ìàðòèíãàëà � ìàðòèíãàë Äóáà.
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Определение 1.24. [мартингал Дуба] Пусть ℱ1 ⊂ ℱ2 ⊂ ℱ3 . . . - последовательность
сигма-алгебр, а 𝜒 — произвольная случайная величина, такая что E|𝜒| < ∞. Тогда
последовательность случайных величин

𝜒𝑛 := E(𝜒|ℱ𝑛), 𝑛 ∈ N (1.48)

образует мартингал по отношению (ℱ𝑛)𝑛∈N

Äåéñòâèòåëüíî, èìååò ìåñòî öåïî÷êà ðàâåíñòâ

E(𝜒𝑛|ℱ𝑛−1) = E
(︀
E(𝜒|ℱ𝑛)|ℱ𝑛−1

)︀
= E

(︀
𝜒|ℱ𝑛−1

)︀
= 𝜒𝑛−1

ãäå âî âòîðîì ðàâåíñòâå èñïîëüçîâàíî òåëåñêîïè÷åñêîå ñâîéñòâî óñëîâíîãî ìàòîæèäà-
íèÿ ïî îòíîøåíèþ ê âëîæåííûì ñèãìà-àëãåáðàì è êðîìå òîãî êîíå÷íîñòü ìàòîæèäàíèÿ
ìîäóëÿ 𝜒𝑛 ñëåäóåò èç àíàëîãè÷íîãî ñâîéñòâà âåëè÷èíû 𝜒,

E|𝜒𝑛| = E|E(𝜒|ℱ𝑛)| ≤ EE(|𝜒||ℱ𝑛) = E|𝜒| <∞.

Ïðèìåíåíèå íåðàâåíñòâà Àçóìû ê ìàðòèíãàëó Äóáà ïîçâîëÿåò äîêàçûâàòü ñâîéñòâî
êîíöåíòðàöèè ìåðû.

Ïóñòü 𝜒 = (𝜒𝑛)1≤𝑛≤𝑚 � íàáîð íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, à 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) �
𝑐-ëèïøèöåâà âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ 𝑚 ïåðåìåííûõ, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî èçìåíåíèå
ôóíêöèè ïðè âàðüèðîâàíèè îäíîé ïåðåìåííîé êîíå÷íî, ò.å.

|𝑓(𝑥1, . . . 𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘, 𝑥𝑘+1, . . . , 𝑥𝑚)− 𝑓(𝑥1, . . . 𝑥𝑘−1, 𝑥
′
𝑘, 𝑥𝑘+1, . . . , 𝑥𝑚)| ≤ 𝑎𝑘. (1.49)

äëÿ íåêîòîðîãî íàáîðà 𝑎𝑘 > 0, 𝑘 = 1, . . . ,𝑚. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî E𝑓(𝜒1, . . . , 𝜒𝑚) < ∞.
Ïîêàæåì òàêæå, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî⃒⃒

E(𝑓(𝜒1, . . . , 𝜒𝑚)|𝜒𝑘, . . . , 𝜒𝑚)− E(𝑓(𝜒1, . . . , 𝜒𝑚)|𝜒𝑘+1, . . . , 𝜒𝑚)
⃒⃒
≤ 𝑎𝑘. (1.50)

Äëÿ ýòîãî ââåäåì îáîçíà÷åíèå 𝜒(𝑖,𝑗) = {𝜒𝑖, . . . , 𝜒𝑗}, ãäå 1 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑚 äëÿ ïîäìíîæåñòâ
𝜒 ñîñòîÿùèõ èç ýëåìåíòîâ ñ íîìåðàìè îò 𝑖 äî 𝑗. Òîãäà⃒⃒

E(𝑓(𝜒)|𝜒(𝑘,𝑚))− E(𝑓(𝜒)|𝜒(𝑘+1,𝑚))
⃒⃒
=
⃒⃒
E[E[𝑓(𝜒)|𝜒∖𝜒𝑘]− 𝑓(𝜒)|𝜒(𝑘+1,𝑚)]

⃒⃒
. (1.51)

Çàìåòèì, ÷òî â âèäó íåçàâèñèìîñòè 𝜒1, . . . , 𝜒𝑘 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

E[𝑓(𝜒)|𝜒∖𝜒𝑘] =
∫︁
R
𝑓(𝜒(1,𝑘−1), 𝑥, 𝜒(𝑘+1,𝑚))𝑑𝐹𝜒𝑘

(𝑥), (1.52)

ãäå 𝐹𝜒𝑘
(𝑥𝑘) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ 𝜒𝑘. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà, ìû ïðèõî-

äèì ê îöåíêå

|E[𝑓(𝜒)|𝜒∖𝜒𝑘]− 𝑓(𝜒)| =
⃒⃒⃒⃒∫︁

R

(︀
𝑓(𝜒(1,𝑘−1), 𝑥, 𝜒(𝑘+1,𝑚))− 𝑓(𝜒)

)︀
𝑑𝐹𝜒𝑘

(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝑎𝑘, (1.53)

êîòîðàÿ âêóïå ñ (1.51) äà¼ò (1.50). Îòñþäà, ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Àçóìû, ïîëó÷èì
íåðàâåíñòâî Ìàê-Äèàðìèäà

P
(︀
|𝑓(𝜒1, . . . , 𝜒𝑚)− E𝑓(𝜒1, . . . , 𝜒𝑚)| > 𝑡

)︀
≤ 2𝑒

− 𝑡2

2
∑︀𝑚

𝑘=1
𝑎2
𝑘 . (1.54)

Ïðèâåäåì ïðèìåð åãî ïðèìåíåíèÿ.

Пример 1.25. Пусть 𝑓𝑚(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚), 𝑚 ∈ N, — последовательность функций, для
каждой из которых неравенство (1.50) выполнено с 𝑎1 = · · · = 𝑎𝑚 = 𝑎 = 𝑂(1/

√︀
𝑚(ln𝑚)(1+𝜖))

c 𝜖 > 0 при 𝑚 → ∞.. Тогда из неравенства Mак-Диармида и леммы Бореля-Контелли
следует следующее свойство концентрации меры

𝑓𝑚(𝜒1, . . . , 𝜒𝑚)− E𝑓𝑚(𝜒1, . . . , 𝜒𝑚)
п.н.−−−→
𝑚→∞

0. (1.55)
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1.4 Слабая cходимость случайных мер

Äî ñèõ ïîð ìû îáñóæäàëè ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïðè-
íèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â R. Ïðè ýòîì âûÿñíèëîñü, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ïîñòðîåííûå
êàê ôóíêöèè áîëüøîãî ÷èñëà äðóãèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, çà÷àñòóþ äåìîíñòðèðóþò óíè-
âåðñàëüíîå òèïè÷íîå ïîâåäåíèå, êîòîðîå ïðîÿâëÿåòñÿ â èõ ñõîäèìîñòÿõ ê íåñëó÷àéíûì
èëè óíèâåðñàëüíûì ñëó÷àéíûì ïðåäåëàì, îïðåäåëÿåìûì óòâåðæäåíèÿìè òèïà ÇÁ× è
ÖÏÒ. Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå ïðè ðàññìîòðåíèè ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ñëó÷àéíûõ ñèñòåì,
òàêèõ êàê ñëó÷àéíûå ìàòðèöû, óìåñòíî ñòàâèòü âîïðîñû î áîëåå äåòàëüíîì îïèñàíèè
èõ òèïè÷íîãî ïîâåäåíèÿ â ïðåäåëå êîãäà ÷èñëî êîìïîíåíò íåîãðàíè÷åííî ðàñòåò. Äëÿ
ýòîãî õîðîøî ïðèñïîñîáëåí ÿçûê ñëó÷àéíûõ ìåð è ñõîäèìîñòè èõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Ïóñòü X � ïîëüñêîå ïðîñòðàíñòâî, ℬ(X) � áîðåëåâñêàÿ ñèãìà-àëãåáðà åãî ïîäìíî-
æåñòâ, à 𝒫(X) � ïðîñòðàíñòâî âåðîÿòíîñòíûõ áîðåëåâñêèõ ìåð íà (X,ℬ(X)). Â ñåêöèè 1
áûëî äàíî ïîíÿòèå ñëàáîé ñõîäèìîñòè ìåð, êîòîðîå ìîæíî îïðåäåëÿòü ÷åðåç ñõîäèìîñòü
èíòåãðàëîâ îò îãðàíè÷åííûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Îòìåòèì, ÷òî ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü
ìîæåò áûòü ìåòðèçóåìà, íàïðèìåð, ïðè ïîìîùüþ ìåòðèêè Ëåâè-Ïðîõîðîâà, â ñëó÷àå
X = R èìåþùóþ âèä

ℓ(𝜇, 𝜈) = inf
{︀
𝜀 > 0: 𝐹𝜇(𝑥− 𝜀)− 𝜀 ⩽ 𝐹𝜈(𝑥) ⩽ 𝐹𝜇(𝑥+ 𝜀) + 𝜀, ∀𝑥 ∈ R

}︀
, (1.56)

ñ êîòîðîé ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü ïðåâðàùàåòñÿ â ïðèâû÷íóþ ñõîäèìîñòü â ìåòðè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå. Ñ òàêîé ìåòðèêîé ïðîñòðàíñòâî 𝒫(X)) ñàìî ÿâëÿåòñÿ ïîëüñêèì ïðîñòðàí-
ñòâîì.

Ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü2 ïîçâîëÿåò çàäàòü òîïîëîãèþ â 𝒫(R), à ñëåäîâàòåëüíî è áîðå-
ëåâñêóþ ñèãìà-àëãåáðó ℱ𝒫 . Åñëè (Ω,ℱ ,P) � íåêîòîðîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, òî
ñëó÷àéíàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà � ýòî ñëó÷àéíûé ýëåìåíò íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå, êîòî-
ðûé ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â 𝒫(R). Èíûìè ñëîâàìè, ñëó÷àéíàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà � ýòî
èçìåðèìîå îòîáðàæåíèå (Ω,ℱ) → (𝒫(R),ℱ𝒫), îïðåäåë¼ííîå ïðàâèëîì 𝜔 ↦→ 𝜇(𝜔). Ê òà-
êèì ìåðàì ïðèìåíèìû îáû÷íûå ïîíÿòèÿ ñõîäèìîñòè, ïðèíÿòûå â òåîðèè âåðîÿòíîñòè,
ñ êîòîðûìè ìû èìåëè äåëî â ðàçäåëå 1.

Определение 1.26. Пусть 𝜇, 𝜇1, 𝜇2 . . . — случайные вероятностные меры. Будем го-
ворить, что последовательность (𝜇𝑛) ñëàáî ñõîäèòñÿ к 𝜇 ïî÷òè íàâåðíîå (ïî âåðîÿò-
íîñòè, â ñðåäíåì), и писать

𝜇𝑛
п.н.(P,E)
=====⇒
𝑛→∞

𝜇, (1.57)

тогда и только тогда, когда∫︁
R
𝑔(𝑥) 𝑑𝜇𝑛

п.н.(P,E)−−−−−→
𝑛→∞

∫︁
R
𝑔(𝑥) 𝑑𝜇, ∀𝑔(𝑥) ∈ 𝐶𝑏(R).

Пример 1.27. Пусть 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛 — выборка из некоторого распределения 𝐹𝜆(𝑥) (то
есть случайные величины 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛 — независимы и одинаково распределены как неко-
торая случайная величина 𝜆 распределенная с мерой 𝜇𝜆). Рассмотрим ýìïèðè÷åñêóþ
âûáîðî÷íóþ ìåðó

𝐿𝑛 =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

𝛿𝜆𝑘 . (1.58)

2С точки зрения функционального анализа слабая сходимость мер — это *-слабая сходимость ли-
нейного функционала в двойственном пространстве.
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Тогда
𝐿𝑛

п.н.

===⇒
𝑛→∞

𝜇𝜆 (1.59)

Действительно, поскольку I𝜆<𝑥 распределена как бернуллиевская случайная величина,
то Усиленный Закон Больших Чисел даёт нам

𝐹𝑛(𝑥) =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

I{𝜆𝑘<𝑥}
п.н.−−−→
𝑛→∞

𝐹𝜆(𝑥). (1.60)

Из поточечной почти наверное сходимости последовательности функций распреде-
ления следует слабая сходимость мер почти наверное. Предел (1.59) можно интер-
претировать как пример Закона Больших Чисел для эмпирической спектральной ме-
ры диагональной матрицы, элементы которой являются одинаково распределенными
случайными величинами.



Глава 2

Метод моментов и закон Вигнера

Îáñóæäàÿ ÇÁ× è ÖÏÒ, ìû èìåëè äåëî ñ íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè. Â
äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïûòàòüñÿ âûñêàçûâàòü ïîäîáíîãî ðîäà óòâåðæäåíèÿ, ñêîðåå, äëÿ
íàáîðîâ çàâèñèìûõ âåëè÷èí. Îêàçûâàåòñÿ, ñóùåñòâóþò øèðîêèå êëàññû ñèñòåì, äåìîí-
ñòðèðóþùèõ íà áîëüøèõ ìàñøòàáàõ õàðàêòåðíîå ïîâåäåíèå, êîòîðîå íå çàâèñèò îò ìèê-
ðîñêîïè÷åñêèõ ïîäðîáíîñòåé, è ïåðâûì òàêèì êëàññîì, êîòîðûé ìû ðàññìîòðèì, ñòàíóò
ñëó÷àéíûå ìàòðèöû.

Âïåðâûå ñëó÷àéíûå ìàòðèöû âîçíèêëè â ôèçèêå ïðè èçó÷åíèè ñïåêòðîâ ÿäåð áîëü-
øèõ àòîìîâ. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî çàäà÷à äèàãîíàëèçàöèè ãàìèëüòîíèàíîâ áîëüøèõ âçà-
èìîäåéñòâóþùèõ ñèñòåì ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæíà è íå ðåøàåòñÿ òî÷íî, îêàçàëîñü, ÷òî ñòà-
òèñòè÷åñêè óðîâíè ýíåðãèè âåäóò ñåáÿ êàê ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íåêîòîðîãî êëàññà
ñëó÷àéíûõ ìàòðèö. Ïîçæå âûÿñíèëîñü, ÷òî ïîäîáíûå óòâåðæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ
äðóãèõ ñëîæíûõ ñèñòåì, íàïðèìåð, òàêèõ, êàê êâàíòîâûå áèëëèàðäû, êâàíòîâûå òî÷êè
è äð. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñëó÷àéíûå ìàòðèöû ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ è äëÿ ìàòåìàòèêîâ,
íàïðèìåð, ïîòîìó ÷òî ïîâåäåíèå, ïîäîáíîå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ñëó÷àéíûõ ìàòðèö,
îáíàðóæèâàåòñÿ â ñòðóêòóðå êîìïëåêñíûõ íóëåé 𝜁-ôóíêöèè Ðèìàíà, êîòîðàÿ, â ñâîþ
î÷åðåäü, òåñíî ñâÿçàíà ñ ðàñïðåäåëåíèåì ïðîñòûõ ÷èñåë.

Ìû íà÷í¼ì ñ êðóãà âîïðîñîâ, êàñàþùèõñÿ èçó÷åíèÿ ñïåêòðà ñëó÷àéíûõ ìàòðèö. Êàê
óæå áûëî óïîìÿíóòî, èçó÷åíèå ñëó÷àéíûõ ìàòðèö áûëî ìîòèâèðîâàíî âîïðîñîì î òè-
ïè÷íîì âèäå ÿäåðíûõ ñïåêòðîâ, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ íàáîðàìè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë
ìíîãîìåðíûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ. Îñíîâíàÿ èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî â äîñòà-
òî÷íî îáùåé ñèòóàöèè òèïè÷íûé âèä ýòîãî ñïåêòðà íå çàâèñèò îò äåòàëåé îòäåëüíûõ
ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ, à îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü ñèììåòðèÿìè îïåðàòîðà. Ïîýòîìó ìû áóäåì
ñ÷èòàòü ìàòðè÷íûå ýëåìåòû ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, à öåëü áóäåò çàêëþ÷àòüñÿ â òîì,
÷òîáû ïîïûòàòüñÿ îòâåòèòü íà âîïðîñ, êàê âûãëÿäèò òèïè÷íîé ñïåêòð î÷åíü áîëüøîé
ýðìèòîâîé ìàòðèöû ñî ñëó÷àéíûìè ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè. Ýòîò âîïðîñ áûë âïåðâûå
ïîñòàâëåí è ðåøåí ìàòåìàòèêîì è ôèçèêîìÞäæíîì Âèãíåðîì â 1958 ãîäó ñíà÷àëà äëÿ
ìàòðèö ñî ñëó÷àéíûìè ýëåìåíòàìè, çàäàâàåìûìè ðàñïðåäåëåíèåì Áåðíóëëè, à ïîòîì
è äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé.

Äëÿ ïðîñòîòû ìû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì âåùåñòâåííûõ ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö, õîòÿ
òå æå óòâåðæäåíèÿ îòíîñÿòñÿ è ê êîìïëåêñíîçíà÷íûì ýðìèòîâûì ìàòðèöàì, à òàêæå
ê âåùåñòâåííî-êâàòåðíèîííûì ýðìèòîâûì ìàòðèöàì.

Определение 2.1. Матрицей Вигнера будем называть вещественную симметричную
матрицу 𝑊 = (𝑤𝑖𝑗) ∈ R𝑛×𝑛, элементы 𝑤𝑖𝑗 = 𝑤𝑗𝑖 которой на главной диагонали и выше
являются независимыми случайными величинами, одинаково распредёленными выше
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главной диагонали, а также одинаково (но, возможно, по-другому), распределёнными
на главной диагонали:

𝑤𝑖𝑗 = 𝑤𝑗𝑖 ∼ 𝜉, 1 ⩽ 𝑖 < 𝑗 ⩽ 𝑛; E(𝜉) = 0, D(𝜉) = 𝜎2 <∞; (2.1)

𝑤𝑖𝑖 ∼ 𝜂, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛; E(𝜂) = 0, D(𝜂) <∞. (2.2)

Для упрощения технических деталей на протяжении всего этого раздела мы будем
также предполагать, что все моменты распределений случайных величин 𝜉 и 𝜂 ко-
нечны.

Âîïðîñ, íà êîòîðûé ìû õîòèì îòâåòèòü â ýòîì ðàçäåëå, çâó÷èò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
¾Êàê âûãëÿäèò òèïè÷íûé ñïåêòð áîëüøîé Âèãíåðîâñêîé ìàòðèöû?¿ Îòâåò îêàçûâàåòñÿ
óäîáíî ñôîðìóëèðîâàòü â âèäå Çàêîíà Áîëüøèõ ×èñåë äëÿ ýìïèðè÷åñêîé ñïåêòðàëüíîé
ìåðû âèãíåðîâñêîé ìàòðèöû, îòíîðìèðîâàííîé òàê, ÷òîáû ñïåêòð íàõîäèëñÿ â îãðàíè-
÷åííîé îáëàñòè.

Определение 2.2. Пусть 𝑀 = 𝑀 † ∈ C𝑛×𝑛 — эрмитова матрица1, обладающая соб-
ственными значениями {𝜆1, . . . , 𝜆𝑛}. Всякой такой матрице можно сопоставить ýì-
ïèðè÷åñêóþ ñïåêòðàëüíóþ ìåðó (ЭСМ)

𝐿𝑀 =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

𝛿𝜆𝑘 (2.3)

Ïîñêîëüêó ìàòðèöû Âèãíåðà � ñëó÷àéíûå, èõ ÝÑÌ � òàêæå ñëó÷àéíàÿ ìåðà. Îäíà-
êî åñëè âûáðàòü ïðàâèëüíûé ìàñøòàá, òî ìû óâèäèì, ÷òî ÷åì áîëüøå ðàçìåð ìàòðèöû,
òåì ìåíåå âèä ñïåêòðà, à ñëåäîâàòåëüíî è ÝÑÌ, çàâèñèò îò èñõîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ å¼
ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ, è òåì áëèæå îíè ñòàíîâÿòñÿ ê åäèíîìó óíèâåðñàëüíîìó çàêîíó.
Â ïðåäåëå äëÿ ÝÑÌ âèãíåðîâñêèõ ìàòðèö, ïåðåìàñøòàáèðîâàííûõ òàê, ÷òîáû ïðè óâå-
ëè÷åíèè ðàçìåðà ñïåêòð îñòàâàëñÿ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè, ñïðàâåäëèâ àíàëîã ÇÁ×, à
èìåííî, ÝÑÌ ñòðåìèòñÿ ê ïîëóêðóãîâîìó çàêîíó Âèãíåðà.

Теорема 2.3. [Теорема Вигнера]
Пусть (𝑤𝑖𝑗)1⩽𝑖<𝑗 и (𝑤𝑖𝑖)𝑖⩾1 — последовательности независимых одинаково распределен-
ных случайных величин, определенных на одном вероятностном пространстве, причём

E𝑤12 = E𝑤11 = 0, (2.4)

D𝑤12 = 𝜎2, D𝑤11 <∞, (2.5)

E𝑤𝑘12 < ∞, E𝑤𝑘𝑖𝑖 <∞, 𝑘 ⩾ 2, (2.6)

a 𝑊𝑛 ∈ R𝑛×𝑛 — матрица Вигнера с матричными элементами 𝑤𝑖𝑗 = 𝑤𝑗𝑖, 1 ⩽ 𝑖, 𝑗 ⩽ 𝑛.
Введём перемасштабированную матрицу

𝑀𝑛 =
1

𝜎
√
𝑛
·𝑊𝑛. (2.7)

Тогда последовательность ЭСМ матриц 𝑀𝑛 слабо сходится к полукруговому закону
Вигнера почти наверное, то есть

𝐿𝑀𝑛

п.н.

===⇒
𝑛→∞

𝜇𝑠𝑐, (2.8)

1Знак † означает транспонирование и комплексное сопряжение.
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где мера 𝜇𝑠𝑐 задаётся плотностью

𝑓𝑠𝑐(𝑥) =
1

2𝜋

√
4− 𝑥2 · I{|𝑥|⩽2}.

Доказательство. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Âèãíåðà ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü метод
моментов. Ñóòü åãî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ñíà÷àëà äîêàçàòü ñõîäèìîñòü ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ìîìåíòîâ ÝÑÌ ê ìîìåíòàì ïîëóêðóãîâîãî çàêîíà, ïîäîáíî òîìó, êàê ìû
ýòî äåëàëè ïðè äîêàçàòåëüñòâå ÇÁ× â ðàçäåëå 1. Åñëè èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ìîìåí-
òîâ ïî÷òè íàâåðíîå, òî â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè íîñèòåëÿ ïîëóêðóãîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
è ëåììû 1.18 ìû áóäåì èìåòü è ñëàáóþ ñõîäèìîñòü ÝÑÌ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìåðû 𝜇 íà R ââåä¼ì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå

⟨𝜇, 𝑓⟩ :=
∫︁
R
𝑓(𝑥)𝜇(𝑑𝑥). (2.9)

Â ÷àñòíîñòè ⟨𝜇, 𝑥𝑘⟩ � ýòî 𝑘-ûé ìîìåíò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, çàäàííîé ìåðîé 𝜇. Îïðå-
äåëèì óñðåäíåííóþ ìåðó �̄�𝑀𝑛 , êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî äëÿ ëþáîé
èçìåðèìîé ôóíêöèè 𝑓(𝑥) âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

⟨�̄�𝑀𝑛 , 𝑓(𝑥)⟩ = E𝑊 ⟨𝐿𝑀𝑛 , 𝑓(𝑥)⟩, (2.10)

ãäå íèæíèé èíäåêñ 𝑊 ïîä÷åðêèâàåò, ÷òî ìàòîæèäàíèå áåðåòñÿ ïî îòíîøåíèþ ê ìåðå
íà ìàòðèöàõ Âèãíåðà.

Ñòðàòåãèÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùàÿ. Ñíà÷àëà äîêàçûâàåòñÿ ñõîäèìîñòü ìîìåíòîâ
â ñðåäíåì ê ìîìåíòàì ïîëóêðóãîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ñëåäîì � ñõîäèìîñòü ìîìåíòîâ
ïî÷òè íàâåðíîå ê ñâîèì ñðåäíèì çíà÷åíèÿì. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ
ê ñëåäóþùèì òðåì óòâåðæäåíèÿì

(a) ⟨𝜇𝑠𝑐, 𝑥2𝑘⟩ = 𝐶𝑘, ãäå 𝐶𝑘 = 1
𝑘+1

(︀
2𝑘
𝑘

)︀
� ÷èñëà Êàòàëàíà,

(b) ⟨�̄�𝑀𝑛 , 𝑥
𝑘⟩ −−−→

𝑛→∞
⟨𝜇𝑠𝑐, 𝑥𝑘⟩,

(c) ⟨𝐿𝑀𝑛 , 𝑥
𝑘⟩ п.н.−−−→

𝑛→∞
⟨�̄�𝑀𝑛 , 𝑥

𝑘⟩.

Îòìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ (a) áûëî ñôîðìóëèðîâàíî â ðàçäåëå 1 â âèäå
óïðàæíåíèÿ 1.8.

Èòàê, ïîêàæåì, ÷òî ⟨�̄�𝑀𝑛 , 𝑥
𝑘⟩ −−−→

𝑛→∞
⟨𝜇𝑠𝑐, 𝑥𝑘⟩. Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî ìîìåíòû

ÝÑÌ � ýòî ñëåäû ñòåïåíåé ìàòðèöû:

⟨𝐿𝑀𝑛 , 𝑥
𝑘⟩ = 1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜆𝑘𝑖 =
1

𝑛
· Tr𝑀𝑘

𝑛 =
1

𝑛(𝜎
√
𝑛)𝑘

· Tr𝑊 𝑘
𝑛 . (2.11)

Òî æå ñàìîå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ìîìåíòîâ óñðåäíåííîé ìåðû

⟨�̄�𝑀𝑛 , 𝑥
𝑘⟩ = 1

𝑛1+𝑘/2𝜎𝑘
· E𝑊

(︀
Tr𝑊 𝑘

𝑛

)︀
, (2.12)

ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî ñïðàâà ñòîèò ìàòîæèäàíèå ñëåäà, èëè, â ñèëó ëèíåéíîñòè
ñëåäà, ñëåä ìîòîæèäàíèÿ ñòåïåíåé ìàòðèöû 𝑊𝑛.
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Âûðàçèì ñëåäû ÷åðåç ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû è ïîïðîáóåì âû÷èñëèòü ìàòîæèäàíèÿ îò
ïîëó÷åííûõ êîìáèíàöèé ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ. ×òîáû ïîíÿòü, êàê âåä¼ò ñåáÿ âåëè÷èíà
⟨�̄�𝑀𝑛 , 𝑥

𝑘⟩ â ïðåäåëå 𝑛→ ∞, ñíà÷àëà âû÷èñëèì ñëåäû Tr𝑊 𝑘
𝑛 ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ 𝑘.

Ïðè 𝑘 = 1, î÷åâèäíî, ïîëó÷àåì E𝑊
(︀
Tr𝑊𝑛

)︀
= E𝑊 (𝑤11) = 0 è

⟨�̄�𝑀𝑛 , 𝑥⟩ = 0. (2.13)

Ïðè 𝑘 = 2 ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà ðàâåíñòâ:

E𝑊
(︀
Tr𝑊 2

𝑛

)︀
= E𝑊

(︃
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑤𝑖𝑘𝑤𝑘𝑖

)︃
= (2.14)

=
∑︁
𝑖 ̸=𝑘

E𝑊 (𝑤2
𝑖𝑘) +

𝑛∑︁
𝑖=1

E𝑊 (𝑤2
𝑖𝑖) = 𝑛(𝑛− 1)𝜎2 + 𝑛D𝑊 (𝑤11).

Òàêèì îáðàçîì, ïðè 𝑛→ ∞ ìû ïîëó÷èì

⟨�̄�𝑀𝑛 , 𝑥
2⟩ = 1

𝑛
E𝑊
(︀
Tr𝑀2

𝑛

)︀
=
𝑛(𝑛− 1)𝜎2 + 𝑛D𝑊 (𝑌 )

𝑛2𝜎2
−−−→
𝑛→∞

1. (2.15)

Ïðè 𝑘 = 3 èç íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí 𝑤𝑖𝑘 äëÿ ðàçëè÷íûõ ïàð (𝑖, 𝑘) èìååì

⟨�̄�𝑀𝑛 , 𝑥
3⟩ = 1

𝑛5/2
·

𝑛∑︁
𝑖=1

E𝑊 (𝑤3
𝑖𝑖) =

𝑛

𝑛5/2
· E𝑊 (𝑤3

11) −−−→
𝑛→∞

0. (2.16)

×òî ïîëó÷èòñÿ â îáùåì ñëó÷àå? Êàê âèäíî èç ðàçîáðàííûõ ïðèìåðîâ, äëÿ âû÷èñëå-
íèÿ ïðåäåëîâ ìîìåíòîâ ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà íóæíî ïðîñóììèðîâàòü âêëàäû âåëè÷èí

𝒲(𝜋) = E
(︀
𝑤𝑖1𝑖2𝑤𝑖2𝑖3 . . . 𝑤𝑖𝑘𝑖1

)︀
(2.17)

ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè âåñàìè, ãäå 𝜋 = (𝑖1, . . . , 𝑖𝑘) � íàáîð èç 𝑘 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ïðè-
íèìàþùèõ ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà {1, . . . , 𝑛}. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è
óäîáíî èñïîëüçîâàòü ÿçûê òåîðèè ãðàôîâ. Ïóñòü 𝐺 = (𝑉,𝐸) � ïîëíûé ãðàô íà 𝑛 âåðøè-
íàõ ñ ïåòëåé â êàæäîé âåðøèíå.2 Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåðøèíû ïðîíóìåðîâàíû ÷èñëàìè
îò åäèíèöû äî 𝑛, òî åñòü 𝑉 = {1, . . . , 𝑛}. Òîãäà êàæäîìó âûðàæåíèþ âèäà (2.17) ìîæíî
ñîïîñòàâèòü çàìêíóòûé ïóòü

𝜋 =
(︀
𝑖1 → 𝑖2 → 𝑖3 → . . .→ 𝑖𝑘 → 𝑖1

)︀
(2.18)

c âåñîì𝒲(𝜋) îïðåäåë¼ííûì ôîðìóëîé (2.17). Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèå äëÿ ìîìåíòîâ
ñâîäèòñÿ ê ñóììå

⟨�̄�𝑀𝑛 , 𝑥
𝑘⟩ = 1

𝑛𝑘/2+1𝜎𝑘

∑︁
𝜋(𝑘)

𝒲(𝜋(𝑘)) (2.19)

ïî ïóòÿì 𝜋(𝑘) èç 𝑘 øàãîâ íà ãðàôå 𝐺.
Äàëåå, çàìåòèì, ÷òî ðàçëè÷íûå ïóòè, êîòîðûå ïåðåâîäÿòñÿ äðóã â äðóãà ïåðåíóìåðà-

öèåé âåðøèí, èìåþò îäèí è òîò æå âåñ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïóòè 𝜋 è 𝜋′ ïðèíàäëåæàò îä-
íîìó êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè, 𝜋 ∼ 𝜋′, åñëè 𝜋′ = 𝜏(𝜋), ãäå 𝜏 ∈ 𝑆𝑛. Çäåñü ìû èìååì â âèäó,

2Полным графом называется граф, у которого каждая вершина соединена ребрами со всеми осталь-
ными. В нашем случае мы также добавляем в каждую вершину петлю — ребро, соединяющее вершину
с самой собой.
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÷òî 𝜋 = (𝑖1 → 𝑖2 → 𝑖3 → . . . → 𝑖𝑘 → 𝑖1), 𝜋′ = (𝜏(𝑖1) → 𝜏(𝑖2) → 𝜏(𝑖3) → . . . 𝜏(𝑖𝑘) → 𝜏(𝑖1)),
è, êàê ñëåäñòâèå, 𝒲(𝜋′) = 𝒲(𝜋). Òàêèì îáðàçîì, ñóììèðîâàíèå ïî ïóòÿì, ñâîäèòñÿ
ê ñóììèðîâàíèþ ïî ìíîæåñòâó êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè P = {𝜋}/ ∼:

⟨�̄�𝑀𝑛 , 𝑥
𝑘⟩ = 1

𝑛𝑘/2+1𝜎𝑘

∑︁
𝜋(𝑘)∈P

‖𝜋(𝑘)‖ · 𝒲(𝜋(𝑘)), (2.20)

ãäå ‖𝜋(𝑘)‖ � ÷èñëî ïóòåé â êëàññå ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïðàâäà, ïîêà îñòà¼òñÿ âîïðîñ,
êàê ïåðåñ÷èòàòü ïóòè êàæäîì òàêîì êëàññå. Îêàçûâàåòñÿ, ýòî ëåãêî ñäåëàòü, åñëè ÿâ-
íî âûäåëèòü êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ïóòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî
âåðøèí.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝜋(𝑘,𝑚) ïóòü èç 𝑘 øàãîâ, ïðîõîäÿùèõ â òî÷íîñòè ÷åðåç 𝑚 âåðøèí,
‖𝜋(𝑘,𝑚)‖ � ÷èñëî ýëåìåíòîâ â åãî êëàññå ýêâèâàëåíòíîñòè. Î÷åâèäíî, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî ‖𝜋(𝑘,𝑚)‖ = 𝑛(𝑛− 1) . . . (𝑛−𝑚+ 1) = 𝐴𝑚𝑛 . Ïîýòîìó èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

⟨�̄�𝑀𝑛 , 𝑥
𝑘⟩ = 1

𝑛𝑘/2+1𝜎𝑘

𝑘∑︁
𝑚=1

∑︁
𝜋(𝑘,𝑚)∈P

𝐴𝑚𝑛 · 𝒲(𝜋(𝑘,𝑚)). (2.21)

Çàìå÷àòåëüíîé îñîáåííîñòüþ âûðàæåíèÿ, ñòîÿùåãî ïîä çíàêîì ñóììû, ÿâëÿåòñÿ òîò
ôàêò, ÷òî îáùåå ÷èñëî âåðøèí â ãðàôå 𝐺 âëèÿåò ëèøü íà èçâåñòíûé êîýôôèöèåíò 𝐴𝑚𝑛 ,
à âñ¼ îñòàëüíîå çàâèñèò òîëüêî îò 𝑘 è 𝑚, òî åñòü îñòàåòñÿ êîíå÷íûì â ïðåäåëå 𝑛→ ∞.

Êàêèå ïóòè âíîñÿò âêëàä â ýòó ñóììó? Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî â ñèëó óñëî-
âèÿ (2.4) íåíóëåâîé âêëàä äàþò òîëüêî òå ïóòè, â êîòîðûõ êàæäîå ïðîéäåííîå ðåáðî
âñòðå÷àåòñÿ íå ìåíåå äâóõ ðàç. Ñëåäîâàòåëüíî, ó÷èòûâàòü èìååò ñìûñë ëèøü òå ïóòè,
â êîòîðûõ ÷èñëî èñïîëüçîâàííûõ ð¼áåð íå ïðåâûøàåò [𝑘/2]. Ïóñòü �̃� = (𝑉 , �̃�) � ïîä-
ãðàô ãðàôà 𝐺, äëÿ êîòîðîãî ‖�̃�‖ ⩽ [𝑘/2] è 𝑉 = 𝑚, à ÷åðåç ð¼áðà è âåðøèíû êîòîðîãî
ïðîõîäèò ïóòü 𝜋(𝑘,𝑚). Ñêîëüêî â òàêîì ãðàôå ìîæåò áûòü âåðøèí, òî åñòü êàêîâî ÷èñ-
ëî 𝑚? ×òîáû îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ, ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùåå èçâåñòíîå èç òåîðèè
ãðàôîâ óòâåðæäåíèå.

Лемма 2.4. Пусть 𝐺 = (𝑉,𝐸) конечный связный граф. Тогда ‖𝐸‖ ⩽ ‖𝑉 ‖ + 1, причём
равенство имеет место тогда и только тогда, когда 𝐺 — дерево.

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî ð¼áåð óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó 𝑚 ⩽ [𝑘/2] + 1, îòêóäà

⟨�̄�𝑀𝑛 , 𝑥
𝑘⟩ = 1

𝑛𝑘/2+1𝜎𝑘

[𝑘/2]+1∑︁
𝑚=1

∑︁
𝜋(𝑘,𝑚)∈P

𝐴𝑚𝑛 · 𝒲(𝜋(𝑘,𝑚)). (2.22)

Ïðè 𝑛 → ∞ âåëè÷èíà 𝐴𝑚𝑛 ðàñòåò êàê 𝐴𝑚𝑛 ≍ 𝑛𝑚. Â ñëó÷àå íå÷¼òíûõ 𝑘 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ìîìåíòû ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Åñëè æå 𝑘 � ÷¼òíîå ÷èñëî, òî â ïðåäåëå âûæèâàþò òîëüêî
ñëàãàåìûå, ñîîòâåñòâóþùèå 𝑚 = 𝑘/2 + 1. Êàê ñëåäóåò èç ëåììû 2.4, ïîäãðàô �̃� â ýòîì
ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì, ïðè÷¼ì ïóòè 𝜋(𝑘, 𝑘/2 + 1) ïðîõîäÿò ïî êàæäîìó ðåáðó ðîâíî
äâà ðàçà. Âåñ òàêèõ ïóòåé íå çàâèñèò îò êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè è ðàâåí

𝒲(𝜋(𝑘, 𝑘/2 + 1)) = 𝜎𝑘. (2.23)

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ ÷¼òíûõ ìîìåíòîâ ðàâíî ÷èñëó êëàññîâ ýê-
âèâàëåíòíîñòè ïóòåé 𝜋(𝑘, 𝑘/2 + 1), òî åñòü

⟨�̄�𝑀𝑛 , 𝑥
𝑘⟩ =

{︂
‖{𝜋(𝑘, 𝑘/2 + 1) ∈ P}‖, 𝑘 ∈ 2N
0, 𝑘 ∈ 2N+ 1

(2.24)
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Îñòàåòñÿ ïðåäúÿâèòü ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ íåýêâèâàëåíòíûõ ïóòåé èç 𝑘 øàãîâ, îá-
õîäÿùèõ äåðåâüÿ ñ (𝑘/2 + 1) âåðøèíàìè òàê, ÷òî êàæäîå ðåáðî ïðîõîäèòñÿ äâà ðàçà.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìû îáõîäèì âåðøèíû 𝑉 = (1, . . . , 𝑘/2 + 1), à èòîãîâûé ðåçóëüòàò
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí (𝑣(0), . . . , 𝑣(𝑘)). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáù-
íîñòè ìîæíî ïîëîæèòü 𝑣(0) = 1 è 𝑣(1) = 2, òî åñòü ïåðâûé øàã äåëàåòñÿ âäîëü ðåáðà
1 → 2. Â äàëüíåéøåì, ïîñêîëüêó ïðîéäåííûå ðåáðà íå äîëæíû îáðàçîâûâàòü öèêëîâ,
íà êàæäîì øàãå ìû ìîæåì ëèáî ïåðåéòè â åù¼ íå ïîñåù¼ííóþ âåðøèíó, ëèáî âåðíóòüñÿ
â âåðøèíó, â êîòîðîé áûëè íà ïðåäûäóùåì øàãå. Òî åñòü èìååòñÿ äâå âîçìîæíîñòè:

(i) 𝑣(𝑖) → 𝑣(𝑖+ 1) = max(𝑣(0), . . . , 𝑣(𝑖)) + 1,

(ii) 𝑣(𝑖) → 𝑣(𝑖− 1).

Ïóòü çàêàí÷èâàåòñÿ âîçâðàùåíèåì íà øàãå 𝑘 â èñõîäíóþ âåðøèíó: 𝑣(𝑘) = 𝑣(0) = 1.
Äàëåå, ñîïîñòàâèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (𝑣(0), . . . , 𝑣(𝑘)) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç ïëþñ-

ìèíóñ åäèíèö 𝑢 = (𝑢1, . . . , 𝑢𝑘), çàäàííóþ ñëåäóþùèì ïðàâèëîì: äëÿ âñåõ 𝑗 = 1, . . . , 𝑘
øàãó 𝑣(𝑗) → 𝑣(𝑗 + 1) òèïà (i) � ïåðåõîä â íîâóþ âåðøèíó � ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå
𝑢𝑗+1 = 1, à ñ øàãîì òèïà (ii) � âîçâðàùåíèå � ñîîòíîñèì 𝑢𝑗+1 = −1,. ßñíî, ÷òî ñóììà
÷ëåíîâ òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà êàæäîì øàãå íåîòðèöàòåëüíà, òî åñòü

𝑙∑︁
𝑖=1

𝑢𝑖 ⩾ 0, 1 ⩽ 𝑙 ⩽ 𝑘,

à ïîëíàÿ ñóììà ðàâíà íóëþ: 𝑢1 + . . . + 𝑢𝑘 = 0. Ïîýòîìó ïðè çàìåíå åäèíèö íà ëåâûå
ñêîáêè, à ìèíóñ åäèíèö � íà ïðàâûå ïîëó÷àåòñÿ правильная скобочная последователь-
ность, â êîòîðîé êàæäîé ëåâîé ñêîáêå ñîîòâåòñòâóåò ïðàâàÿ, à ëþáîé íà÷àëüíûé êóñîê
ñîäåðæèò íå ìåíüøå ëåâûõ ñêîáîê, ÷åì ïðàâûõ. Òàêæå, ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 𝑢 ìîæíî
ïîñòðîèòü путь Дика � ëîìàíóþ ëèíèþ íà ïëîñêîñòè, ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé ïóòü èç
òî÷êè (0, 0) â òî÷êó (2𝑘, 0), ñîñòàâëåííûé èç âåêòîðîâ (1, 𝑢𝑖), à ïîòîìó íå îïóñêàþùèéñÿ
íèæå îñè àáñöèññ 𝑂𝑥 (ðèñ. 2.1).

1

2

3

4

5

(︀)︀(︀(︀)︀(︀)︀)︀

Ðèñ. 2.1:

Èòàê, êàæäîìó îáõîäó äåðåâà ìîæíî ñîïîñòàâèòü ïðàâèëüíóþ ñêîáî÷íóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü èëè ïóòü Äèêà. Î÷åâèäíî è îáðàòíîå: ïî êàæäîìó ïóòè Äèêà ìîæíî ïîñòðî-
èòü ïðåäñòàâèòåëü êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè çàìêíóòûõ ïóòåé èç 𝑘 øàãîâ, ïðîõîäÿùèõ
ðîâíî äâà ðàçà ïî êàæäîìó ðåáðó íåêîòîðîãî äåðåâà �̃� ñ ‖𝑉 ‖ = 𝑘/2 + 1 âåðøèíàìè.
Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî êîëè÷åñòâî ïóòåé Äèêà, à ñëåäîâàòåëüíî, è âûðàæåíèå äëÿ ìî-
ìåíòîâ ÷¼òíîãî ïîðÿäêà 𝑘 äà¼òñÿ ÷èñëîì Êàòàëàíà 𝐶𝑘/2. Òàêèì îáðàçîì, ñõîäèìîñòü
ìîìåíòîâ â ñðåäíåì, òî åñòü óòâåðæäåíèå (b), äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ (c) ìû îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ â âèäå óïðàæíåíèÿ. Îáî-
çíà÷èì ëèøü îáùèé ïëàí äåéñòâèé. ×òîáû óáåäèòüñÿ, ÷òî èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ïî÷òè
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íàâåðíîå, äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå äèñïåðñèè D⟨𝐿𝑀𝑛 , 𝑥
𝑘⟩. Äîêàçàòåëüñòâî ñíî-

âà ïðîâîäèòñÿ ìåòîäîì ìîìåíòîâ, íî íà ýòîò ðàç íåîáõîäèìî ïðîâåñòè ñóììèðîâàíèå ïî
ïàðàì ïóòåé èç 𝑘 øàãîâ. Ñíà÷àëà èìååò ñìûñë óäîñòîâåðèòüñÿ â òîì, ÷òî ïàðû ïóòåé,
íå èìåþùèõ îáùèõ ð¼áåð, íå äàþò âêëàäà â äèñïåðñèþ. Ýòîò ôàêò ïîìîãàåò óñòàíî-
âèòü, ÷òî äèñïåðñèÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè 𝑛 → ∞, îòêóäà ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà
×åáûø¼âà ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè. Åñëè æå ÿâíî âûäåëèòü ïàðû ïóòåé, îò-
âåòñòâåííûõ çà âåäóùèé íåíóëåâîé âêëàä, òî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äèñïåðñèÿ óáûâàåò
äîñòàòî÷íî áûñòðî, à ïîòîìó ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ íåðàâåíñòâîì Ìàðêîâà è ëåììîé
Áîðåëÿ-Êàíòåëëè äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè ïî÷òè íàâåðíîå.

Упражнение 2.5. Докажите, что число правильных скобочных последовательно-
стей из 2𝑘 скобок совпадает с количеством путей Дика длины 2𝑘 и равно 𝑘-ому числу
Каталана 𝐶𝑘.

Упражнение 2.6. Проведите соответствующие вычисления и убедитесь, что в усло-
виях теоремы Вигнера имеет место сходимость ⟨𝐿𝑀𝑛 , 𝑥

𝑘⟩ п.н.−−−→
𝑛→∞

⟨�̄�𝑀𝑛 , 𝑥
𝑘⟩.

Â ïðèâåä¼ííîì äîêàçàòåëüñòâå ìû ïîñòðîèëè áèåêöèþ ìåæäó êëàññàìè ýêâèâàëåíò-
íîñòè îáõîäîâ äåðåâüåâ è ïóòÿìè Äèêà èëè ïðàâèëüíûìè ñêîáî÷íûìè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòÿìè. Äàäèì åù¼ ïàðó êîìáèíàòîðíûõ èíòåðïðåòàöèé ýòîãî ðåçóëüòàòà.

Определение 2.7. Дерево с помеченной вершиной — êîðíåì — называется êîðíåâûì
äåðåâîì или îðèåíòèðîâàííûì äåðåâîì. Ïîòîìêàìè данной вершины дерева, называ-
ются те вершины, для которых любой путь, соединяющий их с корнем, проходит
через данную вершину. Óïîðÿäî÷åííûì называется дерево, у которого множество
ñûíîâåé (ближайших потомков) каждой вершины упорядочено. Эквивалентно можно
говорить о планарном дереве: ориентация дерева на плоскости задает естественный
порядок его вершин.

1

2 3

4

5 6

7

8

Ðèñ. 2.2:

Çàìåòèì, ÷òî ëþáîå äåðåâî â ñîâîêóïíîñòè ñ ïîðÿäêîì îáõîäà åãî âåðøèí çàäà¼ò
óïîðÿäî÷åííîå êîðíåâîå äåðåâî èëè, ýêâèâàëåíòíî, ïëàíàðíîå äåðåâî (ðèñ. 2.2). Ïëà-
íàðíûå äåðåâüÿ, òàêèì îáðàçîì, ñîñòîÿò â áèåêöèè ñ ïóòÿìè Äèêà (ñð. ñ ðèñ. 2.1).

1 2 3 4 5 6 7 8

Ðèñ. 2.3:
;

Åù¼ îäèí âàæíûé êîìáèíàòîðíûé îáúåêò, äëÿ êîòîðîãî ìîæíî óñòàíîâèòü áèåê-
òèâíîå ñîîòâåòñòâèå ñ ïóòÿìè Äèêà, ïðàâèëüíûìè ñêîáî÷íûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè
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8

Ðèñ. 2.4:

è ïëàíàðíûìè êîðíåâûìè äåðåâüÿìè � ýòî òàê íàçûâàåìîå íåïåðåêð¼ñòíîå ðàçáèåíèå.
Îíî ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïåðåíóìåðóåì øàãè îáõîäÿùåãî äåðå-
âî ïóòè ÷èñëàìè îò 1 äî 𝑘. Âûïèøåì ýòè ÷èñëà ïîäðÿä è ñîåäèíèì ñíèçó äóãàìè ïàðû
÷èñåë, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò øàãàì âäîëü îäíîãî è òîãî æå ðåáðà, ñäåëàííûì ñ ðàçíûõ
ñòîðîí (ðèñ. 2.3). ßñíî, ÷òî òàê êàê ýòà êîíñòðóêöèÿ ïîñòðîåíà ïî îáõîäó ïëàíàðíîãî
äåðåâà, äóãè ìîæíî ïðîâåñòè òàê, ÷òîáû îíè íå ïåðåñåêàëèñü.

Определение 2.8. Разбиение упорядоченного множества {1, . . . , 𝑘} на подмноже-
ства называется íåïåðåêð¼ñòíûì ðàçáèåíèåì, если для любых четырёх его элементов
1 ⩽ 𝑎 < 𝑏 < 𝑐 < 𝑑 ⩽ 𝑘, а также для любых двух подмножеств разбиения 𝐴 и 𝐵 из
условия 𝑎, 𝑐 ∈ 𝐴 и 𝑏, 𝑑 ∈ 𝐵 следует, что 𝐴 = 𝐵. Непересрёстное разбиение на множе-
ства из двух элементов будем называть ïîïàðíûì íåïåðåêð¼ñòíûì ðàçáèåíèåì èëè
íåïåðåêðåñòíûì ïàðàñî÷èòàíèåì.

Î÷åâèäíî, ðàçáèåíèå áóäåò íåïåðåêð¼ñòíûì, åñëè åãî ìîæíî èçîáðàçèòü, ñîåäèíèâ
ìåæäó ñîáîé ýëåìåíòû êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà íåïåðåñåêàþùèìèñÿ äóãàìè, íàðèñîâàí-
íûìè ïîä ñòðî÷íîé çàïèñüþ ìíîæåñòâà {1, . . . , 2𝑘}, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî íà ðèñ. 2.3.
Ýêâèâàëåíòíî, ìîæíî ðàñïîëîæèòü ýëåìåíòû ìíîæåñòâà íà îêðóæíîñòè; â ýòîì ñëó÷àå
íåïåðåêð¼ñòíîå ðàçáèåíèå èçîáðàæàåòñÿ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ õîðäàìè, ñîåäèíÿþùèìè
ýëåìåíòû ïîäìíîæåñòâ (ðèñ. 2.4). Êàê âèäíî èç ðàññóæäåíèÿ âûøå, ìîìåíòû ïîëó-
êðóãîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ÷èñëîì ïîïàðíûõ íåïåðåêð¼ñòíûõ ðàçáèåíèé
ìíîæåñòâà èç 2𝑘 ýëåìåíòîâ.

Íàïîìíèì, ÷òî ñóììèðîâàíèå ïî ðàçáèåíèÿì óæå âñòðå÷àëîñü íàì â ðàçäåëå 1 ïðè
îáñóæäåíèè ñâÿçè ìåæäó ìîìåíòàìè è êóìóëÿíòàìè â îáû÷íîé òåîðèè âåðîÿòíîñòè. Â
÷àñòíîñòè, â ñèëó òîãî, ÷òî ó ñòàíäàðòíîãî ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
𝒩 (0, 1) ëèøü îäèí êóìóëÿíò 𝑐2 = 1 íå ðàâåí íóëþ, ìîìåíò ïîðÿäêà 2𝑘 ðàâåí ÷èñëó
ïàðíûõ ðàçáèåíèé (ïàðàñî÷èòàíèé) â ìíîæåñòâå èç 2𝑛 ýëåìåíòîâ. Ïîýòîìó â íåêîòîðîì
ñìûñëå çàêîí Âèãíåðà àíàëîã ðàñïðåäåëåíèÿ Ãàóññà. Â äàëüíåéøåì ìû óâèäèì, ÷òî
òåîðèè ñâîáîäíîé âåðîÿòíîñòè ñóììèðîâàíèå ïî íåïåðåêð¼ñòíûì ðàçáèåíèÿì èãðàåò òó
æå ðîëü, ÷òî ñóììèðîâàíèå ïî ëþáûì ðàçáèåíèÿì, êîòîðîå âîçíèêàëî âûøå â ñâÿçè ñ
ïåðåõîäîì îò ìîìåíòîâ ê êóìóëÿíòàì.



Глава 3

Метод преобразования Стилтьеса и

закон Марченко-Пастура

Â ýòîì ðàçäåëå ìû èçó÷èì ñïåêòð ñëó÷àéíûõ ìàòðèö äðóãîãî òèïà, âûáîðî÷íûõ êî-
âàðèàöèîííûõ ìàòðèö, ïîñòðîåííûõ ïî ñëó÷àéíîé âûáîðêå èç íåêîòîðîãî ìíîãîìåðíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ. Òàêèå ìàòðèöû âîçíèêàþò ïðèëîæåíèÿõ ê çàäà÷àì ìàòåìàòè÷åñêîé ñòà-
òèñòèêè, è âîïðîñ î âèäå èõ ñïåêòðà áûë âïåðâûå ïîñòàâëåí çàäîëãî äî òîãî, êàê Þ.
Âèãíåðîì áûëè ââåäåíû â ðàññìîòðåíèå ñëó÷àéíûå ýðìèòîâû ìàòðèöû. Âïåðâûå çàäà÷à
î òî÷íîì ðàñïðåäåëåíèè ñïåêòðà âûáîðî÷íîé êîâàðèöèîííîé ìàòðèöû, ïîñòðîåííîé ïî
âûáîðêå èç ìíîãîìåðíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, áûëà ðåøåíà Äæîíîì Âèøåðòîì
â 1928 ãîäó. Â ýòîì ðàçäåëå ìû îáñóäèì áîëåå ïîçäíèé ðåçóëüòàò, î àñèìïòîòè÷åñêîì
âèäå ñïåêòðà áîëüøèõ âûáîðî÷íûõ êîâàðèöèîííûõ ìàòðèö, ïîñòðîåííûõ ïî âûáîðêå
èç ìíîãîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé øèðîêîãî êëàññà. Ýòà çàäà÷à áûëà ðåøåíà ñîâåòñêè-
ìè ìàòåìàòèêàìè À. Â. Ìàð÷åíêî è Ë.À. Ïàñòóðîì â 1967-îì ãîäó. Ìû óâèäèì, ÷òî
êàê è â ñëó÷àå çàêîíà Âèãíåðà, àñèìïòîòè÷åñêèé âèä ñïåêòðà íå çàâèñèò îò äåòàëåé
ðàñïðåäåëåíèÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ.

3.1 Статистики многокомпонентных выборок и сингу-
лярные числа матриц.

Ïóñòü x = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)
𝑇 � 𝑛-êîìïîíåíòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, çàäàííàÿ íåêîòîðûì

𝑛-ìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì, è ïóñòü èìååòñÿ ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà

𝑋𝑚 = (x1, . . . ,x𝑚) =

⎛⎝𝑥1,1 . . . 𝑥1,𝑚
· · · · · · · · ·
𝑥𝑛,1 . . . 𝑥𝑛,𝑚

⎞⎠
ðàçìåðà 𝑚 èç òàêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Îñíîâíûìè ñòàòèñòèêàìè, òðàäèöèîííî õàðàêòå-
ðèçóþùèìè âûáîðêó, ÿâëÿþòñÿ âåêòîð âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî

x =

⎛⎜⎝ 𝑥1
...
𝑥𝑛

⎞⎟⎠ =
1

𝑚
(x1 + · · ·+ x𝑚),

33
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è âûáîðî÷íàÿ êîâàðèöèîííàÿ ìàòðèöà ñ ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè

𝑞𝑖𝑗 =
1

𝑚− 1

𝑚∑︁
𝑖=1

(𝑥𝑖,𝑘 − 𝑥𝑖)(𝑥𝑗,𝑘 − 𝑥𝑗).

Ýòè ñòàòèñòèêè ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îöåíêè ïàðàìåòðîâ èñõîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ,
â ÷àñòíîñòè àíàëèçèðóÿ èõ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Ñóùåñòâóþò òàêæå ìíîãî äðóãèõ ðàç-
ëè÷íûõ ñòàòèñòèê. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ çàäà÷åé î ñïåêòðå ïîõîæåé
ìàòðèöû

𝑅𝑚 =
1

𝑚
𝑋𝑚𝑋

†
𝑚, , (3.1)

êîòîðóþ ìû òàêæå áóäåì íàçûâàòü êîâàðèöèîííîé âûáîðî÷íîé ìàòðèöåé, ïîñòðîåí-
íîé ïî 𝑛-ìåðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ, â êîòîðîì âñå 𝑛 êîìïîíåíò íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî
ðàñïðåäåëåíû. Å¼ ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû

𝑟𝑖𝑗 =
1

𝑚

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖,𝑘𝑥
*
𝑗,𝑘,

êîòîðûå äëÿ ïðîñòîòû îïðåäåëåíû áåç ñäâèãà ýëåìåíòîâ âûáîðêè íà âûáîðî÷íîå ñðåä-
íåå. Êàê, áóäåò çàìå÷åíî íèæå, òàêîé ñäâèã íå ìåíÿåò àñèìïòîòè÷åñêîãî âèäà ñïåêòðà.
Çâåçäî÷êà íàä ìàòðè÷íûì ýëåìåíòîì îçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå, à çíàê † íàä
ìàòðèöåé � ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå, ïîëó÷åííîå òðàíñïîíèðîâàíèåì è êîìïëåêñíûì ñî-
ïðÿæåíèåì ìàòðèöû. Çäåñü ìû èìååì â âèäó, ÷òî ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü íå òîëüêî
âåùåñòâåííûå, íî è êîìïëåêñíîçíà÷íûå ñëó÷àéíûå ìàòðèöû 𝑋. Òîãäà ìàòðèöà îïðåäå-
ëåííàÿ â (3.1) áóäåò ýðìèòîâîé, è ñëåäîâàòåëüíî èìåþùåé ÷èñòî âåùåñòâåííûé ñïåêòð.
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îíà òàêæå áóäåò íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà, ò.å.

(v, 𝑋𝑋†,v) ≥ 0 (3.2)

äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ v, ãäå ïîä ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ïîíèìàåòñÿ ýðìèòîâî ñêà-
ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

(u,v) =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑢*𝑖 𝑣𝑖. (3.3)

Âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ òàêîé ìàòðèöû íåîòðèöàòåëüíû.
Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîïðîáóåì îòâåòèòü íà âîïðîñ, êàêîâ òèïè÷íûé âèä ñïåêòðà òàêîé

ìàòðèöû, êîãäà îíà î÷åíü áîëüøàÿ. Òàêæå, îá ýòîé çàäà÷å ìîæíî äóìàòü, êàê î çàäà÷å
î ðàñïðåäåëåíèè êâàäðàòîâ ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöû ñ íåçàâèñè-
ìûìè îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûìè ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè. Ïóñòü 𝑋 ïðÿìîóãîëüíàÿ
ìàòðèöà. Äëÿ ëþáîé ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöû ìîæíî ïîñòðîèòü ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå

𝑋 = |𝑋|𝑈,

ãäå 𝑈 óíèòàðíàÿ ìàòðèöà, 𝑈𝑈 † = 𝐼, à ìàòðèöà |𝑋| =
√
𝑋𝑋† � íåîòðèöàòåëüíàÿ ýð-

ìèòîâà ìàòðèöà (ýðìèòîâà ìàòðèöà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè).
Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû |𝑋| íàçûâàþòñÿ ñèíãóëÿðíûìè ÷èñëàìè ìàòðèöû 𝑋. Ñëå-
äîâàòåëüíî ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû 𝑅 = 𝑋𝑋† íè ÷òî èíîå, êàê êâàäðàòû ñèíãóëÿð-
íûõ ÷èñåë.
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Упражнение 3.1. Пользуясь результатами предыдущего раздела найдите асимпто-
тическую спектральную плотность квадратов сингулярных чисел вигнеровских мат-
риц. Хотя хотя матричные элементы матрицы Вигнера сверху и снизу от главной
диагонали не независимы, как мы увидим ниже, асимптотическое распределение ее
сингулярных чисел точно такое же как для квадратной матрицы с независимыми
одинаково распределенными элементами.

Ïðåæäå ÷åì îáðàòèòüñÿ ê ðåøåíèþ íàìå÷åííîé çàäà÷è, íàì ïîòðåáóåòñÿ ââåñòè
íåñêîëüêî íîâûõ èíñòðóìåíòîâ.

3.2 Преобразование Cтилтьеса

Ìîùíûé èíñòðóìåíò äëÿ ðàáîòû ñ âåðîÿòíîñòíûìè ìåðàìè, îñîáåííî ýôôåêòèâíûé
äëÿ ðàáûòû ñ ÝÑÌ ñëó÷àéíûõ ìàòðèö, � ïðåîáðàçîâàíèå Ñòèëòüåñà.

Определение 3.2. Пусть 𝜉 — случайная величина, обладающая функцией распреде-
ления 𝐹𝜉(𝑥). Тогда на комплексной области C ∖ Supp(𝑑𝐹𝜉(𝑥)) мы можем определить
функцию

𝑠𝜉(𝑧) =

+∞∫︁
−∞

1

𝜆− 𝑧
𝑑𝐹𝜉(𝜆), (3.4)

которая называется ïðåîáðàçîâàíèåì Ñòèëòüåñà меры 𝑑𝐹𝜉(𝑥).

Èç îïðåäåëåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ñòèëòüåñà ñëåäóþò åãî ñëåäóþùèå ïðîñòûå ñâîé-
ñòâà

1. Ôóíêöèÿ 𝑠𝜉(𝑧) àíàëèòè÷íà â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè C+.

2. Ïîâåäåíèå íà áåñêîíå÷íîñòè: lim
𝑧→∞

𝑒i𝜖𝑧𝑠𝜉(𝑒
i𝜖𝑧) = −1, 𝜖 ̸= 0.

3. Çíàêîïîñòîÿííàÿ ìíèìàÿ ÷àñòü: ℑ𝑠𝜉(𝑧) > 0 ïðè 𝑧 ∈ C+,

4. Îãðàíè÷åííîñòü: |𝑠𝜉(𝑧)| ≤ 1/ℑ𝑧, 𝑧 ∈ C+

5. Ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî îòðàæåíèÿ: 𝑠𝜉(𝑧) = 𝑠𝜉(𝑧).

Ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.

Утверждение 3.3. Если функция 𝑠(𝑧) имеет свойства 1-5, то существует случайная
величина 𝜉, такая что 𝑠(𝑧) = 𝑠𝜉(𝑧) — преобразование Стилтьеса ее распределения.

×òîáû âîññòàíîâèòü ðàñïðåäåëåíèå ïî ïðåîáðàçîâàíèþ Ñòèëòüåñà, ìîæíî âîñïîëü-
çîâàòüñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé îáðàùåíèÿ.

Утверждение 3.4. Пусть 𝑥 — точка непрерывности функции распределения 𝐹𝜉(𝑥).
Тогда имеет место обратное преобразование Стилтьеса:

𝐹𝜉(𝑥) = ± lim
𝑦→0+

1

𝜋

𝑥∫︁
−∞

Im
(︀
𝑠𝜉(𝑧 ± i𝑦)

)︀
𝑑𝑧. (3.5)
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Доказательство. ×òîáû óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ôîðìóëû (3.5), çàìåòèì, ÷òî

1

𝜋

𝑏∫︁
𝑎

Im
(︀
𝑠𝜉(𝑧 + i𝑦)

)︀
𝑑𝑧 =

1

𝜋

𝑏∫︁
𝑎

𝑑𝑧

2i

+∞∫︁
−∞

(︂
1

𝜆− (𝑧 + 𝑖𝑦)
− 1

𝜆− (𝑧 − 𝑖𝑦)

)︂
𝑑𝐹𝜉(𝜆) =

=
1

𝜋

𝑏∫︁
𝑎

𝑑𝑧

+∞∫︁
−∞

𝑦

(𝜆− 𝑧)2 + 𝑦2
𝑑𝐹𝜉(𝜆) =

1

𝜋

+∞∫︁
−∞

𝑑𝐹𝜉(𝜆)

𝑏∫︁
𝑎

𝑦 𝑑𝑧

(𝜆− 𝑧)2 + 𝑦2
=

=
1

𝜋

+∞∫︁
−∞

(︂
arctg

(︂
𝑏− 𝜆

𝑦

)︂
− arctg

(︂
𝑎− 𝜆

𝑦

)︂)︂
𝑑𝐹𝜉(𝜆).

Âîñïîëüçîâàâøèñü ñâîéñòâîì lim
𝑦→0+

arctg

(︂
𝑥

𝑦

)︂
=
𝜋

2
· sign(𝑥), ïîëó÷àåì

1

𝜋

𝑏∫︁
𝑎

Im
(︀
𝑠𝜉(𝑧 + i𝑦)

)︀
𝑑𝑧 −−−→

𝑦→0+

1

𝜋

+∞∫︁
−∞

𝜋

2

(︀
sign(𝑏− 𝜆)− sign(𝑎− 𝜆)

)︀
𝑑𝐹𝜉(𝜆) = 𝐹 (𝑏)− 𝐹 (𝑎).

Îñòà¼òñÿ óñòðåìèòü 𝑎 ê −∞. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ âòîðîå ðàâåíñòâî.

Замечание 3.5. Из доказательства также не трудно видеть, что если 𝑥– точка
разрыва,

𝐹𝜉(𝑥)− 𝐹𝜉(𝑥
−) = 𝜇𝜉(𝑥) ̸= 0,

то формула обратного преобразования Стилтьеса принимает вид

𝐹𝜉(𝑥)−
1

2
𝜇𝜉(𝑥) = ± lim

𝑦→0+

1

𝜋

𝑥∫︁
−∞

Im
(︀
𝑠𝜉(𝑧 ± i𝑦)

)︀
𝑑𝑧 (3.6)

Следствие 3.6. Из этого утверждения в частности следует, что если случайная
величина 𝜉 обладает плотностью 𝑓𝜉(𝑥), формула обращения сводится к вычислению
мнимой части преобразования Стилтьеса.

𝑓𝜉(𝑥) =
1

𝜋
lim
𝑦→0+

ℑ𝑠𝜉(𝑥+ i𝑦) (3.7)

Если предел в правой части существует, то функция распределения дифференцируема
в точке 𝑥 и дается пределом мнимой части преобразования Стилтьеса из верхней по-
луплоскости. Эта формула есть частный случай одной из формул Племеля-Сохоцкого
(см. приложение A.1).

Следствие 3.7.

Ïîäîáíî òîìó, êàê ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè èãðàåò ðîëü
ýêñïîíåíöèàëüíîé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ìîìåíòîâ, ïðåîáðàçîâàíèå Ñòèëòüåñà � îáû÷-
íàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ìîìåíòîâ.

Утверждение 3.8. Пусть случайная величина 𝜉 имеет компактный носитель, Supp(𝑑𝐹𝜉(𝑥)) ⊂
[𝑎; 𝑏], где −∞ < 𝑎 < 𝑏 < ∞. Тогда для 𝑧 ∈ C, удовлетворяющих условию |𝑧| >
𝑚𝑎𝑥(|𝑎|, |𝑏|), справедливо соотношение

𝑠𝜉(𝑧) = −1

𝑧

∞∑︁
𝑛=0

E(𝜉𝑛)
𝑧𝑛

. (3.8)
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Òàê æå êàê ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, îíî æå õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ïðåîáðà-
çîâàíèå Ñòèëòüåñà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óäîáíûé èíñòðóìåíò äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëàáîé
ñõîäèìîñòè âåðîÿòíîñòíûõ ìåð.

Теорема 3.9. [Теорема о непрерывности преобразования Стилтьеса]
Пусть 𝜇, 𝜇1, 𝜇2, . . . — вероятностные меры на R. Для того, чтобы слабая сходи-

мость 𝜇𝑛 ===⇒
𝑛→∞

𝜇 имела место необходимо и достаточно, чтобы имела место сходи-

мость 𝑠𝜇𝑛(𝑧) ===⇒
𝑛→∞

𝑠𝜇(𝑧).
1

Ýòî óòâåðæäåíèå ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü è íà ñëàáóþ ñõîäèìîñòü ñëó÷àéíûõ ìåð
ïî÷òè íàâåðíîå. Îäíàêî èìååòñÿ íåáîëüøàÿ òîíêîñòü, êîòîðàÿ òðåáóåò íåêîòîðûõ äî-
ïîëíèòåëüíûõ ðàññóæäåíèé. Äåëî â òîì, ÷òî äàæå åñëè äîêàçàíà ïîòî÷å÷íàÿ ñõîäèìîñòü
ïðåîáðàçîâàíèé Ñòèëòüåñà ïî÷òè íàâåðíîå, ò.å.

P{𝜔 ∈ Ω : 𝑠𝜇𝑛(𝑧, 𝜔) −−−→
𝑛→∞

𝑠𝜇(𝑧, 𝜔)} = 1, ∀𝑧 ∈ C+, (3.9)

äëÿ êàæäîé òî÷êè 𝑧 âñå åùå èìååòñÿ ìíîæåñòâî ìåðû íîëü, ãäå ñõîäèìîñòü íå ãàðàí-
òèðîâàíà. Òàêèõ òî÷åê êîíòèíóóì, à ìåðà ìíîæåñòâà, ïîëó÷åííîãî îáúåäèíåíèåì êîí-
òèíóóìà ìíîæåñòâ ìåðû íîëü, âîîáùå ãîâîðÿ íå îáÿçàíà áûòü íóëåì. Äëÿ ðàçðåøåíèÿ
ýòîé ïðîáëåìû äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñâîéñòâîì àíàëèòè÷íîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ñòèëòüåñà è òåîðåìîé Âèòàëè î ñõîäèìîñòè.

Теорема 3.10 (Âèòàëè). Пусть 𝑓1, 𝑓2, . . . — последовательность функций, равномер-
но ограниченных и аналитических в некотором связном открытом подмножестве 𝐷
комплексной плоскости C, и последовательности (𝑓𝑛(𝑧)) сходятся поточечно в неко-
тором подмножестве множества 𝐷, содержащем хотя бы одну предельную точку в
𝐷. Тогда существует функция 𝑓(𝑧), аналитическая в 𝐷, такая что

𝑓𝑛(𝑧) −−−→
𝑛→∞

𝑓(𝑧), ∀𝑧 ∈ 𝐷.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (3.9) äîêàçàíî. Âîçüìåì â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà 𝐷 ïîäìíîæåñòâî
âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè {𝑧 ∈ C+ : ℑ𝑧 > 1/𝑎}, ãäå |𝑠𝜇𝑛(𝑧, 𝜔)| ≤ 𝑎. Âûáåðåì â íåì ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü (𝑧𝑚)𝑚∈N, ñõîäÿùóþñÿ â íåêîòîðîé ê íåêîòîðîé òî÷êå â 𝐷. Êàæäàÿ èç
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (𝑠𝜇𝑛(𝑧𝑚, 𝜔))𝑛∈N ñõîäèòñÿ äëÿ âñåõ 𝜔 êðîìå áûòü ìîæåò ìíîæåñòâ
ìåðû íîëü. Ìíîæåñòâî ñîáûòèé ãäå ðàñõîäèòñÿ õîòÿ áû îäíà èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
ïðè ïðè êàêîì-òî 𝑚 = 1, 2, . . ., áóäó÷è ñ÷åòíûì îáúåäèíåíèåì ìíîæåñòâ íóëåâîé ìå-
ðû, òàêæå èìååò íóëåâóþ ìåðó. Çíà÷èò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé Ñòèëòüåñà
ñõîäèòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà äëÿ âñåõ 𝑧𝑚 îäíîâðåìåííî, ÷òî â ñèëó òåîðåìû Âè-
òàëè ãàðàíòèðóåò îäíîâðåìåííóþ ñõîäèìîñòü ïî÷òè íàâåðíîå âî âñåõ òî÷êàõ âåðõíåé
ïîëóïëîñêîñòè, îòêóäà èìååì

1Так же как и в случае теоремы Леви, в утверждении о достаточности важен тот факт, что предель-
ная функция есть преобразование Стилтьеса именно вероятностной меры. В общем случае сходимость
преобразований Стилтьеса влечет за собой не слабую, а так называемую грубую сходимость (vaugue
convergence), которая также как в (1.28) определяется через сходимость интегралов, в которых, однако,
в качестве пробных функций вместо непрерывных ограниченных функций используются непрерывные
функции с компатным носителем. При грубой сходимости предел последовательности вероятностных
мер не обязан быть вероятностной мерой, так как часть массы может уйти на бесконечность. Однако
если известно, что предел — это также вероятностная мера, слабая равносильна грубой.
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Теорема 3.11. Пусть (Ω,ℱ ,P) – вероятностное пространство, а 𝜇(𝜔), 𝜇1(𝜔), 𝜇2(𝜔), . . . —
случайные вероятностные меры на R, т.е. измеримые отображения из Ω в простран-
ство борелевских вероятностных мер на R. Для слабой сходимости почти наверное

𝜇𝑛(𝜔)
п.н.

===⇒
𝑛→∞

𝜇(𝜔)

необходима и достаточна сходимость

𝑠𝜇𝑛(𝑧, 𝜔)
п.н.

===⇒
𝑛→∞

𝑠𝜇(𝑧, 𝜔).

для всех 𝑧 ∈ C+.

3.3 Преобразование Стилтьеса эмпирической спектраль-
ной меры.

Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê âîïðîñó î òîì, êàê ïðåîáðàçîâàíèå Ñòèëòüåñà ìîæåò áûòü èñïîëüçî-
âàíî ïðèìåíèòåëüíî ê ìàòðèöàì. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ эрмитову матрицу 𝑅 ∈
C𝑛×𝑛, òî åñòü ìàòðèöó, óäîâëåòâîðÿþùóþ ñîîòíîøåíèþ 𝑅 = 𝑅†. Òàêóþ ìàòðèöó ìîæíî
äèàãîíàëèçîâàòü ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé óíèòàðíîé ìàòðèöû 𝑈 ,

𝑅 → 𝑈𝑅𝑈 † = diag(𝜆1, . . . , 𝜆𝑛),

ãäå 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛 � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû 𝑅. Ââåä¼ì ñîîòâåòñòâóþùèå èì ýìïè-
ðè÷åñêóþ ñïåêòðàëüíóþ ìåðó è ýìïèðè÷åñêóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ:

𝐿𝑅 =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

𝛿𝜆𝑘 , 𝐹𝑅(𝑥) =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

I𝑥⩾𝜆𝑘 . (3.10)

Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùåå ìåðå 𝐿𝑅 ïðåîáðàçîâàíèå Ñòèëòüåñà èìååò âèä

𝑠𝑅(𝑧) =

+∞∫︁
−∞

1

𝜆− 𝑧
𝑑𝐹𝑅(𝜆) =

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

1

𝜆𝑘 − 𝑧
=

1

𝑛
Tr
(︀
𝑅− 𝑧𝐼𝑛

)︀−1
, (3.11)

ãäå 𝐼𝑛 ∈ C𝑛×𝑛 � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà 𝑛.
Ðàññìîòðèì òåïåðü êâàäðàòíûå ìàòðèöû, ïîëó÷åííûå êàê ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïðÿ-

ìîóãîëüíûõ ìàòðèö. Î÷åâèäíî, ÷òî ðàçìåð òàêîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû çàâèñèò îò òîãî,
â êàêîì ïîðÿäêå ñòîÿò ñîìíîæèòåëè. Â òî æå âðåìÿ ïðè ïåðåñòàíîâêå ñîìíîæèòåëåé
ðàíã ïðîèçâåäåíèÿ íå ìåíÿåòñÿ. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ â ýòîì
ñëó÷àå?

Лемма 3.12. Пусть 𝑚 ⩽ 𝑛, а матрицы 𝐴 ∈ C𝑛×𝑚 и 𝐵 ∈ C𝑚×𝑛 таковы, что их
произведения являются эрмитовыми матрицами: (𝐴𝐵)† = 𝐴𝐵, (𝐵𝐴)† = 𝐵𝐴. Тогда
𝑛 собственных значений матрицы 𝐴𝐵 содержат 𝑚 собственных значений матрицы
𝐵𝐴 и 𝑛−𝑚 нулевых собственных значений.

Доказательство. Çàìåòèì, ñíà÷àëà, ÷òî åñëè 𝑚 = 𝑛, òî åñòü ìàòðèöû 𝐴 è 𝐵 êâàäðàò-
íûå è 𝐴 � îáðàòèìàÿ ìàòðèöà, òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî 𝐵𝐴 = 𝐴−1(𝐴𝐵)𝐴, òî åñòü
îäíî ïðîèçâåäåíèå ïîëó÷àåòñÿ èç äðóãîãî ñîïðÿæåíèåì, è ñëåäîâàòåëüíî èõ ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò.



3.3. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ СТИЛТЬЕСА ЭМПИРИЧЕСКОЙСПЕКТРАЛЬНОЙМЕРЫ.39

Åñëè îáå ìàòðèöû âûðîæäåíû, ìîæíî íåìíîãî èçìåíèòü íåêîòîðûå èõ ìàòðè÷íûå
ýëåìåíòû íà ìàëóþ âåëè÷èíó 𝜖, ÷òîáû ñäåëàòü èõ íåâûðîæäåííûìè, è èñïîëüçîâàòü
ïðåäûäóùèé àðãóìåíò. Ïîñêîëüêó ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ýòî êîðíè õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîãî ìíîãî÷ëåíà, ðàâåíñòâî äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ ñîõðàíèòñÿ è â ïðåäåëå 𝜖 → 0, íåêîòî-
ðûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îáðàòÿòñÿ â íîëü. Òàêèì îáðàçîì óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ
êâàäðàòíûõ ìàòðèö.

Ïóñòü òåïåðü 𝑚 < 𝑛. Ìîæíî äîñòðîèòü ìàòðèöû 𝐴 è 𝐵 äî êâàäðàòíûõ ìàòðèö 𝐴 è
�̃� ðàçìåðà 𝑛×𝑛, äîáàâèâ â íèõ íóëè, è âîñïîëüçîâàòüñÿ óòâåðæäåíèåì, äîêàçàííûì äëÿ
êâàäðàòíûõ ìàòðèö. Äåéñòâèòåëüíî, ìàòðèöà 𝐴�̃� ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé 𝐴𝐵, à ìàòðèöà
𝐴�̃� èìååò áëî÷íûé âèä

�̃�𝐴 =

(︂
𝐵𝐴 0
0 0

)︂
.

Ïîñêîëüêó ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö 𝐴�̃� è �̃�𝐴 ñîâïàäàþò, ïîëó÷èì
òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Äâà âàæíûõ ñëåäñòâèÿ áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ äàëåå.

Следствие 3.13. Имеет место соотношение для определителей

det(𝜆𝐼𝑛 − 𝐴𝐵) = 𝜆𝑛−𝑚 det(𝜆𝐼𝑚 −𝐵𝐴) (3.12)

Его важный частный случай при 𝜆 = 1 справедлив не только для матриц но и для
бесконечномерных операторов в гильбертовых пространствах.

Следствие 3.14. Для всех 𝑧 ∈ C ∖ R справедливо соотношение

𝑚

𝑛
· 𝑠𝐵𝐴(𝑧) = 𝑠𝐴𝐵(𝑧) +

𝑛−𝑚

𝑛
· 1
𝑧
. (3.13)

Это соотношение справедливо независимо от того, какое из чисел 𝑛,𝑚 больше.

Доказательство. Ïîñêîëüêó ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ 𝐴𝐵 � ýòî ñîáñòâåííûå çíà÷å-
íèÿ äëÿ 𝐵𝐴, à òàêæå åù¼ 𝑛 − 𝑚 íóëåâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, òî äîáàâëÿÿ ñîîò-
âåòñòâóþùåå èì ñëàãàåìîå (𝑛 − 𝑚)𝛿0 ê ìåðå 𝐿𝐵𝐴, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.
Ðàâåíñòâî íå èçìåíèòñÿ, åñëè îäíîâðåìåííî ïîìåíÿòü ìåñòàìè 𝑛 ñ 𝑚 è 𝐴𝐵 ñ 𝐵𝐴.

Òåïåðü ìû ãîòîâû ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó Ìàð÷åíêî-Ïàñòóðà.

Теорема 3.15. [Закон Марченко-Пастура] Пусть (𝑥𝑖𝑗)(𝑖,𝑗)∈N2 – двойная последователь-
ность независимых одинаково распределенных комплексных случайных величин, опре-
деленных на одном вероятностном пространстве, c независимыми мнимыми и веще-
ственными частями, таких что

E𝑥11 = 0, E|𝑥11|2 = E(ℑ𝑥11)2 + E(ℜ𝑥11)2 = 1, E |𝑥11|𝑠 <∞, 𝑠 ≤ 8,

а 𝑋(𝑛,𝑚) ∈ C𝑛×𝑚 составленные из 𝑛×𝑚 первых из них прямоугольные матрицы

𝑋(𝑛,𝑚) =
1√
𝑚
{𝑥𝑖𝑗 : 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚},

нормированные таким образом, чтобы дисперсия матричных элементов была D(𝑋𝑛×𝑚
𝑖𝑗 ) =

1/𝑚.
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Пусть (𝑚𝑘)𝑘∈N и (𝑛𝑘)𝑘∈N – последовательности натуральных чисел, такие что
𝑛𝑘,𝑚𝑘 −−−→

𝑘→∞
∞, так что 𝑛𝑘/𝑚𝑘 −−−→

𝑘→∞
𝑐 ∈ (0;∞). Тогда, последовательность ЭСМ

(𝐿𝑅𝑘
)𝑘∈N случайных эмпирических спектральных мер матриц 𝑅𝑘 = 𝑋(𝑛𝑘,𝑚𝑘) ·

(︀
𝑋(𝑛𝑘,𝑚𝑘)

)︀†
сходится слабо почти наверное,

𝐿𝑅𝑘

п.н.

===⇒
𝑘→∞

𝜇𝑀𝑃 , (3.14)

к закону Марченко-Пастура

𝜇𝑀𝑃 = 𝜇ac
𝑀𝑃 + (1− 𝑐−1)𝛿0(𝑥)I{𝑐>1}, (3.15)

где 𝜇ac
𝑀𝑃 – абсолютно непрерывная относительно меры Лебега часть, задаваемая плот-

ностью

𝑓𝑀𝑃 (𝑥) =

√︀
(𝑎+ − 𝑥)(𝑥− 𝑎−)

2𝜋𝑥𝑐
I{𝑎−<𝑥<𝑎+}, 𝑎± = (1±

√
𝑐)2. (3.16)

Упражнение 3.16. Используя утверждение теоремы 3.15, покажите, что последо-
вательность эмпирических случайных мер, построенных по сингулярным числам слу-
чайных комплексных квадратных матриц с независимыми одинаково распределенными
матричными элементами, при увеличении размера матриц почти наверное слабо схо-
дится к половине полукругового закон Вигнера .

Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.11 äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëàáîé ñõîäèìîñòè ÝÑÌ äîñòàòî÷íî äîêà-
çàòü ïîòî÷å÷íóþ ñõîäèìîñòü å¼ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ñòèëòüåñà. Ýòî äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò
èç äâóõ øàãîâ.

1. Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî 𝑧 ∈ C+, 𝑠𝑅𝑘(𝑧) − E𝑠𝑅𝑘(𝑧)
п.н.−−−→
𝑘→∞

0.

2. Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî 𝑧 ∈ C+, E𝑠𝑅𝑘(𝑧) −−−→
𝑘→∞

𝑠𝑀𝑃 (𝑧), ãäå

𝑠𝑀𝑃 (𝑧) =
1− 𝑐− 𝑧 +

√︀
(𝑧 − 𝑎+)(𝑧 − 𝑎−)

2𝑐𝑧
, 𝑎± = (1±

√
𝑐)2, (3.17)

ïðåîáðàçîâàíèå Ñòèëòüåñà ðàñïðåäåëåíèÿ Ìàð÷åíêî-Ïàñòóðà.

Упражнение 3.17. Докажите, что преобразование Стилтьеса распределения Марчеко-
Пастура (3.15,3.16) дается формулой (3.17).

Ïåðâûé øàã, äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè 𝑠𝑅𝑘
(𝑧) ê ñâîåìó ñðåäíåìó, ìîæíî ìîæíî

ïðîâåñòè òàê æå, êàê ñ èñïîëüçîâàíèåì íåðàâåíñòâà Ìàê Äèàðìèäà äîêàçûâàëàñü ñõî-
äèìîñòü â ïðèìåðå 1.25. À èìåííî, ñõîäèìîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ Ñòèëòüåñà ÝÑÌ ìàò-
ðèö 𝑅𝑘 ñëåäñòâèå òîãî ôàêòà, ÷òî ïðè èçìåíåíèè ÝÑÌ âûçâàííîå èçìåíåíèåì ëþáîãî
èç ñòîëáöîâ ìàòðèöû 𝑋(𝑛𝑘,𝑚𝑘) = (x1, . . . ,x𝑚) ìàëî. Ýòî îáùåå âàæíîå ñâîéñòâî óñòîé-
÷èâîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿì ìàëîãî ðàíãà.
Îáñóäèì åãî äåòàëüíåå ïåðåä òåì, êàê ïåðåéòè ê òåõíè÷åñêèì äåòàëÿì äîêàçàòåëüñòâà
ñõîäèìîñòè.
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3.4 Теорема о перемежаемости и возмущение спектра

Теорема 3.18 (Òåîðåìà Êîøè î ïåðåìåæàåìîñòè.). Пусть 𝐴 = 𝐴† ∈ C𝑛×𝑛 — эрмитова
матрица, а матрица 𝐴(1) получена из матрицы 𝐴 вычёркиванием первой строки и
первого столбца. Пусть, далее, 𝜆1 ≤ . . . ≤ 𝜆𝑛 — собственные значения матрицы 𝐴, а
𝜆
(1)
1 ≤ . . . ≤ 𝜆

(1)
𝑛−1 — собственные значения матрицы 𝐴(1). Тогда справедливы неравен-

ства
𝜆1 ≤ 𝜆

(1)
1 ≤ 𝜆2 ≤ . . . ≤ 𝜆𝑛−1 ≤ 𝜆

(1)
𝑛−1 ≤ 𝜆𝑛 (3.18)

.

Доказательство. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ, êîãäà ñëó-
÷àéíûå çíà÷åíèÿ ñòðîãî óïîðÿäî÷åíû, 𝜆1 < . . . < 𝜆𝑛, à ìàòðèöà 𝐴 íåâûðîæäåíà. Ïóñòü
𝑣 � ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû 𝐴, îòâå÷àþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 𝜆, 𝑣(1) � îí
æå, íî áåç ïåðâîãî ýëåìåíòà, òî åñòü 𝑣† = (𝑣1, . . . , 𝑣𝑛), (𝑣(1))† = (𝑣2, . . . , 𝑣𝑛). Ïðåäñòàâèâ
ìàòðèöó 𝐴 êàê

𝐴 =

(︂
𝛼 �̄�†

�̄� 𝐴(1)

)︂
,

ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü óñëîâèå 𝐴𝑣 = 𝜆𝑣 â âèäå ñèñòåìû óðàâíåíèé{︂
𝛼𝑣1 + �̄�†𝑣(1) = 𝜆𝑣1

�̄�𝑣1 + 𝐴(1)𝑣(1) = 𝜆𝑣(1)
⇔

{︂
(𝜆− 𝛼)𝑣1 = �̄�†𝑣(1)

�̄�𝑣1 =
(︀
𝜆𝐼𝑛−1 − 𝐴(1)

)︀
𝑣(1)

.

Òàêèì îáðàçîì, 𝑣(1) =
(︀
𝜆𝐼𝑛−1−𝐴(1)

)︀−1
�̄�𝑣1. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â ïåðâîå óðàâåíèå

è ñîêðàùàÿ íà 𝑣1 (â ïðåäïîëîæåíèè 𝑣1 ̸= 0 â ñèòàóöèè îáùåãî ïîëîæåíèÿ), ïîëó÷èì

𝜆− 𝛼 = �̄�†
(︀
𝜆𝐼𝑛−1 − 𝐴(1)

)︀−1
�̄�. (3.19)

Ïóñòü òåïåðü 𝑣(1)𝑘 � ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû 𝐴(1), îòâå÷àþùèé ñîáñòâåííîìó
çíà÷åíèþ 𝜆

(1)
𝑘 , òî åñòü 𝐴(1)𝑣

(1)
𝑘 = 𝜆

(1)
𝑘 𝑣

(1)
𝑘 . Ðàçëîæèì âåêòîð �̄� ïî áàçèñó 𝑣(1)1 , . . . , 𝑣

(1)
𝑛−1,

�̄� =
𝑛−1∑︁
𝑘=1

(︀
�̄�, 𝑣

(1)
𝑘

)︀
· 𝑣(1)𝑘 ,

ïîñëå ÷åãî ïîäñòàâèì ýòî ðàçëîæåíèå â ôîðìóëó (3.19). Ïîëó÷èì

𝜆− 𝛼 =
𝑛−1∑︁
𝑘=1

𝑛−1∑︁
𝑙=1

(︀
�̄�, 𝑣

(1)
𝑘

)︀
·
(︀
𝑣
(1)
𝑘

)︀†(︀
𝜆𝐼𝑛−1 − 𝐴(1)

)︀−1
𝑣
(1)
𝑙 ·

(︀
�̄�, 𝑣

(1)
𝑙

)︀
èëè

𝜆− 𝛼 =
𝑛−1∑︁
𝑘=1

⃒⃒⃒⃒⃒⃒(︀
�̄�, 𝑣

(1)
𝑘

)︀⃒⃒⃒⃒⃒⃒2
𝜆− 𝜆

(1)
𝑘

. (3.20)

Íà ôîðìóëó (3.20) ìîæíî ñìîòðåòü êàê íà óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé 𝜆. Ëåâàÿ
÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàåò íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Ïðàâàÿ, íàïðî-
òèâ, íà êàæäîì ïðîìåæóòêå âèäà

(︀
𝜆
(1)
𝑘−1;𝜆

(1)
𝑘

)︀
ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé ôóíêöèåé, êîòîðàÿ

ïðè ýòîì ïðèíèìàåò âñå äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ, à íà ëó÷àõ
(︀
−∞;𝜆

(1)
1

)︀
è
(︀
𝜆
(1)
𝑛−1; +∞

)︀
îíà ìîíîòîííî óáûâàåò, ïðèíèìàÿ çíà÷åíèÿ (−∞; 0) è (0;+∞) ñîîòâåòñòâåííî (ðèñ. 3.1).
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𝜆
(1)
1 𝜆

(1)
2 𝜆

(1)
3 𝜆

(1)
𝑛−1

𝜆− 𝛼

Ðèñ. 3.1:

Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (3.20) èìååò ðîâíî 𝑛 ðåøåíèé, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò íåðà-
âåíñòâó 𝜆1 < 𝜆

(1)
1 < 𝜆2 < . . . < 𝜆𝑛−1 < 𝜆

(1)
𝑛−1 < 𝜆𝑛.

Â ñëó÷àå ìàòðèöû íå îáùåãî ïîëîæåíèÿ ìîæíî èçìåíèòü ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû íà
ìàëûå äîáàâêè, ÷òîáû âåðíóòüñÿ â ñèòóàöèþ îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Ïîñêîëüêó ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ, ïðè
ñòðåìëåíèè ìàëûõ äîáàâîê ê íóëþ ñâîéñòâî èõ ïåðåìåæàåìîñòè ñîõðàíèòñÿ, áûòü ìîæåò
ñ çàìåíîé ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ íà íåñòðîãèå.

Ïåðåìåæàåìîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïðèâîäèò ê íåñêîëüêèì âàæíûì ñëåäñòâèÿì,
â ÷àñòíîñòè ê òîìó, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ñòèëòüåñà ÝÑÌ ìàòðèö 𝐴 è 𝐴(1) îòëè÷àþòñÿ
íå ñëèøêîì ñèëüíî.

Следствие 3.19. В условиях леммы 3.18 для любого 𝑧 ∈ C* имеет неравенство

|𝑠𝐴(𝑧)− 𝑠𝐴(1)(𝑧)| ≤
𝜋

𝑛 · Im 𝑧
. (3.21)

Доказательство. Çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî ëåììå 3.18 ýìïèðè÷åñêèå ôóíêöèè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ 𝐹𝐴(𝑥) è 𝐹𝐴(1)(𝑥) îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà íå ñëèøêîì ñèëüíî:

|𝐹𝐴(𝑥)− 𝐹𝐴(1)(𝑥)| ⩽
1

𝑛
. (3.22)

Ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ ýòî íåðàâåíñòâî è èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì

|𝑠𝐴(𝑧)− 𝑠𝐴(1)(𝑧)| =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
+∞∫︁

−∞

𝑑𝐹𝐴(𝜆)

𝜆− 𝑧
−

+∞∫︁
−∞

𝑑𝐹𝐴(1)(𝜆)

𝜆− 𝑧

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝐹𝐴(𝜆)− 𝐹𝐴(1)(𝜆)

𝜆− 𝑧

⃒⃒⃒⃒+∞

−∞
+

+∞∫︁
−∞

𝐹𝐴(𝜆)− 𝐹𝐴(1)(𝜆)

(𝜆− 𝑧)2
𝑑𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ⩽ 1

𝑛

+∞∫︁
−∞

𝑑𝜆

(𝜆− 𝑧)2
=

=
1

𝑛

+∞∫︁
−∞

𝑑𝜆

(𝜆− Re 𝑧)2 + (Im 𝑧)2
=

1

𝑛
· 1

Im 𝑧
· arctg

(︂
𝜆− Re 𝑧

Im 𝑧

)︂⃒⃒⃒⃒+∞

−∞
=

𝜋

𝑛 · Im 𝑧
.
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Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î ïåðåìåæàåìîñòè íåñêîëüêî ðàç ìîæíî îáîáùèòü å¼ íà ìàòðèöû
𝐴(𝑘), ïîëó÷åííûå èç 𝐴 ñòèðàíèåì íåñêîëüêèõ ñòîëáöîâ è ñòðîê ñ îäèíàêîâûìè íîìåðà-
ìè. Ïðè ýòîì óñëîâèå ïåðåìåæàåìîñòè çàìåíèòñÿ íà (3.18) íåðàâåíñòâà

𝜆𝑖 ≤ 𝜆
(𝑘)
𝑖 ≤ 𝜆𝑖+𝑘, 𝑖 =, 1, . . . , 𝑛− 𝑘, (3.23)

÷òî â ñâîþ î÷åðåäü ïðèâåäåò ê ïîÿâëåíèþ ìíîæèòåëÿ 𝑘 â ÷èñëèòåëå à â ïðàâîé ÷àñòè
àíàëîãîâ ôîðìóë (3.21,3.22). Â ñâîþ î÷åðåäü âñå ýòè íåðàâåíñòâà åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé
áîëåå îáùåãî íåðàâåíñòâà äëÿ ëþáûõ ýðìèòîâûõ ìàòðèö.

Следствие 3.20. Пусть 𝐴,𝐵 ∈ C𝑛×𝑛 – эрмитовы матрицы. Для любого 𝑧 ∈ C+ имеет
неравенство

|𝑠𝐴(𝑧)− 𝑠𝐵(𝑧)| ≤
𝜋 · rank(𝐴−𝐵)

𝑛 · Im 𝑧
. (3.24)

Доказательство. Ïóñòü 𝑘 = rank(𝐴 − 𝐵) > 0. Çàìåòèì, ÷òî îáå ñòîðîíû íåðàâåíñòâà
3.24 èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî óíèòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Íàéäåòñÿ óíèòàðíîå ïðå-
îáðàçîâàíèå 𝑈 , ïðèâîäÿùåå ìàòðèöó 𝐶 = 𝐴−𝐵 ê ñëåäóþùåìó áëî÷íîìó âèäó

𝑈𝐶𝑈 † =

(︂
𝐶 0
0 0

)︂
, 𝑈𝐴𝑈 † =

(︂
𝐴11 𝐴12

𝐴21 𝐴22

)︂
, 𝑈𝐵𝑈 † =

(︂
𝐵11 𝐴12

𝐴21 𝐴22

)︂
, (3.25)

ãäå 𝐶 = 𝐴11 − 𝐵11 ∈ C𝑘×𝑘 � ýðìèòîâà ìàòðèöà ïîëíîãî ðàíãà 𝑘, Ñîãëàñíî òåîðåìå î
ïåðåìåæàåìîñòè è, â ÷àñòíîñòè, ôîðìóëå (3.23), ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèö 𝐴,𝐵 è
𝐴22 ñâÿçàíû íåðàâåíñòâàìè

max{𝜆𝑗(𝐴), 𝜆𝑗(𝐵)} ≤ 𝜆𝑗(𝐴22) ≤ min{𝜆𝑗+𝑘(𝐴), 𝜆𝑗+𝑘(𝐵)}, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛− 𝑘, (3.26)

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ 𝑥 ∈ (𝜆𝑗−1(𝐴22), 𝜆𝑗(𝐴22)] ìû èìååì

max{𝜆𝑗−1(𝐴), 𝜆𝑗−1(𝐵)} < 𝑥 ≤ min{𝜆𝑗+𝑘(𝐴), 𝜆𝑗+𝑘(𝐵)}, (3.27)

ò.å.
𝑗 − 1

𝑛
≤ 𝐹𝐴(𝑥), 𝐹𝐵(𝑥) <

𝑗 + 𝑘

𝑛
, (3.28)

è ìû ïðèõîäèì ê (3.24).

Ìîæíî ñäåëàòü ïîõîæåå óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ðàçíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé Ñòèë-
òüåñà ÝÑÌ êîâàðèöèîííûõ âûáîðî÷íûõ ìàòðèö îãðàíè÷åíà ðàíãîì ðàçíîñòè èñõîäíûõ
ïðÿìîóãîëüíûõ ìàòðèö.

Следствие 3.21. Пусть 𝐴,𝐵 ∈ C𝑛×𝑚 – прямоугольные комплексные матрицы. Для
любого 𝑧 ∈ C+ имеет место неравенство

|𝑠𝐴𝐴†(𝑧)− 𝑠𝐵𝐵†(𝑧)| ≤
𝜋 · rank(𝐴−𝐵)

𝑛 · Im 𝑧
. (3.29)

Доказательство. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöû 𝐴𝐴†, îíè æå êâàäðàòû ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë ìàòðè-
öû 𝐴, òàê æå äàþò êâàäðàòû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ýðìèòîâîé ìàòðèöû (𝑛+𝑚)×(𝑛+𝑚)
âèäà (︂

0 𝐴†

𝐴 0,

)︂
èìåþùåé ñèììåòðè÷íûé îòíîñèòåëüíî íóëÿ ñïåêòð. Ïðèìåíÿÿ ê ýòîé ìàòðèöå òåîðåìó
î ïåðåìåæàåìîñòè, ïîëó÷àåì èñêîìûé ðåçóëüòàò.
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3.5 Доказательство теоремы Марченко-Пастура

Çàôèêñèðóåì 𝑧 ∈ C+.

Шаг 1.

Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ñòèëòüåñà ÝÑÌ äâóõ ìàòðèö 𝑋𝑋† è 𝑋 ′𝑋 ′†, ïîñòðîåííûõ
èç ìàòðèö 𝑋,𝑋 ′ ∈ C𝑛×𝑛, îòëè÷àþùèõñÿ îäíèì ñòîëáöîì,

𝑋 = (x1, . . . ,x𝑘−1,x𝑘,x𝑘+1, . . . ,x𝑚), 𝑋 ′ = (x1, . . . ,x𝑘−1,x
′
𝑘,x𝑘+1, . . . ,x𝑚).

Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 3.21 äëÿ ëþáîãî 𝑧 ∈ C+ ðàçíîñòü èõ ïðåîáðàçîâàíèé Ñòèëòüåñà
îãðàíè÷åíà.

|𝑠𝑋𝑋†(𝑧)− 𝑠𝑋′𝑋′†(𝑧)| ≤ 𝜋

𝑛 · Im 𝑧
. (3.30)

Ïîýòîìó, òàêæå êàê â ïðèìåðå 1.25, âîñïîëüçîâàâøèñü íåðàâåíñòâîì Ìàê Äèàðìèäà,
íåðàâåíñòâîì Ìàðêîâà è ëåììîé Áîðåëÿ-Êîíòåëëè, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåð-
æäåíèþ

Лемма 3.22. В условиях теоремы 3.15 для любого фиксированного 𝑧 ∈ C+ имеет
место сходимость

𝑠𝑅𝑘(𝑧) − E𝑠𝑅𝑘(𝑧)
п.н.−−−→
𝑘→∞

0. (3.31)

Шаг 2.

Èäåÿ âòîðîãî øàãà äîêàçàòåëüñòâà � ïîñòðîèòü ðåêóððåíòíóþ ïðîöåäóðó âû÷èñëåíèÿ
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ñòèëòüåñà èñêîìîé ÝÑÌ, ñâÿçàâ âûðàæåíèÿ äëÿ ìàòðèö ðàçíûõ ðàç-
ìåðîâ.

Лемма 3.23. Пусть 𝑋 ∈ C𝑛×𝑚 – комплексая матрица. Запишем ее в виде

𝑋 = (y1, . . . ,y𝑛)
†, (3.32)

где y𝑖 ∈ C𝑚 соответствующие столбцы (а после транспонирования y†
𝑖 – строки), и

пусть
𝑌𝑖 = (y1, . . . ,y𝑖−1,y𝑖+1, . . . ,y𝑛)

†, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 (3.33)

подматрицы полученные из 𝑋 вычеркиванием строки с номером 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Тогда[︁(︀
𝑋𝑋† − 𝑧𝐼𝑛

)︀−1
]︁
𝑖𝑖
= −1

𝑧
· 1

1 + y𝑖†
(︀
𝑌 †
𝑖 𝑌𝑖 − 𝑧𝐼𝑚

)︀−1
y𝑖
. (3.34)

Доказательство. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå äëÿ 𝑖 = 1. Ìû âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé A.5 î
äîïîëíåíèè Øóðà, äîêàçàííîé â ïðèëîæåíèè A.2. Ýòà ëåììà äàåò ôîðìóëó îáðàùåíèÿ
áëî÷íîé ìàòðèöû âèäà

𝑀 =

(︂
𝐴 𝐵
𝐶 𝐷

)︂
,

òàêæå â âèäå áëî÷íîé ìàòðèöû. Â ÷àñòíîñòè, ïðè ðàçìåðå 𝑘×𝑘 âåðõíåãî äèàãîíàëüíîãî
áëîêà 𝐴 ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû òàêîãî æå âåðõíåãî äèàãîíàëüíîãî áëîêà èìåþò âèä[︀

𝑀−1
]︀
𝑖𝑗
=
[︁(︀
𝐴−𝐵𝐷−1𝐶

)︀−1
]︁
𝑖𝑗
, 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑘. (3.35)
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Ïóñòü 𝑋 ∈ C𝑛×𝑚. Òîãäà ìîæåì çàïèñàòü

𝑋 =

(︂
y†

𝑌

)︂
, 𝑋† =

(︀
y 𝑌 †)︀ , 𝑋𝑋† =

(︂
y†y y†𝑌 †

𝑌 y 𝑌 𝑌 †

)︂
. (3.36)

Ôîðìóëà (3.35) ñ 𝑘 = 1, ïðèìåíåííàÿ ê ìàòðèöå

𝑀 = 𝑋𝑋† − 𝑧𝐼𝑛 =

(︂
y†y − 𝑧 y†𝑌 †

𝑌 y 𝑌 𝑌 † − 𝑧𝐼𝑛−1

)︂
. (3.37)

äà¼ò[︁(︀
𝑋𝑋† − 𝑧𝐼𝑛

)︀−1
]︁
11

=
1

(yy† − 𝑧)− y†𝑌 †(𝑌 𝑌 † − 𝑧𝐼𝑛−1)−1𝑌 y
=

=
1

−𝑧 + y†
(︀
𝐼𝑚 − 𝑌 †(𝑌 𝑌 † − 𝑧𝐼𝑛−1)−1𝑌

)︀
y
=

1

−𝑧 − 𝑧 · y†
(︀
𝑌 †𝑌 − 𝑧𝐼𝑚

)︀−1
y
,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ôîðìóëå (3.35).

Упражнение 3.24. Проверьте, что в указанных выше условиях выполняется равен-
ство:

𝐼𝑚 − 𝑌 †(𝑌 𝑌 † − 𝑧𝐼𝑛−1)
−1𝑌 = 𝑧

(︀
𝑧𝐼𝑚 − 𝑌 †𝑌

)︀−1
. (3.38)

Ïðîñóììèðîâàâ îáå ÷àñòè (3.35) è ðàçäåëèâ íà 𝑛, ïîëó÷èì ïðåîáðàçîâàíèå Ñòèëü-
òüåñà ìàòðèöû 𝑋𝑋† â ëåâîé ÷àñòè

𝑠𝑋𝑋†(𝑧) =
1

𝑛
Tr
[︁(︀
𝑋𝑋† − 𝑧𝐼𝑛

)︀−1
]︁
= − 1

𝑛𝑧

𝑛∑︁
𝑖=1

1

1 + y𝑖†
(︀
𝑌 †
𝑖 𝑌𝑖 − 𝑧𝐼𝑚

)︀−1
y𝑖
. (3.39)

Ïîêàæåì ÷òî, åñëè â êà÷åñòâå ìàòðèöû 𝑋 áðàòü ìàòðèöû 𝑋𝑘 èç óñëîâèÿ, òî ïðàâóþ
÷àñòü ìîæíî ñ ëþáîé òî÷íîñòüþ âûðàçèòü ÷åðåç íåãî æå. Âî ïåðâûõ óáåäèìñÿ, ÷òî
ïðèñóòñòâóþùåå â çíàìåíàòåëå ïðîèçâåäåíèå y𝑖

†(︀𝑌 †
𝑖 𝑌𝑖 − 𝑧𝐼𝑚

)︀−1
y𝑖 áëèçêî ê ïðåîáðàçî-

âàíèþ Ñòèëòüåñà ÝÑÌ ìàòðèöû 𝑌 †
𝑖 𝑌𝑖.

Лемма 3.25. Пусть (𝑥𝑖)𝑖∈N – последовательность независимых одинаково распреде-
ленных случайных величин, определенных на одном вероятностном пространстве, та-
ких что E𝑥1 = 0, D|𝑥1| = 1 и E|𝑥1|8 <∞, а

y𝑚 =
1√
𝑚
(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚)

𝑇 ∈ C𝑚, 𝑚 ∈ N

столбцы из 𝑚 таких переменных, нормированные так, чтобы дисперсия компонент
была равна 1/𝑚. Пусть, кроме того, {𝐴𝑛 ∈ C𝑛×𝑛}𝑛∈N – последовательность незави-
симых от (𝑥𝑖)𝑖∈N комплексных квадратных матриц с ограниченной спектральной нор-
мой. Тогда

y†
𝑚𝐴𝑚y𝑚 − 1

𝑚
Tr𝐴𝑚

п.н.−−−→
𝑚→∞

(3.40)

Доказательство. Ñõîäèìîñòü â ñðåäíåì (à òî÷íåå òîæäåñòâåííîå çàíóëåíèå ìàòîæè-
äàíèÿ âñåõ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè) îáåñïå÷èâàåòñÿ íåçàâèñèìîñòüþ êîìïîíåíò âåê-
òîðîâ y𝑚, èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî

E
(︀
𝑦†𝑚,𝑖𝑦𝑚,𝑗

)︀
=
𝛿𝑖𝑗
𝑚
,
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îòêóäà èìååì

E
(︀
y†
𝑚𝐴𝑚y𝑚

)︀
=

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑚∑︁
𝑖=1

E
(︀
(𝐴𝑚)𝑖𝑗𝑦

†
𝑖 𝑦𝑗
)︀
=

1

𝑚
ETr𝐴𝑚. (3.41)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè ïî÷òè íàâåðíîå äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî äëÿ
íåêîòîðîãî 𝑘 ∈ N, 𝐶 > 0 è 𝜀 > 0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

E

(︃⃒⃒⃒⃒
𝑦†𝐴𝑚𝑦 −

1

𝑚
Tr𝐴𝑚

⃒⃒⃒⃒𝑘)︃
⩽

𝐶

𝑚1+𝜀
, (3.42)

ïîñëå ÷åãî äîñòàòî÷íî áóäåò âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé 1.13 Áîðåëÿ-Êàíòåëëè.
Ïðîâåðêó íåðàâåíñòâà (3.42) äëÿ 𝑘 = 4 îôîðìèì â âèäå íèæåñëåäóþùåé ëåììû.

Лемма 3.26. В условиях леммы 3.25 справедлива оценка

E

(︃⃒⃒⃒⃒
𝑦†𝐴𝑚𝑦 −

1

𝑚
Tr𝐴𝑚

⃒⃒⃒⃒4)︃
= 𝑂

(︂
1

𝑚2

)︂
,𝑚→ ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû ìû îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ, çàìåòèâ ëèøü, ÷òî å¼ ìåòîäèêà
âîñïðîèçâîäèò àðãóìåíòû, èñïîëüçîâàííûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Âèãíåðà ìåòî-
äîì ìîìåíòîâ, ñ òîé ðàçíèöåé, ÷òî çäåñü òðåáóåòñÿ àíàëèç ìîìåíòîâ ëèøü äî ÷åòâåðòîãî
ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî.

Упражнение 3.27. Докажите лемму 3.26.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑌𝑘,𝑖 ìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ èç ìàòðèöû 𝑋𝑘 = 𝑋(𝑛𝑘,𝑚𝑘) âû÷åðêèâàíè-
åì ñòðîêè ñ íîìåðîì 𝑖, à ñîîòâåòñòâóþùóþ ñòðîêó y†

𝑘,𝑖. Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîé ýðìèòîâîé

ìàòðèöû 𝑀 ∈ C𝑚×𝑚 ñïåêòðàëüíàÿ íîðìà ìàòðèöû
(︀
𝑀 − 𝑧𝐼𝑚

)︀−1
îãðàíè÷åíà âåëè÷èíîé

1/|ℑ𝑧|, èç äîêàçàííîé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî

y𝑘,𝑖𝑖
†(︀𝑌 †

𝑘,𝑖𝑌𝑘,𝑖 − 𝑧𝐼𝑚
)︀−1

y𝑘,𝑖 = 𝑠𝑌 †
𝑘,𝑖𝑌𝑘,𝑖

(𝑧) + 𝛿𝑘,𝑖

= 𝑐𝑘𝑠𝑌𝑘,𝑖𝑌 †
𝑘,𝑖
(𝑧) + (𝑐𝑘 − 1)/𝑧 + 𝛿𝑘,𝑖 (3.43)

= 𝑐𝑘 E𝑠𝑋𝑘𝑋
†
𝑘
(𝑧) + (𝑐𝑘 − 1)/𝑧 + 𝛿′𝑘,𝑖,

ãäå 𝑐𝑘 = 𝑛𝑘/𝑚𝑘, à 𝛿𝑘,𝑖, 𝛿′𝑘,𝑖 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñõîäÿùèõñÿ ê íóëþ
ïî÷òè íàâåðíîå ïðè 𝑘 → ∞ äëÿ êàæäîãî 𝑖. Çäåñü â ïåðâîì ðàâåíñòâå ìû âîñïîëüçî-
âàëèñü óòâåðæäåíèåì ëåììû 3.25, âî âòîðîì ôîðìóëîé (3.13), ñâÿçûâàþùåé ïðåîáðà-
çîâàíèÿ Ñòèëòüåñà ÝÑÌ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö è ïåðåñòàâëåííûõ ìàòðèö, à â òðåòüåì
òåì, ÷òî 𝑠𝑌𝑘,𝑖𝑌 †

𝑘,𝑖
(𝑧) è 𝑠𝑋𝑘𝑋

†
𝑘
(𝑧) îòëè÷àþòñÿ íà 𝑂(1/𝑛𝑘) ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 3.21, òåì ÷òî

𝑐𝑘 →𝑘→∞ 𝑐, è ëåììîé 3.22 î ñõîäèìîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ñòèëòüåñà ê ñâîåìó ìàòîæèäà-
íèþ.

Ïîäñòàâëÿÿ𝑋𝑘 âìåñòî𝑋 â ôîðìóëó (3.39), è âû÷èñëÿÿ ìàòîæèäàíèå îò îáåèõ ÷àñòåé
ìû ïîëó÷àåì

𝑠𝑅𝑘
(𝑧) =

1

1− 𝑐𝑘 − 𝑧 − 𝑐𝑘𝑧𝑠𝑅𝑘
(𝑧)

+ 𝜖𝑘(𝑧), (3.44)

ãäå ìû ââåëè îáîçíà÷åíèÿ E𝑠𝑅𝑘
(𝑧) = 𝑠𝑅𝑘

(𝑧) è

𝜖𝑘(𝑧) =
1

𝑛𝑘

𝑛𝑘∑︁
𝑖=1

E

(︃
1

1− 𝑐𝑘 − 𝑧 − 𝑐𝑘𝑧𝑠𝑅𝑘
(𝑧)

− 1

1− 𝑐𝑘 − 𝑧 − 𝑐𝑘𝑧𝑠𝑅𝑘
(𝑧)− 𝑧𝛿′𝑘,𝑖

)︃
. (3.45)
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Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî 𝜖𝑘(𝑧) → 0 ïðè 𝑘 → ∞. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî 𝛿′𝑘,𝑖 → 0, ò.å.
ðàçíîñòü çíàìåíàòåëåé äðîáåé ïîä çíàêîì ñóììû ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïî÷òè íàâåðíîå è,
ñëåäîâàòåëüíî, â ñðåäíåì, òîãäà êàê ñàìè çíàìåíàòåëè îòäåëåíû îò íóëÿ ïðè 𝑧 ∈ C+.
Äåéñòâèòåëüíî, ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå îöåíêè

|1− 𝑐𝑘 − 𝑧 − 𝑐𝑘𝑧𝑠𝑅𝑘
(𝑧)| ≥ |ℑ(1− 𝑐𝑘 − 𝑧 − 𝑐𝑘𝑧𝑠𝑅𝑘

(𝑧))| (3.46)

è

ℑ(1− 𝑐𝑘 − 𝑧 − 𝑐𝑘𝑧𝑠𝑅𝑘
(𝑧)) = −ℑ(𝑧 + 𝑐𝑘𝑧𝑠𝑅𝑘

(𝑧)) (3.47)

= −ℑ𝑧
(︂
1 + 𝑐𝑘 E

∫︁
R

𝑥𝑑𝐹𝐿𝑅𝑘
(𝑥)

|𝑥− 𝑧|2

)︂
≤ −ℑ𝑧,

ãäå ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî Supp(𝑑𝐹𝑅𝑘
) ⊂ R≥0.

Óðàâíåíèå (3.44) èìååò äâà ðåøåíèÿ

𝑠±𝑘 (𝑧) =
1− 𝑐𝑘 − 𝑧 + 𝑐𝑘𝑧𝜖𝑘(𝑧)±

√︁
(1− 𝑐𝑘 − 𝑧 − 𝑐𝑘𝑧𝜖𝑘(𝑧))

2 − 4𝑐𝑘𝑧

2𝑐𝑘𝑧
. (3.48)

Íàì îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî èñòèííûì ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå 𝑠+𝑘 (𝑧), êîòîðîå î÷åâèäíî ñõî-
äèòñÿ ê (3.17) â ïðåäåëå 𝑘 → ∞. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî èç ñâîéñòâ ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ñòèëòüåñà ñëåäóåò, ÷òî 𝑠𝑅𝑘

(𝑧) → 0 â ïðåäåëå ℑ𝑧 → ∞ ïðè ôèêñèðîâàííîì ℜ𝑧. Èç
óðàâíåíèÿ (3.44 âèäíî, ÷òî ÷òî ïðè ýòîì òàêæå 𝜖𝑘(𝑧) → 0. Ïîñêîëüêó ýòîìó óñëîâèþ
óäîâëåòâîðÿåò òîëüêî ôóíêöèÿ 𝑠+(𝑧), ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ îáëàñòü â C+, â êîòîðîé
ℑ𝑧 äîñòàòî÷íî âåëèêî, ãäå ðàâåíñòâî 𝑠𝑅𝑘

(𝑧) = 𝑠+𝑘 (𝑧) òî÷íî èìååò ìåñòî. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ýòî âåðíî íå âñþäó â C+. Òîãäà, â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ñòèëòüåñà
ñóùåñòâóåò òî÷êà 𝑧0 ∈ 𝐶+, â êîòîðîé âûïîëíåíî ðàâåíñòâî 𝑠+𝑘 (𝑧0) = 𝑠−𝑘 (𝑧0). Èç ýòîãî ðà-
âåíñòâà ñëåäóåò ðàâåíñòâî íóëþ ïîäêîðåííîãî âûðàæåíèÿ â (3.48), êîòîðîå èìååò ìåñòî
åñëè

𝜖𝑘(𝑧0) =
1− 𝑐𝑘 − 𝑧0 ± 2

√
𝑐𝑘𝑧0

𝑐𝑘𝑧0
. (3.49)

Åñëè ïîäñòàâèòü ýòî âûðàæåíèå íàçàä â (3.48), ìû óâèäèì, ÷òî èç íåðàâåíñòâà (3.47
ñëåäóåò, ÷òî â (3.49) äîëæåí áûòü âûáðàí çíàê ïëþñ, îòêóäà èìååì

𝑠𝑅𝑘
(𝑧0) =

1− 𝑐𝑘 − 𝑧0 +
√
𝑐𝑘𝑧0

𝑐𝑘𝑧0
(3.50)

Íàêîíåö çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 3.14 ïðåîáðàçîâàíèå Ñòèëòüåñà 𝑠𝑅′
𝑘
ÝÑÌ

ìàòðèöû 𝑅′
𝑘 = 𝑋†

𝑘𝑋𝑘, ïîëó÷åííîé èç 𝑅𝑘 ïåðåñòàíîâêîé ñîìíîæèòåëåé, ñâÿçàíà 𝑠𝑅𝑘
(𝑧)

ñîîòíîøåíèåì 3.13. Òî æå ñàìîå ñïðàâåäëèâî äëÿ èõ ìàòîæèäàíèé, ò.å.

𝑠𝑅′
𝑘
(𝑧0) = 𝑐𝑘𝑠𝑅𝑘

(𝑧0) +
𝑐𝑘 − 1

𝑧0
. (3.51)

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà (3.50), ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

1 + 𝑠𝑅′
𝑘
(𝑧0) =

1
√
𝑐𝑘𝑧0

, (3.52)
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êîòîðîå î÷åâèäíî íå ìîæåò áûòü âåðíûì, ïîñêîëüêó ìíèìàÿ ÷àñòü ëåâîé ÷àñòè ïîëî-
æèòåëüíà, à ïðàâîé îòðèöàòåëüíà. Òàêèì îáðàçîì ìû ïîêàçàëè, ÷òî 𝑠𝑅𝑘

(𝑧) = 𝑠+𝑘 (𝑧) äëÿ
âñåõ 𝑧 ∈ C+, à ñëåäîâàòåëüíî.

lim
𝑘→∞

𝑠𝑅𝑘
(𝑧) =

1− 𝑐− 𝑧 +
√︀

(𝑧 − 𝑎+)(𝑧 − 𝑎−)

2𝑐𝑧
, ∀𝑧 ∈ C+, (3.53)

ãäå, 𝑎± = (1 ±
√
𝑐)2. Òàêèì îáðàçîì ìû äîêàçàëè ñõîäèìîñòü ìàòîæèäàíèÿ ïðåîáðà-

çîâàíèÿ Ñòèëòüåñà ÝÑÌ ìàòðèöû 𝑅𝑘 ê ïðàâîé ÷àñòè (3.53), à ñ ó÷åòîì ëåììû 3.22 è
ñõîäèìîñòü ïî÷òè íàâåðíîå ñàìîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ñòèëòüåñà.

Â ïðàâîé ÷àñòè (3.53) ìû âèäèì ôîðìóëó (3.17)) ïðåîáðàçîâàíèÿ Ñòèëòüåñà 𝑠𝑀𝑃 (𝑧)
ðàñïðåäåëåíèÿ Ìàð÷åíêî-Ïàñòóðà. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè 0 < 𝑐 < 1 ôóíêöèÿ àíàëèòè÷íà
íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçîì íà îòðåçêå [𝑎−, 𝑎+] ñîåäèíÿþùèì äâå òî÷êè âåòâ-
ëåíèÿ êâàäðàòíîãî êîðíÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæåò áûòü íàéäåíà
ñ ïîìîùüþ ôîðìóë Ñîõîöêîãî-Ïëåìåëÿ

𝑓𝑀𝑃 (𝑧) = lim
𝑦→0+

1

𝜋
Im 𝑠𝑀𝑃 (𝑧 + i𝑦) =

1

𝜋
·
√︀

(𝑎+ − 𝑥)(𝑥− 𝑎−)

2𝑐𝑥

Ïðè 𝑐 > 1 ôóíêöèÿ 𝑠𝑀𝑃 (𝑧) nfr;t èìååò ïîëþñ 𝑧 = 0,

𝑠𝑀𝑃 (𝑧) ∼ −1− 𝑐−1

𝑧
,

êîòîðûé ãîâîðèò î òîì, ÷òî â òî÷êå 𝑥 = 0 èìååòñÿ àòîì, c âåðîÿòíîñòüþ 1− 𝑐−1.
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Глава 4

Введение в теорию свободной

вероятности

Â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ ìû âèäåëè âîçíèêíîâåíèå ïðåäåëüíûõ çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ
ñïåêòðîâ áîëüøèõ ñëó÷àéíûõ ìàòðèö. Ýòè çàêîíû îáëàäàþò áîëüøîé ñòåïåíüþ óíè-
âåðñàëüíîñòè è çàâèñÿò òîëüêî îò ãëîáàëüíûõ ñèììåòðèé èñõîäíîé çàäà÷è, íî, íàïðè-
ìåð, íå îò îñîáåííîñòåé ðàñïðåäåëåíèé ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ýòî ðîäíèò ñäåëàííûå
óòâåðæäåíèÿ ñ ÇÁ× è ÖÏÒ. Îäíàêî, âñå îíè îòíîñèëèñü ê ïðåäåëüíûì ñòàòèñòèêàì
îäíîé ñëó÷àéíîé ìàòðèöû, òîãäà êàê ÇÁ× è ÖÏÒ â êëàññè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè îïåðè-
ðóþò ñ ñóììàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïðè÷åì ñäåëàâ
óòâåðæäåíèå òèïà ÇÁ× äëÿ îäíîé èëè íåñêîëüêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íåçàâèñèìûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ìîæíî ñäåëàòü ïîäîáíûå óòâåðæäåíèÿ è äëÿ èõ ôóíêöèé. Êàê îá-
ñóæäàëîñü â ãëàâå 1, êëþ÷åâûì ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ñîâìåñòíûå ìîìåíòû
íåñêîëüêèõ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ôàêòîðèçóþòñÿ â ïðîèçâåäåíèå èíäèâèäó-
àëüíûõ ìîìåíòîâ, à, ñîîòâåòñòâåííî, êóìóëÿíòû ðàñïàäàþòñÿ â ñóììó, ò.å. àääèòèâíû.

Â ñëó÷àå ñëó÷àéíûõ ìàòðèö ðîëü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èãðàëè ÝÑÌ. Åñòåñòâåííûé
âîïðîñ, ñóùåñòâóåò ëè àíàëîã ïîíÿòèÿ íåçàâèñèìîñòè, êîòîðûé ïðè ñîâìåñòíîì ðàñ-
ñìîòðåíèè íåñêîëüêèõ òàêèõ îáúåêòîâ ïîçâîëÿë áû äåëàòü ñîäåðæàòåëüíûå óòâåðæäå-
íèÿ î èõ ñîâìåñòíîì ïîâåäåíèè, íàïðèìåð àíàëîãè÷íûå ÇÁ× â êëàññè÷åñêîé âåðîÿò-
íîñòè. Îäíàêî, ïîñêîëüêó ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå íåêîììóòàòèâíî, èìåííî îòñóòñòâèå
êîììóòàòèâíîñòè äîëæíî áûòü êëþ÷åâûì íîâîé òåîðèè îò êëàññè÷åñêîé òåîðèè âåðî-
ÿòíîñòè.

Êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ âåðîÿòíîñòè áàçèðóåòñÿ íà òð¼õ êèòàõ: âåðîÿòíîñòíîì ïðî-
ñòðàíñòâå Ω, åãî 𝜎-àëãåáðå ℱ è âåðîÿòíîñòíîé ìåðå 𝜇. Â ðàìêàõ ýòîé ìîäåëè ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû � ýòî ôóíêöèè âèäà Ω → R èëè Ω → C, à èõ òèïè÷íîå ïîâåäåíèå îïèñûâà-
åòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì. Îäíàêî ìîæíî áûëî áû ñòðîèòü òåîðèþ ïî äðóãîìó,
ïîëîæèâ ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû â îñíîâó òåîðèè, äëÿ ÷åãî íóæíî îïðåäåëèòü äëÿ íèõ îïå-
ðàöèþ âçÿòèÿ ìàòîæèäàíèÿ, îïèñàâ åãî ñâîéñòâà. Èìåííî ýòîò ïîäõîä èñïîëüçóåòñÿ ïðè
ïîñòðîåíèè òåîðèè ñâîáîäíîé âåðîÿòíîñòè, â êîòîðîé ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñòàíîâÿòñÿ
íåêîììóòàòèâíûìè. Çàìåòèì, ÷òî êëàññè÷åñêàÿ (êîììóòàòèâíàÿ) òåîðèÿ åñòåñòâåííî
âëîæåíà â îáùóþ íåêîììóòàòèâíóþ, íî åñòåñòâåííî è íå âåäåò íè ê ÷åìó íîâîìó.

4.1 Некоммутативные вероятностные пространства

Определение 4.1. Íåêîììóòàòèâíûì âåðîÿòíîñòíûì ïðîñòðàíñòâîì называется пара
(A, 𝜏), в которой A — ассоциативная алгебра с единицей над комплексными числами,
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а 𝜏 : A → C — линейный функционал, для которого справедливо равенство 𝜏(1A) = 1.
Если дополнительно выполнено условие 𝜏(𝑥𝑦) = 𝜏(𝑦𝑥), то 𝜏 называется ñëåäîì, а A

— àëãåáðîé ñî ñëåäîì.

Определение 4.2. Алгебра A называется *-àëãåáðîé (стар-алгеброй), если на ней
задана операция *, которая удовлетворяет следующим свойствам:

� инволютивность: (𝑥*)* = 𝑥,

� дистрибутивность: (𝑥+ 𝑦)* = 𝑥* + 𝑦*,

� антиоднородность: (𝑥𝑦)* = 𝑦*𝑥*,

� антилинейность: (𝑐𝑥)* = 𝑐𝑥*.

Элементы 𝑥 ∈ A, обладающие характерными свойствами относительно операции *,
имеют особые названия. Так,

� если 𝑥* = 𝑥, то 𝑥 называется ñàìîñîïðÿæ¼ííûì или ýðìèòîâûì,

� если 𝑥𝑥* = 𝑥*𝑥, то 𝑥 называется íîðìàëüíûì,

� если 𝑥𝑥* = 1A, то 𝑥 называется óíèòàðíûì.

Определение 4.3. Некоммутативное вероятностное пространство (A, *, 𝜏) называ-
ется *-âåðîÿòíîñòíûì ïðîñòðàíñòâîì, если A представляет собой *-алгебру, а функ-
ционал 𝜏 является *-линейным и удовлетворяет свойству 𝜏(𝑥𝑥*) ⩾ 0. Если допол-
нительно из условия 𝜏(𝑥𝑥*) = 0 следует, что 𝑥 = 0, то функционал 𝜏 называется
òî÷íûì.

Ýëåìåíò 𝑥 ∈ A íåêîììóòàòèâíîãî âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà {A, 𝜏} íàçûâàþòñÿ
íåêîììóòàòèâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé. Íèæå, òàì ãäå ýòî íå ïðèâåäåò ê íåäîðàçóìå-
íèþ, ñëîâî �íåêîììóòàòèâíàÿ� áóäåò ÷àñòî îïóñêàòüñÿ.

Пример 4.4. Пусть (Ω,F, 𝜇) — вероятностное пространство. Положим

A := 𝐿∞(Ω, 𝜇) и 𝜏(𝜉) := E(𝜉) =
∫︁
Ω

𝜉(𝜔)𝑑𝜇(𝜔). (4.1)

В качестве операции * можно взять просто комплексное сопряжение. Вместо 𝐿∞(Ω, 𝜇)
также можно использовать

A := 𝐿∞−(Ω, 𝜇) =
⋂︁

1⩽𝑝⩽∞

𝐿𝑝(Ω, 𝜇).

Пример 4.5. Пусть A =𝑀𝑛(C) — алгебра комплексных матриц 𝑛×𝑛, на которой опе-
рацией * является транспонирование с комплексным сопряжением: 𝑀* = 𝑀 †. Тогда
вместе с функционалом

𝜏(𝑀) =
1

𝑛
Tr𝑀

она превращается в *-вероятностное пространство.

Пример 4.6. Это обобщение двух предыдущих примеров: мы задаём алгебру A, опе-
рацию * и функционал 𝜏 как

A :=𝑀𝑛

(︀
𝐿∞−(Ω, 𝜇)

)︀
, 𝑀* :=𝑀 † и 𝜏(𝑀) :=

1

𝑛
E
(︀
Tr𝑀

)︀
. (4.2)
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4.2 Моменты и свободная независимость

Ïóñòü 𝑥 ∈ A � ýëåìåíò íåêîììóòàòèâíîãî âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà {A, 𝜏}. Òàê æå
êàê è â îáû÷íîé òåîðèè âåðîÿòíîñòè, îïðåäåëèì ìîìåíòû ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

𝜇𝑛(𝑥) := 𝜏(𝑥𝑛), (4.3)

èëè â áîëåå îáùåì ñëó÷àå ñìåøàííûå ìîìåíòû íåñêîëüêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 ∈
A.

𝜇𝑛(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) := 𝜏(𝑥1 · · ·𝑥𝑛). (4.4)

Õîòÿ â îáû÷íîé òåîðèè âåðîÿòíîñòè ìîìåíòû íå âñåãäà îïðåäåëÿþò ñëó÷àéíûå âåëè-
÷èíû, â íåêîììóòàòèâíîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü íàáîð
(ñìåøàííûõ) ìîìåíòîâ ñ ðàñïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí).

Êëþ÷åâûì ïîíÿòèåì íåêîììóòàòèâíîé òåîðèè, àíàëîãè÷íûì íåçàâèñèìîñòè â êîì-
ìóòàòèâíîì ñëó÷àå, áóäåò ïîíÿòèå ñâîáîäíîé íåçàâèñèìîñòè. Äëÿ äàëüíåéøåãî óäîáñòâà
ââåäåì îáîçíà÷åíèå

[𝑘] := {1, . . . , 𝑘} (4.5)

äëÿ åñòåñòâåííî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà ïåðâûõ 𝑘 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Определение 4.7. Пусть {A, 𝜏} — некоммутативное вероятностное пространство.
Подалгебры с единицей {A𝑖 ∈ A, 𝑖 ∈ [𝑛]} алгебры A называются свободно независи-
мыми, если для любого набора {𝑎1, . . . , 𝑎𝑘} из 𝑘 ∈ N случайных величин, такого что
𝑎𝑖 ∈ A𝑗(𝑖), 𝑖 ∈ [𝑘], для некоторого отображения 𝑗 : [𝑘] → [𝑛], удовлетворяющего условию
и 𝑗(𝑖) ̸= 𝑗(𝑖+ 1), 𝑖 ∈ [𝑘 − 1], из равенств

𝜏(𝑎𝑖) = 0, для всех 𝑖 ∈ [𝑘] (4.6)

следует равенство

𝜏(𝑎1 · · · 𝑎𝑘) = 0. (4.7)

Также случайные величины 𝑎1, . . . , 𝑎𝑘 ∈ A называются свободно независимыми, ес-
ли подалгебры многочленов A𝑖 = C⟨1, 𝑎𝑖⟩, 𝑖 ∈ [𝑘], порожденные каждой из них, свободно
независимы.

Пример 4.8. Очевидно, независимость и свободная независимость — это разные ве-
щи. Пусть, например, 𝑋, 𝑌 — обычные (коммутативные) независимые случайные ве-
личины с нулевым математическим ожиданием, но ненулевой дисперсией:

E(𝑋) = E(𝑌 ) = 0, D(𝑋) = D(𝑌 ) = 𝜎2 ̸= 0.

Тогда легко видеть, что равенство

E(𝑋𝑌𝑋𝑌 ) = E(𝑋2) · E(𝑌 2) = 𝜎4 ̸= 0

противоречит определению 4.7.

Ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ îáúÿñíÿþò â êàêèõ ñëó÷àÿõ êëàññè÷åñêàÿ íåçàâèñè-
ìîñòü è ñâîáîäíàÿ íåçàâèñèìîñòü âñòðå÷àþòñÿ.
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Предложение 4.9. Пусть (A, *, 𝜏) — *-некоммутативное вероятностное простран-
ство c точным функционалом 𝜏 , и пусть 𝑥, 𝑦 ∈ A его свободно независимые само-
сапряженные случайные величины, коммутирующие между собой, 𝑥 = 𝑥*, 𝑦 = 𝑦* и
𝑥𝑦 = 𝑦𝑥. Тогда по меньшей мере одна из величин – константа,

𝑥 = 𝜏(𝑥) · 1, или/и 𝑦 = 𝜏(𝑥) · 1. (4.8)

Доказательство. Áëàãîäàðÿ êîììóòàòèâíîñòè, ìîæíî âû÷èñëèòü 𝜏(𝑥𝑦𝑥𝑦) äâóìÿ ñïî-
ñîáàìè.

𝜏(𝑥𝑦𝑥𝑦) = 𝜏(𝑥2𝑦2) = 𝜏(𝑥2)𝜏(𝑦2) (4.9)

𝜏(𝑥𝑦𝑥𝑦) = 𝜏(𝑥2)𝜏(𝑦)2 + 𝜏(𝑦2)𝜏(𝑥)2 − 𝜏(𝑥)2𝜏(𝑦)2.

Âû÷èòàÿ îäíî óðàâíåíèå èç äðóãîãî ïðèäåì ê

(𝜏(𝑥2)− 𝜏(𝑥)2)(𝜏(𝑦2)− 𝜏(𝑦)2) = 0. (4.10)

Õîòÿ áû îäíà èç ñêîáîê äîëæíà ðàâíÿòüñÿ íóëþ. Íàïðèìåð

0 = 𝜏(𝑥2)−𝜏(𝑥)2 = 𝜏(𝑥2)−2𝜏(𝑥𝜏(𝑥))+𝜏(𝑥)2 = 𝜏((𝑥−𝜏(𝑥))2) = 𝜏((𝑥−𝜏(𝑥)·1)(𝑥−𝜏(𝑥)·1)*)
(4.11)

Òàê êàê ôóíêöèîíàë 𝜏 � òî÷íûé,

𝑥 = 𝜏(𝑥) · 1. (4.12)

Òàêèì îáðàçîì â ñëó÷àå *-ïðîñòðàíñòâà ñ òî÷íûì 𝜏 ñâîáîäíàÿ íåçàâèñèìîñòü ïëþñ
êîììóòàòèâíîñòü, èìååò ìåñòî òîëüêî äëÿ êîíñòàíò, êîòîðûå íåçàâèñèìû îò âñåãî â
êëàññè÷åñêîì ñìûñëå. Ñâîáîäíàÿ íåçàâèñèìîñòü êîíñòàíò îò âñåãî òàêæå èìååò ìåñòî,
ïðè÷åì â áîëåå îáùåì ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Предложение 4.10. Константы свободно независимы от всего

Доказательство. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äëÿ ëþáîé êîíñòàíòíîé ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû 𝑎 ∈ C · 1 èç 𝜏(𝑎) = 0 ñëåäóåò 𝑎 = 0. Î÷åâèäíî ïðîèçâåäåíèå ñ òàêèì
ñîìíîæèòåëåì òàêæå çàíóëÿåòñÿ.

Õîòÿ, êàê áûëî çàìå÷åíî, ïîíÿòèÿ ñâîáîäíîé è êëàññè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè íå ñîâ-
ïàäàþò, íåêîòîðûå ñïåöèôè÷íûå äëÿ íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ôàêòû ðàñïðî-
ñòðàíÿþòñÿ è íà ñâîáîäíóþ íåçàâèñèìîñòü. Íàïðèìåð, ñìåøàííûå ìîìåíòû íåñêîëüêèõ
êîììóòàòèâíûõ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ôàêòîðèçóþòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ìî-
ìåíòîâ êàæäîé èç íèõ. Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå, êîãäà íåêîòîðûå èç âåëè÷èí âçàèìíî
çàâèñèìû, ðåçóëüòàò ðàçâàëèâàþòñÿ íà ìîìåíòû ïðîèçâåäåíèé òîëüêî âçàèìíî çàâèñè-
ìûõ âåëè÷èí.

Àíàëîãè÷íî, ñìåøàííûå ìîìåíòû íàáîðà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èç ñâîáîäíî íåçàâèñè-
ìûõ ïîäàëãåáð òàêæå ìîæíî çàïèñàòü â òåðìèíàõ ìîìåíòîâ îòäåëüíûõ íàáîðîâ, àññî-
öèèðîâàííûõ ñ êàæäîé èç ñâîáîäíî íåçàâèñèìûõ ïîäàëãåáð.
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Предложение 4.11. Пусть {A, 𝜏} — некоммутативное вероятностное простран-
ство, {A𝑖 ∈ A, 𝑖 ∈ [𝑛]} — набор его свободно независимых подалгебр и B = alg(

⋃︀
𝑖∈[𝑛]A𝑖) —

подалгебра образованая всеми подалгебрами {A𝑖 ∈ A, 𝑖 ∈ [𝑛]}. Тогда ограничение 𝜏 |B
функционала 𝜏 на B однозначно определяется ограничениями 𝜏 |A𝑖

и условием свобод-
ной независимости.

Доказательство. Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå 𝑎1 · · · 𝑎𝑘 ∈ B, òàêîå ÷òî 𝑎𝑖 ∈ A𝑗(𝑖) äëÿ íåêî-
òîðîãî îòîáðàæåíèÿ 𝑗 : [𝑘] → [𝑛], òàêîãî ÷òî 𝑗(𝑖) ̸= 𝑗(𝑖 + 1), 𝑖 ∈ [𝑘 − 1]. Ìû õîòèì
ïîêàçàòü, ÷òî 𝜏(𝑎1 · · · 𝑎𝑘) çàïèñûâàåòñÿ ÷åðåç 𝜏 |A𝑖

, ò.å. ÷åðåç çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà 𝜏
âû÷èñëåííûå íà ýëåìåíòàõ ïîäàëãåáð {A𝑖 ∈ A, 𝑖 ∈ [𝑛]}. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ïî
èíäóêöèè. Äëÿ 𝑘 = 1 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî âåðíî. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

𝑎∘ = 𝑎− 𝜏(𝑎) · 1 (4.13)

äëÿ ñäâèæêè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû 𝑎 ∈ A íà ýëåìåíò êðàòíûé åäèíè÷íîìó, äëÿ êîòîðîé
âåðíî 𝜏(𝑎0) = 0. Òîãäà èìååì

𝜏(𝑎1 · · · 𝑎𝑘) = 𝜏 ((𝑎∘1 + 𝜏(𝑎1) · 1) · · · (𝑎∘𝑘 + 𝜏(𝑎𝑘) · 1)) = 𝜏(𝑎∘1 · · · 𝑎∘𝑘) + . . . . (4.14)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî âûðàæåíèÿ ðàâíî íóëþ ïî ñâîéñòâó ñâîáîäíîé
íåçàâèñèìîñòè, à ïîñëåäóþùèå ñëàãàåìûå, ñîáðàííûå ïîä ìíîãîòî÷èåì, ñîäåðæàò ëèøü
çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà 𝜏 , âû÷èñëåííûå íà ïðîèçâåäåíèè ìåíüøåãî ÷åì 𝑘 ÷èñëà ìíîæè-
òåëåé èç ñâîáîäíî íåçàâèñèìûõ ïîäàëãåáð, êîòîðûå ïî ïðåäïîëîæåíèþ çàïèñûâàþòñÿ
÷åðåç çíà÷åíèÿ 𝜏 íà ýëåìåíòàõ ïîäàëãåáð {A𝑖 ∈ A, 𝑖 ∈ [𝑛]}.

Ìû óâèäåëè, ÷òî ñìåøàííûå ìîìåíòû ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà íåêîììóòàòèâíûõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí çàïèñûâàþòñÿ â òåðìèíàõ ìîìåíòîâ åãî ñâîáîäíî íåçàâèñèìûõ ïîä-
íàáîðîâ. Èñïîëüçóÿ ðåöåïò äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 4.11 ìîæíî ïðèâåñòè ÿâíûå
ïðèìåðû òàêîé çàïèñè.

Пример 4.12. Пусть (A, 𝜏) некоммутативное вероятностное пространство и 𝑎1, 𝑎2, 𝑏1, 𝑏2 ∈
A такие случайные величины, что подалгебры образованные наборами {𝑎1, 𝑎2, 1} и
{𝑏1, 𝑏2, 1} свободно независимы. Тогда

𝜏(𝑎1𝑎2) = 𝜏((𝑎∘1 + 𝜏 (𝑎1))(𝑎
∘
2 + 𝜏(𝑎2))) = 𝜏(𝑎1)𝜏(𝑎2) (4.15)

𝜏(𝑎1𝑏1𝑎2) = 𝜏(𝑎1𝑎2)𝜏(𝑏1) (4.16)

𝜏(𝑎1𝑏1𝑎2𝑏2) = 𝜏(𝑎1𝑎2)𝜏(𝑏1)𝜏(𝑏2) + 𝜏(𝑎1)𝜏(𝑎2)𝜏(𝑏1𝑏2)− 𝜏(𝑎1)𝜏(𝑎2)𝜏(𝑏1)𝜏(𝑏2) (4.17)

Упражнение 4.13. Докажите формулы (4.16,4.17).

Îòëè÷èå ôîðìóë (4.15,4.16) îò ôîðìóëû (4.17) â òîì, ÷òî ïåðâûå äâå ôàêòîðèçóþòñÿ
â ïðîñòîå ïðîèçâåäåíèå, à òðåòüÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ñóììû ïðîèçâåäåíèé. Ýòî íå
ñëó÷àéíî. Ýêñïåðèìåíòèðóÿ ñ á�îëüøèìè ïðîèçâåäåíèÿìè ìîæíî ïîäìåòèòü ïðîñòóþ
çàêîíîìåðíîñòü, ôîðìóëèðóåìóþ â òåðìèíàõ ðàçáèåíèé.

Ïóñòü 𝑎1, . . . , 𝑎𝑘 ∈ A � íàáîð ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ðàçîáüåì åãî íà áëîêè â ñî-
îòâåòñòâèè ñ ïðèíàäëåæíîñòüþ ñîìíîæèòåëåé ê ïîäàëãåáðàì èç íåêîòîðîãî íàáîðà
(A𝑖)𝑖∈[𝑛] ñâîáîäíî íåçàâèñèìûõ ïîäàëãåáð: 𝑎𝑖 ∈ A𝑗(𝑖), 𝑖 ∈ [𝑘]. Ñîîòâåòñòâóþùåå ðàçáèåíèå
𝜋 = (𝑉1, . . . , 𝑉|𝜋|), ìíîæåñòâà [𝑘] = 𝑉1⊔· · ·⊔𝑉|𝜋|, îïðåäåëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì 𝑗 : [𝑘] → [𝑛]:

𝑖 ∼𝜋 𝑙, åñëè 𝑗(𝑖) = 𝑗(𝑙), 𝑖, 𝑙 ∈ [𝑘]. (4.18)

Áóäåì ïèñàòü 𝜋 = ker(𝑗) := [𝑘]/ ∼.
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Определение 4.14. Разбиение 𝜋 называется перекрестным, если найдутся номера
𝑖1 < 𝑙1 < 𝑖2 < 𝑙2, такие что

𝑗(𝑖1) = 𝑗(𝑖2) ̸= 𝑗(𝑙1) = 𝑗(𝑙2). (4.19)

В противном случае 𝜋 — неперекрестное разбиение.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ P(𝑘) äëÿ ìíîæåñòâà âñåõ ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà [𝑘] è 𝑁𝐶(𝑘) äëÿ
åãî ïîäìíîæåñòâà íåïåðåêðåñòíûõ ðàçáèåíèé. Ïðîñòàÿ ñòðóêòóðà ôîðìóë (4.15,4.16)
ïðîèñõîäèò èç ñëåäóþùåãî î÷åâèäíîãî, íî âàæíîãî ñâîéñòâà íåïåðåêðåñòíûõ ðàçáèåíèé.

Утверждение 4.15. Пусть 𝜋 ∈ 𝑁𝐶(𝑘) — неперекрестное разбиение. Тогда в нем
существует хотя бы один блок 𝑉 = {𝑙, . . . , 𝑙 +𝑚} для некоторых 𝑙 ∈ [𝑘] и 0 ≤ 𝑚 ≤
𝑘 − 𝑙, между элементами которого нет элементов из других блоков, т.е. 𝑗(𝑙) = · · · =
𝑗(𝑙 +𝑚) ̸= 𝑗(𝑠) для любого 𝑠 ∈ [𝑘]∖𝑉 .

Ïîñêîëüêó, òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâåäåíèå 𝑎𝑙 · · · 𝑎𝑙+𝑚 ñâîáîäíî íåçàâèñèìî îò âcåõ
îñòàëüíûõ ñîìíîæèòåëåé, â ñèëó ìóëüòèëèíåéíîñòè âûðàæåíèÿ 𝜏(𝑎1 · · · 𝑎𝑘) ïî ñîìíî-
æèòåëÿì àðãóìåíòà è ïðåäëîæåíèÿ 4.11 îíî âîéäåò â âûðàæåíèå äëÿ 𝜏(𝑎1 · · · 𝑎𝑘) òîëüêî
÷åðåç ñîìíîæèòåëü 𝜏(𝑎𝑙 · · · 𝑎𝑙+𝑚). Ðàçáèåíèå îñòàâøååñÿ ïîñëå óäàëåíèÿ áîëêà 𝑉 ñíî-
âà íåïåðåêðåñòíîå. Ïîâòîðÿÿ ýòî ðàññóæäåíèå äî èñ÷åðïàíèÿ âñåãî íàáîðà 𝑎1, . . . , 𝑎𝑘
ïðèõîäèì ê óòâåðæäåíèþ.

Утверждение 4.16. Пусть {A, 𝜏} — некоммутативное вероятностное простран-
ство, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑘 ∈ A — случайные величин из набора (A𝑖)𝑖∈[𝑛] свободно независимых
подалгебр алгебры A, 𝑎𝑖 ∈ A𝑗(𝑖), 𝑖 ∈ [𝑘], причем отображение 𝑗 : [𝑘] → [𝑛] таково, что
𝜋 = ker(𝑗) ∈ 𝑁𝐶(𝑘) — неперекрестное разбиение. Тогда имеет место равенство.

𝜏(𝑎1 · · · 𝑎𝑘) = 𝜏𝜋(𝑎1, . . . , 𝑎𝑘) :=
∏︁
𝑉 ∈𝜋

𝜏

(︃−→∏︁
𝑖∈𝑉

𝑎𝑖

)︃
, (4.20)

где стрелка над произведением подразумевает, что случайные величины входят в про-
изведение в таком же порядке, как в произведении в левой части.

Â ñëó÷àå, êîãäà 𝜋 � ïåðåêðåñòíîå ðàçáèåíèå ñòðóêòóðà ïðàâîé ÷àñòè áîëåå ñëîæ-
íàÿ. Îíà èìååò âèä ñóììû ïî íåïåðåêðåñòíûì ðàçáèåíèÿì, è åå îáùàÿ ñòðóêòóðà íå
î÷åâèäíà.

4.3 Некомутативная центральная предельная теорема.

Ñ ïîñòðîåííûì èíñòðóìåíòàðèåì ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü àíàëîãè óòâåðæäåíèé êëàñ-
ñè÷åñêîé òåîðèè âåðîÿòíîñòè î ñõîäèìîñòè íåêîììóòàòèâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Äëÿ
ýòîãî ìû ñíà÷àëà îïðåäåëèì ïîíÿòèå ñõîäèìîñòè â íåêîììóòàòèâíîì ñëó÷àå.

Определение 4.17. Пусть ((A𝑛, 𝜏𝑛))𝑛∈N и (A, 𝜏) – набор некоммутативных вероят-
ностных пространств. Пусть {𝑎𝑘 ∈ A𝑘, 𝑘 ∈ N} — последовательность случайных ве-
личин. Мы говорим, что последовательность (𝑎𝑘)𝑘∈N сходится по распределению (или
в смысле моментов) к величине 𝑎 ∈ A,

𝑎𝑘 ===⇒
𝑘→∞

𝑎 (4.21)
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тогда и только тогда, когда

lim
𝑘→∞

𝜏𝑘(𝑎
𝑛
𝑘) = 𝜏(𝑎𝑛) для всех 𝑛 ∈ N. (4.22)

Замечание 4.18. Также можно рассматривать некоммутативные случайные ве-
личины, которые в свою очередь являются функциями на некотором классическом
вероятностном пространстве, как например случайные матрицы, подразумевая что
их моменты являются измеримыми функциями на этом пространстве. Тогда имеет
смысл говорить о различных модах сходимости: в среднем, по вероятности, почти
наверное и т.д., по аналогии со слабой сходимостью случайных мер, обсуждавшейся
выше.

Êàê áóäåò ÿñíî äàëåå, â íåêîììóòàòèâíîì ñëó÷àå ðîëü íîðìàëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû èç êëàññè÷åñêîé ÖÏÒ áóäåò èãðàòü ïîëóêðóãîâàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.

Определение 4.19. Пусть (A, 𝜏) — некоммутативное вероятностное пространство.
Случайная величина 𝑎 ∈ A называется полукруговой случайной величиной, 𝑎 ∼ 𝑆𝐶(𝜎),
если для некоторого 𝜎 ∈ (0,+∞)

𝜏(𝑎𝑛) = 𝜎𝑛
{︂
𝐶𝑘, 𝑛 = 2𝑘 ∈ 2N
0, 𝑛 ∈ 2N− 1

, (4.23)

где 𝐶𝑘 = 1
𝑘+1

𝐶𝑘
2𝑘 — числа Каталана. Если 𝜎 = 1 мы говорим о стандартной полукру-

говой случайной величине 𝑆𝐶(1) := 𝑆𝐶.

Äàííîå îïðåäåëåíèå îòñûëàåò íàñ ê ïîëóêðóãîâîìó çàêîíó Âèãíåðà, ìîìåíòû êîòî-
ðîãî ñîâïàäàþò ñ ìîìåíòàìè ñòàíäàðòíîé ïîëóêðóãîâîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû â íåêîì-
ìóòàòèâíîì ïðîñòðàíñòâå. Áîëåå òåñíóþ ñâÿçü íåêîììóòàòèâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ
êëàññè÷åñêèìè âåðîÿòíîñòíûìè ìåðàìè ìû îáñóäèì íåñêîëüêî ïîçæå. Òåïåðü ÷ôîðìó-
ëèðóåì íåêîììóòàòèâíûé àíàëîã ÖÏÒ âìåñòå ñ êëàññè÷åñêèì êîììóòàòèâíûì àíàëî-
ãîì.

Теорема 4.20. Пусть (A, 𝜏) – некоммутативное вероятностное пространство и (𝑎𝑛 ∈
A)𝑛∈N — последовательность свободно независимых (коммутирующих и независимых)
одинаково распределенных случайных величин, таких что

𝜏(𝑎𝑘) = 0, 𝜏(𝑎2𝑘) = 𝜎2, (4.24)

𝜏(𝑎𝑛𝑘) = 𝜏(𝑎𝑛𝑘′) для любых 𝑘, 𝑘′, 𝑛 ∈ N и sup
𝑛,𝑘∈N

𝜏(𝑎𝑛𝑘) <∞. (4.25)

Тогда случайная величина

𝑆𝑛 =
𝑎1 + · · ·+ 𝑎𝑛√

𝑛

сходится по распределению к полукруговой (нормальной) случайной величине.

𝑆𝑛 ===⇒
𝑛→∞

𝑆𝐶(𝜎) (𝑆𝑛 ===⇒
𝑛→∞

𝒩 (0, 𝜎)). (4.26)

Доказательство. Âû÷èñëèì ìîìåíò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû 𝑆𝑛 ïîðÿäêà 𝑘.

𝜏(𝑆𝑘𝑛) = 𝑛− 𝑘
2 𝜏
(︀
(𝑎1 + · · ·+ 𝑎𝑛)

𝑘
)︀

(4.27)

= 𝑛− 𝑘
2

∑︁
{𝑗:[𝑛]→[𝑘]}

𝜏(𝑎𝑗(1) · · · 𝑎𝑗(𝑘))

= 𝑛− 𝑘
2

∑︁
𝜋∈P(𝑘)

∑︁
{𝑗:[𝑛]→[𝑘]|ker(𝑗)=𝜋}

𝜏(𝑎𝑗(1) · · · 𝑎𝑗(𝑘))
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Çäåñü ìû ñíà÷àëà ðàñêðûëè ñêîáêè â 𝑘-òîé ñòåïåíè ñóììû, ïðåâðàòèâ åå â ñóììó ïðî-
èçâåäåíèé èç 𝑘 ñîìíîæèòåëåé êàæäîå, à ïîòîì â ñóììå ïî âñåì íàáîðàì 𝑗(1), . . . , 𝑗(𝑘)
èç 𝑘 èíäåêñîâ ÿâíî âûäåëèëè ñóììèðîâàíèå ïî íàáîðàì, ñîîòâåòñòâóþùèì îäèíàêîâûì
ðàçáèåíèÿì åå íà áëîêè ñ îäèíàêîâûìè íîìåðàìè. Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû 𝑎𝑘 îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû, çíà÷åíèå 𝜏(𝑎𝑗(1) · · · 𝑎𝑗(𝑘)) çàâèñèò òîëüêî îò ðàç-
áèåíèÿ 𝜋 = ker(𝑗). Ïîýòîìó âíóòðåííþþ ñóììó ìîæíî íåìåäëåííî âû÷èñëèòü,

𝜏(𝑆𝑘𝑛) = 𝑛− 𝑘
2

∑︁
𝜋∈P(𝑘)

𝐴|𝜋|
𝑛 𝑔(𝜋). (4.28)

Â ýòîì âûðàæåíèè 𝐴|𝜋|
𝑛 = 𝑛(𝑛 − 1) · · · (𝑛 − |𝜋| + 1) � ÷èñëî ñïîñîáîâ âûáðàòü |𝜋| èç 𝑛

íîìåðîâ âõîäÿùèõ â áîëêè ðàçáèåíèÿ 𝜋 = (𝑉1, . . . , 𝑉|𝜋|), à ôóíêöèÿ ðàçáèåíèÿ 𝑔(𝜋) =
𝜏(𝑎𝑗(1) · · · 𝑎𝑗(𝑘)) äëÿ ëþáîãî íàáîðà 𝑗 : [𝑘] → [𝑛], ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçáèåíèþ 𝜋. Ïðè

áîëüøèõ 𝑛, 𝐴|𝜋|
𝑛 ≍ 𝑛|𝜋|, òîãäà êàê 𝑔(𝜋) îò 𝑛 íå çàâèñèò. Ïîýòîìó â ñóììå (4.28) âûæèâàþò

òîëüêî ñëàãàåìûå, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçáèåíèÿì èç

|𝜋| ≥ 𝑘/2 (4.29)

áëîêîâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè â ðàçáèåíèè åñòü õîòÿ áû îäèí áëîê èç îäíîãî ýëåìåíòà,
íàïðèìåð 𝑉1 = {1}, òî è â ñâîáîäíî íåçàâèñèìîì è â êîììóòàòèâíî íåçàâèñèìîì ñëó÷àÿõ
áóäåì èìåòü

𝜏(𝑎1𝑎𝑗(2) · · · 𝑎𝑗(𝑘)) = 𝜏(𝑎1)𝜏(𝑎𝑗(2) · · · 𝑎𝑗(𝑘)) = 0. (4.30)

Ïîýòîìó âñå áëîêè ñîñòîÿò ìèíèìóì èç äâóõ ýëåìåíòîâ, îòêóäà ñëåäóåò

|𝜋| ≤ ⌊𝑘/2⌋.

Ñîïîñòàâëÿÿ ýòî ñ (4.29) èìååì

𝜏(𝑆𝑘𝑛) −−−→
𝑛→∞

{︂∑︀
𝜋∈P2(𝑘)

𝑔(𝜋), 𝑘 ∈ 2N,
0, 𝑘 ∈ 2N− 1,

, (4.31)

ãäå âûæèâøèå ðàçáèåíèÿ 𝜋 ∈ P2(𝑘) � ñîñòîÿò èç áëîêîâ ðàçìåðîì äâà, òî åñòü îáðàçóþò
ìíîæåñòâî ïîïàðíûõ ðàçáèåíèé èëè ïàðàñî÷åòàíèé.

Äî ñèõ ïîð ìû íå äåëàëè ðàçíèöû ìåæäó ñëó÷àÿìè ñâîáîäíî íåçàâèñèìûõ è êîì-
ìóòàòèâíûõ è íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ýòà ðàçíèöà ïðîÿâëÿåòñÿ ëèøü ïðè
âû÷èñëåíèè ôóíêöèè 𝑔(𝜋). Äëÿ êîììóòàòèâíûõ è íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è
𝜋 ∈ P2(𝑘) c èìååì

𝑔(𝜋) =
∏︁
𝑉 ∈𝜋

𝜏(𝑎2𝑉 ) = 𝜎𝑘, 𝑘 ∈ 2N (4.32)

Äëÿ ñâîáîäíî íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, âîñïðîèçâîäÿ ðàññóæäåíèÿ ïðèâåäøèå
íàñ ê óòâåðæäåíèþ 4.16, ìîæíî ðàñôàêòîðèçîâàòü 𝜏(𝑎𝑗(1) · · · 𝑎𝑗(𝑘)) íà âçàèìíî ñâîáîäíûå
è âçàèìíî íåïåðåêðåñòíûå ÷àñòè. Îñòàâøèåñÿ ïåðåêðåñòíûå ÷àñòè, áóäó÷è ïàðàñî÷åòà-
íèÿìè, ñîñòîÿò èç ÷åðåäóþùèõñÿ ñâîáîäíî íåçàâèñèìûõ âåëè÷èí ñ íóëåâûì ñðåäíèì,
è, ñëåäîâàòåëüíî, çàíóëÿþòñÿ âñåãäà, êðîìå ñëó÷àåâ, êîãäà èñõîäíûå ðàçáèåíèÿ íå ñî-
äåîæàò ïåðåêðåñòíûõ ïîäðàçáèåíèé, ò.å. ñàìè íåïåðåêð¼ñòíû. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ñî-
ãëàñíî ôîðìóëå (4.20) ñíîâà èìååò ìåñòî ôîðìóëà (4.32). Â èòîãå ïðè ÷åòíûõ 𝑘 èìåþò
ìåñòî ôîðìóëû

𝜏(𝑆𝑘𝑛) −−−→
𝑛→∞

𝜎𝑘|P2(𝑘)| = 𝜎𝑘(𝑘 − 1)!!, (4.33)
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äëÿ êîììóòàòèâíûõ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è

𝜏(𝑆𝑘𝑛) −−−→
𝑛→∞

𝜎𝑘|𝑁𝐶2(𝑘)| = 𝜎𝑘𝐶𝑘/2. (4.34)

äëÿ íåêîììóòàòèâíûõ ñâîáîäíî íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ÷òî äîêàçûâàåò îáà
óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû.

4.4 Свободные кумулянты и неперекрестные разбие-
ния.

Êàê ìû óæå îáñóæäàëè â ãëàâå 1 â îáû÷íîé òåîðèè âåðîÿòíîñòè äëÿ âû÷èñëåíèé (íà-
ïðèìåð ïðè âûâîäå ÇÁ× è ÖÏÒ) âìåñòî ìîìåíòîâ çà÷àñòóþ ëó÷øå ïîäõîäÿò êóìóëÿí-
òû � òàêæå ïîëèëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû îò ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, îáëàäàþùèå, îäíàêî,
ñâîéñòâîì àääèòèâíîñòè, ïî îòíîøåíèþ ê ñëîæåíèþ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.
Ñîâìåñòíûå ìîìåíòû íàáîðà èç 𝑛 ∈ N ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñâÿçàíû ñ êóìóëÿíòàìè
ôîðìóëîé (1.18) ÷åðåç ñóììèðîâàíèå ïî ìíîæåñòâó P(𝑛) ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà [𝑛]. Â
ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìû âèäåëè ïðèìåð òîãî, ÷òî òàì, ãäå â îáû÷íîé òåîðèè âåðîÿòíî-
ñòè âîçíèêàëè ðàçáèåíèÿ, â òåîðèè ñâîáîäíîé âåðîÿòíîñòè ïîÿâèëèñü íåïåðåêðåñòíûå
ðàçáèåíèÿ. Îêàçûâàåòñÿ, ýòà àíàëîãèÿ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ è äàëüøå è èãðàåò êëþ÷åâóþ
ðîëü â êîìáèíàòîðèêå ñâîáîäíîé âåðîÿòíîñòè.

Определение 4.21. Пусть (A, 𝜏) – вероятностное пространство. Для любого 𝑛 ∈ N
момент 𝜇𝑛 : A𝑛 → C порядка 𝑛 это полилинейный функционал 𝑛 случайных величин,
такой что для 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 ∈ A

𝜇𝑛(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = 𝜏(𝑎1 · · · 𝑎𝑛). (4.35)

Äàëåå äëÿ îïðåäåëåíèÿ êóìóëÿíòîâ ìû âîñïîëüçóåìñÿ àíàëîãîì ñîîòíîøåíèÿ (1.18),
ñâÿçûâàþùåãî ìîìåíòû è êóìóëÿíòû â îáû÷íîé òåîðèè âåðîÿòíîñòè. Äàëåå ìû îïðåäå-
ëèì ñîâìåñòíûå ñâîáîäíûå êóìóëÿíòû êàê ñåìåéñòâî {𝜅𝑛 : A𝑛 → C}𝑛∈N ïîëèëèíåéíûõ
ôóíêöèîíàëîâ, à òàêæå èõ ìóëüòèïëèêàòèâíûå îáîáùåíèÿ

𝜅𝜋(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) :=
∏︁
𝐼∈𝜋

𝜅|𝐼|(𝑎𝐼) (4.36)

èíäåêñèðîâàííûå íåïåðåêðåñòíûìè ðàçáèåíèÿìè 𝜋 ∈ 𝑁𝐶(𝑛) ìíîæåñòâà [𝑛]. Çäåñü ïðî-
èçâåäåíèå â ïðàâîé ÷àñòè ïî âñåì áëîêàì ðàçáèåíèÿ 𝜋, à 𝑎𝐼 = (𝑎𝑖1 , . . . , 𝑎𝑖|𝐼|) � ïîä-
íàáîð íàáîðà (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛), ñîîòâåòñâóþùèé îäíîìó èç áëîêîâ ðàçáèåíèÿ 𝜋. Êóìóëÿíò
𝜅𝑛(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) äàåò ÷àñòíûé ñëó÷àé òàêîãî ìóëüòèïëèêàòèâíîãî îáîáùåíèÿ, ñîîòâåòñòâó-
þùèé ðàçáèåíèþ èç îäíîãî áëîêà 𝐼 = [𝑛], êîòîðîå îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ 𝜋 = 1𝑛.

Определение 4.22. Пусть {𝜇𝑛 : A𝑛 → C}𝑛∈N – семейство совместных моментов,
определенных формулой (4.35). Тогда семейство {𝜅𝑛 : A𝑛 → C}𝑛∈N совместных свобод-
ных кумулянтов и их мультипликативные версии (4.36) однозначно определяются
соотношениями

𝜇𝑛(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) =
∑︁

𝜋∈𝑁𝐶(𝑛)

𝜅𝜋(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛). (4.37)
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Äëÿ îáîñíîâàíèÿ òîãî, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå íåïðîòèâîðå÷èâî è îäíîçíà÷íî îáñó-
äèì ñíà÷àëà íåêîòîðûå ñâîéñòâà íåïåðåêðåñòíûõ ðàçáèåíèé. Âî ïåðâûõ íà ìíîæåñòâå
𝑁𝐶(𝑛) ìîæíî ââåñòè ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê.

Определение 4.23. Пусть 𝜋, 𝜎 ∈ 𝑁𝐶(𝑛) – неперекрестные разбиения. Соотношение

𝜋 ≤ 𝜎

имеет место тогда и только тогда, когда любой блок из 𝜋 содержится в каком либо
блоке 𝜎.

Â ÷àñòíîñòè, ëþáûõ äâóõ ðàçáèåíèé 𝜋, 𝜎 ∈ 𝑁𝐶(𝑛) ìîæíî âñåãäà íàéòè íàèìåíüøóþ
âåðõíþþ, 𝜋 ∨ 𝜎, è íàèáîëüøóþ íèæíþþ, 𝜋 ∧ 𝜎, ãðàíèöû. (Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ïðîñòûì
íàëîæåíèåì êàðòèíîê ðàçáèåíèé. Ôîðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî ìû îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ.)

Åùå îäíî âàæíîå, õîòÿ è î÷åâèäíîå, ñâîéñòâî ñîñòîèò â òîì, ÷òî äàëüíåéøåå ðàçáèå-
íèå íåïåðåêðåñòíîãî ðàçáèåíèÿ íåïåðåêðåñòíî òîãäà è òîëüêî, êîãäà ðàçáèåíèå êàæäîãî
åå áëîêà íåïåðåêðåñòíî.

Утверждение 4.24. Пусть 𝜋 = (𝑉1, . . . , 𝑉𝑘) ∈ 𝑁𝐶[𝑛] – неперекрестное разбиение мно-
жества [𝑛], и 𝜋𝑖 ∈ P(𝑉𝑖), 𝑖 = 1, . . . , 𝑘 - дальнейшие разбиения ее блоков. Тогда разбиение⋃︀𝑘
𝑖=1 𝜋𝑖 неперекрестно (относительно линейного порядка в [𝑛]) тогда и только тогда,

когда каждое из разбиений 𝜋𝑖 неперекрестно.

Òåïåðü ìû ìîæåì âåðíóòüñÿ ê îáîñíîâàíèþ îïðåäåëåíèÿ ñâîáîäíûõ êóìóëÿíòîâ.

Лемма 4.25. Определение (4.22) однозначно и непротиворечиво.

Доказательство. Ñíà÷àëà äîïîëíèì ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå 𝑁𝐶(𝑛) íåïåðå-
êðåñòíûõ ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà [𝑛] äî ïîëíîãî ïîðÿäêà è ïî àíàëîãèè ñ (4.36)) îïðåäå-
ëèì ñîâìåñòíûå ìîìåíòû, èíäåêñèðîâàííûå ýëåìåíòàìè 𝑁𝐶(𝑛).

𝜇𝜋(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) :=
∏︁
𝐼∈𝜋

𝜇|𝐼|(𝑎𝐼). (4.38)

Òîãäà èñõîäÿ èç óòâåðæäåíèÿ 4.24, äëÿ òàêèõ ìîìåíòîâ áóäåì èìåòü.

𝜇𝜋 =
∑︁

{𝜎∈𝑁𝐶(𝑛):𝜎≤𝜋}

𝜅𝜎. (4.39)

Ìû ïîëó÷èëè ëèíåéíóþ ñèñòåìó |𝑁𝐶(𝑛)| óðàâíåíèé íà êóìóëÿíòû 𝜅𝜎, çàäàííóþ âåðõíå-
òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé ñ åäèíèöàìè íà äèàãîíàëè. Î÷åâèäíî òàêàÿ ñèñòåìà âñåãäà èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Â òîì, ÷òî 𝜅𝜋 ñîãëàñóåòñÿ ñ ôîðìóëîé (4.36)) ìîæíî óáåäèòüñÿ
ïî èíäóêöèè.

Êàê îòìå÷àëîñü â ãëàâå 1 â êîììóòàòèâíîì ñëó÷àå ñîâìåñòíûå êóìóëÿíòû íåçàâèñè-
ìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàâíû íóëþ. Àíàëîãè÷íûì ñâîéñòâîì îáëàäàþò è ñâîáîäíûå
êóìóëÿíòû â íåêîììóòàòèâíîì ïðîñòðàíñòâå ïî îòíîøåíèþ ê ñâîáîäíîé íåçàâèñèìîñòè.

Теорема 4.26. Пусть (A, 𝜏) – некоммутативное вероятностное пространство, а
A1, . . . ,A𝑘 ⊂ A – его подалгебры. Тогда чтобы A1, . . . ,A𝑚 были свободно независимы
необходимо и достаточно, чтобы все кумулянты включающие элементы из разных по-
далгебр были равны нулю, т.е. для любого 𝑛 ≥ 2 и 𝑗 : [𝑛] → [𝑘], такого что 𝑗(𝑙) ̸= 𝑗(𝑘)
для некоторых 1 ≤ 𝑙 ̸= 𝑘 ≤ 𝑛, и любых 𝑎1, . . . , 𝑎𝑘, таких что 𝑎𝑖 ∈ A𝑗(𝑖), 𝑖 = 1, . . . , 𝑘,

𝜅𝑛(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = 0. (4.40)
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Доказательство. Ñíà÷àëà äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 ∈ A,, ëþáûå öåí-
òðèðîâàííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, 𝜏(𝑎𝑖) = 0, òàêèå ÷òî 𝑎𝑖 ∈ 𝐴𝑗(𝑖) äëÿ âñåõ 𝑖 ∈ [𝑛],
ïðè÷åì îòîáðàæåíèå 𝑗 : [𝑛] → [𝑘] òàêîâî, ÷òî

𝑗(𝑖) ̸= 𝑗(𝑖+ 1), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛− 1. (4.41)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñìåøàííûå êóìóëÿíòû çàíóëÿþòñÿ. Âûïèøåì ôîðìóëó (4.37) äëÿ
ñâÿçè ìåæäó ìîìåíòàìè è êóìóëÿíòàìè. Èç-çà (4.41), â ñóììó â ïðàâîé ÷àñòè äàþò
âêëàä òîëüêî òå ñëàãàåìûå, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ðàçáèåíèÿì 𝜋 ∈ 𝑁𝐶(𝑛), ãäå íè â
îäíîì áëîêå íåò äâóõ ñîñåäíèõ èíäåêñîâ, íàïðèìåð {𝑖, 𝑖+1}. Îäíàêî â ñèëó óòâåðæäåíèÿ
4.15, äîëæåí áûòü õîòÿ áû îäèí áëîê, ñîñòîÿùèé òîëüêî èç èíäåêñîâ èäóùèõ ïîäðÿä. Â
íàøåì ñëó÷àå òàêîé áëîê ìîæåò ñîñòîÿòü òîëüêî èç îäíîãî èíäåêñà, è äà¼ò ìíîæèòåëü
𝜅1(𝑎𝑖) = 0, çàíóëÿþùèé âñå îñòàâøèåñÿ ñëàãàåìûå. Äîñòàòî÷íîñòü äîêàçàíà

Äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìîñòè áóäåò ñîñòîÿòü èç ðàññìîòðåíèÿ íåñêîëüêèõ ÷àñòíûõ
ñëó÷àåâ, êîòîðûå äàëåå ïðèâåäóò íàñ ê îáùåìó óòâåðæäåíèþ.

Êàê ìû çàìåòèëè ðàíüøå â ïðåäëîæåíèè 4.10 êîíñòàíòû ñâîáîäíû îò âñåãî. Ïîýòî-
ìó íàëè÷èå åäèíèöû ñðåäè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí â êóìóëÿíòå äîëæíî î÷åâèäíî äîëæíî
ïðèâîäèòü ê åãî çàíóëåíèþ.

Лемма 4.27. Пусть в условиях теоремы 𝑎𝑖 = 1 для некоторого 𝑖 ∈ [𝑛]. Тогда

𝜅𝑛(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = 0, 𝑛 ≥ 2 (4.42)

Доказательство. Ïóñòü 𝑎1 = 1. Äëÿ 𝑛 = 2 èìååì

𝜅2(𝑎1, 𝑎2) = 𝜇2(𝑎1, 𝑎2)− 𝜇1(𝑎1)𝜇1(𝑎2) = 0. (4.43)

Òî åñòü â ýòîì ñëó÷àå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî. Èñïîëüçóåì ýòî êàê áàçó èíäóêöèè
è ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå ëåììû ñïðàâåäëèâî äëÿ 𝜅𝑛−1. Òîãäà äëÿ 𝜅𝑛 áóäåì
èìåòü

𝜅𝑛(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = 𝜇𝑛(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛)−
∑︁

𝜋∈𝑁𝐶(𝑛),𝜋 ̸=1𝑛

𝜅𝜋(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = 𝜇𝑛(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) (4.44)

Çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî ãèïîòåçå, íåíóëåâûå ñëàãàåìûå â ñóììå ñîîòâåòñòâóþò ðàçáèå-
íèÿì, â êîòîðûõ åäèíèöà íàõîäèòñÿ â îòäåëüíîì áëîêå, ò.å. âõîäèò â êóìóëÿíò ÷åðåç
ìíîæèòåëü 𝜅1(1) = 𝜏(1) = 1. Î÷åâèäíî îñòàëüíûå ìíîæèòåëè äàþò ñóììó ïî 𝑁𝐶(𝑛−1)
è ñóììèðóþòñÿ â 𝜇𝑛−1(𝑎2, . . . , 𝑎𝑛) = 𝜏(𝑎2 · · · 𝑎𝑛) = 𝜏(1 ·𝑎2 · · · 𝑎𝑛) = 𝜇𝑛(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛), ÷òî äàåò
óòâåðæäåíèå ëåììû.

Следствие 4.28.

𝜅𝑛(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = 𝜅𝑛(𝑎1 − 𝜏(𝑎1), . . . , 𝑎𝑛 − 𝜏(𝑎1)), 𝑛 ≥ 2, (4.45)

ò.å. äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü öåíòðèðîâàííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.
Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî A1, . . . ,A𝑘 � ñâîáîäíî íåçàâèñèìû è ðàññìîòðèì ÷àñòíûé

ñëó÷àé, êîãäà íèêàêàÿ ïàðà ñîñåäíèõ ýëåìåíòîâ íå ïðèíàäëåæèò îäíîé òîé æå ïîäàë-
ãåáðå.

Лемма 4.29. Пусть в условиях теоремы 𝑗(𝑖) ̸= 𝑗(𝑖 + 1), 𝑖 ∈ [𝑛 − 1]. Тогда выполнено
соотношение (4.40).
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Доказательство.

0 = 𝜏(𝑎1 − 𝜏(𝑎1), . . . , 𝑎𝑛 − 𝜏(𝑎𝑛)) =
∑︁

𝜋∈𝑁𝐶(𝑛)

𝜅𝜋(𝑎1 − 𝜏(𝑎1), . . . , 𝑎𝑛 − 𝜏(𝑎𝑛))

= 𝜅𝑛(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) +
∑︁

⎧⎨⎩ 𝜋 = (𝑉1, . . . , 𝑉𝑘) ∈ 𝑁𝐶(𝑛) :
𝜋 ̸= 1𝑛; |𝑉𝑖| ≥ 2; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛

⎫⎬⎭
𝜅𝜋(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛),

ãäå âî âòîðîì ðàâåíñòâå ìû ÿâíî îïóñòèëè íóëåâûå ñëàãàåìûå ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçáè-
åíèÿì, ñîäåðæàùèì îäèíàðíûé áëîê, äàþùèé ìíîæèòåëü 𝑘1(𝑎1 − 𝜏(𝑎𝑖)) = 0, âîñïîëü-
çîâàëèñü ñëåäñòâèåì 4.28 è ÿâíî âûäåëèëè ñëàãàåìîå ñîîòâåòñòâóþùåå 𝜋 = 1𝑛. Äàëåå
äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ïî èíäóêöèè. Äëÿ 𝑛 = 2 ñóììû íåò, è óòâåðæäåíèå ëåììû
î÷åâèäíî âûïîëíåíî. Ïðåäïîëîæèâ, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ 𝜅𝑖 c 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛− 1,
çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 4.24 â ëþáîì ñëàãàåìîì ïîä çíàêîì ñóììû íàé-
äåòñÿ ìíîæèòåëü 𝜅𝑚(𝑎𝑖, . . . , 𝑎𝑖+𝑚−1) c 2 ≤ 𝑚 < 𝑛, ðàâíûé íóëþ ïî ïðèíÿòîé ãèïîòåçå.
Îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû.

Åùå îäíà ëåììà ïîçâîëèò ïîñòðîèòü øàã èíäóêöèè äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìî-
ñòè.

Лемма 4.30. Пусть 𝜂 ∈ 𝑁𝐶(𝑛 − 1), 𝜂𝑖→{𝑖,𝑖+1} ∈ 𝑁𝐶(𝑛) – разбиение множества [𝑛]
получающееся из 𝜂 заменой 𝑖 → {𝑖, 𝑖 + 1} и 𝜎 = (1, . . . , 𝑖 − 1, {𝑖, 𝑖 + 1}, 𝑖 + 2, . . . , 𝑛) ∈
𝑁𝐶(𝑛) – разбиение множества [𝑛], в котором все блоки одинарны, кроме одного 𝑉𝑖 =
{𝑖, 𝑖+ 1}. Тогда

𝜅𝜂(𝑎1, . . . , 𝑎𝑖𝑎𝑖+1, . . . , 𝑎𝑛) =
∑︁

{𝜋∈𝑁𝐶(𝑛):𝜋∨𝜎=𝜂𝑖→{𝑖,𝑖+1}}

𝜅𝜋(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛). (4.46)

Разбиение 𝜋 ∨ 𝜎 – наименьшая верхняя грань разбиений 𝜋, 𝜎 ∈ 𝑁𝐶, т.е. наименьшее
разбиение, блоки которого содержат блоки обеих разбиений 𝜋 и 𝜎. Суммирование идет
по таким разбиениям 𝜋 ∈ 𝑁𝐶(𝑛), которые либо совпадают с 𝜂𝑖→{𝑖,𝑖+1}, либо превра-
щаются в нее соединением двух разных блоков содержащих 𝑖 и 𝑖+ 1 по отдельности.

Доказательство. Ðàâåíñòâî äîêàçûâàåòñÿ ñóììèðîâàíèåì ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòè ðàâåí-
ñòâà (4.46) ïî 𝜂 ≤ 𝜁 ∈ 𝑁𝐶(𝑛−1). Ñîãëàñíî (4.37) ñëåâà áóäåì èìåòü 𝜇𝜁(𝑎1, . . . , 𝑎𝑖𝑎𝑖+1, . . . , 𝑎𝑛).
Ñîîòâåòñòâåííî ñïðàâà äâîéíàÿ ñóììà ïðåâðàòèòñÿ â ñóììèðîâàíè ïî 𝑁𝐶(𝑛) ∋ 𝜋 ≤
𝜁 𝑖→{𝑖,𝑖+1}, ÷òî äàñò 𝜇𝜁𝑖→{𝑖,𝑖+1}(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛). Î÷åâèäíî ýòè âåëè÷èíû ðàâíû, ÷òî äîêàçûâàåò
ëåììó.

Íàêîíåö ìû ìîæåì çàêîí÷èòü äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìîñòè. Äëÿ 𝑛 = 2 îíî ñëåäóåò
èç ëåììû 4.29. Ïðåäïîëîæèì îíî âåðíî è äëÿ êóìóëÿíòîâ 𝜅𝑖 ñ 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1. Òàê êàê
äëÿ ñëó÷àÿ 𝑗(𝑖) ̸= 𝑗(𝑖+1), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛−1 òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ëåììû 4.29,
ïðåäïîëîæèì 𝑗(𝑖) = 𝑗(𝑖 + 1) äëÿ íåêîòîðîãî 𝑖 ∈ [𝑛− 1], è çàïèøåì ôîðìóëó (4.46) äëÿ
ñïåöèàëüíîãî ñëó÷àÿ 𝜂 = 1𝑛−1.

𝜅𝑛−1(𝑎1, . . . , 𝑎𝑖𝑎𝑖+1, . . . , 𝑎𝑛) = 𝜅𝑛(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) +
∑︁

{𝜋∈𝑁𝐶(𝑛):𝜋∨𝜎=1𝑛;𝜋 ̸=1𝑛}

𝜅𝜋(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛). (4.47)

Â ïðàâîé ÷àñòè ìû ÿâíî âûäåëèëè ñëàãàåìîå, ñîîòâåòñòâóþùåå ìàêñèìàëüíîìó ðàç-
áèåíèþ. Ëåâàÿ ÷àñòü ðàâíà íóëþ ïî èíäóêöèè. Ñóììà æå â ïðàâîé ÷àñòè âêëþ÷àåò
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ðàçáèåíèÿ âèäà 𝜋 = 𝑉1, 𝑉2 èç äâóõ áëîêîâ ñîäåðæàùèõ 𝑖 ∈ 𝑉1 è 𝑖+ 1 ∈ 𝑉2 ïî ïî îòäåëü-
íîñòè, çíà÷åíèå ôóíêöèè 𝑗 : [𝑛] → [𝑘] íå ïîñòîÿííî õîòÿ áû â îäíîì èç íèõ. Ïîýòîìó,
õîòÿ áû îäèí èç ñîìíîæèòåëåé 𝜅𝑉1 , 𝜅𝑉2 çàíóëÿåòñÿ ïî ñäåëàííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, ò.å. è
âñÿ ñóììà, è, êàê ñëåäñòâèå, 𝜅𝑛(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛), ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Èç ïîëó÷åííîé òåîðåìû ñëåäóåò àääèòèâíîñòü ñâîáîäíûõ êóìóëÿíòîâ ïî îòíîøåíèþ
ê ñâîáîäíîé íåçàâèñèìîñòè.

Следствие 4.31. Пусть (A, 𝜏) – некоммутативное вероятностное пространство и
𝑎, 𝑏 ∈ A свободно независимые случайные величины. Тогда

𝜅𝑛(𝑎+ 𝑏) = 𝜅𝑛(𝑎) + 𝜅𝑛(𝑏) (4.48)

для всех 𝑛 ∈ N.

4.5 *-вероятностные пространства и вероятностные ме-
ры.

Èç íåêîììóòàòèâíîé ÖÏÒ ìû óâèäåëè, ÷òî â íåêîììóòàòèâíûõ ïðîñòðàíñòâàõ åñòå-
ñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò ìîìåíòû îáû÷íûõ ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòè èçâåñòíûõ
íàì èç êëàññè÷åñêîé òåîðèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Íàñêîëüêî ýòî îáùàÿ ñèòóàöèÿ? Êà-
êèå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû (â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå) ìîæíî âñòðåòèòü â íåêîììóòàòèâíîé
òåîðèè â òàêîì êîíòåêñòå?

Òàê êàê èçíà÷àëüíî ìû ðàññìàòðèâàëè íåêîììóòàòèâíîå ïðîñòðàíñòâà íàä êîì-
ïëåêñíûì ïîëåì, åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ìîìåíòû, à ñëåäîâàòåëüíî è
ñàìè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû áóäóò êîìïëåêñíîçíà÷íûìè. Òåì íå ìåíåå, êàæäàÿ êîìïëåêñ-
íîçíà÷íàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà åñòü ñóììà å¼ äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòåé, êàæäàÿ
èç êîòîðûõ, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðåäñòàâëåíà ÷èñòî âåùåñòâåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé.
Ïîýòîìó ñëó÷àé âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí â íåêîòîðîì ñìûñëå áàçîâûé,
òîãäà êàê êîìïëåêñíîçíà÷íûé ñòðîèòñÿ íà åãî îñíîâå. Ïîýòîìó ìû â ïåðâóþ î÷åðåäü
îáñóäèì åãî è ëèøü ñëåãêà çàòðîíåì îáùèé ñëó÷àé.

Ïîñêîëüêó èñõîäíûìè äàííûìè, õàðàêòåðèçóþùèìè íåêîììóòàòèâíûå ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû, ÿâëÿåòñÿ â íàøåé (óçêîé) ôîðìóëèðîâêå íàáîð ìîìåíòîâ, óìåñòíî ïîñòàâèòü
ñëåäóþùèé âîïðîñ. Ïóñòü çàäàí íàáîð âåùåñòâåííûõ ÷èñåë {𝜇𝑛}𝑛∈Z≥0

. Ïðè êàêèõ óñëî-
âèÿõ ñóùåñòâóåò íåîòðèöàòåëüíàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà 𝜇 íà R, òàêàÿ ÷òî ñîîòíîøåíèÿ

𝜇𝑛 =

∫︁
R
𝑥𝑛𝑑𝜇(𝑥), (4.49)

âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ëþáîãî 𝑛 ∈ Z≤0. Ýòà çàäà÷à èçâåñòíà êàê ïðîáëåìà Ãàìáóðãåðà. Îïè-
øåì âêðàòöå åå ðåøåíèå. (Ïðè ýòîì ìû óïîìÿíåì íåñêîëüêî ôàêòîâ èç ôóíêöèîíàëüíî-
ãî àíàëèçà, âîçìîæíî íå çíàêîìûõ ÷èòàòåëþ. Ïîñêîëüêó ýòî îïèñàíèå áóäåò ñëóæèòü
ëèøü êàê ìîòèâàöèÿ äëÿ äàëüíåéøåãî ñàìîçàìêíóòîãî èçëîæåíèÿ, îíî íå îñëîæíèò
ïîíèìàíèÿ ìàòåðèàëà. )

Ïóñòü 𝜇� êîíå÷íàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà íà R, òàêàÿ ÷òî âñå åå ìîìåí-
òû êîíå÷íû. Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ íà R ñ êîìïëåêñíûìè
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êîýôôèöèåíòàìè. Íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå ìàòîæèäàíèå ïî ìåðå 𝜇 çàäàåò çàäàåò íåîòðè-
öàòåëüíî îïðåäåëåííóþ ïîëóòîðàëèíåéíóþ ôîðìó,

⟨𝑃,𝑄⟩𝐿2(R,𝜇) := E𝑃 *𝑄 =

∫︁
R
𝑃 *(𝑥)𝑄(𝑥)𝑑𝜇(𝑥), (4.50)

êîòîðàÿ â ÷àñòíîñòè îïðåäåëÿåò ïîëóíîðìó1 ||𝑃 || =
√︀
⟨𝑃, 𝑃 ⟩𝐿2(R,𝜇). Îòôàêòîðèçîâàâ

ïîëó÷åííîå ïðîñòðàíñòâî ïî ïîäïðîñòðàíñòâó ìíîãî÷ëåíîâ ñ íóëåâîé ïîëóíîðìîé è ïî-
ïîëíèâ åãî ïî ïîëó÷åííîé íîðìå ìû ïîñòðîèì Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà
ñ÷åòíûé áàçèñ ìîíîìîâ {𝑥𝑛}∞𝑛=0. Òîãäà áåñêîíå÷íàÿ ìàòðèöà Ãàíêåëÿ 𝑀 = {𝜇𝑖+𝑗}∞𝑖,𝑗=0 �
íè ÷òî èíîå êàê ìàòðèöà Ãðàììà ýòîãî áàçèñà. Íå òðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ëþ-
áîå îãðàíè÷åíèå ýòîé ìàòðèöû ðàçìåðà 𝑛 × 𝑛 íà 𝑛 ∈ N ïåðâûõ ñòðî÷åê è ñòîëáöîâ
çàäàåò íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó. Ýòî òðåáîâàíèå ê ìàòðèöå
𝑀 ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ïîëîæèòåëüíîé
áîðåëåâñêîé ìåðû.

Îíî æå ÿâëÿåòñÿ è äîñòàòî÷íûì. ×òîáû ïðîéòè ïî ýòîìó ïóòè â îáðàòíóþ ñòîðîíó,
ñòàðòóÿ ñ Ãèëüáåðòîâîãî ïðîñòðàíñòâà, íàòÿíóòîãî íà áàçèñ ñ ìàòðèöåé Ãðàììà 𝑀 , çà-
äàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì, íóæíî
ïîñìîòðåòü íà ìîìåíòû, êàê íà ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îïðåðàòîðà óìíîæåíèÿ íà 𝑥𝑛

𝜇𝑛 = ⟨1, 𝑥𝑛1⟩, (4.51)

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, îïåðàòîðà ñäâèãà ìîíîìíûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ: 𝑥𝑛 : 𝑥𝑚 → 𝑥𝑛+𝑚.
Òàêîé îïåðàòîð î÷åâèäíî ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì ïîëîæèòåëüíûì îïåðàòîðîì, è ìî-
æåò áûòü ðàñøèðåí äî ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà, äåéñòâèå êîòîðîãî, ñîãëàñíî ñïåê-
òðàëüíîé òåîðåìå äëÿ îãðàíè÷åííûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå, çàäàåòñÿ â òåðìèíàõ èíòåãðàëà ïî ñïåêòðàëüíîé ìåðå, à ìàòðè÷íûå ýëåìåí-
òû, ñîîòâåòñòâåííî, â âèäå (4.49). Óïîìÿíåì, ÷òî ïðèâåäåííîå ðåøåíèå íå îáåñïå÷èâàåò
åäèíñòâåííîñòè ìåðû, êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, ãàðàíòèðóåòñÿ êðèòåðèåì Êàðëåìàíà
(1.11).

Âîïðîñ êîòîðûé ìû õîòèì âûÿñíèòü â êîíòåêñòå íåêîììóòàòèâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí çâó÷èò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ïî ýëåìåíòó 𝑥 íåêîììóòàòèâíîãî
âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïîñòðîèòü âåðîÿòíîñòíóþ
ìåðó 𝜇𝑥 íà R, òàêóþ ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà 𝑃 : C → C ðàâåíñòâî

𝜏(𝑃 (𝑥)) =

∫︁
R
𝑃 (𝑧)𝑑𝜇𝑥(𝑧) (4.52)

èìååò ìåñòî? Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå ýòîò æå âîïðîñ ñòàâèòñÿ îòíîñèòåëüíî íàáîðîâ
íåêîììóòàòèâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, à òàêæå îòíîñèòåëüíî âåðîÿòíîñòíîé ìåðû íà
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Îòâåòû íà ýòè âîïðîñû ìû îôîðìèì â âèäå íàáîðà óòâåðæäå-
íèé, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðûõ îñòàâèì ÷èòåòåëþ.

Êàê ìû âèäåëè, êëþ÷åâóþ ðîëü â ðåøåíèè ïðîáëåìû Ãàìáóðãåðà èãðàåò íàëè÷èå
ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Òàêàÿ æå âîçìîæíîñòü èìååòñÿ
è â íåêîììóòàòèâíîì ñëó÷àå *-âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ïóñòü (A, *, 𝜏) � *-âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî. Â ñèëó íåðàâåíñòâà 𝜏(𝑥𝑥*) ⩾ 0,
ñïðàâåäëèâîãî ïðè âñåõ 𝑥 ∈ A, ôóíêöèîíàë 𝜏(𝑥) çàäà¼ò íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåë¼ííóþ

1Полунормой называется неотрицательный функционал на элементах линейного пространства, удо-
влетворяющий аксиомам нормы кроме требования обращения в ноль только на нулевом элементе.
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ïîëóòîðàëèíåéíóþ ôîðìó:
⟨𝑥, 𝑦⟩𝐿2(𝜏) := 𝜏(𝑥𝑦*). (4.53)

Ýòà ïîëóòîðàëèíåéíàÿ ôîðìà îïðåäåëÿåò ïîëóíîðìó

‖𝑥‖𝐿2(𝜏) :=
√︁

⟨𝑥, 𝑥⟩𝐿2(𝜏) (4.54)

è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó Коши-Буняковского-Шварца⃒⃒
⟨𝑥, 𝑦⟩𝐿2(𝜏)

⃒⃒
⩽ ‖𝑥‖𝐿2(𝜏) · ‖𝑦‖𝐿2(𝜏). (4.55)

Åñëè ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ôóíêöèîíàë 𝜏 áûë òî÷íûì, òî ïîëóíîðìà ñòàíåò íîðìîé.
Îäíàêî íàì ýòî ïîêà íå ïîíàäîáèòñÿ.

Ïóñòü òåïåðü 𝑥 = 𝑥* ∈ A � ñàìîñîïðÿæåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Òîãäà, äëÿ ìî-
ìåíòîâ âåëè÷èíû 𝑥 ñïðàâåäëèâû неравенства Ляпунова:⃒⃒

𝜏(𝑥2𝑘−1)
⃒⃒1/(2𝑘−1)

⩽
⃒⃒
𝜏(𝑥2𝑘)

⃒⃒1/(2𝑘)
⩽
⃒⃒
𝜏(𝑥2𝑘+2)

⃒⃒1/(2𝑘+2)
, (4.56)

êîòîðûå äîêàçûâàþòñÿ ïî èíäóêöèè, ñòàðòóÿ ñ (4.55). Èç ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè
⃒⃒
𝜏(𝑥2𝑘)

⃒⃒1/(2𝑘)
ïî 𝑘 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë (êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé)

𝜌(𝑥) = lim
𝑘→∞

⃒⃒
𝜏(𝑥2𝑘)

⃒⃒1/(2𝑘)
. (4.57)

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïðåäåë, îïðåäåë¼ííûé ôîðìóëîé (4.57), êîíå÷åí, ãîâîðÿò, ÷òî ýëå-
ìåíò 𝑥 ÿâëÿåòñÿ ограниченным, à âåëè÷èíó 𝜌(𝑥) íàçûâàþò åãî спектральным радиусом.
Êðîìå òîãî äëÿ âñåõ 𝑘 ∈ N èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî⃒⃒

𝜏(𝑥𝑘)
⃒⃒
≤ 𝜌(𝑥)𝑘. (4.58)

Ïóñòü 𝑥 � îãðàíè÷åííûé ñàìîñîïðÿæåííûé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà (A, *, 𝜏). Òîãäà
äëÿ íåãî ìîæíî îïðåäåëèòü àíàëîã преобразования Стильтьеса:

𝑆𝑥(𝑧) = 𝜏
(︀
(𝑥− 𝑧)−1

)︀
=

−1

𝑧
𝜏

(︂
1

1− 𝑥/𝑧

)︂
= −

∞∑︁
𝑘=0

𝜏(𝑥𝑘)

𝑧𝑘+1
(4.59)

(óêàçàííûå â ôîðìóëå (4.59) âûðàæåíèÿ íóæíî ÷èòàòü â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè, ïî-
ñêîëüêó ñòîÿùèé ñïðàâà ðÿä Ëîðàíà èìååò ÿñíûé ñìûñë, à âñ¼, ÷òî íàõîäèòñÿ ñëåâà îò
íåãî, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïðåäåëÿåìûå ïîíÿòèÿ).

Õîòÿ äëÿ îãðàíè÷åííûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ íåêîììóòàòèâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
ìîæíî äóìàòü î òàê îïðåäåëåííîì ïðåîáðàçîâàíèè Ñòèòüåñà, êàê î ôîðìàëüíîì ðÿäå,
âàæíóþ èíôîðìàöèþ íåñåò îáëàñòü â êîòîðîé ýòîò ðÿä ñóììèðóåòñÿ ê àíàëèòè÷åñêîé
ôóíêöèè: ïðåîáðàçîâàíèè Ñòèëòüåñà âåðîÿòíîñòíîé (êîíå÷íîé íåîòðèöàòåëüíîé) ìåðû
àíàëèòè÷íî âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, êðîìå íîñèòåëÿ ìåðû.

Â ñèëó (4.57) ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè (4.59) î÷åâèäíî ñõîäèòñÿ â îáëàñòè |𝑧| > 𝜌(𝑥).
Îáëàñòü àíàëèòè÷íîñòè îäíàêî ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü è âíóòðü ýòîãî äèñêà, âïëîòü äî
âåùåñòâåííîé îñè. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ îöåíîê, êîòîðûå
ìîæíî ñäåëàòü, ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâàìè (4.56) è èõ ñëåäñòâèÿìè (4.57,4.58).
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Упражнение 4.32. Пусть 𝑥 ∈ A - ограниченная самосопряженная случайная вели-
чина, и 𝑟 ∈ R. Докажите, что выполняется следующее равенство.

𝜌(𝑥2 + 𝑟2) = 𝜌(𝑥)2 + 𝑟2 (4.60)

Верхняя оценка следует из неравенства (4.58), нижняя из самосопряженности 𝑥,
гарантирующей положительность 𝜏(𝑥2𝑘), и неравенства Гельдера.

Упражнение 4.33. Пусть 𝑥 ∈ A - нормальная самосопряженная случайная величина,
𝑥𝑥* = 𝑥*𝑥, такая что самосопряженный элемент 𝑥𝑥* – ограничен. Докажите что

|𝜏(𝑥𝑘)| ≤ |𝜏
(︀
(𝑥𝑥*)𝑘

)︀
|1/2 ≤ 𝜌(𝑥𝑥*)𝑘/2, (4.61)

для любого 𝑘 ∈ N.

Îòñþäà ìîæíî âèäåòü, ÷òî ðÿä 𝑆𝑥+i𝑟(𝑧+ 𝑖𝑟), ïîëó÷åííûé èç îïðåäåëåíèÿ (4.59) ñäâè-
ãîì ïåðåìåííîé ïåðåìåííîé è ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íà îäíî è òî æå ÷èñòî ìíèìîå ÷èñëî,
ñõîäèòñÿ â îáëàñòè

|𝑧 + i𝑟| >
√︀
𝜌(𝑥)2 + 𝑟2. (4.62)

Òàêèì îáðàçîì, òîãäà êàê ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ðÿäû 𝑆𝑥(𝑧) è 𝑆𝑥+i𝑟(𝑧+𝑖𝑟) â ïåðåñå÷åíèè
îáëàñòåé èõ ñõîäèìîñòè ñîâïàäàþò, â ïðåäåëå 𝑟 → ±∞ íåðàâåíñòâî (4.62) ãàðàíòèðóåò
ñõîäèìîñòü âòîðîãî ðÿäà â C±.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû ïðîäîëæèòü îáëàñòü àíàëèòè÷íîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ñòèëòüåñà
íà âíåøíîñòü äèñêà ìåíüøåãî ðàäèóñà, ÷åì 𝜌(𝑥) íåëüçÿ.

Упражнение 4.34. Пусть 𝑥 ∈ A - ограниченная самосопряженная случайная величи-
на. Покажите, что предположение об аналитичности 𝑆𝑥(𝑧) в области 𝑧 > 𝜌(𝑥)−𝜖 для
0 < 𝜖 < 𝜌(𝑥) приводит к противоречию с неравенством (4.58). (Используйте инте-
гральную формулу Коши для вычисления моментов величины 𝑥 из ее преобразования
Стилтьеса и определение спектрального радиуса (4.57).

Ìû âûÿñíèëè, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ñòèëòüåñà 𝑆𝑥(𝑧) ñàìîñîïðÿæåííîé îãðàíè÷åííîé
âåëè÷èíû 𝑥 àíàëèòè÷íî â C∖[−𝜌(𝑥), 𝜌(𝑥)]. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî íîñèòåëü
ïîëó÷åííîé ìåðû áóäåò ñîñðåäîòî÷åí íà îòðåçêå âåùåñòâåííîé îñè [−𝜌(𝑥), 𝜌(𝑥)]. Òåì íå
ìåíåå íàì âñå åùå íåîáõîäèìî óáåäèòüñÿ, ÷òî êîýôôèöèåíòû ïîëó÷åííûõ ðÿäîâ äåé-
ñòâèòåëüíî ÿâëÿþòñÿ ìîìåíòàìè òàêîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû. Äëÿ ýòîãî ìîæíî áûëî áû
ïîéòè ïî ïóòè, îñíîâàííîìó íà ïîñòðîåíèè ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà, ïîäîáíîìó îïè-
ñàííîìó â íà÷àëå ðàçäåëà ìåòîäó ðåøåíèÿ ïðîáëåì ìîìåíòîâ Ãàìáóðãåðà. Ýòî è åñòü
íàèáîëåå ïðàâèëüíûé ìåòîä, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ðàáîòàòü ñ íàáîðàìè â òîì ÷èñëå è
íåîãðàíè÷åííûõ íåêîììóòàòèâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, è â íàèáîëåå îáùåì âàðèàíòå
òðåáóåò ïðèâëå÷åíèÿ êîíöåïöèé èç òåîðèè 𝐶* àëãåáð èëè àëãåáð ôîí-Íåéìàíà (îãðàíè-
÷åííûõ îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâàõ).

Îäíàêî â íàøåì îãðàíè÷åííîì ñëó÷àå ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
ìû âîñïîëüçóåìñÿ áîëåå ïðîñòûì ôàêòîì. Ïîêàæåì, ÷òî 𝜏 çàäàåò îãðàíè÷åííûé ôóíê-
öèîíàë 𝜏 : 𝑃 → 𝜏(𝑃 (𝑥)) íà ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ íà êîìïàêòå [−𝜌(𝑥), 𝜌(𝑥)], êîòî-
ðûé ìîæíî ïðîäîëæèòü äî ôóíêöèîíàëà ñ åäèíè÷íîé îïåðàòîðíîé íîðìîé ‖𝜏‖ = 1 íà
ïðîñòðàíñòâå 𝐶([−𝜌(𝑥), 𝜌(𝑥)]) íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñ íîðìîé

‖𝑓‖𝐶([−𝜌(𝑥),𝜌(𝑥)]) = sup
𝑥∈[−𝜌(𝑥),𝜌(𝑥)]

|𝑓(𝑥)|.

Ïî òåîðåìå Ðèññà êàæäûé òàêîé ôóíêöèîíàë ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå èíòåãðàëà ïî íåêî-
òîðîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðå.
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Определение 4.35. Функция 𝛼 : [𝑎, 𝑏] → R называется функцией ограниченной вари-
ации на отрезке [𝑎, 𝑏], если

TV[𝑎,𝑏](𝛼) := sup
{𝑎≤𝑥0<···<𝑥𝑘≤𝑏;𝑘∈N}

𝑘∑︁
𝑖=1

|𝛼(𝑥𝑖)− 𝛼(𝑥𝑖−1)| <∞, (4.63)

Теорема 4.36. (Рисс)
Пусть 𝐴 : 𝐶([𝑎, 𝑏]) → R – непрерывный линейный функционал. Тогда существу-

ет единственная непрерывная справа функция ограниченной вариации 𝛼(𝑥), 𝛼(𝑎) = 0,
такая что для любой функции 𝑓 ∈ 𝐶([0, 1]) действие 𝐴 можно представить в виде
интеграла Лебега-Стилтьеса

𝐴[𝑓 ] =

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝛼(𝑥), (4.64)

причем
‖𝐴‖𝑜𝑝 := sup

{𝑓∈𝐶([𝑎,𝑏]):‖𝑓‖=1}
|𝐴(𝑓)| = TV[𝑎,𝑏](𝛼). (4.65)

Çàìåòèì, ÷òî íåïðåðûâíûå ñïðàâà ôóíêöèè îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè 𝛼(𝑥) íà [𝑎, 𝑏],
òàêèå ÷òî 𝛼(𝑎) = 0, íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ êîíå÷íûìè (çíà-
êîïåðåìåííûìè) áîðåëåâñêèìè ìåðàìè íà [𝑎, 𝑏]. Â ÷àñòíîñòè åñëè â óñëîâèè òåîðåìû
Ðèññà 𝑇𝑉[𝑎,𝑏](𝛼) = 1 è 𝐴(1) = 1 îäíîâðåìåííî, òî 𝛼 îïðåäåëÿåò âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó íà
[𝑎, 𝑏].

Äëÿ ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû Ðèññà ê íàøåé çàäà÷å, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöè-
îíàë 𝜏 : 𝑃 → 𝜏(𝑃 (𝑥)), íà ìíîæåñòâå ìíîãî÷ëåíîâ îãðàíè÷åí (è ïîòîìó íåïðåðûâåí) è
èìååò åäèíè÷íóþ îïðåàòîðíóþ íîðìó.

Предложение 4.37. Пусть 𝑥 ∈ A – ограниченный самосопряженный элемент. Тогда

|𝜏(𝑃 (𝑥))| ≤ sup
𝑦∈[−𝜌(𝑥),𝜌(𝑥)]

|𝑃 (𝑦)|. (4.66)

Доказательство. Íàìåòèì äîêàçàòåëüñòâî. Â îáùåì ñëó÷àå ìíîãî÷ëåíû îò ñàìîñîïðÿ-
æåííûõ ýëåìåíòîâ óæå íå ñàìîñîïðÿæåííûå, íî âñåãäà íîðìàëüíûå. Ïîýòîìó ìîæíî
ñâåñòè ðàññìîòðåíèå îáùåãî ìíîãî÷ëåíà 𝑃 (𝑥) ê ðàññìîòðåíèþ ñàìîñîïðÿæåííîãî ìíî-
ãî÷ëåíà 𝑃 (𝑥)𝑃 (𝑥) è âîñïîëüçîâàòüñÿ íåðàâåíñòâîì (4.61). Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷-
íî îãðàíè÷èòüñÿ ñëó÷àåì ìíîãî÷ëåíîâ ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, êîòîðûå ïî
ïðåæíåìó îãðàíè÷åíû è ñàìîñîïðÿæåíû. Äëÿ òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ äåéñòâóåò íåðàâåí-
ñòâî (4.58),

|𝜏(𝑃 (𝑥)| ≤ 𝜌(𝑃 (𝑥)). (4.67)

Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ 𝜌(𝑃 (𝑥)), îïðåäå-
ëÿåìûé êàê ìèíèìàëüíûé ðàäèóñ äèñêà â C âíå êîòîðîãî ïðåîáðàçîâàíèå Ñòèëòüåñà
𝑆𝑃 (𝑥)(𝑧) àíàëèòè÷íî, îãðàíè÷åí âûðàæåíèåì â ïðàâîé ÷àñòè (4.66). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷-
íî ïîêàçàòü ÷òî ôóíêöèþ 𝑆𝑃 (𝑥)(𝑧) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîíòóðíîãî èíòåãðàëà

𝑆𝑃 (𝑥)(𝑧) =

∮︁
𝛾

𝑆𝑥(𝑣)

𝑃 (𝑣)− 𝑧

𝑑𝑣

2𝜋i
(4.68)

ïî ëþáîìó ïðîñòîìó êîíòóðó 𝛾 â C, çàìêíóòîìó âîêðóã îòðåçêà [−𝜌(𝑥), 𝜌(𝑥)], öåëèêîì
ëåæàùåìó â îáëàñòè àíàëèòè÷íîñòè 𝑆𝑥(𝑣) è óäîâëåòâîðÿþùåìó óñëîâèþ |𝑃 (𝑣)| < |𝑧|
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äëÿ ëþáîãî 𝑣 ∈ 𝛾. Ïðè òàêîì âûáîðå ôóíêöèÿ 𝑆𝑃 (𝑥)(𝑧) àíàëèòè÷íà â 𝑧. Âûáèðàÿ êîíòóð
íåîãðàíè÷åííî áëèçêî ê îòðåçêó [−𝜌(𝑥), 𝜌(𝑥)], ïîëó÷àåì àíàëèòè÷íîñòü â îáëàñòè |𝑧| >
sup𝑦∈[−𝜌(𝑥),𝜌(𝑥)] |𝑃 (𝑦)|, ÷òî ïðèâîäèò íàñ ê òðåáóåìîìó óòâåðæäåíèþ.

Ìû óáåäèëèñü â òîì, ÷òî ôóíêöèîíàë 𝜏 : 𝑃 → 𝜏(𝑃 (𝑥)) èìååò (îïåðàòîðíóþ) íîð-
ìó íå ïðåâûøàþùóþ åäèíèöó. Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà ñ ïðîñòðàíñòâà ïîëèíîìîâ îí
ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí äî îãðàíè÷åííîãî (à ñëåäîâàòåëüíî íåïðåðûâíîãî) ôóíêöèîíà-
ëà íà 𝐶([−𝜌(𝑥), 𝜌(𝑥)]). Ïî òåîðåìå Ðèññà òàêîé ôóíêöèîíàë îïðåäåëÿåò åäèíñòâåííóþ
ôóíêöèþ 𝛼(𝑥) ñ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèåé 𝑇𝑉[−𝜌(𝑥),𝜌(𝑥)](𝛼) ≤ 1. Ïîñêîëüêó 𝜏(1) = 1, òî ýòà
ôóíêöèÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, çàäàåò âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó íà [−𝜌(𝑥), 𝜌(𝑥)]. Òàêèì îáðàçîì
ìû ïðèøëè ê ñïåêòðàëüíîé òåîðåìå äëÿ ñàìîñîïðÿæåííûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ

Теорема 4.38. Пусть (A, *, 𝜏) – *-вероятностное пространство и 𝑥 ∈ A его самосо-
пряженный ограниченный элемент. Тогда существует единственная вероятностная
мера 𝜇𝑥 на R c носителем supp(𝜇𝑥) ⊂ [−𝜌(𝑥), 𝜌(𝑥)], такая что для любого многочлена
𝑃 (𝑥) имеет место соотношение (4.52).

(Çäåñü áóäåò çàìå÷àíèå ïðî ïðîèçâîëüíûå íåñàìîñîïðÿæåííûå ýëåìåíòû è íàáîðû
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.)

4.6 R-преобразование

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ïî ñàìîñàïðÿæåííîé îãðàíè÷åííîé íåêîììóòàòèâíîé ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíå ìû ïîñòðîèëè ïðåîáðàçîâàíèå Ñòèëòüåñà, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäÿ-
ùåé ôóíêöèåé ìîìåíòîâ è òåì ñàìûì ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ ñîïîñòàâëåíèÿ
ýòîé âåëè÷èíå âåðîÿòíîñòíîé ìåðû. Ïðåîáðàçîâàíèå Ñòèëòüåñà � îäèí èç èíñòðóìåí-
òîâ, êîòîðûé ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàçëè÷íûõ óòâåðæåíèé î
ñõîäèìîñòÿõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí òàêèõ, êàê íàïðèìåð òåîðåìû Âèãíåðà è Ìàð÷åíêî-
Ïàñòóðà.

Â êëàññè÷åñêîé âåðîÿòíîñòíîé òåîðèè äîêàçûâàþòñÿ ÇÁ× è ÖÏÒ, óòâåðæäåíèÿ î
ïðåäåëüíîì ïîâåäåíèè ñóìì áîëüøîãî ÷èñëà íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Îäèí
èç îñíîâíûõ èíñòðóìåíòîâ, èñïîëüçóåìûõ ïðè ýòîì, � ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ êóìó-
ëÿíòîâ. Êàê è ñàìè êóìóëÿíòû, îíà àääèòèâíà ïî îòíîøåíèþ ê ñëîæåíèþ íåçàâèñè-
ìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ýòà àääèòèâíîñòü è èãðàåò îñíîâíóþ ðîëü â äîêàçàòåëüñòâå
ïðåäåëüíûõ òåîðåì.

Â íåêîììóòàòèâíîé òåîðèè àíàëîãîì íåçàâèñèìîñòè àääèòèâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
âûñòóïàåò ñâîáîäíàÿ íåçàâèñèìîñòü, à â êà÷åñòâå àääèòèâíûõ àíàëîãîâ êóìóëÿíòîâ�
ñâîáîäíûõ êóìóëÿíòû. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì ââåñòè ïðîèçâîäÿùóþ
ôóíêöèþ ñâîáîäíûõ êóìóëÿíòîâ, êîòîðàÿ, â ÷àñòíîñòè, ìîãëà áû áûòü èñïîëüçîâàíà
äëÿ äîêàçàòåëüñòâ íåêîììóòàòèâíûõ àíàëîãîâ ïðåäåëüíûõ òåîðåì. Òàêîé ôóíêöèåé ÿâ-
ëÿåòñÿ 𝑅−ïðåîáðàçîâàíèå Âîéêóëåñêó.

Определение 4.39. Пусть (A, *, 𝜏) – *-вероятностное пространство, 𝑎 ∈ A его
самосопряженный ограниченный элемент, и {𝜅𝑛(𝑎)}𝑛∈N – его свободные кумулянты.
𝑅−преобразованием случайной величины 𝑎 называется производящая функция куму-
лянтов

𝑅𝑥(𝑧) =
∑︁
𝑛≥0

𝜅𝑛+1(𝑎)𝑧
𝑛. (4.69)



4.6. R-ПРЕОБРАЗОВАНИЕ 69

Ýòîò ðÿä ìîæíî ïîíèìàòü êàê ôîðìàëüíûé ðÿä èëè, â îáëàñòè çíà÷åíèé 𝑧 ãäå ðÿä
ñõîäèòñÿ, êàê àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ. Çäåñü ìû â îñíîâíîì îãðàíè÷èìñÿ ïåðâûì.

Òàê îïðåäåëåííàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ î÷åâèäíî îáëàäàåò ñâîéñòâîì àääèòèâíî-
ñòè ïî îòíîøåíèþ ê ñëîæåíèþ ñâîáîäíî íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Утверждение 4.40. Пусть (A, *, 𝜏) – *-вероятностное пространство, 𝑎, 𝑏 ∈ A его
самосопряженные ограниченные элементы. Тогда

𝑅𝑎+𝑏(𝑧) = 𝑅𝑎(𝑧) +𝑅𝑏(𝑧). (4.70)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñóììà îãðàíè÷åííûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
ñíîâà îãðàíè÷åííàÿ ñàìîñîïðÿæåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Çíà÷èò, êàê ìû âûÿñíèëè
â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, åé ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ìåðó íà R. Â êëàññè÷åñêîé
òåîðèè âåðîÿòíîñòè âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà, îïèñûâàþùàÿ ñóììó íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí, äàåòñÿ ñâåðòêîé èõ ìåð. Ñîîòâåòñòâåííî ìåðà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñóììó îãðàíè-
÷åííûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ ñâîáîäíî íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, íàçûâàåòñÿ ñâî-
áîäíîé ñâåðòêîé è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

𝜇𝑎+𝑏 = 𝜇𝑎 ⊞ 𝜇𝑏. (4.71)

Òîãäà êàê â êëàññè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ êóìóëÿíòîâ ïîëó-
÷àåòñÿ èç ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ìîìåíòîâ ïðîñòûì ëîãàðèôìèðîâàíèåì, ðåöåïò ïî-
ñòðîåíèÿ 𝑅𝑎(𝑧) èç ìîìåíòîâ (èëè èç èõ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè) íå ïîêà íå î÷åâèäåí.
Îêàçûâàåòñÿ â íåêîììóòàòèâíîì ñëó÷àå ñòàðòîâîé òî÷êîé áóäåò ðÿä äëÿ ïðåîáðàçîâà-
íèå Ñòèëòüåñà.

𝑆𝑎(𝑧) = −
∑︁
𝑛≥0

𝜇𝑛(𝑎)𝑧
−(𝑛+1). (4.72)

Îáðàòèì ýòîò ðÿä (òî÷íåå åãî ñî çíàêîì ìèíóñ). À èìåííî, ïîñòðîèì ðÿä𝐾𝑎(𝑧), êîòîðûé
óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ.

𝑆𝑎(𝐾𝑎(𝑠)) = −𝑠. (4.73)

Íàïîìíèì, ÷òî 𝑆𝑎(𝑧) = −1/𝑧 + . . . - ðÿä ïî îòðèöàòåëüíûì ñòåïåíÿì 𝑧, íà÷èíàþùèéñÿ
ñ −1/𝑧. Ñëåäîâàòåëüíî â ðÿä 𝐾𝑎(𝑠) áóäåò èìåòü âèä

𝐾𝑎(𝑠) =
1

𝑠
+
∑︁
𝑛≥1

𝑘𝑛𝑠
𝑛−1. (4.74)

Íåñèíãóëÿðíàÿ åãî ÷àñòü è åñòü ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ñâîáîäíûõ êóìóëÿíòîâ.

Предложение 4.41. Пусть (A, *, 𝜏) – *-вероятностное пространство, 𝑎 ∈ A его са-
мосопряженный ограниченный элемент, 𝑅𝑎(𝑧) – его 𝑅-преобразование, а 𝐾𝑎(𝑧) – ряд
полученный обращением −𝑆(𝑧). Тогда

𝐾𝑎(𝑧) =
1

𝑧
+𝑅𝑎(𝑧) (4.75)

Доказательство. Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè

𝑀𝑎(𝑧) = 1 +
∑︁
𝑛≥1

𝑧𝑛𝜇𝑛(𝑎), 𝐶𝑎(𝑧) = 1 +
∑︁
𝑛≥1

𝑧𝑛𝜅𝑛(𝑎). (4.76)
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Î÷åâèäíî èìååì

𝑀𝑎(𝑧) = −1

𝑧
𝑆𝑎

(︂
1

𝑧

)︂
. (4.77)

Ïðåäïîëîæèì, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

𝐶𝑎(𝑧𝑀𝑎(𝑧)) =𝑀𝑎(𝑧). (4.78)

Ïåðåïèøåì åãî â âèäå

𝐶𝑎

(︂
−𝑆𝑎

(︂
1

𝑧

)︂)︂
= −1

𝑧
𝑆𝑎

(︂
1

𝑧

)︂
. (4.79)

Ïîñëå çàìåíû 1/𝑧 → 𝐾𝑎(𝑠) ïîëó÷èì

𝐶𝑎(−𝑆𝑎(𝐾𝑎(𝑠)))) = −𝐾𝑎(𝑠)𝑆𝑎(𝐾𝑎(𝑠)), (4.80)

è âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòíîøåíèåì (4.73) ïðèäåì ê ðàâåíñòâó

𝐶𝑎(𝑠) = 𝑠𝐾𝑎(𝑠), (4.81)

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî
𝑘𝑛 = 𝜅𝑛(𝑎), 𝑛 ∈ N, (4.82)

×òî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ.
Îñòàëîñü äîêàçàòü ðàâåíñòâî (4.78).
Ðàñïèøåì ìîìåíò 𝜇𝑛(𝑎) êàê ñóììó ñâîáîäíûõ êóìóëÿíòîâ ïî íåïåðåêðåñòíûì ðàç-

áèåíèÿì, ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (1.15)

𝜇𝑛 =
∑︁

𝜋∈𝑁𝐶(𝑛)

𝜅𝜋 (4.83)

=
𝑛∑︁
𝑠=1

𝜅𝑠
∑︁

{𝑖𝑘≥0,𝜋𝑘∈𝑁𝐶(𝑖𝑘),1≤𝑘≤𝑠:𝑖1+···+𝑖𝑠=𝑛−𝑠}

𝜅𝜋1 · · ·𝜅𝜋𝑠 (4.84)

=
𝑛∑︁
𝑠=1

𝜅𝑠
∑︁

{𝑖𝑘≥0,1≤𝑘≤𝑠:𝑖1+···+𝑖𝑠=𝑛−𝑠}

𝜇𝑖1 · · ·𝜇𝑖𝑠 . (4.85)

Çäåñü âî âòîðîì ðàâåíñòâå ìû âûäåëèëè ñóììèðîâàíèå ïî ïåðâîìó áëîêó ðàçáèåíèÿ
èç 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑛 ýëåìåíòîâ. Èç-çà íåïåðåêðåñòíîñòè ðàçáèåíèÿ 𝜋 ýëåìåíòû, íàõîäÿùèå-
ñÿ ìåæäó ýëåìåíòàìè ïåðâîãî áëîêà, ñàìè ðàçáèâàþòñÿ â íåïåðåêðåñòíûå ðàçáèåíèÿ
𝜋1, . . . , 𝜋𝑠 ìíîæåñòâ èç 𝑖1, . . . , 𝑖𝑠 ýëåìåíòîâ. Ñóììèðîâàíèå ïî ýòèì ðàçáèåíèÿì äàåò ìî-
ìåíòû 𝜇𝑖1 , . . . , 𝜇𝑖𝑠 .

Òåïåðü ìû ìîæåì âû÷èñëèòü ôóíêöèþ 𝑀𝑎(𝑧),

𝑀𝑎(𝑧) = 1 +
∑︁
𝑛≥1

𝑧𝑛𝜇𝑛 (4.86)

= 1 +
∑︁
𝑛≥1

𝑧𝑛
𝑛∑︁
𝑠=1

𝜅𝑠
∑︁

𝑖1+···+𝑖𝑠=𝑛−𝑠

𝜇𝑖1 · · ·𝜇𝑖𝑠 (4.87)

= 1 +
∑︁
𝑠≥1

𝑧𝑠𝜅𝑠
∑︁
𝑛≥𝑠

∑︁
𝑖1+···+𝑖𝑠=𝑛−𝑠

𝑧𝑖1𝜇𝑖1 · · · 𝑧𝑖𝑠𝜇𝑖𝑠 (4.88)

= 1 +
∑︁
𝑠≥1

𝑧𝑠𝜅𝑠
∑︁
𝑙≥1

∑︁
𝑖1+···+𝑖𝑠=𝑙

𝑧𝑖1𝜇𝑖1 · · · 𝑧𝑖𝑠𝜇𝑖𝑠 (4.89)

= 1 +
∑︁
𝑠≥1

𝑧𝑠𝜅𝑠

(︁∑︁
𝑘≥0

𝑧𝑘𝜇𝑘

)︁𝑠
= 𝐶𝑎(𝑧𝑀𝑎(𝑧)), (4.90)
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îòêóäà ñëåäóåò ôîðìóëà (4.78).

Ïðèâåäåì àëüòåðíàòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî ñâîáîäíîé ÖÏÒ (òåîðåìà 4.20) èñïîëüçó-
þùåå 𝑅−ïðåîáðàçîâàíèå.

Доказательство. Ðàññìîòðèì 𝑅-ïðåîáðàçîâàíèå ýëåìåíòà 𝑆𝑛 è âîñïîëüçóåìñÿ ñâîé-
ñòâîì (4.70) åãî àääèòèâíîñòè

𝑅𝑆𝑛 = 𝑅(𝑎1+...+𝑎𝑛)/
√
𝑛(𝑧) (4.91)

= 𝑛𝑅𝑎1/
√
𝑛(𝑧) = 𝑛

∞∑︁
𝑘=1

𝜅𝑘

(︂
𝑎1√
𝑛

)︂
𝑧𝑘−1. (4.92)

Èñïîëüçóÿ ïîëèëèíåéíîñòü êóìóëÿíòîâ, èìååì

𝜅2

(︂
𝑥1√
𝑛

)︂
−−−→
𝑛→∞

𝜎2, è 𝜅𝑘

(︂
𝑥1√
𝑛

)︂
−−−→
𝑛→∞

0 ïðè 𝑘 > 2. (4.93)

Òàêèì îáðàçîì, âûæèâàåò òîëüêî âòîðîé êóìóëÿíò, îòêóäà 𝑅𝑆𝑛(𝑠) −−−→
𝑛→∞

𝜎2𝑠.

Îñòà¼òñÿ íàéòè ñîîòâåòñòâóþùóþ ìåðó, òî åñòü ïîëó÷åííîå 𝑅-ïðåîáðàçîâàíèå. Èç
ôîðìóëû (4.75)

𝐾𝑎(𝑠) =
1

𝑠
+ 𝜎2𝑠. (4.94)

Èç (4.73) ñëåäóåò óðàâíåíèå

𝑆𝑎

(︂
1

𝑠
+ 𝜎2𝑠

)︂
= −𝑠. (4.95)

×òîáû íàéòè ïðåîáðàçîâàíèå Còèëòüåñà 𝑆𝑎(𝑧), íóæíî âìåñòî (−𝑠) ïîñòàâèòü â ïðàâóþ
÷àñòü îäíî èç äâóõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

𝑧 =
1

𝑠
+ 𝜎2𝑠, (4.96)

÷òî äà¼ò

𝑆±(𝑧) = −𝑧 ±
√
𝑧2 − 4𝜎2

2𝜎2
. (4.97)

Òðåáîâàíèå, ÷òîáû 𝑆𝑎(𝑧) óáûâàëî ïðè 𝑧 → ∞, ïðèâîäèò íàñ ê âûáîðó 𝑆𝑎(𝑧) = 𝑆−(𝑧).
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îáðàùåíèå 𝑆𝑎(𝑧) ïðèâîäèò íàñ ñíîâà ê ïîëóêðóãîâîìó çàêîíû
Âèãíåðà,

𝑓(𝑥) =
1

𝜋
Im
(︀
𝑆𝑎(𝑥+ 𝑖𝜀)

)︀
=

1

2𝜋

√
4− 𝑧2. (4.98)

.

Упражнение 4.42. Получите некоммутативный аналог распределения Пуассона. Вы-
числите слабый предел

𝜇 = lim
𝑛→∞

𝜇⊞𝑛
𝐵(𝜆/𝑛) (4.99)

свободной аддитивной свертки 𝑛 бернуллиевских случайных величин

𝐵(𝑝) ≡ 𝑝𝛿1 + (1− 𝑝)𝛿0, (4.100)

с параметром 𝑝 = 𝜆/𝑛.
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Глава 5

Инвариантные 𝛽-ансамбли Дайсона

Èíñòðóìåíòû èññëåäîâàíèÿ áîëüøèõ ñëó÷àéíûõ ìàòðèö, îáñóæäàâøèåñÿ âûøå, ïîç-
âîëÿþò îïèñûâàòü ïðåäåëüíûå ôîðìû ñïåêòðîâ ýòèõ ìàòðèö ïðè äîñòàòî÷íî îáùèõ
ïðåäïîëîæåíèÿõ î èñõîäíûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ãîðàçäî ñëîæíåå
îïèñûâàòü áîëåå òîíêèå õàðàêòåðèñòèêè ñïåêòðîâ, òàêèå êàê ôëóêòóàöèè ïëîòíîñòè
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé âáëèçè ïðåäåëüíûõ ôîðì, ïîâåäåíèå îòäåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé è ò.ä.

Äëÿ îòâåòîâ íà òàêèå âîïðîñû ìû ðàññìîòðèì áîëåå óçêèå êëàññû ñëó÷àéíûõ ìàò-
ðèö, ðàñïðåæäåëåííûõ ïî ìåðå, õàðàêòåðèçóåìîé íàëè÷èåì áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ñèì-
ìåòðèé. Ñèììåòðèè äàþò íîâûå âîçìîæíîñòè, íàïðèìåð, ðàçâèòü ÿâíûå èíñòðóìåíòû
èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ìåðàì íà ñëó÷àéíûõ ìàòðèöàõ, êîòîðûå ïîçâîëÿþò âûïèñûâàòü òî÷-
íûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Ìû óæå óïîìèíàëè âûøå, ÷òî èññëåäîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ ìàòðèö áûëè èíèöèèðîâàíû
ïîïûòêàìè âûÿñíèòü îñîáåííîñòè ñïåêòðîâ ýíåðãèé ìíîãîêîìïîíåíòíûõ êâàíòîâîìåõà-
íè÷åñêèõ ñèñòåì. Â êâàíòîâîì ìèðå ñîñòîÿíèÿ ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì çàäàþòñÿ âåêòîðàìè
â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, à ôèçè÷åñêèì íàáëþäàåìûì ñîïîñòàâëÿþòñÿ ñàìîñîïðÿ-
æåííûå ëèíåéíûå îïåðàòîðû â òàêèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ñïåêòð ýòèõ îïåðàòîðîâ äà¼ò âîç-
ìîæíûå çíà÷åíèÿ íàáëþäàåìûõ, êîòîðûå ìîãóò â ïðèíöèïå ìîãóò áûòü èçìåðåíû. Â
÷àñòíîñòè èçó÷àâøèåñÿ Âèãíåðîì ýðìèòîâû ìàòðèöû ñëóæèëè ñëó÷àéíûìè àíàëîãàìè
ãàìèëüòîíèàíîâ (îïåðàòîðîâ ýíåðãèè), òèïè÷íûå (ëîêàëüíûå) ñâîéñòâà ñïåêòðà êîòî-
ðûõ ïî ïðåäïîëîæåíèþ äîëæíû áûëè âîñïðîèçâîäèòü ñâîéñòâà ñïåêòðîâ ýíåðãèè ÿäåð
òÿæåëûõ ýëåìåíòîâ òàáëèöû Ìåíäåëååâà.

Ñëåäóþùèé øàã íà ýòîì ïóòè, ðàññìàòðèâàòü Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî âìåñòå ñ
ãðóïïîé ñèììåòðèé ñîîòâåòñòâóþùåé ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû. Äåéñòâèå òàêèõ ãðóïï ðåà-
ëèçóåòñÿ íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå óíèòàðíûìè è àíòèóíèòàðíûìè îïåðàòîðàìè.
Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ïåðâûå ñâÿçàíû ñ òàêèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè, êàê âðàùåíèÿ, à
âòîðûå ñ ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñîäåðæàùèìè îáðàùåíèå âðåìåíè. Óíèòàðíûé îïåðàòîð
𝑈 : ℋ → ℋ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ℋ � ýòî îïåðàòîð ñîõðàíÿþùèé ïîëóòîðàëè-
íåéíóþ ôîðìó < ·, · >ℋ: ℋ×ℋ → C

⟨𝑈𝜑, 𝑈𝜓⟩ℋ = ⟨𝜑, 𝜓⟩ℋ, 𝜓, 𝜑 ∈ ℋ (5.1)

à àíòèóíèòàðíûé îïåðàòîð 𝐴 : ℋ → ℋ ìåíÿåò ìåñòàìè íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå

⟨𝐴𝜑,𝐴𝜓⟩ℋ = ⟨𝜓, 𝜑⟩ℋ, 𝜓, 𝜑 ∈ ℋ. (5.2)

Â ñëó÷àå êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ, êîòîðûå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü, óíèòàðíûå
îïåðàòîðû ïðåäñòàâëÿþòñÿ óíèòàðíûìè ìàòðèöàìè, à àíòèóíèòàðíûå ïðîèçâåäåíèåì
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óíèòàðíûõ ìàòðèö è àíòèëèíåéíîãî îïåðàòîðà êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ. Òîò ôàêò,
÷òî ôèçè÷åñêàÿ ñèñòåìà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé,
îçíà÷àåò, ÷òî åå ãàìèëüòîíèàí (èëè äðóãèå ñàìîñàïðÿæåííûå îïåðàòîðû, ïðåäñòàâëÿþ-
ùèå äðóãèå íàáëþäàåìûå) êîììóòèðóåò ñ ïðåäñòàâëåíèå ýòîé ãðóïïû â ℋ.

Êàêîâà îáùàÿ ñòðóêòóðà ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï ñîñòîÿùèõ èç óíèòàðíûõ è àíòèóíè-
òàðíûõ îïåðàòîðîâ,1 è êàê óñòðîåíû ïðîñòðàíñòâà ýðìèòîâûõ ìàòðèö, êîììóòèðóþùèõ
ñ ýòèìè ïðåäñòàâëåíèÿìè, èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, ëåæàùèìè â èõ öåíòðàëèçàòîðå?

Íå âäàâàÿñü â äåòàëè, êîòîðûå ìîæíî íàéòè â ñòàòüå Äàéñîíà ¾The Threefold Way.
Algebraic Structure of Symmetry Groups and Ensembles in Quantum Mechanics¿, îáðèñóåì
â îáùèõ ÷åðòàõ îòâåò. Ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ ìîæíî ðåàëèçîâàòü â âèäå óíè-
òàðíûõ áëî÷íûõ ìàòðèö ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû êîòîðûõ � ýëåìåíòû àëãåáð ñ äåëåíèåì
íàä âåùåñòâåííûì ïîëåì, à êîììóòèðóþùèå ñ íèì Ãàìèëüòîíèàíû â âèäå ýðìèòîâûõ
ìàòðèö ñ ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè èç òàêèõ æå àëãåáð.

Ïî òåîðåìå Ôðîáåíèóñà òàêèõ àëãåáð âñåãî òðè, è îíè èçîìîðôíû R,C è H, ïîëÿì
äåéñòâòåëüíûõ ÷èñåë, êîìïëåêñíûõ ÷èñåë èëè òåëó êâàòåðíèîíîâ ñîîòâåòñòâåííî. Èäåÿ
íàñòîÿùåãî ðàçäåëà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ââåñòè åñòåñòâåííûå âåðîÿòíîñòíûå ìåðû íà
ïðîñòðàíñòâàõ òàêèõ ìàòðèö è èññëåäîâàòü ñòàòèñòèêó èõ ñïåêòðà.

5.1 Симметрические пространства и группы Ли

Îáðàòèìñÿ ñíà÷àëà ê ýðìèòîâûì ìàòðèöàì. Äëÿ 𝑛 ∈ N îáðàçîì ìû ðàññìîòðèì òðè
ïðîñòðàíñòâà ìàòðèö ðàçìåðà 𝑛× 𝑛.

Некомпактные симметрические пространства:

𝛽 = 1 : Symm(𝑛) := {𝑀 ∈ R𝑛×𝑛 |𝑀𝑇 =𝑀}, (5.3)

𝛽 = 2 : Her(𝑛) := {𝑀 ∈ C𝑛×𝑛 |𝑀 † =𝑀}, (5.4)

𝛽 = 4 : Quart(𝑛) := {𝑀 ∈ HR
𝑛×𝑛 |𝑀 =𝑀 † =𝑀𝑅}. (5.5)

Ïî ïðè÷èíå, êîòîðàÿ ñòàíåò ïîíÿòíà â äàëüíåéøåì, êàæäîìó èç ïðîñòðàíñòâ ìû áó-
äåì ñîïîñòàâëÿòü îäíî èç çíà÷åíèé ïàðàìåòðà 𝛽 = 1, 2, 4. Ïåðâûå äâà ïðîñòðàíñòâà ýòî
ïðîñòðàíñòâà âåùåñòâåííûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö è êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ýðìèòîâûõ
ìàòðèö ðàçìåðà 𝑛×𝑛, à òðåòüå � ñàìîäóàëüíûå ýðìèòîâû ìàòðèöû ðàçìåðà 𝑛×𝑛 ñ ìàò-
ðè÷íûìè ýëåìåíòàìè, ïðèíèìàþùèìè çíà÷åíèÿ â àëãåáðå âåùåñòâåííûõ êâàòåðíèîíîâ,
ëèáî ýêâèâàëåíòíûå èì êîìïëåêñíîçíà÷íûå ìàòðèöû ðàçìåðà 2𝑛 × 2𝑛. Íåîáõîäèìûå
ñâåäåíèÿ î êâàòåðíèàíàõ ìîæíî íàéòè â ïðèëîæåíèè A.3.

Âñå óêàçàííûå ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ íåêîìïàêòíûìè ãëàäêèìè ìíîãîîáðàçè-
ÿìè èçîìîðôíûìè R𝑛(𝑛+1)/2, R𝑛2

, R𝑛(2𝑛−1) ñîîòâåòñòâåííî. Íàïîìíèì, ìû èñïîëüçóåì
ýðìèòîâû ìàòðèöû â êà÷åñòâå àíàëîãà êâàíòîâîãî ãàìèëüòîíèàíà 𝐻. Âàæíóþ ðîëü,
â êâàíòîâîé ìåõàíèêå èãðàåò òàêæå ñâÿçàííûé ñ ãàìèëüòîíèàíîì îïåðàòîð ýâîëþöèè
𝑈𝑡 = 𝑒i𝐻𝑡. Ðóêîâîäñòâóÿñü ýòîé àíàëîãèåé ââåäåì åù¼ òðè ïðîñòðàíñòâà óíèòàðíûõ
ìàòðèö

1Строго говоря, бессмысленно говорить о линейных представлениях антиунитарных операторов и
для работы с ними Вигнер использовал понятеи копредставления, на котором мы не будем останавли-
ваться.
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Компактные симметрические пространства:

𝛽 = 1 : USymm(𝑛) := {𝑀 ∈ C𝑛×𝑛 |𝑀 =𝑀𝑇 ,𝑀𝑀 † = 𝐼𝑛}, (5.6)

𝛽 = 2 : U(𝑛) := {𝑀 ∈ C𝑛×𝑛 |𝑀 †𝑀 = 𝐼𝑛}, (5.7)

𝛽 = 4 : UQuart(𝑛) := {𝑀 ∈ H𝑛×𝑛
C |𝑀𝑅 =𝑀,𝑀𝑀 † = 𝐼𝑛}, (5.8)

ÿâëÿþùèõñÿ êîìïàêòíûìè àíàëîãàìè ìíîãîîáðàçèé (5.3�5.5). Ýòî ïðîñòðàíñòâà ñèì-
ìåòðè÷åñêèõ óíèòàðíûõ ìàòðèö, ïðîèçâîëüíûõ óíèòàðíûõ ìàòðèö, îáðàçóþùèõ óíè-
òàðíóþ ãðóïïó U(𝑛), è ïðîñòðàíñòâî ñàìîäóàëüíûõ, óíèòàðíûõ ìàòðèö, ñ ìàòðè÷íûìè
ýëåìåíòàìè, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â àëãåáðå êîìïëåêñíûõ êâàòåðíèîíîâ HC, ëèáî
ñîîòâåòñòâóþùèõ èì êîìïëåêñíûõ ìàòðèö ðàçìåðà 2𝑛× 2𝑛.

Упражнение 5.1. Докажите, что USymm(𝑛),U(𝑛) и UQuart(𝑛) – дифференцируемые
многообразия.

,
Íà âñåõ øåñòè ìíîãîîáðàçèÿõ çàäàíî äåéñòâèå ãðóïï Ëè óíèòàðíûõ ìàòðèö ñ âå-

ùåñòâåííûìè, êîìïëåêñíûìè è âåùåñòâåííî êâàòåðíèîííûìè ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè
ñîîòâåòñòâåííî, ò.å. îðòîãîíàëüíîé, óíèòàðíîé è óíèòàðíîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïï

Группы Ли:

𝛽 = 1 : O(𝑛) := {𝑀 ∈ R𝑛×𝑛 |𝑀𝑇𝑀 = 𝐼𝑛}, (5.9)

𝛽 = 2 : U(𝑛) := {𝑀 ∈ C𝑛×𝑛 |𝑀 †𝑀 = 𝐼𝑛}, (5.10)

𝛽 = 4 : Sp(𝑛) := {𝑀 ∈ H𝑛×𝑛
R |𝑀𝑀 † = 𝐼𝑛}. (5.11)

Ïîñëåäíÿÿ òàêæå îáîçíà÷àåòñÿ 𝑈𝑆𝑝(2𝑛), ãäå ÷èñëî 2𝑛 îòíîñèòñÿ ê ðàçìåðó êîìïëåêñíûõ
óíèòàðíûõ ìàòðèö, ïðåäñòàâëÿþùèõ êâàòåðíèîííûå ìàòðèöû ðàçìåðà 𝑛 × 𝑛. Ãðóïïû
äåéñòâóþò íà ìíîãîîáðàçèÿõ ñîïðÿæåíèåì (ïðèñîåäèíåííîå äåéñòâèå),

𝑈 :𝑀 → 𝑈 †𝑀𝑈 (5.12)

.
Çàìåòèì, ÷òî óíèòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ R𝑛,C𝑛,H𝑛

R, çàäàâà-
åìûå ìàòðèöàìè èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðóïï Ëè, ñîõðàíÿþò ñîîòâåòñòâåííî âåùåñòâåí-
íóþ áèëèíåéíóþ ôîðìó

⟨x,y⟩ =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖𝑦𝑖, x,y ∈ R𝑛, (5.13)

êîìïëåêñíóþ ïîëóòîðàëèíåéíóþ ýðìèòîâó ôîðìó

⟨x,y⟩ =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖𝑦𝑖, x,y ∈ C𝑛, (5.14)

è êâàòåðíèîííóþ ýðìèòîâó ôîðìó

⟨x,y⟩ =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖𝑦𝑖, x,y ∈ H𝑛
R. (5.15)
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Êîìïàêòíûå ñèììåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà � ýòî ïîäìíîãîîáðàçèÿ óíèòàðíîé ãðóï-
ïû, ïðè÷åì ñàìà óíèòàðíàÿ ãðóïïà ñîâïàäàåò ñ ñèììåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì, ñîîò-
âåòñòâóþùèì 𝛽 = 2, òîãäà êàê ñëó÷àè 𝛽 = 1, 4 ïîëó÷àþòñÿ èç íåå êàê ôàêòîðïðîñòðàí-
ñòâà ïî åå ïîäãðóïïàì.

Äåéñòâèòåëüíî, çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå 𝛽 = 1 äëÿ ëþáîé ñèììåòðè÷åñêîé óíèòàðíîé
ìàòðèöû 𝑀 ∈ USymm(𝑛) ñóùåñòâóåò óíèòàðíàÿ ìàòðèöà 𝑉 ∈ U(𝑛), òàêàÿ ÷òî ìàòðèöà
𝑀 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

𝑀 = 𝑉 𝑉 𝑇 . (5.16)

Âûáîð ìàòðèöû 𝑉 íå åäèíñòâåííûé. Ìàòðèöà 𝑀 íå èçìåíèòñÿ, ïðè ëþáîì ñäâèãå
𝑉 → 𝑉 𝑂 ìàòðèöû 𝑉 îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöåé 𝑂 ∈ O(𝑛). Âåðíî è îáðàòíîå äëÿ ëþ-
áûõ äâóõ ìàòðèö 𝑉 ̸= 𝑉 ∈ U(𝑛), òàêèõ ÷òî 𝑉 𝑉 𝑇 = 𝑉 𝑉 𝑇 =𝑀 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ
îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà 𝑂 = 𝑉 𝑇𝑉 −𝑇 , òàêàÿ ÷òî 𝑉 = 𝑉 𝑂. Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé ýëå-
ìåíò 𝑈𝑆𝑦𝑚𝑚(𝑛) çàäàåò åäèíñòâåííóþ îðáèòó äåéñòâèÿ ãðóïïû O(𝑛) ñäâèãàìè 𝑉 → 𝑉 𝑂
íà ìíîãîîáðàçèè ãðóïïû U(𝑛), ò.å.

USymm(𝑛) = U(𝑛)/O(𝑛). (5.17)

Àíàëîãè÷íî äëÿ 𝛽 = 4 èìååì

UQuart(𝑛) = U(𝑛)/Sp(𝑛). (5.18)

Упражнение 5.2. Докажите, что унитарная симметрическая матрица имеет пред-
ставление (5.16).

×òî êàñàåòñÿ íåêîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèé, òî îíè ÿâëÿþòñÿ êàñàòåëüíûìè ïðî-
ñòðàíñòâàìè ñâîèõ êîìïàêòíûõ àíàëîãîâ.

Symm(𝑛) ∼= 𝑇𝐼𝑛USymm(𝑛), Her(𝑛) ∼= 𝑇𝐼𝑛U(𝑛), Quart(𝑛) ∼= 𝑇𝐼𝑛UQuart(𝑛) (5.19)

5.2 Интегрирование по пространствам матриц

Íàøà äàëüíåéøàÿ çàäà÷à

1. çàäàòü íà ìíîãîîáðàçèÿõ (5.3�5.8) ìåðû, èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ
ãðóïï Ëè;

2. ñäåëàòü çàìåíó êîîðäèíàò, ÷òîáû ðàçäåëèòü èíòåãðèðîâàíèå ïî ñîáñòâåííûì çíà-
÷åíèÿì è ñîáñòâåííûì âåêòîðàì.

Çàäàâ èíâàðèàíòíóþ ìåðó, ìû áóäåì ñòðîèòü âåðîÿòíîñòíûå ìåðû íà ìàòðèöàõ, êîòî-
ðûå ïîðîæäàþò èíâàðèàíòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñïåêòðîâ ìàòðèö, à âûäåëèâ çàâèñèìîñòü
îò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ìû ñìîæåì ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî ñîáñòâåííûì âåêòîðàì è
íàéòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé â ÿâíîì âèäå.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò, êîòîðûé äîêàæåì, âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Теорема 5.3. Ôîðìóëà Âåéëÿ Пусть 𝛽 = 1, 2, 4 и

𝛽 = 1 : 𝐷𝑀 =
∏︁

1≤𝑖≤𝑗≤𝑛

𝑑𝑀𝑖𝑗 (5.20)

𝛽 = 2 : 𝐷𝑀 =
∏︁

1≤𝑖≤𝑛

𝑑𝑀𝑖𝑖

∏︁
1≤𝑖<𝑗≤𝑛

𝑑ℜ𝑀𝑖𝑗𝑑ℑ𝑀𝑖𝑗 (5.21)

𝛽 = 4 : 𝐷𝑀 =
∏︁

1≤𝑖≤𝑛

𝑑𝑀0
𝑖𝑖

∏︁
1≤𝑖<𝑗≤𝑛

4∏︁
𝑘=0

𝑑𝑀𝑘
𝑖𝑗 (5.22)
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элементы объема, задающие меры Лебега на R𝑛(𝑛+1)/2, R𝑛2
, R𝑛(2𝑛−1), которые в свою

очередь задают меры на матрицах 𝑀 ∈ Symm(𝑛),Her(𝑛),Quart(𝑛) соответственно.
Справедливо соотношение

𝐷𝑀 = |∆(Λ)|𝛽𝑑Λ𝐷𝑈. (5.23)

где
∆(Λ) =

∏︁
𝑖<𝑗

(𝜆𝑖 − 𝜆𝑗)

определитель Вандермонда от собственных значений матрицы 𝑀 , 𝑑Λ =
∏︀
𝑖<𝑗

𝑑𝜆𝑖 – ме-

ра Лебега на R𝑛, 𝐷𝑈 — мера Хаара соответствующих групп Ли ограниченная на
O(𝑛)/Z𝑛2 , U(𝑛)/S𝑛1 и Sp(𝑛)/S𝑛3 соответственно, и S𝑘 = {x ∈ R𝑘+1 : |x| = 1}, – 𝑘-сфера.
(Конструкция меры Хаара станет ясна из доказательства.)

Ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïèòü ê äîêàçàòåëüñòâó, ìû îáñóäèì íåñêîëüêî âàæíûõ ôàêòîâ.
Äàëåå ìû ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà ñëó÷àå 𝛽 = 1. Çà èñêëþ÷åíèåì íåêîòîðûõ ìåëêèõ äåòàëåé,
ðàññìîòðåíèå ñëó÷àåâ 𝛽 = 2, 4 àíàëîãè÷íî è áóäåò ñôîðìóëèðîâàíî â âèäå óïðàæíåíèÿ.
Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ìåðà 𝐷𝑀 èç ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû 5.3 èíâàðèàíòíà îòíîñè-
òåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû Ëè. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ òåì ôàêòîì, ÷òî íàø îáúåêò � ðè-
ìàíîâî ìíîãîîáðàçèå, è âîñïîëüçóåìñÿ îáùèì ìåòîäîì ïîñòðîåíèÿ èíâàðèàíòíîé ôîð-
ìû îáúåìà íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè.

Ïóñòü ℳ � 𝑛-ìåðíîå ãëàäêîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå. Ýòî çíà÷èò, ÷òî íà íåì îïðå-
äåëåíà ðèìàíîâà ìåòðèêà 𝑔(𝑥) : 𝑇𝑥ℳ × 𝑇𝑥ℳ → R, êîíòðâàðèàíòíûé òåíçîð, çàäàþ-
ùèé ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííîå íåâûðîæäåííîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â êàñàòåëü-
íîì ïðîñòðàíñòâå ê êàæäîé òî÷êå ìíîãîîáðàçèÿ

⟨a,b⟩ =
∑︁

1≤𝑖,𝑗≤𝑛

𝑔𝑖𝑗(𝑥)𝑎
𝑖𝑏𝑗, a,b ∈ 𝑇𝑥ℳ. (5.24)

Çäåñü 𝑔𝑖𝑗(𝑥) � ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà, çàäàþùàÿ íåâûðîæäåííóþ ïîëîæèòåëüíî îïðå-
äåëåííóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ãëàäêî çàâèñÿùóþ îò òî÷êè ìíîãîîáðàçèÿ.

Ðèìàíîâà ìåòðèêà åñòåñòâåííûì îáðàçîì çàäàåò íà ìíîãîîáðàçèè ýëåìåíò äëèíû

𝑑𝑠2 =
∑︁

1≤𝑖,𝑗≤𝑛

𝑔𝑖𝑗𝑑𝑥
𝑖𝑑𝑥𝑗, (5.25)

òàê ÷òî íàïðèìåð äëèíà ãëàäêîé êðèâîé 𝛾 : [−1, 1] → ℳ áóäåò äàâàòüñÿ èíòåãðàëîì

‖𝛾‖ =

∫︁
𝛾

√
𝑑𝑠2 =

∫︁ 1

−1

√︀
⟨�̇�(𝑡), �̇�(𝑡)⟩𝑑𝑡

è ôîðìó îáúåìà
𝐷𝑉 =

√︀
det 𝑔 · 𝑑𝑥1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥𝑛, (5.26)

èíâàðèàíòíóþ îòíîñèòåëüíî ãëàäêèõ çàìåí êîîðäèíàò x → y(x) íàℳ. Èíâàðèàíòíîñòü
ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïðè çàìåíå êîîðäèíàò êîâàðèàíòíûå âåêòîðà è êîíòðâàðèàíòíûå
âåêòîðà (1-ôîðìû) ïðåîáðàçóþòñÿ êàê

𝜉𝑖 =
𝑛∑︁
𝑗=1

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑦𝑖
𝜉𝑗, 𝑑𝑦𝑖 =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜕𝑦𝑖

𝜕𝑥𝑗
𝑑𝑥𝑗. (5.27)
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Â ÷àñòíîñòè äëÿ ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà áóäåì èìåòü

𝑔𝑖𝑗 =
∑︁

1≤𝑘,𝑙≤𝑛

𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑦𝑖

𝜕𝑥𝑙

𝜕𝑦𝑗
𝑔𝑘𝑙, (5.28)

à äëÿ 𝑛-ôîðìû

𝑑𝑦1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑦𝑛 = det

[︂
𝜕𝑦𝑖

𝜕𝑥𝑗

]︂
1≤𝑖,𝑗≤𝑛

𝑑𝑥1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥𝑛, (5.29)

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ôîðìà îáúåìà (5.26) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî çàìåí êîîðäèíàò.
Â ÷àñòíîñòè, ôîðìà 𝑑𝑥1∧· · ·∧𝑑𝑥𝑛 èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî èçîìåòðèé, ò.å. çàìåí, êî-
òîðûå ñîõðàíÿþò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (âåêòîðîâ â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå) èëè,
÷òî òî æå ñàìîå, ðèìàíîâó ìåòðèêó.

Ïóñòü òåïåðü ℳ = Symm(𝑛). ×òîáû ïîñòðîèòü âåêòîð 𝜉 êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà
𝑇𝑀ℳ, íóæíî çàäàòü ãëàäêîå îòîáðàæåíèå 𝑀 : [−1, 1] → ℳ, òàêîå ÷òî 𝑀(0) = 0. Òîãäà
âåêòîð êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà 𝜉 ∈ 𝑇𝑀ℳ áóäåò èìåòü âèä ìàòðèöû

𝜉 = �̇�(0) =
𝑑𝑀(𝑡)

𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

. (5.30)

Äëÿ ïàðû âåêòîðîâ êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà çàäàäèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà ℳ
â âèäå

⟨𝜉, 𝜓⟩ = Tr(𝜉𝜓), 𝜉, 𝜓 ∈ 𝑇𝑀ℳ. (5.31)

Äëÿ òàê îïðåäåëåííîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïðèñîåäèíåííîå äåéñòâèå (5.12) îðòî-
ãîíàëüíîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé. Äåéñòâèòåëüíî,

⟨𝑂𝑇 𝜉𝑂,𝑂𝑇𝜓𝑂⟩ = Tr(𝑂𝑇 𝜉𝑂𝑂𝑇𝜓𝑂) = ⟨𝜉, 𝜓⟩, (5.32)

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ìåðà (5.20) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïðèñîåäèíåííîãî äåéñòâèÿ
îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû.

×òîáû ÿâíî óâèäåòü, êàê âûãëÿäèò ðèìàíîâà ìåòðèêà â Symm(𝑛) ðàññìîòðèì îòîá-
ðàæåíèå

𝜉 → (𝜉1,1, . . . , 𝜉𝑛,𝑛, 𝜉1,2, . . . , 𝜉(𝑛−1),𝑛),

èç Symm(𝑛) â R𝑛(𝑛+1)/2 è âûïèøåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ñîîòâåòñòâóþùåì ñòðî÷êå
𝜉 âèäå

⟨𝜉, 𝜓⟩ =
∑︁

1≤𝑖≤𝑗≤𝑛

(𝜉𝑇 )𝑖𝑗𝜓𝑗𝑖 =
∑︁

1≤𝑖≤𝑗≤𝑛

𝜉𝑗𝑖𝜓𝑗𝑖 =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝜉𝑖𝑖𝜓𝑖𝑖 + 2
∑︁

1≤𝑖<𝑗≤𝑛

𝜉𝑗𝑖𝜓𝑗𝑖.

Òî åñòü ìåòðèêà èìååò âèä 𝑔 = diag(1, . . . , 1, 2, . . . , 2), è, ñîãëàñíî (5.26) èíâàðèàíòíàÿ
ôîðìà îáú¼ìà íà Symm(𝑛) èìååò âèä

𝐷𝑉 = 2
𝑛(𝑛−1)

4

⋀︁
1≤𝑖≤𝑛

𝑑𝑀𝑖𝑖

⋀︁
1≤𝑗<𝑘≤𝑛

𝑑𝑀𝑗𝑘,

÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî êîýôôèöèåíòà äàåò (5.20).
Òåïåðü ïåðåéä¼ì ê ðåàëèçàöèè âòîðîé ÷àñòè è ïîñòðîèì èíâàðèàíòíóþ ìåðó (Õààðà)

íà 𝑂(𝑛). ×òîáû ïîñòðîèòü êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî â òî÷êå 𝑄 ∈ 𝑂(𝑛), ïðîäèôôåðåí-
öèðóåì îòîáðàæåíèå 𝑄 : [−1, 1] → 𝑂(𝑛). Ìû èìååì

𝑑

𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

(𝑄𝑇 (𝑡)𝑄(𝑡)) = �̇�𝑇 (0)𝑄(0) +𝑄𝑇 (0)�̇�(0) = 0. (5.33)
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Ïóñòü ñíà÷àëà 𝑄(0) = 𝐼𝑛. Òîãäà �̇�𝑇 = −�̇�. Òîãäà êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê O(𝑛) â
åäèíèöå, ò.å. àëãåáðà Ëè,

o(𝑛) = 𝑇𝐼O(𝑛) = {𝐴 ∈ R𝑛×𝑛 | 𝐴𝑖𝑗 = −𝐴𝑗𝑖}, 𝑂(0) = 𝐼𝑛, (5.34)

ñîñòîèò èç êîñîñèììåòðè÷åñêèõ âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ìàòðèö. Â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå
𝑄 ∈ O(𝑛) ìàòðèöà 𝑄𝑇 (0)�̇�(0) � êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà, è êàñàòåëüíîå ïðîñòðàí-
ñòâî äàåòñÿ ëåâûì ñäâèãîì àëãåáðû Ëè

𝑇𝑄O(𝑛) = 𝑄 · o(𝑛) = {𝑄𝐴 | 𝐴𝑖𝑗 = −𝐴𝑗𝑖}. (5.35)

Îïðåäåëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â 𝑇𝑄O(𝑛) ñëåäóþùìèì îáðàçîì

⟨𝐴,𝐴⟩ = Tr(𝐴𝑇𝐴) = −Tr(𝐴𝐴), 𝐴,𝐴 ∈ 𝑇𝑄O(𝑛). (5.36)

Îíî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ëåâûõ ñäâèãîâ îðòîãîíàëüíûìè ìàòðèöàìè, 𝐴 → 𝑄𝐴,

ãäå 𝑄 ∈ O(𝑛). Î÷åâèäíî, ÷òî dim o(𝑛) =
𝑛(𝑛− 1)

2
, è âûðàæåííîå â òåðìèíàõ ìàòðè÷-

íûõ ýëåìåíòîâ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïðèìåò âèä óäâîåííîãî ñòàíäàðòíîãî ñêàëÿðíî-
ãî ïðîèçâåäåíèÿ â R𝑛(𝑛−1)/2.

⟨𝐴,𝐴⟩ = 2
∑︁

1≤𝑖<𝑗≤𝑛

𝐴𝑖𝑗𝐴𝑖𝑗, (5.37)

îòêóäà âèäíî, ÷òî ìåòðè÷åñêèé òåíçîð åñòü 𝑔o(𝑛) = diag(2, . . . , 2) è èíâàðèàíòíàÿ ôîðìà
îáúåìà, çàäàþùàÿ ìåðó Õààðà íà O(𝑛), ðàâíà

𝐷𝑈 = 2
𝑛(𝑛−1)

4

⋀︁
1≤𝑖<𝑗≤𝑛

𝑑𝑈𝑖𝑗, (5.38)

ãäå ìû ââåëè îáîçíà÷åíèå 𝑑𝑈𝑖𝑗 = (𝑄𝑑𝑄)𝑖𝑗 è 𝑑𝑄 = (𝑑𝑄𝑖𝑗)1≤𝑖,𝑗≤𝑛 � ìàòðèöà èç áàçèñíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ 1-ôîðì. Íàêîíåö ìû ìîæåì ðàçäåëèòü èíòåãðèðîâàíèå â Symm(𝑛)
ïî ìåðå 𝐷𝑀 íà èíòåãðèðîâàíèå ïî ìåðå Õààðà íà O(𝑛), ò.å. ïî ñîáñòâåííûì âåêòîðàì
ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö, è ïî èõ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì.

Лемма 5.4. Пусть все собственные значения матрицы 𝑀 ∈ Symm(𝑛) различны. То-
гда касательное пространство к Symm(𝑛) в точке 𝑀 разлагается в прямую сумму :
𝑇𝑀Symm(𝑛) ∼= 𝑅𝑛 ⊕ 𝑜(𝑛), причём 𝑅𝑛 ⊥ 𝑜(𝑛).

Доказательство. Ïóñòü ñíà÷àëà ìàòðèöà𝑀 = Λ äèàãîíàëüíà. Ðàññìîòðèì𝑀(𝑡) : (−1, 1) →
Symm(𝑛), 𝑀(0) = Λ. Òîãäà äëÿ êàæäîãî 𝑡 ìîæíî ðàññìîòðåòü ïðåäñòàâëåíèå 𝑀(𝑡) =
𝑄(𝑡)Λ(𝑡)(𝑄(𝑡))𝑇 , ãäå Λ(0) = Λ è 𝑄(𝑡) ∈ O(𝑛). Äèôôåðåíöèðóÿ, ïîëó÷èì

�̇�(0) = �̇�(0)𝜆(0)(𝑄(0))𝑇 +𝑄(0) ˙𝜆(0)(𝑄(0))𝑇 +𝑄(0)𝜆(0)(�̇�(0))𝑇 . (5.39)

Ïîñêîëüêó �̇� = −�̇�𝑇 , ìû èìååì

�̇�(0) = Λ̇(0) + [�̇�,Λ].

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé, à [�̇�,Λ]𝑖𝑖 = 0, ïîýòîìó [�̇�(0),Λ(0)] ⊥
Λ̇(0).
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Ïóñòü òåïåðü 𝑀(0) = 𝑀 � ìàòðèöà ïðîèçâîëüíîãî âèäà. Òîãäà äëÿ 𝑄(𝑡) ∈ O(𝑛),
𝑄(0) = 𝑄, 𝑀(0) = 𝑄Λ𝑄𝑇 , è ìû èìååì

�̇�(0) = �̇�𝜆𝑄𝑇 +𝑄�̇�𝑄𝑇 +𝑄𝜆�̇�𝑇

= 𝑄𝑄𝑇 (�̇�𝜆𝑄𝑇 +𝑄�̇�𝑄𝑇 +𝑄𝜆�̇�𝑇 )𝑄𝑄𝑇 (5.40)

= 𝑄(Λ̇ + [𝑄𝑇 �̇�,Λ])𝑄𝑇 .

Ìàòðèöà 𝑄𝑇 �̇� ∈ o(𝑛) êîñîñèììåòðè÷íà, ïîýòîìó ó êîììóòàòîðà [𝑄𝑇 �̇�,Λ] íà äèàãîíàëè
íóëè. À òàê êàê Λ̇ äèàãîíàëüíà, òî Λ̇ ⊥ [𝑄𝑇 �̇�,Λ].

Ïðåäøåñòâóþùàÿ ëåììà ïîçâîëÿåò çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû Âåéëÿ (òåî-
ðåìû 5.3).

Доказательство. Ôîðìóëà (5.40) ïåðåïèñàííàÿ äëÿ 1-ôîðì áóäåò èìåòü âèä.

(𝑄𝑇𝑑𝑀𝑄)𝑖𝑗 = (𝑑Λ + [𝑄𝑇𝑑𝑄,Λ])𝑖𝑗 = 𝛿𝑖𝑗𝑑𝜆𝑖 + 𝑑𝑈𝑖𝑗(𝜆𝑖 − 𝜆𝑗), (5.41)

ãäå 𝑑Λ𝑖𝑖 = 𝑑𝜆𝑖 è 𝑑𝑈 = 𝑄𝑇𝑑𝑄 = −𝑑𝑈𝑇 . Ïîñêîëüêó ñîïðÿæåíèå îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöåé
ñîõðàíÿåò ôîðìó îáúåìà, ïåðåõîä îò ôîðìû

⋀︀
1≤𝑖≤𝑗≤𝑛 𝑑𝑀𝑖𝑗 ê ôîðìå

⋀︀
1≤𝑖≤𝑛 𝑑𝜆𝑖

⋀︀
1≤𝑖<𝑗≤𝑛 𝑑𝑈𝑖𝑗,

ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ ÿêîáèàíà, ò.å. îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû

𝐽 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
. . .

1
. . .

(𝜆𝑖 − 𝜆𝑗)
. . .

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (5.42)

êîòîðîå è ïðèâîäèò íàñ ê ôîðìóëå Âåéëÿ (5.23) äëÿ 𝛽 = 1.
Òàêèì îáðàçîì, ìû çàäàëè îòîáðàæåíèå 𝑀 → (Λ, 𝑄). Îíî, îäíàêî, íå ÿâëÿåòñÿ îä-

íîçíà÷íûì. Âî ïåðâûõ ñîïðÿæåíèå Λ → 𝐷Λ𝐷 äèàãîíàëüíûìè ìàòðèöàìè âèäà 𝐷 =
diag(±1, . . . ,±1), íå ìåíÿåò Λ è, ñëåäîâàòåëüíî ìàòðèöó 𝑀 = 𝑄𝑇Λ𝑄 = (𝐷𝑄)𝑇Λ(𝐷𝑄).
Âî âòîðûõ îäíîçíà÷íîñòü îòîáðàæåíèÿ íàðóøàåòñÿ â òî÷êàõ, ãäå ÿêîáèàí ïåðåõîäà
ðàâåí íóëþ, ò.å. ïðè 𝜆𝑖 = 𝜆𝑗 äëÿ êàêèõ ëèáî 𝑖 ̸= 𝑗. ×òîáû ñíÿòü ïðîáëåìó íåîäíî-
çíà÷íîñòè, äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòü îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ ïî îðòîãîíàëüíîé ãðóïïå
ìàòðèöàìè ñ ôèêñèðîâàííûìè çíàêàìè ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ îäíîãî èç ñòîëáöîâ, à
èíòåãðèðîâàíèå ïî ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì îãðàíè÷èòü òàê íàçûâàåìîé êàìåðîé Âåéëÿ
𝒲𝑅 = {Λ ∈ R𝑛 : 𝜆1 < · · · < 𝜆𝑛}. Ïðè òàêîì âûáîðå îòîáðàæåíèå 𝑀 → (Λ, 𝑄) ñòàíîâèòñÿ
ãëàäêèì è îäíîçíà÷íûì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîäìíîæåñòâî, íà êîòîðîì äâà ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò èëè ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû çíàêîïîñòîÿííîãî ñòîëáöà çàíóëÿþòñÿ,
èìååò ìåðó íîëü. Çà ñòðîãèìè äîêàçàòåëüñòâàìè ýòèõ ôàêòîâ ìû îòñûëàåì ÷èòàòåëÿ ê
ñîîòâåòñòâóþùåé ëèòåðàòóðå.

Ïîäîáíûì îáðàçîì ôîðìóëà Âåéëÿ äîêàçûâàåòñÿ äëÿ ñëó÷àåâ êîìïëåêñíûõ ýðìèòî-
âûõ è êâàòåðíèîííî-âåùåñòâåííûõ ìàòðèö.

Упражнение 5.5. Докажите фоомулу Вейля для случаев 𝛽 = 2, 4.
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5.3 Инвариантные матричные ансамбли

5.3.1 Гауссовы ансамбли

Ðàçäåëèâ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ãðóïïàì Ëè è ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ìû ìîæåì çàäàòü
íà 𝑆𝑦𝑚𝑚(𝑛), 𝐻𝑒𝑟(𝑛), 𝑄𝑢𝑎𝑟𝑡(𝑛) âåðîÿòíîñòíûå ìåðû, èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî äåé-
ñòâèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðóïï Ëè, êîòîðîå, ñëåäîâàòåëüíî íå áóäåò ìåíÿòü ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé.

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âûáðàòü ìåðó, çàâèñÿùåé îò ìàòðèöû òîëüêî ÷åðåç ñïåêòðàëü-
íûå èíâàðèàíòû, íàïðèìåð ñëåäû ñòåïåíåé. Êðîìå òîãî, äëÿ òîãî ÷òîáû ìåðà áûëà âåðî-
ÿòíîñòíîé, ìû äîëæíû ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû èíòåãðàë ïî âñåìó íåêîìïàêòíîìó ìíîãîîá-

ðàçèþ ñõîäèëñÿ. Ñàìûì îáùèì âèäîì òàêîé ìåðû áóäåò ìåðà âèäà P(𝐷𝑀) =
1

𝑍
𝑒−Tr𝑓(𝑀)

c äîñòàòî÷íî áûñòðî ðàñòóùåé íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèåé 𝑓 : R → R. Îáùèé êëàññ
òàêèõ ìåð îáû÷íî îáîçíà÷àþò òåðìèíîì ìàòðè÷íûå ìîäåëè. Ïðè êàêèõ 𝑓(𝑥) âñå ìàò-
ðè÷íûå ýëåìåíòû 𝑀𝑖𝑗 íåçàâèñèìû? Äðóãèìè ñëîâàìè, êàêîâî ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ
ìàòðè÷íûõ ìîäåëåé ñ ìíîæåñòâîì âèãíåðîâñêèõ ìàòðèö. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïåðåñå÷åíèå
èñ÷åðïûâàåòñÿ ôóíêöèÿìè âèäà 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 ñ íåêîòîðûìè 𝑎 > 0, 𝑏 ∈ R. Îò ëè-
íåéíîãî ÷ëåíà ìîæíî èçáàâèòüñÿ ñäâèãîì ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Â
ðåçóëüòàòå ìû ïðèõîäèì ê îïðåäåëåíèþ ãàóññîâûõ àíñàìáëåé.

Определение 5.6. Гауссовы ансамбли: ортогональный, 𝛽 = 1; унитарный, 𝛽 = 2;
симплектический, 𝛽 = 4 — это мера на матрицах из Symm(𝑛), Her(𝑛), Quart(𝑛),
которая задаётся формулой

P𝐺,𝛽𝑛 (𝐷𝑀) =
1

𝒩𝐺,𝛽
𝑛

𝑒−
𝛽
4
Tr𝑀2

𝐷𝑀, (5.43)

где 𝒩𝐺,𝛽
𝑛 – нормировочный множитель.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé Âåéëÿ, ìû ìîæåì ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî ãðóïïå Ëè è
ïîëó÷èòü ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé Λ𝑛 = {𝜆1, . . . , 𝜆𝑛} ∈
R𝑛 ñëó÷àéíûõ ìàòðèö â ãàóññîâûõ àíñàìáëÿõ.

𝑓G,𝛽
Λ𝑛

(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =
1

𝑍𝐺,𝛽
𝑛

𝑒−
𝛽
4

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑥

2
𝑖

∏︁
1≤𝑖<𝑗≤𝑛

|𝑥𝑖 − 𝑥𝑗|𝛽. (5.44)

5.3.2 Круговые ансамбли

Åùå îäèí ïðèìåð àíñàìáëåé ñëó÷àéíûõ ìàòðèö äàåòñÿ ìåðàìè íà ââåäåííûõ âûøå êîì-
ïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ óíèòàðíûõ ìàòðèö, íåôîðìàëüíî ñâÿçàííûõ ñ ðàññìîòðåííû-
ìè âûøå ýðìèòîâûìè ìàòðèöàìè ïåðåõîäîì 𝑀 → 𝑒𝑖𝑀 . Îòëè÷èå çäåñü îäíàêî ñîñòîèò â
òîì, ÷òî òîãäà êàê ñòàðòîâîé òî÷êîé èññëåäîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ ýðìèòîâûõ ìàòðèö áûëà
ïîëíîñòüþ ôàêòîðèçîâàííàÿ ìåðà𝐷𝑀 =

∏︀
𝑖≤𝑗 𝑑𝑀𝑖𝑗 íà íåçàâèñèìûõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåí-

òàõ, ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû óíèòàðíûõ ìàòðèö ïîëó÷åííûõ ýêñïîíåíöèèðîâàíèåì ñóùå-
ñòâåííî âçàèìíî çàâèñèìû, ò.å. ýëåìåíò îáúåìà íå ìîæåò áûòü âûáðàí â âèäå ïðîñòîãî
ïðîèçâåäåíèÿ äèôôåðåíöèàëîâ îò ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ óíèòàðíîé ìàòðèöû. Äëÿ ðå-
øåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû ìû âîñïîëüçóåìñÿ óæå óïîìÿíóòûì ñâîéñòâîì (5.16) óíèòàðíûõ
ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö (èëè ïîäîáíûìè ñòâîéñòâàìè ïðîñòî óíèòàðíûõ è óíèòàðíûõ
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ñàìîäóàëüíûõ ìàòðèö): êàæäàÿ óíèòàðíàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ (ïðîñòî óíèòàðîíàÿ, óíè-
òàðíàÿ ñàìîäóàëüíàÿ) ìàòðèöà 𝑈 ïðåäñòàâèìà â âèäå 𝑈 = 𝑉 𝑇𝑉 (𝑉 †𝑉, 𝑉 𝑅𝑉 ), ãäå 𝑉 �
ïðîñòî óíèòàðíàÿ ìàòðèöà (â ïîñëåäíåì ñëó÷àå óíèòàðíàÿ êîìïëåêñíî-êâàòåðíèîííàÿ
ëèáî åå óíèòàðíûé êîìïëåêñíûé àíàëîã óäâîåííîãî ðàçìåðà). Òîãäà ìàòðèöó, íå ñèëüíî
îòëè÷àþùàÿñÿ îò íåå, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

𝑈 + 𝑑𝑈 = 𝑉 𝑇 (𝐼 + i𝑑𝑀)𝑉
(︀
𝑉 †(𝐼 + i𝑑𝑀)𝑉, 𝑉 𝑅(𝐼 + i𝑑𝑀)𝑉

)︀
, (5.45)

ãäå 𝑑𝑀 ýðìèòîâà ìàòðèöà èç äèôôåðåíöèàëîâ, òàêàÿ æå êàê èñïîëüçîâàëàñü ïðè îá-
ñóæäåíèè ýðìèòîâûõ ìàòðèö. Ïî íåé, òàê æå êàê è ðàíüøå, ñòðîèòñÿ èñêîìàÿ ôîðìà
îáúåìà 𝐷𝑀 , ïðè÷åì îíà íå çàâèñèò îò âûáîðà ìàòðèöû 𝑉 , òàê êàê ðàçíûå óíèòàíûå
ìàòðèöû 𝑉 , ïðèâîäÿùèå ê îäíîé è òîé æå ìàòðèöå 𝑀 , îòëè÷àþòñÿ ñîõðàíÿþùèì 𝐷𝑀
ñäâèãîì îðòîãîíàëüíîé (óíèòàðíîé, ñèìïëåêòè÷åñêîé) ìàòðèöåé. Ïîñêîëüêó óíèòàðíûå
ìàòðèöû æèâóò íà êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, ìû ìîæåì îãðàíè÷èòüñÿ ðàâíîìåðíîé
ìåðîé íà íèõ.

Определение 5.7. Круговые ансамбли: ортогональный, (COE), 𝛽 = 1; унитарный,
(CUE), 𝛽 = 2; симплектический, (CEE), 𝛽 = 4 — это меры на матрицах из USymm(𝑛),
U(𝑛), UQuart(𝑛), которые задаются формулой

PC,𝛽
𝑛 (𝐷𝑀) =

𝐷𝑀

𝒩𝐶,𝛽
𝑛

, (5.46)

где 𝐷𝑀 – мера Лебега (5.20-5.22) на элементах эрмитовых матриц, связанных с уни-
тарными матрицами соотношением 5.45 и 𝒩𝐺,𝛽

𝑛 – нормировочный множитель.

Òîãäà êàê ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýðìèòîâûõ ìàòðèö � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ óíèòàðíûõ ìàòðèö æèâóò íà åäèíè÷íîì êðóãå â êîìïëåêñíîé ïëîñ-
êîñòè, ò.å. èìåþò âèä Λ𝑛 = {𝑒i𝜃1 , . . . , 𝑒i𝜃𝑛} ∈ T𝑛.

Ïðèìåíèâ ôîðìóëó Âåéëÿ ê ìåðå êðóãîâûõ àíñàìáëåé è ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî àëãåáðå
Ëè, ïîëó÷èì ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ôàç Θ𝑛 = {𝜃1, . . . , 𝜃𝑛} ∈ [−𝜋, 𝜋)𝑛 ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé.

𝑓C,𝛽
Θ𝑛

(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =
1

𝑍𝛽,𝐶
𝑛

∏︁
1≤𝑘<𝑗≤𝑛

|𝑒i𝑥𝑘 − 𝑒i𝑥𝑗 |𝛽 (5.47)

5.3.3 Ансамбли Вишерта

.
Ïóñòü𝑋 ∈ R𝑛×𝑚 (C𝑛×𝑚,H𝑛×𝑚

R ) � âåùåñòâåííàÿ (êîìïëåêñíàÿ, âåùåñòâåííî-êâàòåðíèîííàÿ)
ìàòðèöà ðàçìåðà 𝑛×𝑚 (𝑛 > 𝑚) ñ íåçàâèñèìûìè îäèíàêîâî íîðìàëüíî ðàñïðåäåë¼ííûìè
ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè, îáëàäàþùèìè íóëåâûì ñðåäíèì è äèñïåðñèåé íåçàâèñèìûõ
êîìïîíåíò 1/𝛽, ãäå 𝛽 = 1, 2, 4. Ïóñòü 𝐴 = 𝑋𝑋†. Îïðåäåëåííîå âûøå ðàñïðåäåëåíèå ìàò-
ðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû 𝑋 ïîðîæäàåò ðàñïðåäåëåíèå ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ìàòðè-
öû 𝐴, êîòîðûå î÷åâèäíî óæå íå áóäóò íåçàâèñèìû. Ïðèâåäåì çäåñü ýòî ðàñïðåäåëåíèå
áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Лемма 5.8. Матричные элементы матрицы 𝐴 имеют следующее

P(𝐷𝐴) =
1

𝒩 𝛽,𝑊
𝑒−

𝛽
2
Tr(𝐴)(det𝐴)

𝛽
2
(𝑛−𝑚+1)−1𝐷𝐴, (5.48)

где 𝒩 𝛽,𝑊 – нормировочный множитель, а 𝐷𝐴 – элемент объема, построенный по
матричным элементам матрицы 𝐴 по формулам (5.20-5.22).
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Áîëåå ïîäðîáíî ìû îáñóäèì ýòó ôîðìóëó â çàäà÷àõ (âìåñòå ñ íàáðîñêîì äîêàçà-
òåëüñòâà). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòî ðàñïðåäåëåíèå òàêæå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî
äåéñòâèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðóïï Ëè, è ìû ìîæåì ñíîâà âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé
Âåéëÿ, êîòîðàÿ ïðèâîäèò íàñ ê ôîðìóëå äëÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé Λ𝑛 = {𝜆1, . . . , 𝜆𝑛} ∈ R𝑛 ìàòðèö Âèøåðòà.

𝑓𝛽,𝑊Λ𝑛
(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =

1

𝑍𝛽,𝑊
𝑛

𝑒
−𝛽

2

∑︀
𝑖
𝑥𝑖∏︁

𝑖

𝑥
𝛽
2
(𝑛−𝑚+1)−1

𝑖 I𝑥𝑖≥0

∏︁
1≤𝑘<𝑗≤𝑛

|𝑥𝑘 − 𝑥𝑗|𝛽. (5.49)

5.4 Распределение собственных значений при 𝑛 → ∞
и задача кулоновского газа.

Çàïèøåì ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ (5.44) 𝑛 ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ýðìèòîâûõ ìàòðèö
Λ = (𝜆1, . . . , 𝜆𝑛) ⊂ R â âèäå

𝑓𝛽Λ𝑛
(x) =

1

𝑍𝛽
𝑛

𝑒−𝛽𝐸(x), x ∈ R𝑛, (5.50)

ãäå ìû ââåëè îáîçíà÷åíèå ôóíêöèè 𝐸(x) : R𝑛 → R, çàäàâàåìîé ôîðìóëîé

𝐸(x) =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑉 (𝑥𝑖)−
∑︁

1≤𝑖<𝑗≤𝑛

ln |𝑥𝑖 − 𝑥𝑗|, (5.51)

â ñâîþ î÷åðåäü îïðåäåëÿåìóþ ÷åðåç ôóíêöèþ 𝑉 : R → R, êîòîðàÿ äëÿ ãàóññîâûõ àí-
ñàìáëåé èìååò âèä

𝑉 (𝑥) =
𝑥2

4
, (5.52)

à â îáùåì ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ ìàòðè÷íûõ ìîäåëåé ìîæåò èìåòü äðóãîé âèä, íàïðè-
ìåð ìíîãî÷ëåíà ïðîèçâîëüíîé ÷¼òíîé ñòåïåíè ñ ïîëîæèòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì ïðè
ñòàðøåì ÷ëåíå.

×èòàòåëü çíàêîìûé ñ îñíîâàìè ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè áåç òðóäà óçíàåò â ôîðìóëå
(5.50) ðàñïðåäåëåíèå Ãèááñà, îïèñûâàþùåå ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò 𝑛 îäè-
íàêîâî çàðÿæåííûõ ÷àñòèö â ïîòåíöèàëå 𝑉 (𝑥), íàõîäÿùèõñÿ â êîíòàêòå òåðìîñòàòîì
ïðè òåìïåðàòóðå 𝑇 = 1/𝛽. Çàìåòèì, ÷òî ëîãàðèôìè÷åñêèå ñëàãàåìûå, ñîîòâåòñòâóþò
äâóìåðíîìó êóëîíîâñêîìó îòòàëêèâàíèþ ìåæäó ÷àñòèöàìè. Òàêèì îáðàçîì â çàäà÷å
ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóìåðíûé êóëîíîâñêèé ãàç ÷àñòèö, ïîëîæåíèå êîòîðûõ îãðàíè÷åíî
ïðÿìîé ëèíèåé íà ïëîñêîñòè.

Òåðìîäèíàìè÷åñêèå âåëè÷èíû â òàêîé ñèñòåìå îïðåäåëÿþòñÿ ñðåäíèìè ïî ðàñïðå-
äåëåíèþ Ãèááñà. Íàïðèìåð ñðåäíåå ôóíêöèè 𝑂 : R𝑛 → R êîîðäèíàò ÷àñòèö Λ äàåòñÿ
𝑛-êðàòíûì èíòåãðàëîì

E𝑂(Λ) =
1

𝑍𝛽
𝑛

∫︁
R𝑛

𝑂(x)𝑒−𝛽𝐸(x)𝑑𝑛x, (5.53)

à íîðìèðîâî÷íûé êîýôôèöèåíò 𝑍𝛽
𝑛 , íàçûâàåìû ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììîé, åñòü

𝑍𝛽
𝑛 =

∫︁
R𝑛

𝑒−𝛽𝐸(x)𝑑𝑛x. (5.54)
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Åñòåñòâåííûé âîïðîñ, êàêîâî òèïè÷íîå ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòèö â ïðåäåëå 𝑛 → ∞.
Ïîäîáíûé âîïðîñ ìû óæå îáñóæäàëè âûøå, ðàññìàòðèâàÿ ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå ýì-
ïèðè÷åñêîé ñïåêòðàëüíîé ìåðû áîëüøîé ñëó÷àéíîé ìàòðèöû, è â ÷àñòíîñòè ìàòðèöû
Âèãíåðà. Êàê áûëî çàìå÷åíî ìàòðèöû èõ Ãàóññîâûõ àíñàìáëåé òàêæå ÿâëÿþòñÿ ìàòðè-
öàìè Âèãíåðà. Ïîýòîìó, ìû îæèäàåìî ïðèäåì ê ïîëóêðóãîâîìó çàêîíû Âèãíåðà. Îáñó-
äèì åãî âûâîä èç òî÷íîãî âèäà ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè, îïóñòèâ äåòàëè äîêàçàòåëüñòâ
è ïîæåðòâîâàâ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòðîãîñòüþ.

Çàáóäåì ïîêà, ÷òî â êîíòåêñòå ñëó÷àéíûõ ìàòðèö ïàðàìåòð 𝛽 ïðèíèìàë äèñêðåò-
íûå çíà÷åíèÿ, è ðàññìîòðèì ñèñòåìó ÷àñòèö â ïðåäåëå íóëåâîé òåìïåðàòóðû 𝛽 → ∞.
Â ýòîì ïðåäåëå äîìèíèðóþùèé âêëàä â èíòåãðàëû òèïà (5.53) äàþòñÿ êîíôèãóðàöèÿ-
ìè ìèíèìèçèðóþùèå ýíåðãèþ â ýêñïîíåíòå. Ñëåäóÿ îáû÷íîé â ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå
ïðîöåäóðå, ââåäåì ôóíêöèþ ñâîáîäíîé ýíåðãèè

f𝑛(𝛽) := −𝛽−1 ln𝑍𝛽
𝑛 . (5.55)

Â ïðåäåëå íóëåâîé òåìïåðàòóðû åå âåëè÷èíà áóäåò ðàâíà ìèíèìóìó ýíåðãèè

lim
𝛽→∞

f𝑛(𝛽) = inf
x∈R𝑛

𝐸(x) = 𝐸(xmin), (5.56)

ïðè óñëîâèè ÷òî çíà÷åíèå
xmin := arg inf

x∈R𝑛
𝐸(x), (5.57)

ìèíèìèçèðóþùåå ýíåðãèþ, åäèíñòâåííî. Ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê, êîãäà 𝐸(x) � âûïóê-
ëàÿ ôóíêöèÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ýòîì óñëîâèè ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ñðåäíèõ áóäóò
îïðåäåëÿòüñÿ òîé æå êîíôèãóðàöèåé

lim
𝛽→∞

E𝑂(x) = 𝑂(xmin). (5.58)

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî çàäà÷à î ïðåäåëå 𝑛→ ∞ òåñíî ñâÿçàíà ñ ïðåäåëîì íóëåâîé òåìïå-
ðàòóðû, âçÿòûì îäíîâðåìåííî ñ ïðåäåëîì áîëüøîãî ÷èñëà ÷àñòèö, â êîòîðîì ïëîòíîñòü
ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ñòðåìèòñÿ ê ãëàäêîé ôóíêöèè. ×òîáû óâèäåòü ýòî, ââåä¼ì ïåðå-
ìàñøòàáèðîâàííûå êîîðäèíàòû ÷àñòèö

Λ̃ =
Λ√
𝑛
=

{︂
𝜆1√
𝑛
, · · · , 𝜆𝑛√

𝑛

}︂
, (5.59)

êîòîðûå, ñîãëàñíî ãëàâå 2, áóäóò îñòàâàòüñÿ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè â R ïðè 𝑛 → ∞.
Òàêæå ââåäåì ïåðåìàñøòàáèðîâàííûé ïîòåíöèàë

𝑉 (x) =
𝑉 (

√
𝑛 · x)
𝑛

. (5.60)

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ïåðåìàñøòàáèðîâàíûõ êîîðäèíàò èìååò âèä

𝑓𝛽
Λ̃𝑛
(x) =

1

𝑍𝛽
𝑛

𝑒−𝛽𝑛
2�̃�(x), (5.61)

ãäå

�̃�(x) =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑉 (𝑥𝑖)−
1

2𝑛2

∑︁
𝑖 ̸=𝑗

ln |𝑥𝑖 − 𝑥𝑗| (5.62)
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ïåðåìàñøòàáèðîâàííàÿ ýíåðãèÿ. Ñðàâíèâàÿ (5.44) c (5.61) ìû âèäèì, ÷òî ïðè ïåðåìàñ-
øòàáèðîâàíèè òåìïåðàòóðíûé ïàðàìåòð 𝛽 èçìåíèëñÿ 𝛽𝑛2, òàê ÷òî ïðåäåë 𝑛→ ∞ îäíî-
âðåìåííî ñòàíîâèòñÿ è ïðåäåëîì íóëåâîé òåìïåðàòóðû. Êîíå÷íî ýòî ëèøü ýôôåêò ïåðå-
ïèñûâàíèÿ ýíåðãèè â òåðìèíàõ íîâûõ ïåðåìàñøòàáèðîâàííûõ ïåðåìåííûõ. Ýòîò ôàêò,
îäíàêî, ñòàíîâèòñÿ íåòðèâèàëüíûì, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñòàöèîíàðíûå çíà÷åíèÿ
𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, ìèíèìèçèðóþùèå ýíåðãèþ, îñòàþòñÿ îãðàíè÷åííûìè â ïðåäåëå 𝑛 → ∞, ÷òî
â ñâîþ î÷åðåäü ïðèâîäèò ê îãðàíè÷åííîñòè �̃�(x). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè â òàêîé çàïèñè
ñëàãàåìûå ïîä çíàêàìè ñóìì ïîðÿäêà åäèíèöû, â ñèëó íàëè÷èÿ íîðìèðîâî÷íûõ ìíîæè-
òåëåé ïåðåä ñóììàìè âñå âûðàæåíèå òàêæå áóäåò ïîðÿäêà åäèíèöû. Ñ ýòîãî ìîìåíòà,
ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôîðìóëû (5.61, 5.62) êàê îòïðàâíóþ òî÷êó, ñ÷èòàÿ ÷òî ôóíê-
öèÿ 𝑉 (𝑥) � íåçàâèñèìàÿ îò 𝑛 ïðîèçâîëüíàÿ îãðàíè÷åííàÿ ñíèçó íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ,
ðàñòóùàÿ ïðè |𝑥| → ∞ äîñòàòî÷íî áûñòðî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîòåíöèàë óäåðæèâàþùèé
÷àñòèöû îò óõîäà íà áåñêîíå÷íîñòü äîìèíèðîâàë íàä êóëîíîâñêèì îòòàëêèâàíèåì.

Òàê æå êàê â (5.56), îñíîâíîé âêëàä â ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ äàþò êîíôèãóðàöèè ÷à-
ñòèö, ìèíèìèçèðóþùèå ýíåðãèþ, ñ òîé îäíàêî ðàçíèöåé, ÷òî òåïåðü ÷èñëî ÷àñòèö ñòðå-
ìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Â ñëó÷àå ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà 𝑛 ÷àñòèö, çàäà÷à ñîñòîèò â
íàõîæäåíèè ìèíèìóìà ôóíêöèè 𝑛 ïåðåìåííûõ, è ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå 𝑛 àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé. ×òîáû ïðèäàòü ñìûñë àíàëîãè÷íîé çàäà÷å ñ ìåíÿþùèìñÿ ÷èñëîì 𝑛 → ∞
ðàññìîðèì îòîáðàæåíèå 𝜇 : Λ̃𝑛 → 𝒫(R), ââåäÿ ýìïèðè÷åñêóþ ìåðó

𝜇Λ̃𝑛
=

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝛿�̃�𝑖 . (5.63)

Òîãäà ýíåðãèþ (5.62) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèîíàë 𝐸𝑛 : 𝒫 → {R
⋃︀

+∞} íà
ïðîñòðàíñòâå âåðîÿòíîñòíûõ ìåð, ïîëîæèâ 𝐸𝑛(𝜇) := �̃�(x) , åñëè 𝜇 = 𝜇x èìååò âèä
(5.63) ýìïèðè÷åñêîé ìåðû, ò.å. íîðìèðîâàííîé ñóììû 𝑛 äåëüòà-ìåð, ãäå x ∈ R𝑛, òàê ÷òî
𝑥𝑗 ̸= 𝑥𝑗 äëÿ ëþáûõ 1 ≤ 𝑖 ̸= 𝑗 ≤ 𝑛, è 𝐸𝑛(𝜇) = +∞ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Òàêèì îáðàçîì,
çàäà÷à (5.56) âû÷èñëåíèÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå è ñâÿçàííàÿ ñ íåé
îíà çàäà÷à (5.57) íàõîæäåíèÿ ìèíèìèçèðóþùåé ýíåðãèþ êîíôèãóðàöèè 𝑛 ÷àñòèö ñâî-
äÿòñÿ ê îòûñêàíèþ ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà 𝐸𝑛(𝜇) íà ïðîñòðàíñòâå âåðîÿòíîñòíûõ ìåð.
Çàìåòèì, ÷òî íà òàêîé ýìïèðè÷åñêîé ìåðå 𝜇 = 𝜇x, äëÿ êîòîðîé îí êîíå÷åí, ôóíêöèîíàë
âû÷èñëÿåòñÿ â âèäå èíòåãðàëà

𝐸𝑛(𝜇) =

∫︁
R

𝑉 (𝑥)𝜇(𝑑𝑥)− 1

2

∫︁∫︁
R×R

ln |𝑥− 𝑦|I�̸�=𝑦𝜇(𝑑𝑥)𝜇(𝑑𝑦). (5.64)

Åãî áåñêîíå÷íîìåðíûé àíàëîã ℰ : 𝒫(R) → R, ìèíèìóì êîòîðîãî áóäåò îïðåäåëÿòü
ïðåäåë ìåð, ìèíèìèçèðóþùèõ ôóíêöèîíàëû 𝐸𝑛 ïðè 𝑛→ ∞, à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèé
ïðåäåë ñâîáîäíîé ýíåðãèè, çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

ℰ(𝜇) :=
∫︁
R

𝑉 (𝑥)𝜇(𝑑𝑥)− 1

2

∫︁∫︁
R×R

ln |𝑥− 𝑦|𝜇(𝑑𝑥)𝜇(𝑑𝑦). (5.65)

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå ìû ïðèâîäèì áåç äîêàçàòåëüñòâ.

Утверждение 5.9. Пусть 𝜇𝑛 = arg inf𝜇∈𝒫(R)𝐸𝑛(𝜇), 𝑛 ∈ N– меры минимизирующие
функционалы 𝐸𝑛, а 𝜇eq := arg inf𝜇∈𝒫(R) ℰ(𝜇) – (равновесная) мера на которой достигает
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минимума ℰ(𝜇). Такие меры существуют и единственны, а мера 𝜇eq имеет компакт-
ный носитель. Имеют место предельные переходы

𝜇𝑛 ===⇒
𝑛→∞

𝜇eq, (5.66)

fΛ̃𝑛
(𝛽) −−−→

𝑛→∞
inf

𝜇∈𝒫(R)
ℰ(𝜇) = ℰ(𝜇eq), (5.67)

Òàêèì îáðàçîì ýìïèðè÷åñêèå ìåðû ìèíèìèçèðóþùèå ýíåðãèþ êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷à-
ñòèö ñëàáî ñõîäÿòñÿ ê ðàâíîâåñíîé ìåðå 𝜇eq, ìèíèìèçèðóþùåé ℰ(𝜇) à ñâîáîäíàÿ ýíåð-
ãèÿ ñõîäèòñÿ ê ℰ(𝜇eq). Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷ î ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëîâ
ñëåäóåò èç èõ âûïóêëîñòè, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé ìû îñòàâëÿåì çà ðàìêàìè ýòîãî
èçëîæåíèÿ.

Íàéäåì âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó 𝜇𝑒𝑞, íà êîòîðîé ℰ(𝜇) èìååò ýêñòðåìóì. Ïîòðåáóåì ÷òîáû
åãî âàðèàöèÿ áûëà ðàâíà íóëþ, ïðè óñëîâèè

∫︀
𝑑𝜇 = 1, êîòîðîå äîáàâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ

ìåòîäà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà.
(5.68)

Ïîëó÷èì ⎛⎝∫︁
R

𝑉 (𝑥)𝛿𝜇(𝑑𝑥)−
∫︁∫︁
R×R

ln |𝑥− 𝑦|𝜇(𝑑𝑥)𝛿𝜇(𝑑𝑦) + 𝛼

∫︁
R

𝛿𝜇(𝑑𝑥)

⎞⎠ = 0. (5.69)

÷òî ïðèâîäèò íàñ ê óðàâíåíèþ

𝑉 (𝑥)−
∫︁
R

ln |𝑥− 𝑦|𝜇(𝑑𝑦) + 𝛼 = 0, 𝑥 ∈ Supp(𝜇), (5.70)

êîòîðîå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ â òî÷êàõ íîñèòåëÿ ìåðû 𝜇. Åñëè ïîñìîòðåòü íà ýòî óðàâ-
íåíèå â ïðåäåëå 𝑥→ ∞, âèäíî ÷òî îíî íå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ ïðè ñêîëü óãîäíî áîëüøèõ
𝑥, òàê êàê ïî ïðåäïîëîæåíèþ 𝑉 ðàñòåò áûñòðåå, ÷åì ëîãàðèôì. Ïîýòîìó íîñèòåëü ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ îáÿçàí áûòü îãðàíè÷åííûì. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå,
ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî èñêîìàÿ ìåðà 𝜇 àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà, à
å¼ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ 𝑓𝜇(𝑥) � ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ, ò.å. óäîâëåòâîðÿåò íåðàâíå-
ñòâó |𝑓𝜇(𝑥) − 𝑓𝜇(𝑦)| < 𝑐|𝑥 − 𝑦| äëÿ íåêîòîðîãî 𝑐 > 0. Çàìåòèì, ÷òî õîòÿ â ýòîì ñëó÷àå
èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè (5.70), áóäó÷è íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì, îãðàíè÷åí ðàâíîìåð-
íî ïî 𝑥, ïðîñòîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà ïðèâîäèò ê îñîáåííîñòè
ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè íå èíòåãðèðóåìîé àáñîëþòíî. Òåì íå ìåíåå, åñëè èíòåãðàë
ïîíèìàòü êàê èíòåãðàë â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ, íå òðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðåäåë,
ñîîòâåòñòâóþùèé ãëàâíîìó çíà÷åíèþ, è äèôôåðåíöèðîâàíèå ìîæíî ïîìåíÿòü ìåñòàìè,
÷òî äà¼ò

𝑉 ′(𝑥)− 𝑉.𝑃.

∫︁
𝑓𝜇(𝑦)

𝑥− 𝑦
𝑑𝑦 = 0. (5.71)

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ âòîðîé ôîðìóëîé Ñîõîöêîãî-Ïëåìåëÿ (ñì. ïðèëîæåíèå A.1)) ÷òî-
áû ïåðåïèñàòü ýòî óðàâíåíèå â âèäå

2𝑉 ′(𝑥) + 𝑆𝜇(𝑥+ i𝜀) + 𝑆𝜇(𝑥− i𝜀) = 0, 𝑥 ∈ supp(𝜇), (5.72)

ãäå 𝑆𝜇 � ïðåîáðàçîâàíèå Ñòèëòüåñà èñêîìîé ìåðû, a 𝜖 > 0 � ìàëàÿ âåëè÷èíà äîáàâëåííàÿ
ê àðãóìåíòó ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ âî âñåõ ôîðìóëàõ ïîäðàçóìåâàåòñÿ èõ ïðåäåëüíûå
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çíà÷åíèÿ ïðè 𝜀 → +0. Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ìîæíî ñ÷èòàòü ÷àñòíûì ñëó÷àåì задачи
Римана-Гильберта. Íàì íóæíî íàéòè ôóíêöèþ 𝑆𝜇(𝑥), 𝑥 ∈ C, àíàëèòè÷íóþ â C∖supp𝜇,
çàäàííóþ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (5.72) íà ðàçðåçå, ñîâïàäàþùåì ñ íîñèòåëåì ìåðû 𝜇,
è óáûâàíèåì

𝑆𝜇(𝑧) ∼ −1

𝑧
(5.73)

íà áåñêîíå÷íîñòè. Äëÿ ýòîãî ââåäåì ôóíêöèþ

𝑃 (𝑥) = 2𝑉 ′(𝑥)𝑆𝜇(𝑥) + 𝑆2
𝜇(𝑥). (5.74)

Äëÿ íåå ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

𝑃 (𝑥+ i𝜀)− 𝑃 (𝑥− i𝜀) = 2𝑉 ′(𝑥)(𝑆𝜇(𝑥+ i𝜀)− 𝑆𝜇(𝑥− i𝜀)) + 𝑆2
𝜇(𝑥+ i𝜀)− 𝑆2

𝜇(𝑥− i𝜀) (5.75)

= (2𝑉 ′(𝑥) + 𝑆𝜇(𝑥+ i𝜀) + 𝑆𝜇(𝑥− i𝜀))(𝑆𝜇(𝑥+ i𝜀)− 𝑆𝜇(𝑥− i𝜀)) = 0,(5.76)

òàê êàê ÷òî îäèí èç ñîìíîæèòåëåé ðàâåí íóëþ íà ðàçðåçå, à âòîðîé� âî âñåõ îñòàëü-
íûõ òî÷êàõ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, â êîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèå Ñòèëòüåñà àíàëèòè÷íî.
Òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ 𝑃 (𝑥) àíàëèòè÷íà âî âñåé ïëîñêîñòè C. Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî

óðàâíåíèþ (5.72) îíà èìååò êîíå÷íûé ïîðÿäîê ðîñòà íà áåñêîíå÷íîñòè, 𝑃 (𝑥) ∼ 2𝑉 ′(𝑥)

𝑥
ïðè 𝑥 → ∞. Â ñëó÷àå, êîãäà 𝑉 (𝑥) � ìíîãî÷ëåí, 𝑃 (𝑥) òàêæå ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 𝑑 =
deg𝑃 (𝑥) = deg 𝑉 (𝑥) − 2. Ïðåäïîëîæèâ, ÷òî ýòîò ìíîãî÷ëåí èçâåñòåí, ìîæíî ðåøèòü
óðàâíåíèå (5.74) è íàéòè ìåðó, îáðàòèâ ïðåîáðàçîâàíèå Ñòèëòüåñà 𝑆𝜇. Â îáùåì ñëó÷àå
ìíîãî÷ëåí 𝑃 (𝑥) âñå åùå ñîäåðæèò 𝑑 ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ (êîðíåé ìíîãî÷ëåíà), îäèí
èç êîòîðûõ ôèêñèðóåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé íîðìèðîâêîé ìåðû, à îñòàëüíûå ïàðàìåòðèçó-
þò (𝑑−1)- ìåðíîå ñåìåéñòâî ìåð, â êîòîðîì òåïåðü íóæíî ðåøàòü çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè,
ïîäáèðàÿ (𝑑− 1) ïàðàìåòðîâ.

Ïðîñòåéøèé ñëó÷àé 𝑑 = 1, â êîòîðîì 𝑃 (𝑥) îêàçûâàåòñÿ êîíñòàíòîé, è îòâåò äëÿ 𝑆𝜇
ïîëó÷àåòñÿ ñðàçó, � ñëó÷àé ãàóññîâûõ àíñàìáëåé. Â ýòîì ñëó÷àå ïîòåíöèàë êâàäðàòè÷åí,

𝑉 =
𝑥2

4
,

îòêóäà, ó÷èòûâàÿ àñèìïòîòèêó (5.73), ïðèâîäÿùóþ ê 𝑃 (𝑥) = −1, ïîëó÷èì óðàâíåíèå
(5.74) â âèäå

𝑥𝑆𝜇 + 𝑆2
𝜇 + 1 = 0. (5.77)

Âûáèðàÿ ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåå (5.73) ïîëó÷èì îòâåò â âèäå

𝑆𝜇(𝑧) =
−𝑥±

√
𝑥2 + 4

2
(5.78)

ïðåîáðàçîâàíèÿ Còèëòüåñà ïîëóêðóãîâîãî çàêîíà Âèãíåðà

𝑓𝜇(𝑥) = lim
𝜖→+0

1

𝜋
Im𝑆𝜇(𝑥+ i𝜀) =

1

2𝜋

√
4− 𝑥2. (5.79)
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Глава 6

Точечные процессы

Ïîëó÷åííûå â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ ðàñïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíûõ
ìàòðèö â èíâàðèàíòíûõ àíñàìáëÿõ ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà òî÷å÷-
íûõ êîíôèãóðàöèÿõ, íàçûâàåìûõ òî÷å÷íûìè ïðîöåññàìè. Áîëåå òîãî, ìåðû êîòîðûå
ìû ïîëó÷èëè èìåþò äîïîëíèòåëüíóþ ñòðóêòóðó òàê íàçûâàåìûõ äåòåðìèíàíòíûõ (â
ñëó÷àå 𝛽 = 1) è ïôàôôèàííûõ (𝛽 = 1, 4) òî÷å÷íûõ ïðîöåññîâ, êîòîðàÿ äåëàåò ýòè ìî-
äåëè òî÷íî ðåøàåìûìè â ñìûñëå, êîòîðûé ìû îáúÿñíèì ïîçæå. Íèæå ìû äàåì êðàòêîå
ââåäåíèå â òî÷å÷íûå ïðîöåññû è, â ÷àñòíîñòè, â äåòåðìèíàíòíûå òî÷å÷íûå ïðîöåññû.

Èòàê, ÷òî òàêîå òî÷å÷íûé ïðîöåññ?

Определение 6.1. Пусть X — локально компактное топологическое пространство
Хаусдорфа со счетной базой. Òî÷å÷íàÿ êîíôèãóðàöèÿ 𝜉 — это локально-конечная функ-
ция 𝜉 : X → Z≥0. Множество всех точечных конфигураций мы будем обозначать
Conf(X).

×òîáû óéòè îò èçëèøíåé îáùíîñòè, ìû ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëþ ïðåäñòàâëÿòü â êà-
÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà X ïîëíîå ñåïàðàáåëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâî,
à åùå êîíêðåòíåå ïðîñòðàíñòâî R𝑑 c òîïîëîãèåé ïîðîæäåííîé åâêëèäîâîé ìåòðèêîé
èëè ïðÿìóþ ñóììó íåñêîëüêèõ òàêèõ ïðîñòðàíñòâ, êîòîðûìè ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ â
äàëüíåéøåì.

Замечание 6.2. Локальная компактность означает, что у любой точки существует
предкомпактная окрестность, т.е. окрестность замыкание которой компактно.

Äëÿ îïèñàíèÿ òî÷å÷íûõ êîíôèãóðàöèé ìû ÷àñòî áóäåì èñïîëüçîâàòü òåðìèí ÷à-
ñòèöû, ãîâîðÿ, ÷òî â òî÷êå 𝑥 íàõîäèòñÿ 𝜉(𝑥) ÷àñòèö, à â ëþáîì äðóãîì áîðåëåâñêîì
ïîäìíîæåñòâå 𝐴 ⊂ X ñóììà çíà÷åíèé ïî âñåì òî÷êàì â ýòîé îáëàñòè. Ïóñòü ℬ(X) � áî-
ðåëåâñêàÿ ñèãìà àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ X. Ââåäåì ôóíêöèþ, ñ÷èòàþùóþ ÷èñëî ÷àñòèö
𝜈 : Conf(X)× ℬ(X) → N ∪∞,

𝜈𝜉(𝐴) =
∑︁

{𝑥∈𝐴:𝜉(𝑥)̸=0}

𝜉(𝑥), 𝜉 ∈ Conf(X), 𝐴 ∈ ℬ(X). (6.1)

Ëîêàëüíàÿ êîíå÷íîñòü îçíà÷àåò, ó ëþáîãî 𝑥 ∈ X åñòü îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü 𝑈 c êî-
íå÷íûì ÷èñëîì ÷àñòèö, 𝜈𝜉(𝑈) < ∞. Â ýòîì ñëó÷àå ëþáîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî 𝐶
ñîäåðæèò íå áîëåå, ÷åì êîíå÷íîå ÷èñëî ÷àñòèö,

𝜈𝜉(𝐶) <∞.

89
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Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî ÷àñòèö â òî÷å÷íîé êîíôèãóðàöèè íå áîëåå ÷åì ñ÷åò-
íî. Ïåðåíóìåðóåì òî÷êè â êîòîðûõ 𝜉(𝑥) ̸= 0 íåêîòîðûì åñòåñòâåííûì îáðàçîì 𝜉 →
{. . . , 𝑥0, 𝑥1, . . . } ýëåìåíòàìè íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà ℐ ⊂ Z ìíîæåñòâà öåëûõ ÷èñåë.
Ôóíêöèþ 𝜈𝜉 ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ñ÷èòàþùóþ ìåðó,

𝜈𝜉 =
∑︁
𝑖∈ℐ

𝜉(𝑥𝑖)𝛿𝑥𝑖 , (6.2)

ïðèíèìàþùóþ íà áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâàõ íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå (èëè áåñêîíå÷íîå)
çíà÷åíèÿ. Òàêèì îáðàçîì ýòà ôóíêöèÿ äà¼ò îòîáðàæåíèå èç ïðîñòðàíñòâà òî÷å÷íûõ
êîíôèãóðàöèé â ïðîñòðàíñòâî öåëî÷èñëåííûõ ëîêàëüíî êîíå÷íûõ ìåð íà (X,ℬ(X)).

Определение 6.3. Считающая мера 𝜈𝜉 называется простой, если 𝜉(𝑥) ≤ 1 для любых
𝑥 ∈ X.

Çàäàäèì 𝜎-àëãåáðó íà Conf(X). Ïóñòü 𝐴 ∈ ℬ(X) � áîðåëåâñêîå ïîäìíîæåñòâî. Îïðå-
äåëèì öèëèíäðè÷åñêèå ìíîæåñòâà ôîðìóëîé

𝐶𝐴
𝑛 = {𝜉 ∈ Conf(X) : 𝜈𝜉(𝐴) = 𝑛}

(òî åñòü â çàäàííîì 𝐴 ñîäåðæèòñÿ ðîâíî 𝑛 ÷àñòèö). Ïóñòü 𝒯 (X) � ñèãìà-àëãåáðà, ïî-
ðîæä¼ííàÿ âñåìè 𝐶𝐴

𝑛 .

Определение 6.4. Òî÷å÷íûé ïðîöåññ — это (вероятностная) мера на (Conf(X), 𝒯 (X)).

Äëÿ çàäàíèÿ ìåðû äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü P(𝜈𝜉(𝐴1) = 𝑛1, . . . , 𝜈𝜉(𝐴𝑘) = 𝑛𝑘, . . .) äëÿ
äèçúþíêòíûõ ïîäìíîæåñòâ (òî åñòü òàêèõ, ÷òî 𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑗 = ∅).

Определение 6.5. Точечный процесс называется ïðîñòûì, если для каждой точки
𝑥 ∈ X выполнено P(𝜉(𝑥) > 1) = 0.

Äàëåå ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ïðîñòûå òî÷å÷íûå ïðîöåññû.

Пример 6.6. Пуассоновский процесс: X = R𝑛, простой с интенсивностью 𝜆. Задаётся
соотношением

P(𝜈𝜉(𝐴) = 𝑘) =
(𝜆|𝐴|)𝑘

𝑘!
𝑒−𝜆|𝐴|,

где |𝐴| — мера Лебега множества 𝐴, то есть его объём (на самом деле, не обязательно
именно мера Лебега, но это самый типичный пример). Для 𝐴 ∩𝐵 = ∅ имеем

P(𝜈𝜉(𝐴) = 𝑘, 𝜈𝜉(𝐵) = 𝑚) = P(𝜈𝜉(𝐴) = 𝑘)P(𝜈𝜉(𝐵) = 𝑚).

Пример 6.7. Процесс Бернулли: X = Z𝑛, простой, задаётся соотношением

P(𝜈𝜉(𝑥) = 1) = 𝜌, P(𝜈𝜉(𝑥) = 0) = 1− 𝜌,

а для различных точек 𝑥, 𝑦 ∈ X имеем

P(𝜈𝜉(𝑥) = 𝑘, 𝜈𝜉(𝑦) = 𝑚) = P(𝜈𝜉(𝑥) = 𝑘)P(𝜈𝜉(𝑦) = 𝑚).
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×àñòî âìåñòî çàäàíèÿ âåðîÿòíîñòåé öèëèíäðè÷åñêèõ ìíîæåñòâ óäîáíåå îïèñûâàòü
ïðîöåññ ÷åðåç êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè. Äëÿ ýòîãî â êàæäîé ñëó÷àéíîé êîíôèãóðàöèè
ïåðåíóìåðóåì ÷àñòèöû, ò.å. ñîñòàâèì ñïèñîê 𝜉 → {. . . , 𝑥0, 𝑥1, . . . } òî÷åê 𝑥 ∈ X, òàêèõ
÷òî 𝜉(𝑥) ̸= 0, ïðè÷åì êàæäàÿ òî÷êà ïîâòîðÿåòñÿ â ñïèñêå 𝜉(𝑥) ðàç. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
òàêóþ íóìåðàöèþ ìîæíî çàäàòü èçìåðèìûì îòíîñèòåëüíî 𝒯 (X) îáðàçîì.

Определение 6.8. Пусть (Conf(X), 𝒯 (X),P) – простой точечный процесс, и 𝜉 →
{. . . , 𝑥0, 𝑥1, . . . } измеримая нумерация частиц. Тогда êîððåëÿöèîííîé ìåðîé на X𝑛,
где 𝑛 ⩾ 1, называется такая мера 𝑅𝑛, которая удовлетворяет равенству∫︁

X𝑛

𝑓𝑅𝑛 = EP

(︃ ∑︁
𝑖1 ̸=... ̸=𝑖𝑛

𝑓(𝑥𝑖1 , . . . , 𝑥𝑖𝑛)

)︃

для произвольной функции 𝑓 : X𝑛 → R с компактным носителем.

Êîððåëÿöèîííûå ìåðû ïîçâîëÿþò åñòåñòâåííûì îáðàçîì âû÷èñëÿòü òàê íàçûâàåìûå
ôàêòîðèàëüíûå ìîìåíòû ñëó÷àéíîé ìåðû 𝜈𝜉 ïðîèçâîëüíûõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ, ò.å.
÷èñåë ÷àñòèö ïîïàäàþùèõ â ýòè ìíîæåñòâà. Ïóñòü 𝐴 ⊂ X, òîãäà

𝑅𝑛(𝐴
𝑛) = EP

(︂
𝜈𝜉(𝐴)!

(𝜈𝜉(𝐴)− 𝑛)!

)︂
(6.3)

Äëÿ íåñêîëüêèõ äèçúþíêòíûõ ìíîæåñòâ 𝐴1, . . . , 𝐴𝑘 ∈ X áóäåì èìåòü

𝑅𝑛(𝐴
𝑛1
1 , . . . , 𝐴

𝑛𝑘
𝑘 ) = EP

(︃∏︁
𝑘

𝜈𝜉(𝐴𝑘)!

(𝜈𝜉(𝐴𝑘)− 𝑛𝑘)!

)︃
(6.4)

ãäå 𝑛1 + . . .+ 𝑛𝑘 = 𝑛.
Ôàêòîðèàëüíûå ìîìåíòû � ýòî ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ îáû÷íûõ ìîìåíòîâ,

E
(︂

𝑥!

(𝑥− 𝑘)!

)︂
= E(𝑥(𝑥− 1) . . . (𝑥− 𝑘 + 1)),

êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïåðâûå ïîñðåäñòâîì ñîîòíîøåíèÿ

E(𝑥𝑛) =
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑠(𝑛, 𝑘)E
(︂

𝑥!

(𝑥− 𝑘)!

)︂
, (6.5)

ãäå 𝑠(𝑛, 𝑘) � ÷èñëà Ñòèðëèíãà 2-ãî ðîäà. Ïîñëåäíèå óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

𝑠(𝑛, 𝑘) = 𝑘𝑠(𝑛− 1, 𝑘) + 𝑠(𝑛− 1, 𝑘 − 1), 𝑠(𝑛, 1) = 𝑠(𝑛, 𝑛) = 1

Упражнение 6.9. Докажите формулы (6.3-6.5).

Определение 6.10. Пусть 𝑅𝑛 — корреляционная мера на X𝑛, и пусть 𝜇 — такая мера
на X (будем называть ее референтной мерой), что 𝑅𝑛 абсолютно непрерывна относи-
тельно 𝜇⊗𝑛. Тогда плотность 𝜌𝑛(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) меры 𝑅𝑛 относительно 𝜇⊗𝑛 называется
êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé.

Èç îïðåäåëåíèÿ â ÷àñòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè � ñèììåòðè÷å-
ñêèå ôóíêöèè ñâîèõ àðãóìåíòîâ.

𝜌𝑛(. . . , 𝑥, . . . , 𝑦, . . . ) = 𝜌𝑛(. . . , 𝑦, . . . , 𝑥, . . . ), 𝑛 ∈ N.
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Пример 6.11. Пусть X метрическое пространство, 𝑥 ∈ X, и 𝐵𝜖(𝑥) – шар радиуса 𝜖 с
центром в точке 𝑥. Тогда

𝜌𝑛(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = lim
𝜖→0

E𝜈𝜉(𝐵𝜖(𝑥1)) · · · 𝜈𝜉(𝐵𝜖(𝑥𝑛))

𝜇(𝐵𝜖(𝑥1)) · · ·𝜇(𝐵𝜖(𝑥𝑛))
. (6.6)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè X = R è (Conf(X), 𝒯 (X),P) � ïðîñòîé òî÷å÷íûé ïðîöåññ, òî åãî êî-
îðåëÿöèîííûå ôóíêöèè, çàäàííûå îòíîñèòåëüíî ìåðû 𝜇 íà R, èìåþò ñëåäóþùèé ñìûñë

𝜌𝑛(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)𝜇(𝑑𝑥1) . . . 𝜇(𝑑𝑥𝑛) (6.7)

= P(÷àñòèöû åñòü â êàæäîì èç [𝑥1, 𝑥1 + 𝑑𝑥1], . . . , [𝑥𝑛, 𝑥𝑛 + 𝑑𝑥𝑛]), (6.8)

à åñëè 𝜇 � äèñêðåòíàÿ ìåðà, íàïðèìåð ÷àñòèöû æèâóò íà ðåøåòêå, òî

𝜌𝑛(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)𝜇(𝑥1) . . . 𝜇(𝑥𝑛) = P(÷àñòèöû åñòü â êàæäîì èç 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛).

Äëÿ ïðîñòûõ òî÷å÷íûõ ïðîöåññîâ 𝜌(𝑥, 𝑥, . . . ) = 0 Âûðàçèì ÷åðåç êîððåëÿöèîííûå ôóíê-
öèè ìàòîæèäàíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ñâÿçàííûõ ñ ìóëüòèïëèêàòèâíûìè ôóíêöèîíà-
ëàìè ïðîñòûõ òî÷å÷íûõ ïðîöåññîâ.

Ïóñòü (Conf(X), 𝒯 (X),P) � ïðîñòîé òî÷å÷íûé ïðîöåññ, à 𝑔 : X → R � ôóíêöèÿ ñ
êîìïàêòíûì íîñèòåëåì. Ïåðåíóìåðóåì òî÷êè 𝑥 ñëó÷àéíîé òî÷å÷íîé êîíôèãóðàöèè, â
êîòîðûõ 𝜉(𝑥) ̸= 0, 𝜉 = {𝑥1, 𝑥2, . . .} ∈ Conf(X), è âû÷èñëèì ñðåäíåå îò ïðîèçâåäåíèÿ
(1 + 𝑔(𝑥𝑖)) ïî âñåì òàêèì òî÷êàì.

EP

(︃
∞∏︁
𝑖=1

(1 + 𝑔(𝑥𝑖))

)︃
=

∞∑︁
𝑘=0

EP

(︃ ∑︁
𝑖1<...<𝑖𝑘

𝑔(𝑖1) . . . 𝑔(𝑖𝑘)

)︃

=
∞∑︁
𝑘=0

1

𝑘!
EP

(︃ ∑︁
𝑖1 ̸=... ̸=𝑖𝑘

𝑔(𝑖1) . . . 𝑔(𝑖𝑘)

)︃
(6.9)

=
∞∑︁
𝑘=0

1

𝑘!

∫︁
X𝑘

𝑘∏︁
𝑖=1

𝑔(𝑥𝑖)𝜌(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘)𝑑𝜇1 . . . 𝑑𝜇𝑘.

Âûáèðàÿ ðàçëè÷íûå ôóíêöèè 𝑔(𝑥) ìîæíî âû÷èñëÿòü

Пример 6.12. Вероятность дырки.

Пусть 𝐴 ⊂ X, 𝑔(𝑥) = −I𝐴. Тогда

E

(︃∏︁
𝑖

(1− I𝐴(𝑥𝑖))

)︃
= P(𝜈𝜉(𝐴) = 0)

это вероятность "дырки"(что в 𝐴 ничего не лежит). Подставляя то, что мы полу-
чили выше, имеем

E

(︃∏︁
𝑖

(1− I𝐴(𝑥𝑖))

)︃
=

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘

𝑘!

∫︁
𝐴𝑘

𝜌𝑘(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘)𝑑𝜇1 . . . 𝑑𝜇𝑘.

Эту формулу можно вывести и из чисто вероятностных соображений. Заметим,
что слагаемое в правой части с номером 𝑘 есть с точностью до знака сумма вероят-
ностей таких конфигураций, в которых в 𝐴 содержится по меньшей мере 𝑘 частиц.
Тогда выражение для вероятности дырки простое следствие принципа включения-
исключения.
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Пример 6.13. Вероятность 𝑘 частиц в области 𝐴.
Пусть 𝐴 ⊂ X, 𝑔𝑧(𝑥) = −𝑧I𝐴. Тогда рассмотрим

𝑑𝑛

𝑑𝑧𝑛

(︃∏︁
𝑖

(1− 𝑧I𝐴(𝑥𝑖))

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑧=1

= (−1)𝑛
∑︁

𝑖1<...<𝑖𝑛

I𝐴(𝑥𝑖)
∏︁

𝑖 ̸=𝑖1,...,𝑖𝑛

(1− I𝐴(𝑥𝑖)).

С точностью до знака, мы построили индикатор события, состоящего в том, что в
𝐴 содержится ровно 𝑛 частиц:

(−1)𝑛EP
𝑑𝑛

𝑑𝑧𝑛

(︃∏︁
𝑖

(1− 𝑧I𝐴(𝑥𝑖))

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑧=1

= P(𝜈𝜉(𝐴) = 𝑛).

Пример 6.14. Производящие функции, моменты, кумулянты и кластерные

корреляуионные функции.

Пусть (Conf(X), 𝒯 (X),P) – простой точечный процесс в метрическом простран-
стве X. Зафиксируем точки 𝑦1, 𝑦2, . . . ∈ X и возьмём 𝑔z(𝑥) =

∑︀
𝑖

𝑧𝑖𝛿
𝜇
𝑦𝑖
(𝑥), где функция

(точнее функционал) 𝛿𝜇𝑦 (𝑥) понимается следующим образом. Введем функцию

𝛿𝜖𝑦(𝑥) :=
I𝐵𝜖(𝑦)(𝑥)

𝜇(𝐵𝜖(𝑦))
, (6.10)

а выражения ниже с функцией 𝛿𝜇𝑦 (𝑥) в будем понимать, как выражения с 𝛿𝜖𝑦(𝑥) под
знаком предела с 𝜖 → 0. В частности, интегрирование её произведения с функцией
𝑓(𝑥), непрерывной в 𝑥 = 𝑦, даёт∫︁

X

𝑓(𝑥)𝛿𝜇𝑦 (𝑥)𝜇(𝑑𝑥) = 𝑓(𝑦). (6.11)

Если X = R𝑑 а 𝜇 – мера Лебега 𝜇(𝑑𝑛𝑥) = 𝑑𝑛𝑥, то 𝛿𝜇𝑦 (𝑥) имеет смысл дельта функции
Дирака, 𝛿𝜇𝑦 (𝑥) = 𝛿(𝑥− 𝑦).

Тогда

EP

(︃
∞∏︁
𝑖=1

(1 + 𝑔z(𝑥𝑖))

)︃
=

∞∑︁
𝑘=0

1

𝑘!

∫︁
X𝑘

𝜌𝑘(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘)
𝑘∏︁
𝑖=1

𝑔(𝑥𝑖)𝜇(𝑑𝑥1) . . . 𝜇(𝑑𝑥𝑘) (6.12)

=
∞∑︁
𝑘=0

1

𝑘!

∑︁
𝑖1,...,𝑖𝑘

∫︁
X𝑘

𝜌𝑘(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘)𝛿
𝜇
𝑦𝑖1

(𝑥1) . . . 𝛿
𝜇
𝑦𝑖𝑘

(𝑥𝑘)𝑧𝑖𝑘 . . . 𝑧𝑖𝑘𝜇(𝑑𝑥1) . . . 𝜇(𝑑𝑥𝑘).

Учитывая, что процесс простой, т.е. 𝜌(𝑥, 𝑥, . . .) = 0, и 𝜌𝑘(· · · ) – симметрические
функции своих аргументов, мы можем продолжить равенство так:

∞∑︁
𝑘=0

1

𝑘!

∑︁
𝑖1 ̸=... ̸=𝑖𝑘

𝑧𝑖1 . . . 𝑧𝑖𝑘𝜌𝑘(𝑦1, . . . , 𝑦𝑘) =
∞∑︁
𝑘=0

∑︁
𝑖1<...<𝑖𝑘

𝑧𝑖1 . . . 𝑧𝑖𝑘𝜌𝑘(𝑦1, . . . , 𝑦𝑘) =: 𝑃 (z). (6.13)

Таким образом полученное выражение имеет смысл производящей функции корреля-
ционных функций.

Рассмотрим набор случайных величин,

𝜂𝜖𝑖 =
𝜈𝜉(𝐵𝜖(𝑦𝑖))

𝜇(𝐵𝜖(𝑦𝑖))
. (6.14)



94 ГЛАВА 6. ТОЧЕЧНЫЕ ПРОЦЕССЫ

Можно построить из них производящую функцию моментов

𝑀𝜂𝜖(z) = E exp

(︃∑︁
𝑖

𝑧𝑖𝜂
𝜖
𝑖

)︃
=

∞∑︁
𝑘=0

1

𝑘!

∑︁
𝑖1,...,𝑖𝑘

𝜇𝑘(𝜂
𝜖
𝑖1
, . . . , 𝜂𝜖𝑖𝑘)𝑧𝑖1 · · · 𝑧𝑖𝑘 (6.15)

=
∞∑︁
𝑘=0

1

𝑘!

∑︁
𝑖1 ̸=···̸=𝑖𝑘

𝜇𝑘(𝜂
𝜖
𝑖1
, . . . , 𝜂𝜖𝑖𝑘)𝑧𝑖1 · · · 𝑧𝑖𝑘 + (слагаемые с повторениями),

где второй строчке сумма моментов, соответствующих произведениям попарно раз-
личных величин 𝜂𝜖𝑖 , выделена явно. Заметим, что после взятия предела 𝜖 → 0 эти
моменты превращаются в корреляционные функции

lim
𝜖→0

𝜇𝑘(𝜂
𝜖
𝑖1
, . . . , 𝜂𝜖𝑖𝑘) = 𝜌𝑘(𝑦𝑖1 , . . . , 𝑦𝑖𝑘), (6.16)

т.е. почленный предел выделенной суммы совпадает с 𝑃 (z).
Взяв логарифм, перейдем, как обычно, к производящей функции кумулянтов,

𝐶𝜂𝜖(z) = ln𝑀𝜂𝜖(z) =
∞∑︁
𝑘=0

1

𝑘!

∑︁
𝑖1,...,𝑖𝑘

𝑐𝑘(𝜂
𝜖
𝑖1
, . . . , 𝜂𝜖𝑖𝑘)𝑧𝑖1 · · · 𝑧𝑖𝑘 (6.17)

=
∞∑︁
𝑘=0

1

𝑘!

∑︁
𝑖1 ̸=···̸=𝑖𝑘

𝑐𝑘(𝜂
𝜖
𝑖1
, . . . , 𝜂𝜖𝑖𝑘)𝑧𝑖1 · · · 𝑧𝑖𝑘 + (слагаемые с повторениями),

которые связаны с моментами соотношением (1.18). Здесь в второй строке мы опять
явно выделили сумму без повторений. Очевидно, что почленный предел этой суммы
без повторений, и подобная сумма без повторений выделенная из ln𝑃 (z) совпадают,
т.е.

lim
𝜖→0

𝐶𝜂𝜖(z) = ln𝑃 (z) + (слагаемые с повторениями). (6.18)

При этом пределы кумулянтов и моментов с повторениями плохо определены, но они
не влияют на слагаемые без повторений и, следовательно, пределы кумулянтов без
повторений связаны с корреляционными функциями, как кумулянты с моментами.

Величины

𝑡𝑘(𝑦𝑖1 , . . . , 𝑦𝑖𝑘) = (−1)𝑘−1 lim
𝜖→0

𝑐𝑘(𝜂
𝜖
𝑖1
, . . . , 𝜂𝜖𝑖𝑘), 𝑖1 ̸= · · · ̸= 𝑖𝑘 (6.19)

называются кластерными корреляционными функциями. Согласно сказанному выше
их производящая функция

𝑇 (z) =
∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘+1
∑︁

𝑖1<...<𝑖𝑘

𝑧𝑖1 . . . 𝑧𝑖𝑘𝑡𝑘(𝑦1, . . . , 𝑦𝑘) (6.20)

выражается через логарифм 𝑃 (z)

ln𝑃 (z) = 𝑇 (z) + (слагаемые с повторениями). (6.21)

Перераскладывая логарифм ряда в новый ряд последовательно получим

𝑡1(𝑥) = 𝜌1(𝑥), (6.22)

𝑡2(𝑥1, 𝑥2) = 𝜌1(𝑥1)𝜌1(𝑥2)− 𝜌(𝑥1, 𝑥2), (6.23)

и так далее.



6.1. ДЕТЕРМИНАНТНЫЙ ТОЧЕЧНЫЙ ПРОЦЕСС 95

6.1 Детерминантный точечный процесс

Âàæíûì ïðèìåðîì òî÷å÷íîãî ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ äåòåðìèíàíòíûé òî÷å÷íûé ïðîöåññ.

Определение 6.15. Точечный процесс (P,Conf(X), 𝒯 ) называется детерминантным
если существует измеримая функция 𝐾 : X× X → C, такая что все корреляционные
функции представимы в виде

𝜌𝑘(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) = det
1⩽𝑖,𝑗⩽𝑘

(𝐾(𝑥𝑖, 𝑥𝑗)), 𝑘 = 1, 2, 3, . . . . (6.24)

Замечание 6.16. По построению сразу получается, что детерминантный процесс —
простой.

Ïðèìåíèì ê äåòåðìèíàíòíîìó ïðîöåññó òó òåîðèþ, êîòîðóþ ìû ðàçâèëè âûøå. Ïîä-
ñòàâëÿÿ äåòåðìèíàíòíûå âûðàæåíèÿ äëÿ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé a ôîðìóëó (6.9)
ïîëó÷èì

EP

(︃
∞∏︁
𝑖=1

(1 + 𝑔(𝑥𝑖))

)︃
=

∞∑︁
𝑘=0

1

𝑘!

∫︁
R𝑘

det
1⩽𝑖,𝑗⩽𝑛

(𝐾(𝑥𝑖, 𝑥𝑗)𝑔(𝑥𝑖))𝑑𝜇(𝑥1) . . . 𝑑𝜇(𝑥𝑘). (6.25)

Êàê ïîíèìàòü ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè,
Çàìåòèì, ÷òî åñëè 𝐴 � íåêîòîðàÿ ìàòðèöà, òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû (𝐼+𝐴) ìîæíî

çàïèñàòü â âèäå ðàçäîæåíèÿ ïî äèàãîíàëüíûì ìèíîðàì ìàòðèöû 𝐴

det(𝐼 + 𝐴) = 1 +
∑︁
𝑖

𝐴𝑖𝑖 +
∑︁
𝑖1<𝑖2

det

(︂
𝐴𝑖1𝑖1 𝐴𝑖1𝑖2
𝐴𝑖2𝑖1 𝐴𝑖2𝑖2

)︂
+ . . . (6.26)

=
∞∑︁
𝑘=0

1

𝑘!

∑︁
𝑖1,...,𝑖𝑘

det
1≤𝑙,𝑚≤𝑘

{𝐴𝑖𝑙,𝑖𝑚}

Åñëè òåïåðü äóìàòü î 𝑔(𝑥)𝐾(𝑥, 𝑦)� êàê î ÿäðå èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà ̂︁𝑔𝐾 : 𝐿2(X, 𝜇) →
𝐿2(X, 𝜇), çàäàííîãî ñîîòíîøåíèåì

(̂︁𝑔𝐾𝑓)(𝑥) = ∫︁
X

𝑔(𝑥)𝐾(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑦)𝑑𝜇(𝑦),

ìû âèäèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (6.25) òàêæå åñòü ðàçëîæåíèå ïî äèàãîíàëüíûì ìèíîðàì
ïîäîáíîãî îïðåäåëèòåëÿ

EP

(︃
∞∏︁
𝑖=1

(1 + 𝑔(𝑥𝑖))

)︃
= det(1 + ̂︁𝑔𝐾)𝐿2(X,𝜇). (6.27)

Â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò îïðåäåëèòåëü Ôðåäãîëüìà îïåðàòîðà, äåéñòâóþùåãî íà ôóíê-
öèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå, îäíî èç îïðåäåëåíèé êîòîðîãî äëÿ ñëó÷àÿ èíòåãðàëüíîãî
îïåðàòîðà äàåòñÿ ðÿäîì â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (6.25). Êîíå÷íî, äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòî
âûðàæåíèåì èìåëî ñìûñë, ñóììà ðÿäà äîëæíà áûòü õîðîøî îïðåäåëåíà. Îäíàêî, îòëî-
æèì ïîêà ìàòåìàòè÷åñêèå ïîäðîáíîñòè è ïðèìåíèì ýòî îáùåå âûðàæåíèå ê âåëè÷èíàì,
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îáñóæäàâøèìñÿ â ïðèìåðàõ 6.12-6.14, îáðàùàÿñü ñ îïðåäåëèòåëÿìè áåñêîíå÷íîìåðíûõ
îïåðàòîðîâ êàê ñ ìàòðèöàìè.

Вероятность дырки:

P(𝜈𝜉(𝐴) = 0) = det(1− ̂︀𝐾 |𝐴)𝐿2(X,𝜇) = det(1− ̂︀𝐾)𝐿2(𝐴,𝜇); (6.28)

Вероятность 𝑘 частиц в множестве 𝐴 ⊂ X:

P(𝜈𝜉(𝐴) = 𝑘) =
1

𝑘!

𝑑𝑘

𝑑𝑧𝑘

⃒⃒⃒⃒
𝑧=−1

det(1 + 𝑧 ̂︀𝐾)𝐿2(𝐴,𝜇). (6.29)

Кластерные корреляционные функции: Ñîãëàñíî ôîðìóëå (6.21) êîýôôèöèåí-
òû ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè (6.20) êëàñòåðíûõ ôóíêöèé èùóòñÿ êàê êîýôôèöèåíòû ïðè
ìîíîìàõ, â êîòîðûå âõîäÿò òîëüêî ïàðàìåòðû 𝑧𝑖 ñ ðàçíûìè íîìåðàìè, â ðàçëîæåíèè

ln𝑃 (z) = ln det
(︁
1 + ̂︂𝑔z𝐾)︁

𝐿2(𝐴,𝜇)
= Tr ln

(︁
1 + ̂︂𝑔z𝐾)︁ =

∑︁
𝑛⩾1

(−1)𝑛+1

𝑛
Tr(𝑔z𝐾)𝑛, (6.30)

ãäå 𝑔z(𝑥) =
∑︀
𝑖

𝑧𝑖𝛿
𝜇
𝑦𝑖
(𝑥). Çäåñü ìû âûðàçèëè ëîãàðèôì îïðåäåëèòåëÿ îïåðàòîðà ÷åðåç ñëåä

ëîãàðèôìà òîãî æå îïåðàòîðà è ðàçëîæèëè ïîñëåäíèé â ðÿä ïî ñòåïåíÿì îïåðàòîðà ̂︂𝑔z𝐾.
Äëÿ ñëåäîâ ñòåïåíåé ïîñëåäíåãî ïîëó÷èì

Tr(̂︂𝑔z𝐾)𝑘 =

∫︁
X𝑘

𝑔(𝑥1)𝐾(𝑥1, 𝑥2)𝑔(𝑥2)𝐾(𝑥2, 𝑥3) · · · 𝑔(𝑥𝑘)𝐾(𝑥𝑘, 𝑥1)𝜇(𝑑𝑥1) · · ·𝜇(𝑑𝑥𝑘)

=
∑︁
𝑖1,...,𝑖𝑘

∫︁
R𝑘

𝛿𝜇𝑦1(𝑥1)𝐾(𝑥1, 𝑥2) · · · 𝛿𝜇𝑦𝑘(𝑥𝑘)𝐾(𝑥𝑘, 𝑥1)𝑧𝑖1 · · · 𝑧𝑖𝑘𝑑𝜇(𝑥1) · · ·𝜇(𝑑𝑥𝑘)

=
∑︁
𝑖1,...,𝑖𝑘

𝑧𝑖1 . . . 𝑧𝑖𝑘𝐾(𝑦𝑖1 , 𝑦𝑖2) . . . 𝐾(𝑦𝑖𝑘 , 𝑦𝑖1). (6.31)

Êîýôôèöèåíò ïðè ìîíîìå 𝑧𝑖1 . . . 𝑧𝑖𝑘 áåç ïîâòîðåíèé, 𝑖1 ̸= · · · ̸= 𝑖𝑘, ïîëó÷àåòñÿ ðàâåí

1

𝑘

∑︁
𝜎∈𝑆𝑘

𝐾(𝑦𝑖𝜎(1)
, 𝑦𝑖𝜎(2)

) . . . 𝐾(𝑦𝑖𝜎(𝑘)
, 𝑦𝑖𝜎(1)

) = 𝑡𝑘(𝑦𝑖1 , . . . , 𝑦𝑖𝑘). (6.32)

Íàïðèìåð, â ñëó÷àå, êîãäà ÿäðî ýðìèòîâî, 𝑡2 çàäà¼òñÿ êâàäðàòîì ìîäóëÿ êîððåëÿ-
öèîííîé ôóíêöèè: 𝐾(𝑥, 𝑦) = 𝐾*(𝑦, 𝑥) ⇒ 𝑡2(𝑥, 𝑦) = 𝐾(𝑥, 𝑦)𝐾(𝑦, 𝑥) = |𝐾(𝑥, 𝑦)|2.

Êàê ìû óæå ïîíÿëè, îïåðàòîð ̂︀𝐾 èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü â çàäàíèè äåòåðìèíàíò-
íîãî òî÷å÷íîãî ïðîöåññà. Ïîçæå ìû îáñóäèì íåêîòîðûå ìàòåìàòè÷åñêèå ïîäðîáíîñòè
òåîðèè îïðåäåëèòåëåé Ôðåäãîëüìà áîëåå äåòàëüíî, à ñåé÷àñ çàìåòèì, ÷òî ÷òîáû îïå-
ðàòîð 𝐾 çàäàâàë òî÷å÷íûé ïðîöåññ, íåîáõîäèìî, âñå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè áûëè
íåîòðèöàòåëüíû 𝜌𝑛 ⩾ 0, à îïðåäåëèòåëè Ôðåäãîëüìà â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóë (6.28,6.29)
áûëè êîíå÷íû è õîðîøî îïðåäåëåíû êàê ìèíèìóì äëÿ êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ 𝐴. Ïåðâîå
óñëîâèå âûïîëíåíî íàïðèìåð êîãäà îïåðàòîð ̂︀𝐾 ≥ 0 � ïîëîæèòåëüíûé, âòîðîå, êîãäà îí
ëîêàëüíî ÿäåðíûé (îïðåäåëåíèå ÿäåðíîãî îïåðàòîðà ìû äàäèì ïîçæå.)

Íàïîñëåäîê îòìåòèì ñâîéñòâà äåòåðìèíàíòíûõ ïðîöåññîâ.
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1. Äåòåðìèíàíòíûé ïðîöåññ � ïðîñòîé (óæå îòìå÷àëè âûøå).

2. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷èñëî ÷àñòèö êîí÷åíî èëè áåñêîíå÷íî, ðàâíà 0 èëè 1 â çà-
âèñèìîñòè îò òîãî, êîíå÷íà èëè áåñêîíå÷íî âåëè÷èíà Tr ̂︀𝐾.

3. Åñëè ÷èñëî ÷àñòèö ðàâíî 𝑛 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1, òî ̂︀𝐾 � îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð
(rank ̂︀𝐾 = 𝑛, ̂︀𝐾2 = ̂︀𝐾).

4. Òåîðåìà Ìàêêè-Ñîøíèêîâà.

Теорема 6.17. Пусть ̂︀𝐾 – самосопряженный, положительный, локально-ядерный
ограниченный оператор на 𝐿2(X, 𝜇). Его интегральное ядро 𝐾(𝑥, 𝑦) есть корреля-
ционное ядро детерминантного точечного процесса тогда и только тогда, когда
0 ≤ 𝐾 ≤ 1.

6.2 Биортогональный ансамбль.

Áàçîâûì ïðèìåðîì äåòåðìèíàíòíîãî òî÷å÷íîãî ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ áèîðòîãîíàëüíûé àí-
ñàìáëü.

Определение 6.18. Пусть (X, 𝜇) – конфигурационное пространство с неотрицатель-
ной локально-конечной мерой и {𝜓𝑖(𝑥)}1≤𝑖≤𝑛 и {𝜑𝑖(𝑥)}1≤𝑖≤𝑛 – два набора линейно неза-
висимых вещественнозначных функций из 𝐿2(X, 𝜇) со скалярным произведением

⟨𝑓, 𝑔⟩𝐿2(X,𝜇) =

∫︁
X

𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝜇(𝑥), 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿2(X, 𝜇), (6.33)

такие, что их матрица Грамма 𝐻 с матричными элементами 𝐻𝑖𝑗 = ⟨𝜙𝑖, 𝜓𝑗⟩𝐿2(X,𝜇) не
вырождена.

Биортогональный точечный процесс – это точечный процесс (Conf(X), 𝒯 (X),P), в
котором мера, сосредоточенная на 𝑛-точечных конфигурациях, принимающих значе-
ния в X𝑛, абсолютно непрерывна относительно 𝜇⊗𝑛 и задается плотностью

𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =
1

𝑍𝑛
det

1⩽𝑖,𝑗⩽𝑛
(𝜙𝑖(𝑥𝑗)) det

1⩽𝑖,𝑗⩽𝑛
(𝜓𝑖(𝑥𝑗)), (6.34)

где 𝑍𝑛 – нормировочный множитель, обеспечивающий вероятностную нормировку.

Теорема 6.19. Биортогональный точечный процесс, заданный в определении 6.18, яв-
ляется детерминантным точечным процессом с корреляционным ядром

𝐾𝑛(𝑥, 𝑦) =
∑︁

1≤𝑖,𝑗≤𝑛

𝜙𝑖(𝑥)𝐻
−𝑡
𝑖𝑗 𝜓𝑗(𝑦) (6.35)

где матрица 𝐻−𝑡 получена транспонированием матрицы, обратной к матрице Грам-
ма 𝐻.

Ïåðåä òåì êàê ïðèñòóïèòü ê äîêàçàòåëüñòâó ýòîãî óòâåðæäåíèÿ, ïðèâåäåì âàæíóþ
ôîðìóëó, êîòîðóþ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü.
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Утверждение 6.20. (Формула Андреева, Andreief, 1883): пусть 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛, 𝑔1, . . . , 𝑔𝑛 ∈
𝐿2(X, 𝜇) — квадратично интегрируемые в (X, 𝜇) функции. Тогда:

1

𝑛!

∫︁
X𝑛

det
1⩽𝑖,𝑗⩽𝑛

(𝑓𝑖(𝑥𝑗)) det
1⩽𝑘,𝑙⩽𝑛

(𝑔𝑘(𝑥𝑙))𝑑𝜇(𝑥1) · · · 𝑑𝜇(𝑥𝑛) = det
1⩽𝑖,𝑗⩽𝑛

⎛⎝∫︁
X

𝑔𝑖(𝑥)𝑓𝑗(𝑥)𝑑𝜇(𝑥)

⎞⎠ . (6.36)

Доказательство. Ôîðìóëó Àíäðååâà ìîæíî äîêàçàòü íåïîñðåäñòâåííî ðàçëîæåíèåì
îïðåäåëèòåëåé. Âìåñòî ýòîãî çàìåòèì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì îáîáùåíèåì ôîðìóëû
Êîøè-Áèíå, ñì. ïðèëîæåíèå A.4.

Доказательство. (òåîðåìû 6.2) Ñíà÷àëà âû÷èñëèì 𝑍𝑛 ïðîèíòåãðèðîâàâ ïëîòíîñòü è
ïîòðåáîâàâ, ÷òîáû ðåçóëüòàò áûë ðàâåí åäèíèöå.

𝑍𝑛 =

∫︁
X𝑛

det
1⩽𝑖,𝑗⩽𝑛

(𝜙𝑖(𝑥𝑗)) det
1⩽𝑖,𝑗⩽𝑛

(𝜓𝑖(𝑥𝑗))𝑑𝜇(𝑥1) . . . 𝑑𝜇(𝑥𝑚) = 𝑛! det𝐻. (6.37)

Âî âòîðîì ðàâåíñòâå ìû èñïîëüçîâàëè ôîðìóëó Aíäðååâà.
Òåïåðü ïåðåïèøåì ïëîòíîñòü, ïîäñòàâèâ âû÷èñëåííîå çíà÷åíèå 𝑍𝑛, ïðåâðàòèâ îïðå-

äåëèòåëü ìàòðèöû â çíàìåíàòåëå â îïðåäåëèòåëü îáðàòíîé ìàòðèöû â ÷èñëèòåëå è çà-
ìåíèâ ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëèòåëåé îïðåäåëèòåëåì ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö, ÷òî äà¼ò

𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =
1

𝑛!
det

1≤𝑖,𝑗≤𝑛
𝐾𝑛(𝑥𝑖, 𝑥𝑗), (6.38)

ãäå 𝐾𝑛(𝑥, 𝑦) � ÿäðî îïðåäåëåííîå â (6.35).
×òîáû ïîëó÷èòü êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ 𝜌𝑛(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), äîñòàòî÷íî ïðîñóììèðî-

âàòü ðàñïðåäåëåíèå ïî 𝑛! ïåðåñòàíîâêàì 𝑛 ÷àñòèö, ÷òî â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè ïëîòíîñòè
ïðèâîäèò ê

𝜌𝑛(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = det
1≤𝑖,𝑗≤𝑛

𝐾𝑛(𝑥𝑖, 𝑥𝑗). (6.39)

Ýòî ðàâåíñòâî äåéñòâèòåëüíî ñîãëàñóåòñÿ ñ äåòåðìèíàíòíîñòüþ ðàññìàòðèâàåìîãî òî-
÷å÷íîãî ïðîöåññà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äåòåðìèíàíòíîñòè íóæíî ñäåëàòü ïîäîáíûå óòâåð-
æäåíèÿ äëÿ âñåõ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé 𝜌𝑘(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘), 𝑘 < 𝑛. ×òîáû âû÷èñëèòü
òàêóþ êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ, íóæíî çàôèêñèðîâàòü êîîðäèíàòû 𝑘 ÷àñòèö è ïðî-
èíòåãðèðîâàòü ïî êîîðäèíàòàì îñòàëüíûõ 𝑛 − 𝑘 ÷àñòèö äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ
âûáðàòü 𝑘 ÷àñòèö èç 𝑛 ÷àñòèö. Â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè ïëîòíîñòè ðåçóëüòàò ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

𝜌𝑘(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) =
𝑛!

(𝑛− 𝑘)!

∫︁
X𝑛

𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)𝑑𝜇(𝑥𝑘+1) · · · 𝑑𝜇(𝑥𝑛), (6.40)

÷òî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé ðåêóðñèè äëÿ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé

𝜌𝑘(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘−1) = (𝑛− 𝑘 + 1)

∫︁
X

𝜌𝑘(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘)𝑑𝜇(𝑥𝑘). (6.41)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ äåòåðìèíàíòíûõ êîððåëÿ-
öèîííûõ ôóíêöèé, ïîñòðîåííûõ èç ÿäðà (6.35), ýòî ñâîéñòâî òàêæå âûïîëíÿåòñÿ.

Äëÿ ýòîãî ìû âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè êîððåëÿöèîííîãî ÿäðà 𝐾𝑛

(èëè îïðåäåëÿåìîãî èì èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà ̂︀𝐾𝑛).
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Лемма 6.21. (Свойста ядра.)

∫︁
X

𝐾𝑛(𝑥, 𝑥)𝑑𝜇(𝑥)=𝑛, (или Tr ̂︀𝐾𝑛 = 𝑛). (6.42)

∫︁
X

𝐾𝑛(𝑥, 𝑦)𝐾𝑁(𝑦, 𝑧)𝑑𝜇(𝑦)=𝐾𝑛(𝑥, 𝑧), ( ̂︀𝐾2
𝑛 = ̂︀𝐾𝑛−идемпотентность оператора ̂︀𝐾𝑛)(6.43)

Доказательство. Èìååì äëÿ ïåðâîãî ñâîéñòâà:∫︁
X

𝐾𝑛(𝑥, 𝑥)𝑑𝜇(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑘,𝑙=1

∫︁
X

𝜑𝑘(𝑥)𝐻
−𝑡
𝑘𝑙 𝜓𝑙(𝑥)𝑑𝜇(𝑥) =

𝑛∑︁
𝑘,𝑙=1

𝐻𝑘𝑙𝐻
−1
𝑙𝑘 = Tr 𝐼𝑛 = 𝑛, (6.44)

òàê êàê ∫︁
X

𝜓𝑖(𝑥)𝜑𝑗(𝑥)𝑑𝜇(𝑥) = ⟨𝜑𝑖, 𝜓𝑗⟩ = 𝐻𝑖𝑗. (6.45)

.
Àíàëîãè÷íî äëÿ âòîðîãî ñâîéñòâà:∫︁

X

𝐾𝑛(𝑥, 𝑦)𝐾𝑛(𝑦, 𝑧)𝑑𝜇(𝑦) =

∫︁
X

𝑁∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜑𝑖(𝑥)𝐻
−𝑡
𝑖𝑗 𝜓𝑗(𝑦)

𝑁∑︁
𝑘,𝑙=1

𝜑𝑘(𝑦)𝐻
−𝑡
𝑘𝑙 𝜓𝑙(𝑧)𝑑𝜇(𝑦) (6.46)

=
𝑛∑︁

𝑖,𝑗,𝑘,𝑙=1

𝜑𝑖(𝑥)𝐻
−𝑡
𝑖𝑗 𝐻𝑘𝑗𝐻

−𝑡
𝑘𝑙 𝜓𝑙(𝑧) =

𝑛∑︁
𝑖,𝑗,𝑙=1

𝜑𝑖(𝑥)𝐻
−𝑡
𝑖𝑗 𝛿𝑗𝑙𝜓𝑙(𝑧) = 𝐾𝑛(𝑥, 𝑧).

Èç äîêàçàííûõ ñâîéñòâ âûòåêàåò åùå îäíî ïîëåçíîå óòâåðæäåíèå. Èíòåãðèðîâàíèå
îïðåäåëèòåëÿ, êîòîðûé êàê ìû îæèäàåì îïðåäåëÿåò êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ, ïî îä-
íîìó èç àðãóìåíòîâ âûäàåò îïðåäåëèòåëü ïîäîáíîé ìàòðèöû íà åäèíèöó ìåíüøåãî ðàç-
ìåðà ñ êîýôôèöèåíòîì.

Лемма 6.22. (Дайсон)∫︁
X

det
1⩽𝑖,𝑗⩽𝑘

𝐾𝑛(𝑥𝑖, 𝑥𝑗)𝑑𝜇(𝑥𝑘) = (𝑛− 𝑘 + 1) det
1⩽𝑖,𝑗⩽𝑘−1

𝐾𝑛(𝑥𝑖, 𝑥𝑗) (6.47)

Доказательство. Ðàñïèøåì îïðåäåëèòåëü ïî îïðåäåëåíèþ∫︁
X

det
1⩽𝑖,𝑗⩽𝑘

𝐾𝑛(𝑥𝑖, 𝑥𝑗)𝑑𝜇(𝑥𝑘) =
∑︁
𝜎∈𝑆𝑘

(−1)𝜎
∫︁
X

𝑘∏︁
𝑖=1

𝐾𝑛(𝑥𝑖, 𝑥𝜎(𝑖))𝑑𝜇(𝑥𝑘)

=
∑︁

𝜎∈𝑆𝑘−1

(−1)𝜎
𝑘−1∏︁
𝑖=1

𝐾𝑛(𝑥𝑖, 𝑥𝜎(𝑖))

∫︁
X

𝐾𝑛(𝑥𝑘, 𝑥𝑘)𝑑𝜇(𝑥𝑘) (6.48)

+
∑︁

𝜎∈𝑆𝑘,𝜎(𝑘)̸=𝑘

(−1)𝜎𝐶𝜎

∫︁
X

𝐾𝑛(𝑥𝑘𝑥𝑖1)𝐾𝑛(𝑥𝑖1𝑥𝑖2) . . . 𝐾𝑁(𝑥𝑖𝑠𝑥𝑘)𝑑𝜇(𝑥𝑘).



100 ГЛАВА 6. ТОЧЕЧНЫЕ ПРОЦЕССЫ

Çäåñü ïåðåñòàíîâêà 𝜎 ñîäåðæèò öèêë (𝑘, 𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑠), 𝐶𝜎 îçíà÷àåò ïðîèçâåäåíèå ÿäåð,
â êîòîðûå íå âõîäèò 𝑥𝑘. Ïåðâîå ñëàãàåìîå ñîãëàñíî ñâîéñòâó 1 êîððåëÿöèîííûõ ÿäåð
ïðåâðàùàåòñÿ â 𝑛 · det1⩽𝑖,𝑗⩽𝑘−1𝐾𝑛(𝑥𝑖, 𝑥𝑗). Êî âòîðîìó ñëàãàåìîìó íàäî ïðèìåíèòü ñâîé-
ñòâî 2 êîððåëÿöèîííûõ ÿäåð, è íåáîëüøîå óñèëèå ïîçâîëÿåò ïîíÿòü, ÷òî îíî ðàâíî â
òî÷íîñòè −(𝑘 − 1) · det1⩽𝑖,𝑗⩽𝑘−1𝐾𝑁(𝑥𝑖, 𝑥𝑗).

Ëåììà Äàéñîíà çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Â ÷àñòíîñòè, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî äëÿ 𝜌1(𝑥) = 𝐾𝑁(𝑥, 𝑥), ìû èìååì
∫︀
X

𝜌1(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑁 �

îæèäàåìûé ðåçóëüòàò (îáùåå êîëè÷åñòâî ÷àñòèö â ïðîñòðàíñòâå), ïîòîìó ÷òî ïî ñìûñëó∫︀
𝐴

𝜌1(𝑥)𝑑𝑥 åñòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñëà ÷àñòèö â ìíîæåñòâå 𝐴.

Замечание 6.23. Комплексный вариант биортогонального ансамбля можно задавать
в терминах двух наборов комплекснозначных функций {𝜓𝑖(𝑥)}1≤𝑖≤𝑛 и {𝜑𝑖(𝑥)}1≤𝑖≤𝑛 из
пространства 𝐿2(X, 𝜇) комплексных квадратично интегрируемых функций с полуто-
ралинейным скалярным произведением ⟨𝑓, 𝑔⟩𝐿2(X,𝜇) =

∫︀
X
𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝜇(𝑥), определив плот-

ность формулой

𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =
1

𝑍𝑛
det

1⩽𝑖,𝑗⩽𝑛
(𝜙𝑖(𝑥𝑗)) det

1⩽𝑖,𝑗⩽𝑛
(𝜓𝑖(𝑥𝑗)). (6.49)

Очевидно все предыдущие выкладки (с точностью до знаков комплексного сопряже-
ния) остаются справедливы и в этом случае и приводят к ядру

𝐾𝑛(𝑥, 𝑦) =
∑︁

1≤𝑖,𝑗≤𝑛

𝜙𝑖(𝑥)𝐻
−𝑡
𝑖𝑗 𝜓𝑗(𝑦), (6.50)

хотя если мы хотим сохранить вероятностную интерпретацию, нужно потребо-
вать, чтобы исходные наборы функций, обеспечивали вещественность и неотрица-
тельность плотности (6.50). Один из возможных вариантов 𝜑𝑖(𝑥) = 𝜓𝑖(𝑥), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.
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6.3 Корреляционные функции в унитарных ансамблях

Ðàññìîòðèì äâà áàçîâûõ ïðèìåðà áèîðòîãîíàëüíûõ àíñàìáëåé, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç
ââåäåííûõ ðàíåå óíèòàðíûõ àíñàìáëåé ñëó÷àéíûõ ìàòðèö, 𝛽 = 2.

Пример 6.24. CUE — круговой унитарный ансамбль задается плотностью

𝑓(𝜃1, . . . , 𝜃𝑛) =
1

𝑍𝑛

∏︁
1≤𝑗<𝑘≤𝑛

|𝑒𝑖𝜃𝑗 − 𝑒𝑖𝜃𝑘 |2, (𝜃1, . . . , 𝜃𝑛) ∈ [0, 2𝜋)] (6.51)

распределения фаз 𝑛 собственных значений, живущих на единичной окружности, или
𝑛 частиц на отрезке [0, 2𝜋). Возьмем

X = [0, 2𝜋), 𝜇 =
𝑑𝑥

2𝜋
. (6.52)

Плотность (6.51), записанная в виде

𝑓(𝜃1, . . . , 𝜃𝑛) =
1

𝑍𝑛
det

1⩽𝑘,𝑗⩽𝑁

(︀
𝑒−i𝜃𝑘(𝑗−1)

)︀
det

1⩽𝑗,𝑘⩽𝑁

(︀
𝑒i𝜃𝑘(𝑗−1)

)︀
, (6.53)

задаёт комплексный биортогональный ансамбль из замечания 6.23 с функциями

𝜓𝑘(𝜃) = 𝜑𝑘(𝜃) = 𝑒i𝜃(𝑘−1), 𝑘 = 1, . . . 𝑛. (6.54)

Согласно (6.50) ядро имеет вид

𝐾𝐶𝑈𝐸
𝑛 (𝑥, 𝑦) =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑒i(𝑥−𝑦)𝑘 =
sin
(︀
𝑥−𝑦
2
𝑛
)︀

sin
(︀
𝑥−𝑦
2

)︀ , (6.55)

где мы воспользовались тем, что матрица Грамма с матричными элементами

𝐻𝑘𝑙 = ⟨𝜑𝑘, 𝜓𝑙⟩ =
2𝜋∫︁
0

𝑒i𝜃(𝑘−1)𝑒−i𝜃(𝑙−1) 𝑑𝜃

2𝜋
=

2𝜋∫︁
0

𝑒𝑖𝜃(𝑘−𝑙)
𝑑𝜃

2𝜋
= 𝛿𝑘𝑙. (6.56)

оказалась единичной матрицей, 𝐻 = 𝐼𝑛.

Пример 6.25. (Ансамбли эрмитовых матриц). Теперь рассмотрим ансамбли эрми-
товых матриц с мерами инвариантными относительно присоединенного действия
унитароной группы, и в частности гауссов унитарныи ансамбль GUE.

В этом случае плотность распределения собственных значений относительно ме-
ры

𝜇(𝑑𝑥) = 𝑒−𝑉 (𝑥)𝑑𝑥, 𝑥 ∈ X ⊂ R (6.57)

имеет вид

𝑓𝑛(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =
1

𝑍𝑛

∏︁
1≤𝑖<𝑗≤𝑛

|𝑥𝑖 − 𝑥𝑗|2. (6.58)

Здесь 𝑉 (𝑥)– потенциал, выбранный так, чтобы обеспечивать конечность меры, а мно-
житель 𝑍𝑛 в знаменателе обеспечивает единичную нормировку. В частности, в слу-
чае GUE, ур. (5.44),

𝑉 (𝑥) =
𝑥2

2
,
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а для ансамбля Вишерта, ур. 5.49,

𝑉 (𝑥) = 𝑥− (𝑛−𝑚) ln𝑥, 𝑥 ∈ X = R≥0

Зададим скалярное произведение в 𝐿2(X, 𝑒−𝑉 (𝑥)𝑑𝑥) формулой (6.33). Пусть 𝑝𝑖(𝑥) и 𝑞𝑖(𝑥)
— два произвольных набора приведённых многочленов (старший коэффициент равен
единице), степени 𝑖,

𝑝𝑖(𝑥) = 𝑥𝑖 + . . . , 𝑞𝑖(𝑥) = 𝑥𝑖 + . . . , 𝑖 = 0, 1, . . . . (6.59)

Произведения разностей переменных в формуле (6.58) можно записать в виде опреде-
лителей ∏︁

1≤𝑖<𝑗≤𝑛

(𝑥𝑗 − 𝑥𝑖) = det
1⩽𝑖,𝑗⩽𝑁

(𝑝𝑖−1(𝑥𝑗)) = det
1⩽𝑖,𝑗⩽

(𝑞𝑖−1(𝑥𝑗)). (6.60)

Таким образом плотность (6.58) задает биортогональный ансамбль (6.34) с функци-
ями 𝜑𝑖(𝑥) = 𝑝𝑖−1(𝑥) и 𝜓𝑖(𝑥) = 𝑞𝑖−1(𝑥). Как следствие корреляционные функции такой
меры имеют детерминантный вид (6.24) с ядром

𝐾𝑛(𝑥𝑖, 𝑥𝑗) =
𝑛∑︁

𝑘,𝑙=1

𝑝𝑘−1(𝑥𝑖)𝐻
−𝑡
𝑘𝑙 𝑞𝑙−1(𝑥𝑗), (6.61)

с матрицей

𝐻𝑖𝑗 = ⟨𝑝𝑖−1, 𝑞𝑗−1⟩𝐿2(X,𝜇) =

∫︁
X

𝑝𝑖−1(𝑥)𝑞𝑗−1(𝑥)𝑑𝜇(𝑥). (6.62)

В частности, в качестве 𝑝𝑖(𝑥) и 𝑞𝑖(𝑥) можно выбрать просто одночлены 𝑚𝑖(𝑥) = 𝑥𝑖.
Тогда матрица 𝐻 – матрица Ганкеля моментов меры 𝜇,

𝐻𝑖𝑗 = 𝜇𝑖+𝑗−2, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝜇𝑘 =

∫︁
X

𝑥𝑘𝑑𝜇(𝑥). (6.63)

Однако, поскольку матрицу 𝐻 приходится обращать, часто удобнее выбирать мно-
гочлены так, чтобы она имела как можно более простой вид, – например была диа-
гональной. Для этого многочлены выбирают таким образом, чтобы они образовывали
ортогональный набор относительно меры 𝜇. С этой целью нам потребуется развить
теорию ортогональных многочленов.



Глава 7

Элементы теории ортогональных

многочленов

Ïóñòü 𝛼(𝑥) � íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ íà [𝑎; 𝑏] ⊂ R, ãäå 𝑎 è 𝑏 ìîãóò áûòü êàê êîíå÷íûìè,
òàê è áåñêîíå÷íûìè. Ïóñòü, äàëåå, íà 𝐿2([𝑎; 𝑏], 𝑑𝛼(𝑥)) çàäàíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

⟨𝜓, 𝜙⟩ =
∫︁
X

𝜓(𝑥)𝜙(𝑥)𝑑𝛼(𝑥).

Теорема 7.1. (об ортогонализации Грамма-Шмидта) Пусть 𝑓0(𝑥), . . . , 𝑓𝑙(𝑥) — веще-
ственные линейно независимые функции из 𝐿2([𝑎; 𝑏], 𝑑𝛼(𝑥)). Тогда существует един-
ственная ортонормированная система 𝜙0(𝑥), . . . , 𝜙𝑙(𝑥) такая, что

𝜙𝑛(𝑥) = 𝜆𝑛𝑛𝑓𝑛(𝑥) + . . .+ 𝜆𝑛0𝑓0(𝑥), 𝜆𝑛𝑛 > 0, ⟨𝜙𝑛, 𝜙𝑚⟩ = 𝛿𝑚𝑛.

Доказательство. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîèñõîäèò ïî èíäóêöèè ñòàíäàðòíûì îáðàçîì. Ñíà-
÷àëà ìû ïðîâîäèì îðòîãîíàëèçàöèþ:

𝜓0 = 𝑓0, 𝜓1 = 𝑓1 −
⟨𝑓1, 𝜓0⟩
⟨𝜓0, 𝜓0⟩

𝜓0, 𝜓2 = 𝑓2 −
⟨𝑓2, 𝜓1⟩
⟨𝜓1, 𝜓1⟩

𝜓1 −
⟨𝑓2, 𝜓0⟩
⟨𝜓0, 𝜓0⟩

𝜓0, . . . ,

à çàòåì � íîðìèðîâêó: 𝜙𝑛 =
𝜓𝑛

||𝜓𝑛||
.

Теорема 7.2. Общая формула даётся соотношением

𝜙𝑛 = (𝐷𝑛𝐷𝑛−1)
−1/2𝑑𝑛, (7.1)

где
𝐷𝑛 = det

0⩽𝑖,𝑗⩽𝑛
(⟨𝑓𝑖, 𝑓𝑗⟩) (7.2)

при 𝑛 ⩾ 0, 𝐷−1 = 1, а 𝑑𝑛(𝑥) задаётся формулой

𝑑𝑛(𝑥) = det

⎛⎜⎜⎜⎝
⟨𝑓0, 𝑓0⟩ . . . ⟨𝑓0, 𝑓𝑛⟩

...
...

⟨𝑓𝑛−1, 𝑓0⟩ . . . ⟨𝑓𝑛−1, 𝑓𝑛⟩
𝑓0(𝑥) . . . 𝑓𝑛(𝑥)

⎞⎟⎟⎟⎠ . (7.3)
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Доказательство. Èñêîìûå ðàâåíñòâà ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Èìåííî, ïðè 𝑚 <
𝑛 ìû èìååì ⟨𝑑𝑛, 𝑓𝑚⟩ = 0, îòêóäà ⟨𝜙𝑛, 𝜙𝑚⟩ = 0. Åñëè æå 𝑚 = 𝑛, òî

⟨𝑑𝑛, 𝜙𝑛⟩ = 𝜆𝑛𝑛⟨𝑑𝑛, 𝑓𝑛⟩ = 𝜆𝑛𝑛𝐷𝑛.

Ïîýòîìó

⟨𝜙𝑛, 𝜙𝑛⟩ = (𝐷𝑛𝐷𝑛−1)
−1/2⟨𝑑𝑛, 𝜙𝑛⟩ = 𝜆𝑛𝑛

√︃
𝐷𝑛

𝐷𝑛−1

.

Îòñþäà ìû ïîëó÷àåì 𝜆𝑛𝑛 =
𝐷𝑛−1√
𝐷𝑛𝐷𝑛−1

=

√︂
𝐷𝑛−1

𝐷𝑛

.

Ìîæíî îïðåäåëèòü ïðèâåäåííûå ôóíêöèè ̃︀𝜙𝑛, ó êîòîðûõ ñòàðøèé ÷ëåí ðàâåí åäè-
íèöå. Îíè ïîëó÷àþòñÿ ïðîñòî äåëåíèåì 𝜙𝑛(𝑥) íà 𝜆𝑛𝑛), è äëÿ íèõ

⟨̃︀𝜙𝑛, ̃︀𝜙𝑚⟩ = 𝛿𝑚𝑛ℎ𝑛,

ãäå

ℎ𝑛 =
𝐷𝑛

𝐷𝑛−1

. (7.4)

Âîçüì¼ì â êà÷åñòâå 𝑓𝑛(𝑥) îäíî÷ëåíû âèäà 𝑚𝑛(𝑥) = 𝑥𝑛. Ïóñòü äëÿ ëþáîãî 𝑛 ñóùå-
ñòâóþò ìîìåíòû

𝜇𝑛 =

𝑏∫︁
𝑎

𝑥𝑛𝑑𝛼(𝑥) = ⟨𝑚𝑙,𝑚𝑘⟩, 𝑘 + 𝑙 = 𝑛.

Åñëè íîñèòåëü 𝑑𝛼(𝑥) áåñêîíå÷åí, òî ìîæíî îïðåäåëèòü áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó îðòîãî-
íàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ. Ïðè ýòîì ñîãëàñíî ôîðìóëå (7.2)

𝐷𝑛 = det
0⩽𝑖,𝑗⩽𝑛

(𝜇𝑖+𝑗), (7.5)

ïðèâåä¼ííûå îðòîãîíàëüíûå ìíîãî÷ëåíû âûðàæàþòñÿ ôîðìóëîé

𝑝𝑛 =
1

𝐷𝑛−1

det

⎛⎜⎜⎜⎝
𝜇0 𝜇1 . . . 𝜇𝑛
...

...
...

𝜇𝑛−1 𝜇𝑛 . . . 𝜇2𝑛−1

1 𝑥 . . . 𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠ , (7.6)

à êâàäðàò èõ íîðìû äà¼òñÿ ôîðìóëîé (7.4).
ßäðî

𝐾𝑛(𝑥, 𝑦) =
𝑛∑︁
𝑘=0

ℎ−1
𝑘 𝑝𝑘(𝑥)𝑝𝑘(𝑦), (7.7)

çàäàåò èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð â 𝐿2([𝑎; 𝑏], 𝑑𝛼(𝑥)), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòîðîì íà ïîä-
ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè 𝑛− 1 íàòÿíóòîå íà ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè 𝑛− 1.

Ïóñòü 𝑑𝛼(𝑥) = 𝑤(𝑥)𝑑𝑥, ãäå 𝑤(𝑥) ⩾ 0. Ââåä¼ì Ôóðüå-áàçèñ:

𝜓𝑘(𝑥) =

√︃
𝑤(𝑥)

ℎ𝑘
𝑝𝑘(𝑥),

𝑏∫︁
𝑎

𝜓𝑘(𝑥)𝜓𝑙(𝑥) = 𝛿𝑘𝑙.
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Òîãäà âìåñòî îïåðàòîðà â ïðîñòðàíñòâå 𝐿2([𝑎; 𝑏], 𝑑𝛼(𝑥)) c ÿäðîì (7.7) ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå 𝐿2([𝑎; 𝑏], 𝑑𝑥) ñ ÿäðîì

𝐾𝑛(𝑥, 𝑦) =
𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝜓𝑖(𝑥)𝜓𝑖(𝑦). (7.8)

ßäðî, çàïèñàííîå â òàêîì âèäå, îáû÷íî íàçûâàþò ÿäðîì Êðèñòîôôåëÿ-Äàðáó. Äàëåå â
ýòîé ãëàâå ìû áóäåì ðàáîòàòü ñ ýòèì ÿäðîì. Âñêîðå ìû çàïèøåì áîëåå ýêîíîìíóþ ôîð-
ìóëó äëÿ íåãî, íî ñíà÷àëà âûâåäåì íåîáõîäèìûå äëÿ ýòîãî ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ
ìåæäó ìíîãî÷ëåíàìè.

Теорема 7.3. (трёхчленные рекуррентные соотношения) Система приведённых ор-
тогональных многочленов удовлетворяет разностному соотношению

𝑝𝑘+1 + (𝐴𝑘 − 𝑥)𝑝𝑘 +𝐵𝑘𝑝𝑘−1 = 0, 𝐵𝑘 > 0. (7.9)

Доказательство. Íàïîìíèì, ÷òî 𝑚1 = 𝑥. Ðàçëîæèì ïî áàçèñó {𝑝𝑘}𝑘⩾0:

𝑚1𝑝𝑘 =
𝑘+1∑︁
𝑗=0

̂︀𝑄𝑘𝑗𝑝𝑗, ̂︀𝑄𝑘,𝑘+1 = 1. (7.10)

Òîãäà ̂︀𝑄𝑘𝑙ℎ𝑙 = ⟨𝑚1𝑝𝑘, 𝑝𝑙⟩ = ⟨𝑝𝑘,𝑚1𝑝𝑙⟩ = ̂︀𝑄𝑙𝑘ℎ𝑘. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî (ïîñêîëüêó ̂︀𝑄𝑘𝑗 = 0

ïðè 𝑗 > 𝑘+1) ̂︀𝑄𝑘𝑗 = 0 ïðè 𝑘 > 𝑗 +1. Ïîýòîìó åñòü âñåãî òðè íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòà:

̂︀𝑄𝑘𝑘 =
⟨𝑚1𝑝𝑘, 𝑝𝑘⟩

ℎ𝑘
= 𝑝𝑘−1

𝑘 − 𝑝𝑘𝑘+1,

ãäå 𝑝𝑗𝑘 � êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà 𝑝𝑘(𝑥) = 𝑝𝑘𝑘𝑥
𝑘 + · · ·+ 𝑝0𝑘, è̂︀𝑄𝑘,𝑘+1ℎ𝑘+1 = ̂︀𝑄𝑘+1,𝑘ℎ𝑘.

Ó÷èòûâàÿ ̂︀𝑄𝑘,𝑘+1 = 1, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

𝐴𝑘 = ̂︀𝑄𝑘𝑘 =
⟨𝑚1𝑝𝑘, 𝑝𝑘⟩

ℎ𝑘
= 𝑝𝑘−1

𝑘 − 𝑝𝑘𝑘+1, 𝐵𝑘 = ̂︀𝑄𝑘,𝑘−1 =
ℎ𝑘
ℎ𝑘−1

> 0.

Â òåðìèíàõ ôóíêöèé èç áàçèñà Ôóðüå ìîæíî çàïèñàòü òð¼õ÷ëåííûå ñîîòíîøåíèÿ â
áîëåå ñèììåòðè÷íîì âèäå. Îïðåäåëèì áåñêîíå÷íóþ матрицу Якоби 𝑄, çàäàâ ìàòðè÷-
íûå ýëåìåíòû

𝑄𝑗𝑘 =

√︂
ℎ𝑗
ℎ𝑘
̂︀𝑄𝑘𝑗.

Ôîðìóëà (7.10) çàïèñûâàåòñÿ òîãäà â âèäå

𝑚1𝜓𝑘 = 𝑄𝑘,𝑘+1𝜓𝑘+1 +𝑄𝑘𝑘𝜓𝑘 +𝑄𝑘,𝑘−1𝜓𝑘−1.

Ïîëîæèâ

𝛾𝑘 = 𝑄𝑘,𝑘−1 = 𝑄𝑘−1,𝑘 =

√︃
ℎ𝑘
ℎ𝑘−1

, 𝑠𝑘 = 𝑄𝑘𝑘 =
⟨𝑚1𝑝𝑘, 𝑝𝑘⟩

ℎ𝑘
,
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è ââåäÿ áåñêîíå÷íûé ñòîëáåö èç ôóíêöèé áàçèñà Ôóðüå Ψ = (𝜓0, 𝜓1, . . . )
𝑡, ïîëó÷èì

𝑚1Ψ = 𝑄Ψ, (7.11)

ãäå 𝑄 � òð¼õäèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà

𝑄 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑠1 𝛾1 0 . . . 0
𝛾1 𝑠2 𝛾2 . . . 0
0 𝛾2 𝑠3 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . .

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Åù¼ îäíî ïðåäñòàâëåíèå îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ìîæíî äàòü â òåðìèíàõ ýòîé ìàò-
ðèöû.

𝑝𝑘(𝜆) = det(𝜆−𝑄)|𝑘×𝑘, 𝐾𝑛(𝑥, 𝑦) =

√︀
𝑤(𝑥)𝑤(𝑦)

ℎ𝑛−1

det
(𝑛−1)×(𝑛−1)

((𝑥−𝑄)(𝑦−𝑄)) (7.12)

Упражнение 7.4. C помощью трёхчленных рекуррентных соотношений докажите
формулы (7.12).

Ïîêàæåì, ÷òî ÿäðî Êðèñòîôôåëÿ-Äàðáó ìîæíî çàïèñàòü, èñïîëüçóÿ âñåãî ïàðó
ôóíêöèé Ôóðüå.

Теорема 7.5. (формулы Кристоффеля-Дарбу)

𝐾𝑛(𝑥, 𝑦) =
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝜓𝑘(𝑥)𝜓𝑘(𝑦) = 𝛾𝑛 ·

⎧⎨⎩
𝜓𝑛−1(𝑥)𝜓𝑛(𝑦)− 𝜓𝑛(𝑥)𝜓𝑛−1(𝑦)

𝑦 − 𝑥
, 𝑥 ̸= 𝑦;

𝜓𝑛−1(𝑥)𝜓
′
𝑛(𝑥)− 𝜓𝑛(𝑥)𝜓

′
𝑛−1(𝑥), 𝑥 = 𝑦.

(7.13)

Доказательство. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ íåïîñòðåäñòâåííûì ïðèìåíåíèåì òð¼õ-
÷ëåííûõ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé.

Íàêîíåö ïåðå÷èñëèì áåç äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûå âàæíûå ôàêòû òåîðèè îðòîãî-
íàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ.

Теорема 7.6. (Фавар — Favard) Пусть система приведённых многочленов 𝑝𝑛(𝑥) удо-
влетворяет трёхчленным рекуррентным соотношениям

𝑝𝑘+1 + (𝐴𝑘 − 𝑥)𝑝𝑘 +𝐵𝑘𝑝𝑘−1 = 0, 𝐵𝑘 > 0.

Тогда существует неубывающая функция 𝛼(𝑥) такая, что∫︁
𝑝𝑛(𝑥)𝑝𝑚(𝑥)𝑑𝛼(𝑥) = 𝛿𝑛𝑚ℎ𝑛.

Замечание 7.7. Мера (функция 𝛼(𝑥)), вообще говоря, не единственна. Проблема един-
ственности меры эквивалентна проблеме моментов (однозначно ли восстанавлива-
ется распределение по моментам?). Если мера единственна, то набор {𝑝𝑛} плотен в
𝐿2([𝑎; 𝑏], 𝑑𝛼) (фактически образует там базис).
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Êàêèìè áûâàþò îðòîãîíàëüíûå ìíîãî÷ëåíû?
Классические ортогональные многочлены (â óçêîì ñìûñëå) � ýòî ìíîãî÷ëåíû, óäî-

âëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùåé çàäà÷å íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:

𝐿𝑝𝑛(𝑥) = 𝜆𝑛𝑝𝑛(𝑥),

ãäå

𝐿 = 𝑄(𝑥)
𝑑2

𝑑𝑥2
+ 𝑃 (𝑥)

𝑑

𝑑𝑥
îïåðàòîð øòóðìà Ëèóââèëÿ, ò.å. äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð âòîðîãî ïîðÿäêà, ãäå
𝑄(𝑥), 𝑃 (𝑥) � ìíîãî÷ëåíû âòîðîãî è ïåðâîãî ïîðÿäêà ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè íåêîòîðûõ
äîïîëíèòåëüíûõ òðåáîâàíèÿõ íà ìíîãî÷ëåíû 𝑄(𝑥), 𝑃 (𝑥) óðàâíåíèå èìååò íåòðèâèàëü-
íûå ïîëèíîìèàëüíûå ðåøåíèÿ íà èíòåðâàëå, ëó÷å èëè âñåé âåùåñòâåííîé ïðÿìîé.

Теорема 7.8. (Бохнер) С точностью до сдвигов и изменения масштаба существует
три серии классических ортогональных многочленов:
1. Многочлены Эрмита 𝐻𝑛(𝑥), 𝑥 ∈ R: 𝑤(𝑥) = 𝑒−𝑥

2/2.
2. Многочлены Лагерра 𝐿𝛼𝑛(𝑥), 𝑥 ∈ R+: 𝑤(𝑥) = 𝑥𝛼𝑒−𝑥

2/2 (здесь 𝛼 ∈ R+).

3. Многочлены Якрби 𝑝
[𝛼,𝛽]
𝑛 (𝑥), 𝑥 ∈ [−1; 1]: 𝑤(𝑥) = (1− 𝑥)𝛼(1 + 𝑥)𝛽.

Классические ортогональные многочлены (â øèðîêîì ñìûñëå) � ýòî ìíîãî÷ëåíû,
óäîâëåòâîðÿþùèå ëèáî ðàçíîñòíûì óðàâíåíèÿì âòîðîãî ïîðÿäêà 𝐿𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥𝑓(𝑥+ 1) +
𝑏𝑥𝑓(𝑥) + 𝑐𝑥𝑓(𝑥− 1), ëèáî 𝑞-ðàçíîñòíûì óðàâíåíèÿì âòîðîãî ïîðÿäêà 𝐿𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥𝑓(𝑥𝑞) +
𝑏𝑥𝑓(𝑥) + 𝑐𝑥𝑓(𝑥𝑞

−1).
Ïðèìåðû:

1. Ìíîãî÷ëåíû Øàðëüå 𝐶𝑛(𝑥, 𝑎): 𝑤(𝑥) =
𝑎𝑥

𝑥!
, ãäå 𝑥 ∈ Z⩾0.

2. Ìíîãî÷ëåíû Êðàâ÷óêà 𝐾𝑝
𝑛(𝑥): 𝑤(𝑥) = 𝑝𝑥𝑞𝑁−𝑥𝐶𝑥

𝑁 , ãäå 𝑥, 𝑛 ∈ {0, . . . , 𝑁}, 𝑞 = 1− 𝑝.

3. 𝑞-ìíîãî÷ëåíû Ýðìèòà ℎ𝑛(𝑥, 𝑞), 𝑥 ∈ {𝑞±𝑗 : 𝑗 = 0, 1, . . .}: 𝑤𝑗 = 𝑞𝑗
∞∏︀
𝑘=1

(1− 𝑞2𝑘+2𝑗+2).

7.1 Использование многочленов Эрмита для построе-
ния ядра GUE

Ïðèâåä¼ì ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ èçëîæåííîé òåîðèè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÿäðà ãàóññîâîãî
óíèòàðíîãî àíñàìáëÿ. Íàïîìíèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå êîððåëÿöèîííîå ÿäðî 𝐾𝑛(𝑥, 𝑦) � çà-
äàåò ïðîåêòîð íà ëèíåéíóþ îáîëî÷êó ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 𝑛−1 ïðîñòðàíñòâà 𝐿2(R, 𝜇),
ãäå ìåðà 𝜇 èìååò âèä

𝜇(𝑑𝑥) =
𝑒−𝑥

2/2

√
2𝜋

𝑑𝑥.

Ñëåäîâàòåëüíî, êîððåëÿöèîííîå ÿäðî ìîæíî ïîñòðîèòü èç ìíîãî÷ëåíîâ, îðòîãîíàëüíûõ
îòíîñèòåëüíî ýòîé ìåðû.

Èçâåñòíî, ÷òî âåñ
𝑤(𝑥) = exp(−𝑥2/2)/

√
2𝜋

îïðåäåëÿåò ìíîãî÷ëåíû Ýðìèòà 𝐻𝑛(𝑥)
1. Ýòè ìíîãî÷ëåíû õîðîøî èçó÷åíû. Îíè èìåþò

ìíîæåñòâî çàìå÷àòåëüíûõ ñâîéñòâ è ðàçíîîáðàçíûõ ïðèëîæåíèé. Çäåñü ìû îäíàêî ïî-
ïðîáóåì äàòü ñàìîçàìêíóòîå èçëîæåíèå, îñíîâàííîå òîëüêî íà ôàêòàõ, äîêàçàííûõ â
ïðåäûäóùåì ðàçäåëå.

1Это определение веса отличается от традиционного множителем 1/
√
2𝜋, который в нашем случае
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7.1.1 Норма многочленов Эрмита и трёхчленное соотношение

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîððåëÿöèîííîãî ÿäðà íàì ïîòðåáóåòñÿ ÿâíûé âèä ìíîãî÷ëåíîâ Ýð-
ìèòà, à òî÷íåå èõ èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå, ëó÷øå ïîäõîäÿùåå äëÿ ïîñëåäóþùåãî
àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà. Åãî ìîæíî íàéòè, ñòàðòóÿ ñ òð¼õ÷ëåííîãî ðåêóððåíòíîãî ñî-
îòíîøåíèÿ, äëÿ êîòîðîãî äîëæíû áûòü çàäàíû ñåðèè ïàðàìåòðîâ 𝐴𝑘 è 𝐵𝑘. Ïîñëåäíèå
âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êâàäðàò íîðìû ìíîãî÷ëåíîâ Ýðìèòà

< 𝐻𝑚, 𝐻𝑚 >𝜇= ℎ𝑚,

êîòîðàÿ â ñâîþ î÷åðåäü, ñîãëàñíî ôîðìóëå (7.5), äà¼òñÿ îòíîøåíèåì äâóõ ïîñëåäîâà-
òåëüíûõ îïðåäåëèòåëåé Ãàíêåëÿ ℎ𝑛 = 𝐷𝑛/𝐷𝑛−1. Âû÷èñëèì ýòè îïðåäåëèòåëè.

Äëÿ ýòîãî çàïèøåì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ ìîìåíòîâ ìåðû 𝜇,

𝑀(𝑥) =
∑︁
𝑛≥0

𝑥𝑛

𝑛!
𝜇𝑛 = E𝑒𝑥𝜉 = 𝑒𝑡

2/2, (7.14)

ò.å. ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû 𝜉 ∼ 𝒩 , ðàñïðåäåëåííîé ïî ñòàíäàðòíîìó íîðìàëüíîìó çàêîíó.
Çàïèøåì ýòó ôóíêöèþ ñ àðãóìåíòîì 𝑥 = 𝑦 + 𝑧.

𝑀(𝑥) =
∑︁
𝑛≥0

(𝑦 + 𝑧)𝑛

𝑛!
𝜇𝑛 =

∑︁
𝑖,𝑗≥0

𝑦𝑖

𝑖!

𝑧𝑗

𝑗!
𝜇𝑖+𝑗, (7.15)

ãäå ìû èñïîëüçîâàëè áèíîìèàëüíóþ ôîðìóëó è ïîìåíÿëè ïðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ. Òàêèì
îáðàçîì ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ìàòðèöû {𝜇𝑖+𝑗}0≤𝑖,𝑗≤𝑛 ìîæíî âû÷èñëèòü â âèäå

𝜇𝑖+𝑗 =
𝑑𝑖+𝑗

𝑑𝑦𝑖𝑑𝑧𝑗
𝑀(𝑥+ 𝑦)

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑦=0

. (7.16)

Âîñïîëüçóåìñÿ äëÿ 𝑀(𝑦+ 𝑧) âûðàæåíèåì èç ôîðìóëû (7.14) è ðàçëîæèì åãî â ðÿä òàê,
÷òîáû êàæäîå ñëàãàåìîå ôàêòîðèçîâàëîñü â ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé ïåðåìåííûõ 𝑦 è 𝑧
ïî îòäåëüíîñòè.

𝑀(𝑦 + 𝑧) = 𝑒
𝑦2

2
+𝑦𝑧+ 𝑧2

2 = 𝑒
𝑦2

2
+ 𝑧2

2

∑︁
𝑘≥0

(𝑦𝑧)𝑘

𝑘!

Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â ðàâåíñòâî (7.16), ìîæíî çàïèñàòü ìòàðèöó Ãàíêåëÿ â âèäå
ïðîèçâåäåíèÿ òð¼õ ìàòðèö

𝜇𝑖+𝑗 = (𝐿𝐾𝐿𝑡)𝑖,𝑗 (7.17)

çàäàííûõ ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè

𝐿𝑖𝑘 =
𝑑𝑖

𝑑𝑦𝑖

(︂
𝑒

𝑦2

2 𝑦𝑘
)︂⃒⃒⃒⃒

𝑦=0

è 𝐾𝑖,𝑗 =
𝛿𝑖,𝑗
𝑖!
.

Çàìåòèì, ÷òî 𝐿𝑖𝑘 = 0, åñëè 𝑖 < 𝑘. Òàêèì îáðàçîì ìû çàïèñàëè ìàòðèöó Ãàíêåëÿ â âèäå
ïðîèçâåäåíèÿ íèæíåòðåóãîëüíîé, äèàãîíàëüíîé è âåðõíåòðåóãîëüíîé ìàòðèö, îòêóäà
ïîëó÷èì

𝐷𝑛 =
𝑛∏︁
𝑖=0

𝐾𝑖𝑖𝐿
2
𝑖𝑖 =

𝑛∏︁
𝑖=0

𝑖!. (7.18)

обеспечивает нормировку меры на единицу, т.е. делает вес плотностью вероятностного распределением
Гаусса. Вероятностная нормировка, принятая для удобства, не влияет на вид многочленов, а лишь
меняет определение скалярного произведения, нормы и т.п. на тот же множитель, что конечно не
влияет на итоговые формулы для вероятности в точечном процессе.
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Ñëåäîâàòåëüíî
ℎ𝑛 = 𝑛!,

ò.å.

⟨𝐻𝑛, 𝐻𝑚⟩ =
1√
2𝜋

∞∫︁
−∞

𝑒−𝜆
2/2𝐻𝑛(𝜆)𝐻𝑚(𝜆)𝑑𝜆 = 𝛿𝑛𝑚𝑛!.

è êîíñòàíòû 𝐵𝑘 èç ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé (7.9) ðàâíû

𝐵𝑘 = ℎ𝑘/ℎ𝑘−1 = 𝑘, 𝑘 ≤ 1. (7.19)

×òîáû íàéòè êîíñòàíòû 𝐴𝑘, êîòîðûå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëå-
íîâ ïðè ñòåïåíÿõ íà åäèíèöó ìåíüøèõ ìàêñèìàëüíûõ, 𝐴𝑘 = 𝑝𝑘−1

𝑘 − 𝑝𝑘𝑘+1, çàìåòèì,
÷òî ïîñêîëüêó âñå íå÷åòíûå ìîìåíòû ðàñïðåäåëåíèÿ Ãàóññà ðàâíû íóëþ, ïðîñòðàíñòâî
𝐿2(R, 𝑑𝜇) ðàñïàäàåòñÿ íà äâà îðòîãîíàëüíûå äðóã äðóãó ïîäïðîñòðàíñòâà, íàòÿíóòûå
íà ìîíîìû ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ ñòåïåíåé. Äðóãèìè ñëîâàìè, êàæäûé ìíîãî÷ëåí Ýðìèòà
äà¼òñÿ ñóììîé ìîíîìîâ ñòåïåíåé îäíîé ÷åòíîñòè, óáûâàþùèõ îò ñòàðøåé ñ øàãîì äâà.
Ñëåäîâàòåëüíî 𝐴𝑘 = 0, 𝑘 ≤ 0, è ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó òð¼õ÷ëåííîìó ðåêóððåíò-
íîìó ñîîòíîøåíèþ äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Ýðìèòà.

𝐻𝑛+1(𝑥)− 𝑥𝐻𝑛(𝑥) + 𝑛𝐻𝑛−1(𝑥) = 0, 𝑛 ≥ 1, (7.20)

7.1.2 Корреляционное ядро и интегральные представления

Çàïèøåì ôóíêöèè Ôóðüå 𝜓𝑛(𝑥)

𝜓𝑛(𝑥) =

√︃
𝑤(𝑥)

ℎ𝑛
𝐻𝑛(𝑥) =

𝑒−𝑥
2/4

(2𝜋)1/4
√
𝑛!
𝐻𝑛(𝑥).

Ñîãëàñíî ôîðìóëå Êðèñòîôôåëÿ-Äàðáó, äåòåðìèíàíòíûé ïðîöåññ GUE çàäà¼òñÿ èíòå-
ãðàëüíûì îïåðàòîðîì �̂�𝑛 : 𝐿2(R, 𝑑𝑥) → 𝐿2(R, 𝑑𝑥), ñ ÿäðîì

𝐾𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝛾𝑛
𝜓𝑛−1(𝑥)𝜓𝑛(𝑦)− 𝜓𝑛(𝑥)𝜓𝑛−1(𝑦)

𝑦 − 𝑥

=

√︃
ℎ𝑛
ℎ𝑛−1

√︀
𝑤(𝑥)𝑤(𝑦)√︀
ℎ𝑛ℎ𝑛−1

𝐻𝑛−1(𝑥)𝐻𝑛(𝑦)−𝐻𝑛(𝑥)𝐻𝑛−1(𝑦)

𝑦 − 𝑥
(7.21)

=
𝑒−𝑥

2/4𝑒−𝑦
2/4

(𝑛− 1)!
√
2𝜋

𝐻𝑛−1(𝑥)𝐻𝑛(𝑦)−𝐻𝑛(𝑥)𝐻𝑛−1(𝑦)

𝑦 − 𝑥

è

𝐾𝑛(𝑥, 𝑥) =
𝑒−𝑥

2/2

(𝑛− 1)!
√
2𝜋

(𝐻 ′
𝑛−1(𝑥)𝐻𝑛(𝑥)−𝐻 ′

𝑛(𝑥)𝐻𝑛−1(𝑥)). (7.22)

Äëÿ äàëüíåéøåãî àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà óäîáíî ïîëó÷èòü äëÿ ÿäðà èíòåãðàëüíîå
ïðåäñòàâëåíèå. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ è ïðîèíòåãðèðóåì å¼ (âîñ-
ïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé Êîøè î âû÷åòàõ):

𝐺(𝑥, 𝑡) =
∞∑︁
𝑛=0

𝐻𝑛(𝑥)

𝑛!
𝑡𝑛, 𝐻𝑛(𝑥) =

𝑛!

2𝜋𝑖

∫︁
|𝑡|=𝜀

𝐺(𝑥, 𝑡)
𝑑𝑡

𝑡𝑛+1
.
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Äàëåå, âîñïîëüçîâàâøèñü òð¼õ÷ëåííûì ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì,

∞∑︁
𝑛=0

𝑡𝑛

𝑛!
𝐻𝑛+1(𝑥) =

∞∑︁
𝑛=0

𝑡𝑛

𝑛!
(𝑥𝐻𝑛(𝑥)− 𝑛𝐻𝑛−1(𝑥)),

íàéä¼ì, ÷òî ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

𝑑

𝑑𝑡
𝐺(𝑥, 𝑡) = 𝑥𝐺(𝑥, 𝑡)− 𝑡𝐺(𝑥, 𝑡), 𝐺(𝑥, 0) = 1.

Ïðîèíòåãðèðîâàâ ýòî óðàâíåíèå, ïîëó÷èì

𝐺(𝑥, 𝑡) = 𝑒−
𝑡2

2
+𝑥𝑡. (7.23)

Òîãäà, äëÿ 𝑥 = 𝑦, ôîðìóëà Êðèñòîôôåëÿ-Äàðáó äà¼ò

𝐾𝑛(𝑥, 𝑥) =
𝑒−𝑥

2/2𝑛!√
2𝜋

∫︁∫︁
𝑑𝑧1
2𝜋𝑖𝑧1

𝑑𝑧2
2𝜋𝑖𝑧2

exp(− 𝑧21
2
+ 𝑥𝑧1 − 𝑧22

2
+ 𝑥𝑧2)

𝑧𝑛1 𝑧
𝑛
2

(𝑧1𝑧2 − 𝑧22).

äëÿ ðàâíûõ çíà÷åíèé àðãóìåíòîâ ÿäðà, à äëÿ ïðîèçâîëüíûõ 𝑥 è 𝑦 ïîëó÷èì

𝐾𝑛(𝑥, 𝑦) =
𝑒−𝑥

2/4−𝑦2/4𝑛!√
2𝜋

1

𝑦 − 𝑥
·
∫︁∫︁

𝑑𝑧1
2𝜋𝑖𝑧1

𝑑𝑧2
2𝜋𝑖𝑧2

exp(− 𝑧21
2
+ 𝑥𝑧1 − 𝑧22

2
+ 𝑦𝑧2)

𝑧𝑛1 𝑧
𝑛
2

(𝑧1 − 𝑧2). (7.24)
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ДАЛЕЕ РЕДАКТИРОВАНИЕ ПРОДОЛЖАЕТСЯ

7.2 Определитель Фредгольма

Â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ ìû âûÿñíèëè, ÷òî ñðåäíèå îò ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ôóíêöèî-
íàëîâ äåòåðìèíàíòíûõ òî÷å÷íûõ ïðîöåññîâ, â òîì ÷èñëå âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ òî÷åê
ñëó÷àéíûõ òî÷å÷íûõ êîíôèãóðàöèé â ïðîèçâîëüíûå ïîäìíîæåñòâà êîíôèãóðàöèîííîãî
ïðîñòðàíñòâà X, âûðàæàþòñÿ ÷åðåç áåñêîíå÷íûå ñóììû, êîòîðûå, êàê áûëî çàìå÷åíî,
èìåþò ñìûñë îïðåäåëèòåëåé Ôðåäãîëüìà íåêîòîðîãî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà. Îïðå-
äåëèòåëü Ôðåäãîëüìà � ýòî îáîáùåíèå ïðèâû÷íîãî ïîíÿòèÿ îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû íà
ñëó÷àé îïåðàòîðîâ â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû îáñó-
äèì, êîãäà òàêèå îáúåêòû èìåþò ñìûñë è êàêèìè ñâîéñòâàìè îíè îáëàäàþò. Â ÷àñòíî-
ñòè, íàñ èíòåðåñóþò ïðåäåëû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, âûðàæåííûå
÷åðåç ïðåäåëû ðàñïðåäåëåíèé, çàäàâàåìûõ òàêèìè îïðåäåëèòåëÿìè. Ïîýòîìó ìû õî-
òèì ïðèäàòü ñìûñë ïîíÿòèþ ñõîäèìîñòè èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ, âëåêóùåé çà ñîáîé
ñõîäèìîñòü èõ îïðåäåëèòåëåé Ôðåäãîëüìà.

Ðàññìîòðèì èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé (𝐴, 𝜇), è ̂︀𝐾 : 𝐿2(𝐴, 𝜇) → 𝐿2(𝐴, 𝜇) � èí-
òåãðàëüíûé îïåðàòîð äåéñòâóþùèé íà ôóíêöèè â Ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå 𝐿2(𝐴, 𝜇)
ïî ôîðìóëå

( ̂︀𝐾𝑓)(𝑥) = ∫︁
𝐴

𝐾(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑦)𝑑𝜇(𝑦), (7.25)

ãäå ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ 𝐾(𝑥, 𝑦) � ÿäðî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà. Íàøà çàäà÷à
ïðèäàòü ñìûñë îïðåäåëèòåëþ Ôðåäãîëüìà îïåðàòîðà 1 + �̂�.

Ìû ðàññìîòðèì äâà âçàèìíî äîïîëíÿþùèõ ïîäõîäà ê ïîíèìàíèþ îïðåäåëèòåëåé
Ôðåäãîëüìà. Îäèí èç íèõ, � íàçîâåì åãî ôóíêöèîíàëüíûì, � âîñõîäèò ê ñàìîìó Ôðåä-
ãîëüìó è àïåëëèðóåò ê ñâîéñòâàì ôóíêöèè ÿäðà îïåðàòîðà, ãàðàíòèðóþùèì ñõîäèìîñòü
ðÿäà, çàäàþùåãî îïðåäåëèòåëü Ôðåäãîëüìà. Âòîðîé ïîäõîä îïåðàòîðíûé, ðàçâèâàâøèé-
ñÿ Ëèäñêèì, Ãðîòåíäèêîì è äðóãèìè, èñõîäèò èç ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ îïåðàòîðà è
îáîáùàåò ïîíÿòèå îïðåäåëèòåëÿ, ïîíèìàåìîãî êàê ïðîèçâåäåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
ìàòðèöû.

7.2.1 Функциональный подход

Â ýòîì ïîäõîäå îïðåäåëèòåëü Ôðåäãîëüìà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå áåñêîíå÷íîé ñóììû
ìíîãîêðàòíûõ èíòåãðàëîâ îò îðåäåëèòåëåé êîíå÷íûõ ìàòðèö, ê êîòîðîìó ìû ïðèøëè
êîãäà âû÷èñëÿëè ñðåäíèå îò ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ôóíêöèîíàëîâ äåòåðìèíàíòíûõ ïðî-
öåññîâ.

det(1 + ̂︀𝐾)𝐿2(𝐴,𝜇) :=
∑︁
𝑛⩾0

1

𝑛!

∫︁
𝐴𝑛

det
1⩽𝑖,𝑗⩽𝑛

(𝐾(𝑥𝑖, 𝑥𝑗))𝑑𝜇(𝑥1) . . . 𝑑𝜇(𝑥𝑛). (7.26)

Î÷åâèäíî, äëÿ òîãî ÷òîáû âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè èìåëî ñìûñë, íóæíî ÷òîáû ðÿä
ñõîäèëñÿ. Áîëåå òîãî, äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðåäåëû îïðåäåëèòåëåé Ôðåä-
ãîëüìà â ñëó÷àÿõ, êîãäà ÿäðà îïåðàòîðîâ ñõîäÿòñÿ ê íåêîòîðûì ïðåäåëüíûì ÿäðàì.
Ïðè ýòîì íàì ïîíàäîáèòñÿ ïåðåñòàâèòü ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ñ ñóììèðîâàíèåì è èíòå-
ãðèðîâàíèåì. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ýòî ìîæíî äåëàòü? Íà÷íåì ñ îïðåäåëåíèÿ ÿäðà.
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Определение 7.9. Пусть (𝐴, 𝜇) – измеримое пространство, а функция 𝑎(𝑥) : 𝐴 → R
удовлетворяет условиям:

1. 𝑎(𝑥) > 0;

2. 1/𝑎(𝑥) ∈ 𝐿2(𝐴, 𝜇), то есть 𝑐2𝑎 :=
∫︀
𝐴

𝑎(𝑥)−2𝑑𝜇(𝑥) <∞.

Определение 7.10. Ядром называется непрерывная функция 𝐾(𝑥, 𝑦) : 𝐴×𝐴→ C, для
которой выполняется условие

||𝐾||𝑎 := 𝑐𝑎 sup
(𝑥,𝑦)∈𝐴

|𝑎(𝑥)𝑎(𝑦)𝐾(𝑥, 𝑦)| <∞. (7.27)

Ñ ïîìîùüþ ÿäðà çàäàäèì èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð �̂� : 𝐿2(𝐴, 𝜇) → 𝐿2(𝐴, 𝜇)

�̂�𝑓(𝑥) =

∫︁
𝐴

𝐾(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑦)𝑑𝜇(𝑦). (7.28)

Íàêîíåö îáðàòèìñÿ ê îïðåäåëèòåëþ Ôðåäãîëüìà. Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå âûðàæå-
íèÿ, çàâèñÿùèå îò 𝑛 ∈ N:

∆𝑛(𝐾) =

∫︁
𝐴𝑛

det
1⩽𝑖,𝑗⩽𝑛

(𝐾(𝑥𝑖, 𝑥𝑗))𝑑𝜇(𝑥1) . . . 𝑑𝜇(𝑥𝑛).

Êðîìå òîãî, ïîëîæèì

∆(𝐾) =
∑︁
𝑛⩾0

1

𝑛!
∆𝑛(𝐾).

Ïîëîæèì òàêæå ∆0(𝐾) = 1.

Лемма 7.11. ∆𝑛(𝐾) ⩽ (||𝐾||𝑎)𝑛𝑛𝑛/2.

Доказательство. Ïóñòü 𝐵 � ìàòðèöà 𝑛× 𝑛 òàêàÿ, ÷òî 𝐵𝑖𝑗 ⩽ 1. Òîãäà äëÿ íå¼ ñïðàâåä-
ëèâî òàê íàçûâàåìîå неравенство Адамара:

| det𝐵| ⩽ 𝑛𝑛/2. (7.29)

Â ñàìîì äåëå, ïóñòü 𝜆1 > 𝜆2 > . . . > 𝜆𝑛 ≥ 0 � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû 𝐵𝐵†.
Òîãäà ìû èìååì

| det𝐵| =
√︀

det(𝐵𝐵†) =

√︃∏︁
𝑖

𝜆𝑖 ⩽

(︃
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖

)︃𝑛/2

=

(︂
1

𝑛
Tr𝐵𝐵†

)︂𝑛/2
⩽ 𝑛𝑛/2,

ãäå â ïåðâîì íåðàâåíñòâå ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì ôàêòîì, ÷òî ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå
íå ìåíüøå ñðåäíåãî ãåîìåòðè÷åñêîãî, à âî âòîðîì òåì, ÷òî äèàãîíàëüíûå ìàòðè÷íûå
ýëåìåíòû ìàòðèöû 𝐵𝐵† ïî ìîäóëþ íå ïðåâîñõîäÿò 𝑛. Íåðàâåíñòâî Àäàìàðà äîêàçàíî.

Òåïåðü, âîñïîëüçóåìñÿ èì, ÷òîáû ïðîâåñòè ñëåäóþùóþ îöåíêó

∆𝑛(𝐾) =

∫︁
𝐴𝑛

det
1⩽𝑖,𝑗⩽𝑛

(︂
𝐾(𝑥𝑖, 𝑥𝑗)𝑎(𝑥𝑖)𝑎(𝑥𝑗)𝑐𝑎

||𝐾||𝑎

)︂(︂
||𝐾||𝑎
𝑐𝑎

)︂𝑛∏︁
𝑖

𝑎𝑖(𝑥)
−2𝑑𝜇(𝑥1) . . . 𝑑𝜇(𝑥𝑛)

⩽ 𝑛𝑛/2
(︂
||𝐾||𝑎
𝑐𝑎

)︂𝑛 ∫︁
𝐴𝑛

∏︁
𝑖

𝑎𝑖(𝑥)
−2𝑑𝜇(𝑥1) . . . 𝑑𝜇(𝑥𝑛) = ||𝐾||𝑛𝑎𝑛𝑛/2,

êîòîðàÿ çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.
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Следствие 7.12.

∆(𝐾) =
∑︁
𝑛⩾0

1

𝑛!
∆𝑛(𝐾) ⩽

∑︁
𝑛⩾0

||𝐾||𝑛𝑎𝑛𝑛/2

𝑛!
<∞ (7.30)

Лемма 7.13. Функция 𝐾 → det(1 +𝐾) непрерывна по норме ||𝐾||𝑎,

|∆(𝐾1)−∆(𝐾2)| ⩽ ||𝐾1 −𝐾2||𝑎
∑︁
𝑛⩾0

𝑛𝑛/2+1𝑐𝑛−1

𝑛!
,

где 𝑐 = max (||𝐾1||𝑎, ||𝐾2||𝑎) <∞.

Доказательство. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé ëåììû ñíà÷àëà äîêàæåì второе неравен-
ство Адамара. Ïóñòü 𝐹 è 𝐺 � äâå ìàòðèöû ðàçìåðà 𝑛× 𝑛. Òîãäà

| det𝐹 − det𝐺| ⩽ 𝑛1+𝑛/2||𝐹 −𝐺||max(||𝐹 ||, ||𝐺||)𝑛. (7.31)

Â ñàìîì äåëå, ïóñòü 𝐹 =

⎛⎜⎝𝑓1...
𝑓𝑛

⎞⎟⎠ , 𝐺 =

⎛⎜⎝𝑔1...
𝑔𝑛

⎞⎟⎠ . Òîãäà

| det𝐹 − det𝐺| =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒det

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑓1 − 𝑔1
𝑓2
...
𝑓𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠+ det

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑔1

𝑓2 − 𝑔2
...
𝑓𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠+ . . .+ det

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑔1
𝑔2
...

𝑓𝑛 − 𝑔𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ .

Â ñèëó ïåðâîãî íåðàâåíñòâà Àäàìàðà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑔1
...

𝑓𝑘 − 𝑔𝑘
...
𝑓𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ⩽ 𝑛𝑛/2||𝑔1|| . . . ||𝑔𝑘−1|| · ||𝑓𝑘 − 𝑔𝑘|| · ||𝑓𝑘+1|| . . . ||𝑓𝑛|| (7.32)

⩽ max(||𝐹 ||, ||𝐺||)𝑛−1||𝐹 −𝐺|| · 𝑛𝑛/2,

ãäå ïîä || · || âñþäó ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóïðåìóìíàÿ íîðìà || · ||sup.
Èñïîëüçóÿ âòîðîå íåðàâåíñòâî äëÿ îöåíêè ðàçíîñòè ÷ëåíîâ ðÿäîâ |∆𝑛(𝐾1)−∆𝑛(𝐾2)|

è àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäîâ, âûòåêàþùóþ èç ïðåäûäóùåé ëåììû, ïîëó÷àåì óòâåæ-
äåíèå î íåïðåðûâíîñòè è äàæå ëèïøèöåâîñòè îïðåäåëèòåëÿ Ôðåäãîëüìà.

Замечание 7.14. Линейное пространство операторов с нормой || · ||𝑎 – алгебра, т.к.

||𝐾1 ·𝐾2||𝑎 ≤ ||𝐾1||𝑎||𝐾2||𝑎, (7.33)

где ядро оператора 𝐾1 ·𝐾2 есть свёртка ядер двух операторов

𝐾1 *𝐾2(𝑥, 𝑦) =

∫︁
𝐴

𝐾1(𝑥, 𝑡)𝐾2(𝑡, 𝑦)𝑑𝜇.

В частности операторы в произведении под знаком определителя Фредгольма пере-
становочны, так же как и матрицы под знаком обычных определителей

∆(𝐾1 *𝐾2) = ∆(𝐾2 *𝐾1) (7.34)

(7.35)
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Замечание 7.15. Пусть 𝐴 ⊂ R𝑑 – компакт, и 𝑎(𝑥) – непрерывная функция. Следова-
тельно, она ограничена от нуля при 𝑥 ∈ 𝐴. Сходимость по норме || · ||𝑎 эквивалент-
на равномерной сходимости в 𝐶(𝐴 × 𝐴), гарантирующей непрерывность предельной
функции. Поэтому пространство B𝑎 операторов, заданных непрерывными ядрами, с
нормой || · ||𝑎 – банахова алгебра, т.е. банахово пространство и алгебра. Все операто-
ры �̂� ∈ B𝑎 компактны (см. определение в следующем разделе), так как непрерывные
ядра на компакте можно равномерно приблизить ядрами операторов конечного ранга,
например построенных из многочленов.

Для �̂� ∈ B𝑎 определим операцию следа равенством

Tr�̂� =

∫︁
𝐴

𝐾(𝑥, 𝑥)𝑑𝜇(𝑥). (7.36)

Эта операция очевидно непрерывна относительно нормы || · ||𝑎. С другой стороны для
конечномерных операторов, это определение совпадает с обычным следом матрицы.
Поэтому формула (7.36) даёт след интегрального оператора, понимаемый как предел
следов его конечномерных приближений (по норме || · ||𝑎).

Замечание 7.16. Пусть {𝐾𝑛(𝑥, 𝑦)}𝑛∈N – последовательность ядер с равномерно огра-
ниченной нормой

||𝐾𝑛||𝑎 ≤𝑀, (7.37)

такая что имеет место поточечная сходимость 𝐾𝑛(𝑥, 𝑦) →𝑛→∞ 𝐾∞(𝑥, 𝑦). Ограни-
ченность нормы обеспечивает выполнение теоремы о мажорируемой сходимости, ко-
торая позволяет переставить интегрирование и предел в формулах для следа и опре-
делителя Фредгольма, что обеспечивает и сходимость последних.

Èñïîëüçóåì èçëîæåííûé ôîðìàëèçì äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðåäåëüíîãî ïðîöåññà â êðóãî-
âîì óíèòàðíîì àíñàìáëå.

Пример 7.17. (Вероятность дырки в спектре унитарного кругового ансамбля и 𝜁-
функция Римана.)

Как мы помним вероятности цилиндрических событий в точечном процессе, опи-
сывающем собственные значения случайной матрицы из унитарного кругового ансам-
бля даются в терминах определителей Фредгольма интегрального оператора ̂︀𝐾𝐶𝑈𝐸

𝑛 ,
заданного ядром (6.55). В частности вероятность отсутствия частиц на отрезке
[𝑠, 𝑡] имеет вид

P(𝜈𝐶𝑈𝐸([𝑠, 𝑡]) = 0) = det(1− ̂︀𝐾𝐶𝑈𝐸
𝑛 )𝐿2([𝑎,𝑏],𝜇),

где мера есть 𝜇(𝑑𝑥) = 𝑑𝑥/2𝜋,
Хотелось бы понять, как ведет себя эта вероятность, когда система очень вели-

ка, и частицы (собственные значения) забывают о периодических граничных условиях.
Какой естественный масштаб наблюдения выбрать, чтобы различать статистику
наиболее типичных событий, происходящих с конечными вероятностями? Для это-
го оценим среднее расстояние между частицами, т.е. величину обратную средней
плотности частиц относительно меры Лебега. Средняя плотность 𝜌 пропорциональ-
на первой корреляционной функции 𝜌 = (2𝜋)−1𝜌1(𝑥), которая, в свою очередь дается
ядром с равными значениями аргумента, 𝜌1(𝑥) = 𝐾𝐶𝑈𝐸

𝑛 (𝑥, 𝑥) = 𝑛. Ожидаемо, ввиду
трансляционной инвариантности плотность постоянна и равна просто отношению
числа частиц к длине кольца. Ее обратная величина 𝜌−1 = 2𝜋/𝑛, дает характерное
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расстояние меду частицами, задающее естественный масштаб областей в которых
можно с конечной вероятностью обнаружить конечное число частиц и, в том чис-
ле, обнаружить отсутствие частиц с вероятностью, остающейся между нулем и
единицей, при 𝑛→ ∞.

Выберем концы отрезка на этом масштабе в виде,

𝑠 = 𝑠𝑛(𝑥) :=
𝑥 · 2𝜋
𝑛

, 𝑡 = 𝑡𝑛(𝑦) :=
𝑦 · 2𝜋
𝑛

. (7.38)

Перемасштабировав переменные интегрирования под интегралами в определителе Фред-
гольма так, чтобы в пределах интегрирования остались концы отрезка в новых еди-
ницах измерения, получим

P(𝜈𝐶𝑈𝐸([𝑠𝑛(𝑥), 𝑡𝑛(𝑦)]) = 0) = det(1− ̂︀𝐾 ′
𝑛)𝐿2([𝑥,𝑦],𝜇),

где 𝜇(𝑑𝑥) = 𝑑𝑥 – мера Лебега, а новый оператор ̂︀𝐾 ′
𝑛 задаётся перемасштабированным

ядром

𝐾 ′
𝑛(𝑥, 𝑦) =

1

𝑛
𝐾𝐶𝑈𝐸
𝑛

(︂
2𝜋𝑦

𝑛
,
2𝜋𝑦

𝑛

)︂
.

Нетрудно вычислить предел нового ядра при 𝑛→ ∞,

lim
𝑛→∞

𝐾 ′
𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝐾sin(𝑥, 𝑦) :=

sin(𝜋(𝑥− 𝑦))

𝜋(𝑥− 𝑦)
. (7.39)

Заметим, также что при любых 𝑥, 𝑦 ∈ R обе функции 𝐾 ′
𝑛(𝑥, 𝑦) и 𝐾

sin(𝑥, 𝑦) ограничены
произведением (𝑎(𝑥)𝑎(𝑦))−1, где функция 𝑎(𝑥) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 – постоянная, обратный квад-
рат которой очевидно интегрируем на компакте, что обеспечивает ограниченность
норм ||𝐾 ′

𝑛||𝑎, |𝐾sin||𝑎. Вследствие этого, из замечания (7.16) немедленно следует схо-
димость соответствующих определителей Фредгольма. Альтернативно, используя
тот факт, что поточечная сходимость непрерывных функций к непрерывному пре-
делу на компакте обеспечивает равномерную сходимость, имеем

| det(1− ̂︀𝐾 ′
𝑛)𝐿2([𝑥,𝑦],𝜇) − det(1−𝐾sin)𝐿2([𝑥,𝑦],𝜇)| ⩽ const · ||𝐾 ′

𝑛 −𝐾sin||𝑎 −−−→
𝑛→∞

0. (7.40)

Полученный предел вероятности пустого интервала

lim
𝑛→∞

P(𝜈𝐶𝑈𝐸([𝑠𝑛(𝑥), 𝑡𝑛(𝑦)]) = 0) := P(𝜈sin([𝑥, 𝑦]) = 0) = det(1− ̂︀𝐾sin
𝑛 )𝐿2([𝑥,𝑦]) (7.41)

есть пример предельной вероятности одного цилиндрического события. Подобным об-
разом через определители Фредгольма с тем же ядром вычисляются пределы вероят-
ностей любых цилиндрических событий, соответствующих одному или нескольким
непересекающимся подмножествам R, а значит и задаётся мера на вообще говоря
бесконечных точечных конфигурациях на конфигурационном пространстве, X = R,
соответствующая новому предельному детерминантному точечному процессу, назы-
ваемому синус-процессом, и задаваемому корреляционным ядром 𝐾sin(𝑥, 𝑦). Это утвер-
ждение можно сформулировать следующим образом.

Теорема 7.18. Пусть 𝜉𝐶𝑈𝐸𝑛 : [0, 2𝜋] × Ω → {0, 1} детерминантный точечный про-
цесс, описывающий распределение собственнных значений (𝜆𝐶𝑈𝐸1 , . . . , 𝜆𝐶𝑈𝐸𝑛 ) : Ω → R𝑛
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кругового унитарного ансамбля, т.е. 𝜉𝐶𝑈𝐸𝑛 (𝑥, 𝜔) = 1, если 𝜆𝐶𝑈𝐸𝑖 (𝜔) = 𝑥 при одном из
𝑖 = 1, . . . , 𝑛 и 𝜉𝐶𝑈𝐸𝑛 (𝑥, 𝜔) = 0, в противном случае. Тогда имеет место сходимость

𝜉𝐶𝑈𝐸𝑛

(︂
2𝜋𝑥

𝑛
, ·
)︂

−−−→
𝑛→∞

𝜉sin𝑛 (𝑥, ·) (7.42)

где предел понимается в смысле конечномерных распределений, а 𝜉sin𝑛 – синус-процесс,
т.е. детерминантный точечный процесс, задаваемый ядром 𝐾sin(𝑥, 𝑦).

Замечание 7.19. Оказывается, применимость синус-процесса выходит за пределы
теории случайных матриц и неожиданно находит применение в теории чисел, а
именно в задачах связанных со знаменитой гипотезой Римана. Гипотеза Римана -
важнейшая задача теории чисел, одна из проблем тысячелетия, имеющая отноше-
ние к описанию свойств простых чисел, которое в свою очередь играет ключевую роль
в криптографии. Множество теорем о свойствах простых чисел доказаны в предпо-
ложении её справедливости, и их дальнейшая судьба зависит от того будет гипотеза
Римана доказана или опровергнута.

Задача состоит в изучении расположения нулей 𝜁-функции Римана, которая за-
дается рядом

𝜁(𝑠) =
∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛𝑠
(7.43)

в области его сходимости и аналитически продолжается на всю комплексную плос-
кость. Известно, что у 𝜁(𝑠) есть набор тривиальных нулей 𝜁(−2𝑛) = 0, 𝑛 ∈ N и набор
нетривиальных нулей 𝜁(1/2± i𝑡𝑛) = 0, 𝑛 ∈ N, находящихся в полосе 0 < ℜ𝑠 < 1 и сим-
метрично расположенных относительно действительной оси. Известно также, что
набор чисел 𝑡𝑛 симметричен относительно мнимой оси, т.е. сами корни распределены
симметрично относительно критической линии ℜ𝑠 = 1/2. Гипотеза Римана состоит
в том, что все нетривиальные нули находятся в точности на критической линии,
т.е. все числа 𝑡𝑛 вещественны.

Что можно сказать о положении чисел 𝑡𝑛, если гипотеза Римана верна? Неза-
висимо от справедливости гипотезы Римана доказана следующая оценка для числа
нетривиальных нулей дзета-функции с мнимой частью не превышающей 𝑇 > 0 при
𝑇 → ∞.

Теорема 7.20. (Формула Римана-Фон Мангольдта)

|{𝑛 : 0 ≤ ℜ𝑡𝑛 ≤ 𝑇}| = 𝑇

2𝜋
log

𝑇

2𝜋
− 𝑇

2𝜋
+𝑂(log 𝑇 ). (7.44)

В предположении, что гипотеза Римана верна, упорядочим числа 𝑡𝑛 по возраста-
нию, 𝑡1 ≤ 𝑡2 ≤ 𝑡3 · · · , и перемасштабируем их, введя нормированные корни

𝑤𝑛 =
𝑡𝑛
2𝜋

log
𝑡𝑛
2𝜋

так, чтобы их асимптотическая плотность на критической линии стала единич-
ной, lim𝑛→∞𝑤𝑛/𝑛 = 1. При исследовании распределения нетривиальных нулей дзета-
функции Хью Монтгомери пришел к следующей гипотезе о асимптотическом числе
пар (𝑤𝑛, 𝑤𝑚) нормированных корней, разделенных расстоянием (𝑤𝑛 − 𝑤𝑚) ∈ [𝛼, 𝛽] .
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Гипотеза 7.21. (Монтгомери)

lim
𝑁→∞

𝑁−1|{(𝑛,𝑚) : 1 ≤ 𝑛,𝑚 ≤ 𝑁,𝛼 ≤ (𝑤𝑛 − 𝑤𝑚) ≤ 𝛽}| =
∫︁ 𝛽

𝛼

(︂
1− sin(𝜋𝑥)2

(𝜋𝑥)2

)︂
𝑑𝑥 (7.45)

Вернемся к синус-процессу. Как и прежде, его корреляционные функции порядка
𝑘 задаются определителями (6.24) матриц размера 𝑘 × 𝑘, с полученными из ядра
матричными элементами. В частности, выбрав масштаб длины в (7.38) мы добились
того, что средняя плотность частиц в синус-процессе стала единичной

𝜌 = 𝜌1(𝑥) = 𝐾sin(𝑥, 𝑥) = 1.

Вторая корреляционная функция, вычисленная в точках разделенных расстоянием 𝑟,
дается выражением

𝑅sin
2 (𝑟) := 𝜌2(𝑥, 𝑥+ 𝑟) = 1− sin(𝜋𝑥)2

(𝜋𝑥)2
.

Откуда следует, что в синус-процессе формула для среднего числа пар частиц, разде-
ленных расстоянием 𝑟 ∈ [𝛼, 𝛽], в большом отрезке, [0, 𝑁 ],

𝐷sin(𝛼, 𝛽) := |{(𝑥, 𝑥′) : 0 ≤ 𝑥, 𝑥′ ≤ 𝑁, 𝜉sin(𝑥) = 𝜉sin(𝑥′) = 1, 𝛼 ≤ (𝑥− 𝑥′) ≤ 𝛽}|

отнесенное к среднему числу точек в этом отрезке E𝜈sin([0, 𝑁 ]) = 𝑁 , асимптотически
совпадает с формулой Монтгомери для нормированных нетривиальных нулей дзета-
функции.

Упражнение 7.22. Покажите, что

lim
𝑁→∞

𝑁−1E𝐷sin(𝛼, 𝛽) =

∫︁ 𝛽

𝛼

𝑅sin
2 (𝑟)𝑑𝑟 (7.46)

Хотя гипотеза Монтгомери подкреплена значительным объемом численных ре-
зультатов, а также имеются свидетельства о наличии подобных связей для корре-
ляционных функций следующих порядков, вопрос о ее доказательстве , так же как и
о доказательстве самой гипотезы Римана, до сих пор открыт.

Гипотетическая связь между случайными матрицами и гипотезой Римана воз-
вращает нас к изначальному мотиву рассмотрения ансамблей случайных матриц,
гипотезе о сходстве спектров больших самосопряженных операторов в квантовой ме-
ханике со спектрами случайных матриц. В этом же направлении проходит и один из
возможных путей доказательства гипотезы Римана. Он основан на том предполо-
жении, что части 𝑡𝑛 нетривиальных нулей дзета-функции есть собственные значе-
ния некоторого оператора. Чтобы доказать, что все они вещественны, достаточно
доказать, что оператор самосопряжен. Эту задачу мы оставляем читателю в виде
упражнения.

7.2.2 Определитель Фредгольма. Операторный подход.

Äî ñèõ ïîð, îòîæäåñòâëÿÿ ïîëó÷åííûå ðÿäû ñ îïðåäåëèòåëÿìè Ôðåäãîëüìà, ìû ïðè-
äåðæèâàëèñü ïîäõîäà, âîñõîäÿùåãî ê ñàìîìó Ôðåäãîëüìó, îñíîâàííîìó íà àíàëîãèè
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ìåæäó ýòèìè ðÿäàìè è ðàçëîæåíèåì (6.26) îïðåäåëèòåëÿ det(I + 𝐴) ïî ìèíîðàì ìàò-
ðèöû 𝐴. Ïðè ýòîì, äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòî îòîæäåñòâëåíèå èìåëî ñìûñë, ìû òðåáîâàëè,
÷òîáû ôóíêöèÿ ÿäðà óäîâëåòâîðÿëà íåêîòîðûì ñâîéñòâàì.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû çíàåì, ÷òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ýòî ïðîèçâåäåíèå åå ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé. Âîçìîæíî ëè ðàñïðîñòðàíèòü ýòî îïðåäåëåíèå íà îïðåäåëèòåëè
Ôðåäãîëüìà áåñêîíå÷íîìåðíûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â ãèëüáåðòî-
âîì ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé? ×òîáû îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ, íàì ïîòðåáóåòñÿ ïðîâåñòè
êðàòêèé ýêñêóðñ â òåîðèþ îïåðàòîðîâ â Ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

7.2.3 Краткий экскурс в спектральную теорию операторов в гиль-

бертовых пространствах

Ïóñòü ℋ � êîìïëåêñíîå, ñåïàðàáåëüíîå Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, ñ ïîëóòîðàëèíåé-
íûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, ⟨·, ·⟩ : ℋ×ℋ → C, ò.å. äëÿ ëþáûõ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℋ è 𝜆 ∈ C

⟨𝜆𝑎+ 𝑏, 𝑐⟩ = 𝜆⟨𝑎, 𝑐⟩+ ⟨𝑏, 𝑐⟩, ⟨𝑎, 𝑏⟩ = ⟨𝑏, 𝑎⟩*. (7.47)

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå çàäà¼ò åâêëèäîâó íîðìó

||𝑣|| =
√︀

|⟨𝑣, 𝑣⟩|, 𝑣 ∈ ℋ.

Ðàññìîòðèì ëèíåéíûé îïåðàòîð 𝐵 : 𝒟(𝐵) → ℋ � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå íåêîòîðîãî ëè-
íåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà 𝒟(𝐵) ⊆ ℋ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà, íàçûâàåìîãî îáëàñòüþ
îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà 𝐵, â ïðîñòðàíñòâî ℋ. Îáû÷íî îò 𝒟(𝐵) òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îíî áû-
ëî ïëîòíûì ïîäìíîæåñòâîìℋ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ℒ(ℋ) ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ
íà ïðîñòðàíñòâå ℋ.

Ограниченные операторы

1. Îïåðàòîð 𝐵 îãðàíè÷åííûé, åñëè ||𝐵𝑣|| ⩽ 𝑐||𝑣|| äëÿ íåêîòîðîãî 𝑐 > 0 ïðè âñåõ 𝑣 ∈
𝒟(𝐵) (ìû áóäåì ïèñàòü 𝐵 <∞); ìèíèìàëüíîå èç ÷èñåë 𝑐 äàåò îïåðàòîðíóþ íîðìó
îïåðàòîðà 𝐵, êîòîðóþ òàêæå ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

||𝐵|| = inf
𝑐>0

{𝑣 ∈ 𝒟(𝐵) : ||𝐵𝑣|| ≤ 𝑐||𝑣||} = sup
𝑢,𝑣 ̸=0

|(𝐵𝑢, 𝑣)|
||𝑢||||𝑣||

; (7.48)

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó òîãî, ÷òî 𝒟(𝐵) � ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî ℋ, ìîæíî åäèíñòâåí-
íûì îáðàçîì äîîïðåäåëèòü îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð 𝐵, äî îãðàíè÷åííîãî îïåðàòî-
ðà c òîé æå íîðìîé, íî ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ, ñîâïàäàþùåé ñ çàìûêàíèåì 𝒟(𝐵),
ò.å. ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì ℋ. Â äàëüíåéøåì, ãîâîðÿ îá îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðàõ,
ìû áóäåì ïîäðàçóìåâàòü îïåðàòîðû ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ 𝒟(𝐵) = ℋ. Îáîçíà-
÷èì ìíîæåñòâî òàêèõ îïåðàòîðîâ ÷åðåç ℬ(ℋ). Ïðîñòðàíñòâî ℬ(ℋ) ñ îïåðàòîðíîé
íîðìîé � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî.

2. Ââåäåì ïîíÿòèå ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà 𝐵*. Ïóñòü

𝒟(𝐵*) = {𝑦 ∈ ℋ : ∀𝑥 ∈ 𝒟(𝐵),∃𝑣 ∈ ℋ, (𝑦,𝐵𝑥) = (𝑣, 𝑥)}.

Òîãäà 𝐵*𝑦 = 𝑣. Â ñèëó òåîðåìû Ðèññà-Ôðåøå î ïðåäñòàâëåíèè ëèíåéíîãî ôóíêöè-
îíàëà âåêòîð 𝑣 = 𝑣(𝑦) ñóùåñòâóåò äëÿ òåõ 𝑦, äëÿ êîòîðûõ ⟨𝑦,𝐵𝑥⟩ � îãðàíè÷åííûé
ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë îò 𝑥, è åäèíñòâåíåí â ñèëó ïëîòíîñòè 𝒟(𝐵).
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3. Îïåðàòîð 𝐵 ýðìèòîâ (ñèììåòðè÷åñêèé), åñëè ⟨𝑣,𝐵𝑤⟩ = ⟨𝐵𝑣,𝑤⟩ äëÿ ëþáûõ 𝑣, 𝑤 ∈
𝒟(𝐵), ò.å. 𝐵 = 𝐵*|𝒟(𝐵). Â îáùåì ñëó÷àå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ýðìèòîâà îïåðàòî-
ðà åñòü ïîäïðîñòðàíñòâî îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà, ñîïðÿæåííîãî ê íåìó
𝒟(𝐵) ⊆ 𝒟(𝐵*).

4. Ýðìèòîâ (ñèììåòðè÷åñêèé) îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì, åñëè 𝐵 = 𝐵*,
ò.å. 𝒟(𝐵) = 𝒟(𝐵*). Åñëè ýðìèòîâ îïåðàòîð 𝐵 îãðàíè÷åí, ò.å. îïðåäåëåí íà âñ¼ì
ïðîñòðàíñòâå 𝒟(𝐵) = ℋ, òî îí ñàìîñîïðÿæåí.

5. Îïåðàòîð 𝐵 � ïîëîæèòåëüíûé, åñëè äëÿ âñåõ 𝑣 ∈ 𝒟(𝐵): ⟨𝑣,𝐵𝑣⟩ ⩾ 0 (â ýòîì ñëó÷àå
𝐵 � ýðìèòîâ); áóäåì ïèñàòü 𝐵 ⩾ 0. Åñëè îïåðàòîð îãðàíè÷åí è ïîëîæèòåëåí, òî
îí ñàìîñîïðÿæ¼í.

6. Åñëè 𝐵 ≥ 0 � ïîëîæèòåëüíûé îïåðàòîð, òî ñóùåñòâóåò ðîâíî îäèí îïåðàòîð 𝐷
òàêîé, ÷òî 𝐵 = 𝐷2. Ïðî ïîñëåäíèé ìû áóäåì ïèñàòü òàê: 𝐷 =

√
𝐵.

7. Åñëè 𝐵 îãðàíè÷åí, òî 𝐵*𝐵 ïîëîæèòåëåí. Â ÷àñòíîñòè, ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå |𝐵| =√
𝐵*𝐵.

8. Ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå: äëÿ êàæäîãî îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà 𝐵 ñóùåñòâóåò ðîâíî
îäèí îïåðàòîð 𝑈 òàêîé, ÷òî

(a) 𝑈 � ÷àñòè÷íàÿ èçîìåòðèÿ, ò.å. ||𝑈𝑣|| = ||𝑣|| äëÿ ëþáûõ 𝑣 ∈ Ker⊥(𝐵)

(b) 𝐵 = 𝑈 |𝐵|,
(c) ||𝑈𝑣|| = 0 äëÿ âñåõ 𝑣 ∈ Ker𝐵.

9. Ðàíã îïåðàòîðà � ýòî Rank𝐵 = dim(Im(𝐵)).

Операторные идеалы

Â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå ℬ(ℋ) îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ ìîæíî âûäåëèòü ñïåöèàëü-
íûå ïîäïðîñòðàíñòâà, íàçûâàåìûå *-èäåàëàìè (ñòàð-èäåàëàìè). Ìû ãîâîðèì ÷òî 𝐽 ⊂
ℬ(ℋ) � ýòî *-èäåàë, åñëè ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå.

1. 𝐽 � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî;

2. ∀𝐷 ∈ ℬ(ℋ), ∀𝐵 ∈ 𝐽 âûïîëíåíî 𝐵𝐷,𝐷𝐵 ∈ 𝐽 ;

3. åñëè 𝐵 ∈ 𝐽 , òî 𝐵* ∈ 𝐽 .

Ìû ðàññìîòðèì òðè âëîæåííûõ *-èäåàëà, 𝐽1 ⊂ 𝐽2 ⊂ 𝐽∞ ⊂ ℬ(ℋ): ïðîñòðàíñòâî 𝐽∞
êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ, ïðîñòðàíñòâî 𝐽2 îïåðàòîðîâ Ãèëüáåðòà-Øìèäòà, ïðîñòðàíñòâî
𝐽1 ÿäåðíûõ îïåðàòîðîâ,

Компактные операторы

1. Êîìïàêòíûé îïåðàòîð ïåðåâîäèò îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â ïðåäêîìïàêòíîå. Ýê-
âèâàëåíòíî, îïåðàòîð 𝐵 êîìïàêòåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîé îãðà-
íè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {𝑣𝑛 ∈ ℋ}𝑛∈N ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {𝐵𝑣𝑛}𝑛∈N ñîäåð-
æèò ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. 𝐽∞ � ìíîæåñòâî êîìïàêòíûõ îïåðàòî-
ðîâ. 𝐽∞ � *-èäåàë. 𝐽∞ c íîðìîé || · || � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî.
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2. Îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð 𝐵 ∈ ℬ(ℋ) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà 𝐵 = lim

𝑛→∞
𝐵𝑛 ïî íîðìå ||𝐵||, ãäå êàæäûé èç 𝐵𝑛 èìååò êîíå÷íûé ðàíã.

3. Îïðåäåëèì ñïåêòð 𝜎(𝐵) îïåðàòîðà 𝐵, êàê ìíîæåñòâî çíà÷åíèé êîìïëåêñíîãî ÷èñ-
ëà 𝜆 ïðè êîòîðûõ îïåðàòîð (𝜆I − 𝐵) íåîáðàòèì â ïðîñòðàíñòâå îãðàíè÷åííûõ
îïåðàòîðîâ, ò.å.

𝜎(𝐵) = C∖{𝜆 ∈ C : (𝜆I−𝐵)−1 ∈ ℬ(ℋ) }.

Ñïåêòðàëüíàÿ òåîðåìà (äëÿ êîìïàêòíîãî îïåðàòîðà): ïóñòü 𝐵 ∈ 𝐽∞ � êîìïàêòíûé
îïåðàòîð â ℋ. Òîãäà:

(a) ) Ñïåêòð 𝜎(𝐵) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì äèñêðåòíûì ìíîæåñòâîì áåç ïðåäåëü-
íûõ òî÷åê çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, íóëÿ.

(b) Ëþáîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå 𝜆 ∈ 𝜎(𝐵) èìååò êîíå÷íóþ êðàòíîñòü.

(c) Äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ 𝜆 ∈ 𝜎(𝐵) îïåðàòîðà 𝐵 ñó-
ùåñòâóåò êîììóòèðóþùèõ ñ íèì ïðîåêòîð 𝑃𝜆 êîíå÷íîãî ðàíãà òàêîé, ÷òî
𝜎(𝐵|𝑃𝜆ℋ) = {𝜆}, 𝜎(𝐵|(I−𝑃𝜆)ℋ) = 𝜎(𝐵) ∖ {𝜆}, à ðàíã ïðîåêòîðà rank𝑃𝜆 åñòü
àëãåáðàè÷åñêàÿ êðàòíîñòü ÷èñëà 𝜆.

Замечание 7.23. Проектор может быть реализован в виде

𝑃𝜆 =
1

2𝜋𝑖

∫︁
|𝑧−𝜆|=𝜀

𝑑𝑧

𝑧 −𝐵
.

4. Òåîðåìà î áàçèñå: ïóñòü 𝐵 = 𝐵* ∈ 𝐽∞ � ñàìîñîïðÿæ¼ííûé êîìïàêòíûé îïåðà-
òîð. Òîãäà ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {𝜑𝑛}𝑛∈N, ⟨𝜑𝑛, 𝜑𝑚⟩ = 𝛿𝑛,𝑚, èç ñîá-
ñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà 𝐵, 𝐵𝜑𝑛 = 𝜆𝑛(𝐵)𝜑𝑛, à âñå åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
âåùåñòâåííû 𝜆𝑛(𝐵) ∈ R. Ëþáîé ýëåìåíò 𝑎 ∈ ℋ ïðåäñòàâèì â âèäå

𝑎 =
∑︁
𝑛∈N

⟨𝜑𝑛, 𝑎⟩𝜑𝑛.

5. Òåîðåìà (î êàíîíè÷åñêîì ðàçëîæåíèè): ïóñòü 𝐵 ∈ 𝐽∞ � êîìïàêòíûé îïåðàòîð.
Òîãäà ñóùåñòâóþò îðòîíîðìèðîâàííûå íàáîðû {𝜙𝑛}∞𝑛=1 è {𝜓𝑛}∞𝑛=1, à òàêæå óïîðÿ-
äî÷åííûé íàáîð ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë 𝑠1(𝐵) ⩾ 𝑠2(𝐵) ⩾ . . . òàêèå, ÷òî

𝐵 =
∑︁
𝑛∈N

𝑠𝑛(𝐵)𝜓𝑛⟨𝜙𝑛, ·⟩.

𝑠𝑛(𝐵) � ýòî сингулярные числа, ò.å. ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà |𝐵|.
Ïðèâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû. Çàìåòèì, ÷òî |𝐵| ⩾ 0 (ïîëîæèòåëüíûé
îïåðàòîð), è äëÿ íåãî ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííûé áàçèñ {𝜙𝑛}∞𝑛=1: |𝐵|𝜙𝑛 = 𝑠𝑛𝜙𝑛. Òîãäà
ïî òåîðåìå î áàçèñå

|𝐵| =
∑︁
𝑛

𝑠𝑛(𝐵)𝜙𝑛⟨𝜙𝑛, ·⟩.

Èñïîëüçóÿ ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå, èìååì 𝐵 = 𝑈 |𝐵|, è òàêèì îáðàçîì, 𝜓𝑛 = 𝑈𝜙𝑛.
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6. Íåðàâåíñòâî Âåéëÿ: Ïóñòü 𝜆1, 𝜆2, . . . � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà 𝐵, |𝜆1| ⩾
|𝜆2| ⩾, 𝑠1 ⩾ 𝑠2 ⩾ . . . � ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà îïåðàòîðà 𝐵. Òîãäà äëÿ ëþáîãî 𝑛:

𝑛∑︁
𝑖=1

|𝜆𝑖| ⩽
𝑛∑︁
𝑖=1

𝜇𝑖.

Операторы Гильберта-Шмидта

Теорема 7.24. Пусть {𝜙𝑛}∞𝑛=1 и {𝜓𝑛}∞𝑛=1 — ортонормированные базисы в ℋ и 𝐵 ∈
ℬ(ℋ). Тогда

∑︀
𝑛∈N

||𝐵𝜙𝑛||2 и
∑︀
𝑛∈N

|⟨𝜓𝑛, 𝐵𝜙𝑛⟩|2 не зависят от выбора базисов и равны между

собой.

Определение 7.25. Назовем операторами Гильберта-Шмидта ограниченные опера-
торы 𝐵 ∈ ℬ(ℋ), для которых суммы из теоремы 7.24 конечны. Снабдим множество
таких операторов нормой Гильберта-Шмидта || · · · ||2,

||𝐵||22 =
∑︁
𝑛∈N

|⟨𝜓𝑛, 𝐵𝜙𝑛⟩|2.

𝐽2 – пространство ограниченных операторов 𝐵 ∈ ℋ(ℬ)с конечной нормой Гильберта-
Шмидта, ||𝐵||2 <∞.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð 𝐵 ∈ ℬ(ℋ) �ïîëîæèòåëüíûé, òî ìîæíî
îïðåäåëèòü îïåðàòîð

√
𝐵, òàêæå ïîëîæèòåëüíûé è, ñëåäîâàòåëüíî, ñàìîñîïðÿæåííûé,

äëÿ êîòîðîãî ñóììà∑︁
𝑛∈N

||
√
𝐵𝜑𝑛||2 =

∑︁
𝑛∈N

⟨
√
𝐵𝜑𝑛,

√
𝐵𝜑𝑛⟩ =

∑︁
𝑛∈N

⟨𝜑𝑛, 𝐵𝜑𝑛⟩, (7.49)

íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà, îòêóäà ñëåäóåò

Теорема 7.26. Для любого положительного 𝐵 ∈ ℬ(ℋ) след оператора 𝐵, определя-
емый соотношением

Tr(𝐵) :=
∑︁
𝑛

⟨𝜙𝑛, 𝐵𝜙𝑛⟩ (7.50)

не зависит от выбора базиса.

Â ÷àñòíîñòè äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà 𝐵 ∈ ℬ(ℋ) îïåðàòîð 𝐵*𝐵 � ïîëî-
æèòåëüíûé è

Tr𝐵*𝐵 = ||𝐵||22. (7.51)

Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ î îïåðàòîðàõ Ãèëüáåðòà-Øìèäòà èìåþò ìåñòî.

1. Îïåðàòîðû Ãèëüáåðòà-Øìèäòà îãðàíè÷åíû, ò.ê. ||𝐵||2 ≥ ||𝐵||, è êîìïàêòíû, 𝐽2 ⊂
𝐽∞.

2. 𝐽2 � *-èäåàë

3. 𝐽2 ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ⟨𝐴,𝐵⟩𝐻𝑆 := Tr(𝐴*𝐵) � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî.
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Îïåðàòîðû Ãèëüáåðòà-Øìèäòà èãðàþò âàæíóþ ðîëü ïðè èçó÷åíèè èíòåãðàëüíûõ
îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå êâàäðàòè÷íî-èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé, ââèäó
íàëè÷èÿ ïðîñòîãî êðèòåðèÿ, êîòîðûé ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü ïðèíàäëåæíîñòü èíòåãðàëü-
íîãî îïåðàòîðà ê 𝐽2, èñõîäÿ èç ñâîéñòâ ÿäðà.

Теорема 7.27. Пусть (𝐴, 𝜇) – измеримое пространство, и ℋ = 𝐿2(𝐴, 𝜇) - гильбертово

пространство квадратично интегрируемых функций на нем. Тогда для любого ̂︀𝐾 ∈ 𝐽2
существует единственная функция 𝐾(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐿2(𝐴⊗ 𝐴, 𝜇⊗ 𝜇) такая, что

( ̂︀𝐾𝑓)(𝑥) = ∫︁
𝐴

𝐾(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑦)𝑑𝜇(𝑦),

и наоборот, для любой функции 𝐾(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐿2(𝐴 ⊗ 𝐴, 𝜇 ⊗ 𝜇) определён оператор ̂︀𝐾 как
выше, причём

|| ̂︀𝐾||2 = ||𝐾||2 =

⎛⎝∫︁
𝐴2

|𝐾(𝑥, 𝑦)|2𝑑𝜇(𝑥)𝑑𝜇(𝑦)

⎞⎠1/2

.

Ядерные операторы

Определение 7.28. Оператор 𝐵 называется ÿäåðíûì (Trace-class), если

||𝐵||1 := Tr(|𝐵|) <∞,

где операция взятия следа положительного оператора понимается в смысле определе-
ния (7.50). Пространство ядерных операторов, снабженное нормой ||·||1, обозначается
𝐽1 .

Íà îïåðàòîðû èç 𝐽1 ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü îïðåäåëåíèå îïåðàöèè âçÿòèÿ ñëåäà
(7.50), êîòîðîå òàêæå îêàçûâàåòñÿ íåçàâèñèîìî îò áàçèñà. Òîãäà Tr : 𝐵 → C � îãðà-
íè÷åííûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà 𝐽1, ïðè÷¼ì äëÿ âñåõ 𝐵 ∈ 𝐽1 è 𝐷 ∈ ℬ(ℋ) âûïîëíåíî
Tr(𝐷𝐵) = Tr(𝐵𝐷).

Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ î ÿäåðíûõ îïåðàòîðàõ èìåþò ìåñòî.

1. ßäåðíûå îïåðàòîðû îãðàíè÷åíû, êîìïàêòíû è ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðàìè Ãèëüáåðòà-
Øìèäòà, 𝐽1 ⊂ 𝐽2, ò.ê. ||𝐵||1 ≥ ||𝐵||2.

2. 𝐽1 � *-èäåàë

3. 𝐽1 ñ íîðìîé || · ||1 �áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî].

4. 𝐵 ∈ 𝐽1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò 𝐶,𝐷 ∈ 𝐽2 òàêèå, ÷òî 𝐵 = 𝐶𝐷.

Äëÿ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ íà ôóíêöèè â ïðîñòðàíñòâå 𝐿2(𝐴, 𝜇), êðèòåðèè ïðè-
íàäëåæíîñòè îïåðàòîðà ê ïðîñòðàíñòâó 𝐽1 äàëåêî íå ñòîëü ÿâíû, êàê â ñëó÷àå îïåðàòî-
ðîâ Ãèëüáåðòà-Øìèäòà, ×àñòíûé ñëó÷àé äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ êàñàåòñÿ èíòåãðàëüíûõ
îïåðàòîðîâ, çàäàâàåìûõ ñèììåòðè÷åñêèìè ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûìè íåïðåðûâíû-
ìè ÿäðàìè.



7.2. ОПРЕДЕЛИТЕЛЬ ФРЕДГОЛЬМА 123

Теорема 7.29. Пусть (𝐴, 𝜇) – измеримое пространство Пусть 𝐾(𝑥, 𝑦) : 𝐴 × 𝐴 →
C — непрерывная положительно определённая функция, то есть для любого 𝜙(𝑥) ∈
𝐿2(𝐴, 𝜇) выполнено ∫︁

𝐴×𝐴

𝜙(𝑥)𝐾(𝑥, 𝑦)𝜙(𝑦)𝑑𝜇(𝑥)𝑑𝜇(𝑦) ⩾ 0.

Тогда существует и единственен оператор ̂︀𝐾 ∈ 𝐽1, ̂︀𝐾 : 𝐿2(𝐴, 𝜇) → 𝐿2(𝐴, 𝜇) такой,
что

( ̂︀𝐾𝑓)(𝑥) = ∫︁
𝐴

𝐾(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑦)𝑑𝜇(𝑦), || ̂︀𝐾||1 =
∫︁
𝐴

𝐾(𝑥, 𝑥)𝑑𝜇(𝑥).

Èòàê, ìû ââåëè âåñü íåîáõîäèìûé àïïàðàò èç ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà. Òåïåðü
âåðí¼ìñÿ ê âû÷èñëåíèþ äåòåðìèíàíòà Ôðåäãîëüìà îò îïåðàòîðîâ. Äëÿ ýòîãî íàì ïî-
íàäîáèòñÿ ïîíÿòèå âíåøíåé ñòåïåíè â ℋ. Èìåííî, ðàññìîòðèì òåíçîðíóþ ñòåïåíü ïðî-
ñòðàíñòâà: ⊗𝑛ℋ � îíà îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî, ñíà÷àëà äëÿ 𝜙1, . . . , 𝜙𝑛 ∈ ℋ ãîâî-
ðèì, ÷òî 𝜙1 ⊗ . . . ⊗ 𝜙𝑛 ∈ ⊗𝑛ℋ. À âîîáùå, òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå � ýòî ïðîñòðàíñòâî
ïîëèëèíåéíûõ ôóíêöèé íà ℋ𝑛, òî åñòü:
à) åñëè 𝜙1, . . . , 𝜙𝑛 ∈ ℋ è 𝜂1, . . . , 𝜂𝑛 ∈ ℋ, òî äåéñòâèå îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

𝜙1 ⊗ . . .⊗ 𝜙𝑛(𝜂1, . . . , 𝜂𝑛) =
𝑛∏︁
𝑖=1

⟨𝜙𝑖, 𝜂𝑖⟩.

á) Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ⊗𝑛ℋ åñòü

⟨𝜙1 ⊗ . . .⊗ 𝜙𝑛, 𝜓1 ⊗ . . .⊗ 𝜓𝑛⟩ =
𝑛∏︁
𝑖=1

⟨𝜙𝑖, 𝜓𝑖⟩.

â) Äëÿ ëþáîãî 𝐵 ∈ ℬ(ℋ) ñóùåñòâóåò îïåðàòîð Γ𝑛(𝐵) ∈ ℬ(⊗𝑛ℋ) òàêîé, ÷òî

Γ𝑛(𝐵)(𝜙1 ⊗ . . .⊗ 𝜙𝑛) = (𝐵𝜙1 ⊗ . . .⊗𝐵𝜙𝑛), Γ𝑛(𝐴)Γ𝑛(𝐵) = Γ𝑛(𝐴𝐵).

ã) Åñëè {𝜙𝑛}∞𝑛=1 � îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà â ℋ, òî {𝜙𝑘1 ⊗ . . .⊗ 𝜙𝑘𝑛}𝑘1,...,𝑘𝑛 � áàçèñ
â ⊗𝑛ℋ.

Определение 7.30. Пусть 𝜓1, . . . , 𝜓𝑛 ∈ ℋ. Положим

𝜓1 ∧ . . . ∧ 𝜓𝑛 =
1√
𝑛!

∑︁
𝜎∈𝑆𝑛

(−1)𝜎𝜓𝜎(1) ⊗ . . .⊗ 𝜓𝜎(𝑛).

Тогда âíåøíÿÿ ñòåïåíü
⋀︀𝑛ℋ — это линейная оболочка всех таких выражений.

Â ÷àñòíîñòè,
⋀︀0ℋ = C,

⋀︀𝑛ℋ ⊂ ⊗𝑛ℋ.

Лемма 7.31. ⟨𝜓1 ∧ . . . ∧ 𝜓𝑛, 𝜙1 ∧ . . . ∧ 𝜙𝑛⟩ = det(⟨𝜓𝑖, 𝜙𝑗⟩).

Ýòî � ë¼ãêîå óïðàæíåíèå.
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Лемма 7.32. Пусть 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛 — собственные значения оператора 𝐵 ∈ ℬ(ℋ), причём
dimℋ = 𝑁 <∞. Обозначим за

⋀︀𝑛 ℬ = Γ𝑛(𝐵) — ограничение на
⋀︀𝑛ℋ. Тогда

Tr
𝑛⋀︁
ℬ = 𝑒𝑛(𝜆1, . . . , 𝜆𝑛) =

∑︁
1⩽𝑖1<𝑖2<...<𝑖𝑛⩽𝑁

𝜆𝑖1 . . . 𝜆𝑖𝑛 ,

где за 𝑒𝑛 обозначены элементарные симметрические функции.

Äîêàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíî � ïî îïðåäåëåíèþ ñëåäà (óïðàæíåíèå).
Ñóììèðóÿ âñå òàêèå ñëåäû, ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

𝑛∑︁
𝑛=0

Tr
𝑛⋀︁
ℬ =

𝑛∑︁
𝑛=0

𝑒𝑛(𝜆1, . . . , 𝜆𝑛) =
𝑁∏︁
𝑖=1

(1 + 𝜆𝑖) = det(1 +𝐵)

Íàøà öåëü � ðàñïðîñòðàíèòü åãî íà ñëó÷àé 𝑁 = ∞.

Теорема 7.33. (1) Для 𝐵 ∈ 𝐽1 выполнено det(1 + 𝑧𝐵) =
∞∏︀
𝑖=1

(1 + 𝑧𝜆𝑖(𝐵)). В частности,

справедлива формула Лидского: Tr(𝐵) =
∑︀
𝜆𝑖.

Теорема 7.34. (2) Для 𝐵 ∈ 𝐽1 ⊂ ℬ(ℋ). Тогда справедливо
⋀︀𝑛 ℬ ∈ 𝐽1 ⊂ ℬ(

⋀︀𝑛ℋ),

причём ||
⋀︀𝑛 ℬ||1 ⩽

||𝐵||𝑛1
𝑛!

.

Отметим, что отсюда сразу следует, что det(1 + 𝑧𝐵) =
∞∑︀
𝑘=0

𝑧𝑘Tr(
⋀︀𝑛 ℬ) — целая

функция переменной 𝑧, поскольку | det(1 + 𝑧𝐵)| ⩽ exp(||𝐵||1|𝑧|). Однако этой оценкой
мы не ограничимся, справедлива более сильная оценка (и это — ещё одно утверждение
этой теоремы): для любого 𝜀 > 0 существует 𝑐𝜀 < ∞ такое, что | det(1 + 𝑧𝐵)| ⩽
𝑐𝜀 exp(𝜀|𝑧|).

Теорема 7.35. (3, о непрерывности) 𝐵 → det(𝐵) — непрерывная функция в 𝐽1. В
частности, для всех 𝐴,𝐵 ∈ 𝐽1 выполнено

| det(1 + 𝐴)− det(1 +𝐵)| ⩽ ||𝐴−𝐵||1 exp(1 + ||𝐴||1 + ||𝐵||1)

Èç òåîðåìû 3 ÿñíî, ÷òî det(1 + 𝑧𝐵) ∼
∏︀
𝑖

(1− 𝑧

𝑧𝑖
).

Теорема 7.36. (4) Для всех 𝐴,𝐵 ∈ 𝐽1 выполнено:
а) det(1 + 𝐴+𝐵 + 𝐴𝐵) = det(1 + 𝐴) det(1 +𝐵);
б) det(1 +𝐵) ̸= 0 тогда и только тогда, когда (1 +𝐵) — обратим;
в) если 𝑧0 = −𝜆−1, где 𝜆 — собственное значение кратности 𝑛, то 𝑧0 — ноль функции
det(1 + 𝑧𝐵) кратности 𝑛.

Теорема 7.37. (5) Пусть 𝑓(𝑧) — целая функция с нулями 𝑧1, 𝑧2, . . . (с повторением
с учётом конечных кратностей), причём 𝑓(0) = 1,

∑︀
𝑛

|𝑧𝑛|−1 < ∞ и для любого 𝜀 > 0

выполняется неравенство |𝑓(𝑧)| < 𝑐𝜀𝑒
𝜀|𝑧|. Тогда 𝑓(𝑧) =

∏︀
𝑖

(1− 𝑧

𝑧𝑖
).
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Ýòó òåîðåìó äîêàçûâàòü íå áóäåì.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Ïåðâàÿ ÷àñòü. Çàìåòèì, ÷òî |
⋀︀𝑛(𝐵)| =

⋀︀𝑛(|𝐵|). Ïîýòîìó

||
𝑛⋀︁
(𝐵)||1 = Tr(|

𝑛⋀︁
(𝐵)|) = Tr(

𝑛⋀︁
(|𝐵|)) =

∑︁
𝑖1<...<𝑖𝑛

𝜇𝑖1 . . . 𝜇𝑖𝑛 ⩽

⩽
1

𝑛!

∞∑︁
𝑖1=1,...,𝑖𝑛=1

𝜇𝑖1 . . . 𝜇𝑖𝑛 =
1

𝑛!

(︃
∞∑︁
𝑖=1

𝜇𝑖

)︃𝑛

=
||𝐵||1
𝑛!

.

Òåïåðü äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå. Âûáåðåì 𝑁 òàêîå, ÷òî
∑︀
𝑛>𝑁

𝜇𝑛 <
𝜀

2
. Òîãäà

∏︀
𝑛>𝑁

(1+

|𝑧|𝜇𝑛) ⩽ exp(
|𝑧|𝜀
2

). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
𝑁∏︀
𝑛=0

(1+|𝑧|𝜇𝑛) ⩽ 𝑐𝜀 exp(
|𝑧|𝜀
2

). Ïîýòîìó
∞∑︀
𝑛=0

𝑧𝑛Tr
⋀︀𝑛(ℬ) ⩽

𝑐𝜀 exp(|𝑧|𝜀).
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå 𝐹 (𝐵) = det(1+𝐵). Ïóñòü 𝐶,𝐷 ∈ 𝐽1.

Òîãäà 𝐹 (𝐶 + 𝑧𝐷) � öåëàÿ ôóíêöèÿ, òàê êàê
⋀︀𝑛(𝐶 + 𝑧𝐷) � ìíîãî÷ëåí îò 𝑧 ñòåïåíè 𝑛.

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå

𝑔(𝑧) = 𝐹

(︂
𝐴+𝐵

2
+ 𝑧(𝐴−𝐵)

)︂
. Òîãäà âèäíî, ÷òî 𝑔(1/2) = 𝐹 (𝐴), 𝑔(−1/2) = 𝐹 (𝐵) è

|𝐹 (𝐴)− 𝐹 (𝐵)| = |𝑔(1/2)− 𝑔(−1/2)| ⩽ sup
−1/2⩽𝑡⩽1/2

|𝑔′(𝑡)|

⩽ 𝑅−1 sup
−1/2⩽𝑡⩽1/2

sup
|𝑧−𝑡|=𝑅

|𝑔(𝑧)| ⩽ 𝑅−1 sup
|𝑧|⩽𝑅+1/2

|𝑔(𝑧)|

ñ ëþáûì 𝑅 > 0. Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî

|𝑔′(𝑎)| =
⃒⃒⃒⃒
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝑑𝑧𝑔(𝑧)

(𝑧 − 𝑎)2

⃒⃒⃒⃒
⩽ sup

|𝑡−𝑎|=𝑅
|𝑔(𝑡)| 1

𝑅2

∫︁
|𝑧−𝑎|=𝑅

|𝑑𝑧|
2𝜋

⩽
1

𝑅
sup

|𝑧−𝑎|=𝑅
|𝑔(𝑧)|.

Ïðîäîëæàÿ îöåíêè, èìååì

|𝐹 (𝐴)− 𝐹 (𝐵)| ⩽ ||𝐴−𝐵||1 sup
|𝑧|⩽||𝐴−𝐵||−1

1 +1/2

⃒⃒⃒⃒
det

(︂
𝐴+𝐵

2
+ 𝑧(𝐴−𝐵)

)︂⃒⃒⃒⃒
⩽ ||𝐴−𝐵||1 sup

|𝑧|⩽||𝐴−𝐵||−1
1 +1/2

exp

(︂⃦⃦⃦⃦
𝐴+𝐵

2
+ 𝑧(𝐴−𝐵)

⃦⃦⃦⃦
1

)︂
Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî 𝑧 ìàêñèìàëüíîå ïî ìîäóëþ çíà÷åíèå, òî åñòü |𝑧| = ||𝐴− 𝐵||−1

1 +
1/2, ìû èìååì îöåíêó

|𝐹 (𝐴)− 𝐹 (𝐵)| ⩽ ||𝐴−𝐵||1 exp
(︂
||𝐴||1
2

+
||𝐵||1
2

+
||𝐴−𝐵||1

2
+ 1

)︂
⩽ ||𝐴−𝐵||1 exp

(︂
||𝐴||1
2

+
||𝐵||1
2

+ 1

)︂
.

Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.



126 ГЛАВА 7. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ОРТОГОНАЛЬНЫХ МНОГОЧЛЕНОВ

Ïåðåéä¼ì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 4.
à) Òðåáóåìîå ñïðàâåäëèâî äëÿ îïåðàòîðîâ êîíå÷íîãî ðàíãà è ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà 𝐽1 â
ñèëó íåïðåðûâíîñòè èç òåîðåìû 3.
á) Åñëè îïåðàòîð 1 + 𝐵 íåîáðàòèì, òî 𝜆 = −1 � åãî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå. Åñëè æå
îí îáðàòèì, òî äëÿ îïåðàòîðà 𝐶 = −𝐵(1 + 𝐵)−1 ìû èìååì (1 + 𝐶)(1 + 𝐵) = 1, îòêóäà
det(1 + 𝐶) det(1 +𝐵) = 1 â ñèëó ïóíêòà à).
â) Ïóñòü 𝜆 � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà 𝐵 ∈ 𝐽1, 𝑃𝜆 � ñîîòâåòñòâóþùèé ñïåê-
òðàëüíûé ïðîåêòîð. Òîãäà 𝑃𝜆𝐵(1− 𝑃𝜆)𝐵 = 0, îòêóäà

det(1 + 𝑧𝐵) = det(1 + 𝑧𝑃𝜆𝐵 + 𝑧(1− 𝑃𝜆)𝐵)

= det(1 + 𝑧𝑃𝜆𝐵 + 𝑧(1− 𝑃𝜆)𝐵 + 𝑧𝑃𝜆𝐵(1− 𝑃𝜆)𝐵)

= det(1 + 𝑧𝑃𝜆𝐵) det(1 + 𝑧(1− 𝑃𝜆)𝐵).

Âòîðîé îïðåäåëèòåëü íå èìååò íóëÿ 𝑧 = −𝜆−1 ïî òåîðåìå 3. À ïåðâûé � ýòî îïðåäåëè-
òåëü êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè, êîòîðûé ìîæíî âû÷èñëèòü ÿâíî � ïîëó÷àåòñÿ det(1+𝑧𝜆)𝑛.

Íàêîíåö, âîçâðàùàåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1. Ôóíêöèÿ 𝑓(𝑧) = det(1+ 𝑧𝐵) ïî
òåîðåìå 4 èìååò íóëè â 𝑧 = −𝜆−1

𝑛 . Ïîñêîëüêó

𝑘∑︁
𝑛=1

|𝜆𝑛| ⩽
𝑘∑︁

𝑛=1

𝜇𝑛 ⇒
∞∑︁
𝑛=1

1

𝑧𝑛
<∞, 𝑓(0) = 1,

ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü èç òåîðåìû 2, ÷òî 𝑓(𝑧) ⩽ 𝑐𝜀 exp(|𝑧|𝜀). À èç òåîðåìû 5 îêîí÷àòåëüíî
ïîëó÷àåì det(1 + 𝑧𝐵) =

∏︀
𝑖

(1 + 𝑧𝜆𝑖).

Íàïîñëåäîê îáñóäèì ÿâíûå ôîðìóëû, ïîëó÷àþùèåñÿ èç äîêàçàííîãî â êà÷åñòâå ñëåä-
ñòâèÿ. Ïóñòü 𝐵 ∈ 𝐽1, 𝐵 : 𝐿2[𝑎, 𝑏] → 𝐿2[𝑎, 𝑏] è çàäàíà ñîîòíîøåíèåì

𝐵𝑓(𝑥) =

𝑏∫︁
𝑎

𝐾(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑦)𝑑𝑦,

ãäå ôóíêöèÿ 𝐾(𝑥, 𝑦) íåïðåðûâíà íà [𝑎, 𝑏]2. Òîãäà, âî-ïåðâûõ,

Tr𝐵 =

𝑏∫︁
𝑎

𝐾(𝑥, 𝑥)𝑑𝑥,

à âî-âòîðûõ,

det(1 +𝐵) =
∑︁
𝑛⩾0

∆𝑛(𝐵)

𝑛!
.
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7.3 Асимптотические разложения (онлайн-конспект)

Â ïðîøëûé ðàç ìû ïîëó÷èëè èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ÿäåð. Ñåãîäíÿ íàøà
öåëü � èñïîëüçóÿ ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ íàéòè àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ÿäåð. Íî äëÿ
íà÷àëà íàì íàäî áû ïîíÿòü, ÷òî ýòî òàêîå.
Определение 7.38. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü — это система функций
{𝜙𝑛(𝑧)}𝑛⩾0, где 𝜙𝑛 : R → R, такая, что при 𝑧 → 𝑧0 и 𝑚 > 𝑛 выполняется 𝜙𝑚(𝑧) =
𝑜(𝜙𝑛(𝑧)). Àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå по отношению к последовательности {𝜙𝑛(𝑧)}𝑛⩾0

— это представление функции 𝑓(𝑧) в виде

𝑓(𝑧) =
𝑁∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛𝜙𝑛(𝑧) + 𝑜(𝜙𝑛(𝑧)).

В этом случае пишут 𝑓(𝑧) ∼
𝑁∑︀
𝑛=1

𝑎𝑛𝜙𝑛(𝑧).

Íàäî ïîíèìàòü, ÷òî îäíîé è òîé æå ôóíêöèè 𝑓(𝑧) ìîãóò ñîîòâåòñòâîâàòü ðàçíûå
àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ. Áîëåå òîãî, îäíî è òî æå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå
ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü ðàçíûì ôóíêöèÿì. Îäíàêî ïðè çàäàííîé àñèìïòîòè÷åñêîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè {𝜙𝑛(𝑧)}𝑛⩾0 êîýôôèöèåíòû {𝑎𝑛}𝑛⩾0 îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî.

Пример 7.39. {𝑧𝑛}∞𝑛=0, 𝑧 → 0, {𝑧−𝑛}∞𝑛=0, 𝑧 → ∞, 𝑓(𝑧) ∼
∑︀
𝑛

𝑎𝑛𝑧
−𝑛, 𝑒−𝑧+𝑓(𝑧) ∼

∑︀
𝑛

𝑎𝑛𝑧
−𝑛.

Íàøà áëèæàéøàÿ öåëü � метод перевала. Ãðóáî ãîâîðÿ, ýòî òî æå ñàìîå, òîëüêî â
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé êîíòóðíûé èíòåãðàë â C:

𝐹 (𝜆) =

∫︁
𝛾

𝑒𝜆𝑓(𝑧)𝑔(𝑧)𝑑𝑧.

Ïóñòü 𝛾 ⊂ 𝐷 � îáëàñòü, â êîòîðîé ôóíêöèè 𝑓 è 𝑔 àíàëèòè÷íû. Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦, 𝑓(𝑧) = 𝑅(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝐼(𝑥, 𝑦), à òàê êàê ôóíêöèÿ àíàëèòè÷íà, òî âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà:

𝜕𝑅

𝜕𝑥
=
𝜕𝐼

𝜕𝑦
,

𝜕𝑅

𝜕𝑦
= −𝜕𝐼

𝜕𝑥
.

Ìåòîä ïåðåâàëà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû, ïðåæäå âñåãî, íàéòè âñå êðèòè÷åñêèå òî÷êè,
ò.å. òî÷êè, ãäå 𝑓 ′(𝑧) = 0. Â ñèëó ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ñ òî÷êè çðåíèÿ äâóìåðíîé ïîâåðõ-
íîñòè ýòî ñåäëîâûå òî÷êè. Âòîðîå, ÷òî íàäî ñäåëàòü � íàéòè êîíòóðà íàèñêîðåéøåãî
ñïóñêà, òî åñòü êîíòóðà, ãäå 𝐼(𝑥, 𝑦) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Ïóñòü 𝑓 ′(𝑧0) = 0, 𝑓 ′′(𝑧0) ̸= 0, 𝑓(𝑧) = 𝑓(𝑧0) +
1

2
𝑓 ′′(𝑧0)(𝑧 − 𝑧0)

2 + . . . Êàê è ðàíåå,

ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå −𝑠2 = 𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑧0), òî åñòü 𝑧 − 𝑧0 = ±𝑠
√︂

2

𝑓 ′′(𝑧0)
+ . . .. Ñ÷èòàÿ,

÷òî 𝑓 ′′(𝑧0) = 𝑎𝑒𝑖𝛼, ìû ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî êîíòóð íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà íàïðàâëåí ïîä

óãëîì −𝛼
2
, òî åñòü 𝑧 − 𝑧0 ≈ 𝑠

√︂
2

𝑎
𝑒−𝑖𝛼/2.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîñòóïèòü è â áîëåå îáùåì ñëó÷àå, åñëè 𝑓 ′(𝑧0) = . . . = 𝑓 (𝑝−1)(𝑧) =

0, 𝑓 (𝑝)(𝑧0) ̸= 0, 𝑓(𝑧) = 𝑓(𝑧0) +
1

𝑝!
𝑓 (𝑝)(𝑧0)(𝑧 − 𝑧0)

𝑝 + . . . Ñäåëàâ çàìåíó −𝑠𝑝 = 𝑓(𝑧)− 𝑓(𝑧0),
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ïîëó÷èì 𝑧 − 𝑧0 ≈ 𝑠 exp

(︂
2𝜋𝑖𝑘

𝑝

)︂(︂
𝑝!

𝑓 (𝑝)(𝑧0)

)︂1/𝑝

� çäåñü ó íàñ óæå 𝑝 âåòâåé. À äàëüøå

ìû ïîäñòàâëÿåì ïîëó÷åííîå â èíòåãðàë, áëàãîäàðÿ ÷åìó ïîëó÷àåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå
ðàçëîæåíèå.

Пример 7.40. Выведем формулу Стирлинга. Имеем

1

𝑛!
=

∫︁
𝑒𝑧

𝑧𝑛+1

𝑑𝑧

2𝜋𝑖
=

∫︁
𝑒𝑧−𝑛 ln 𝑧 𝑑𝑧

2𝜋𝑖
.

Сделаем замену 𝑧 = 𝑛𝑡. Тогда имеем

1

𝑛!
=

∫︁
𝑒𝑛(𝑡−ln𝑛𝑡) 𝑑𝑡

2𝜋𝑖𝑡
= 𝑛−𝑛

∫︁
𝑒𝑛(𝑡−ln 𝑡) 𝑑𝑡

2𝜋𝑖𝑡
.

Заметим, что критические точки функции 𝑓(𝑡) = 𝑡− ln 𝑡 исчерпываются значением

𝑡 = 1, поскольку 𝑓 ′(𝑡) = 1− 1

𝑡
.

Имеем согласно нашему методу

1

𝑛!
=

𝑛−𝑛𝑒𝑛𝑓(1)√︀
|2𝜋|𝑓 ′′(1)|

=
𝑛−𝑛𝑒𝑛√

2𝜋
.

Ïðèìåíèì òåïåðü ýòó íàóêó äëÿ êîððåëÿöèîííûõ ÿäåð. Íàïîìíèì, ÷òî â ïðîøëûé
ðàç ìû ïîëó÷èëè ôîðìóëû

𝐾𝑛(𝑥, 𝑦) =
𝑒−𝑥

2/4−𝑦2/4𝑛!√
2𝜋

1

𝑦 − 𝑥
·
∫︁∫︁

𝑑𝑧1
2𝜋𝑖𝑧1

𝑑𝑧2
2𝜋𝑖𝑧2

exp(− 𝑧21
2
+ 𝑥𝑧1 − 𝑧22

2
+ 𝑦𝑧2)

𝑧𝑛1 𝑧
𝑛
2

(𝑧1 − 𝑧2).

𝐾𝑛(𝑥, 𝑥) =
𝑒−𝑥

2/2𝑛!√
2𝜋

∫︁∫︁
𝑑𝑧1
2𝜋𝑖𝑧1

𝑑𝑧2
2𝜋𝑖𝑧2

exp(− 𝑧21
2
+ 𝑥𝑧1 − 𝑧22

2
+ 𝑥𝑧2)

𝑧𝑛1 𝑧
𝑛
2

(𝑧1𝑧2 − 𝑧22).

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ 𝑥 = 𝜉
√
𝑛, 𝑧𝑖 = 𝑡𝑖

√
𝑛. Òîãäà èìååì

𝐾𝑛(𝑥, 𝑥) ≈
𝑒−𝑛𝜉

2/2(𝑛/𝑒)𝑛
√
2𝜋𝑛 · 𝑛√

2𝜋𝑛𝑛

∫︁∫︁
𝑑𝑡1
2𝜋𝑖

𝑑𝑡2
2𝜋𝑖

𝑒𝑛(𝑓𝜉(𝑡1)+𝑓𝜉(𝑡2)) ·
(︂
1− 𝑡2

𝑡1

)︂
, (7.52)

ãäå

𝑓𝜉(𝑡) = −𝑡
2

2
+ 𝜉𝑡− ln 𝑡 (7.53)

Ïðèìåíèì ìåòîä ïåðåâàëà. Íàéäåì êðèòè÷åñêèå òî÷êè:

𝑓 ′
𝜉(𝑡𝑐) = −𝑡𝑐 + 𝜉 − 1

𝑡𝑐
= 0, (7.54)

îòêóäà 𝑡2𝑐 − 𝑡𝑐𝜉 + 1 = 0, òî åñòü êðèòè÷åñêèå òî÷êè åñòü

𝑡𝑐 =
𝜉 ±

√︀
𝜉2 − 4

2
(7.55)

. Ó íàñ åñòü äâà âàðèàíòà:
1) Åñëè 𝜉 > 2, òî 𝐾𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝑂(𝑒−𝑐𝑛) → 0.
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2) Åñëè 0 < 𝜉 < 2, òî 𝑡𝑐 =
𝜉 ± 𝑖

√︀
4− 𝜉2

2
. Çàìåòèì, ÷òî |𝑡𝑐| = 1, òî åñòü 𝑡1,2 = 𝑒±𝑖𝜃.

ÇÄÅÑÜ ÍÀÄÎ ÍÀÏÈÑÀÒÜ (ÍÀÐÈÑÎÂÀÒÜ), ÊÀÊ ÌÛ ÂÛÁÈÐÀÅÌ ÊÎÍÒÓÐÛ
Îñòà¼òñÿ ïðèìåíèòü ôîðìóëó, êîòîðóþ ìû âûâåëè âûøå. Ïîëó÷èòñÿ ñëåäóþùåå: ïî-
ñêîëüêó 𝑡𝑐 = 𝑒𝑖𝜃, 𝑓(𝑡𝑐) = 𝑓(𝑡𝑐), òî èìååì

𝑓𝜉(𝑡𝑐) + 𝑓𝜉(𝑡𝑐) = 2Re𝑓(𝑡𝑐) = 2Re

(︂
−𝑒

2𝑖𝜃

2
+ 𝜉𝑒𝑖𝜃 − 𝑖𝜃

)︂
(7.56)

= 2

(︂
−cos 2𝜃

2
+ 𝜉 cos 𝜃

)︂
= 2

(︂
−𝜉

2

4
+
𝜉2

2
+

1

2

)︂
=
𝜉2

2
+ 1,

à äëÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé è åå ìîäóëÿ

𝑓 ′′
𝜉 (𝑡𝑐) = −1 + 𝑡−2

𝑐 = −1 + 𝑒−2i𝜃 = −2𝑒−i𝜃 cos 𝜃 (7.57)

|𝑓 ′′
𝜉 (𝑡𝑐)| = 2 cos 𝜃 = 𝜉. (7.58)

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî cos 𝜃 =
𝜉

2
. Òåïåðü, ïîäñòàâëÿÿ, íàêîíåö, èìååì

𝐾𝑛(𝑥, 𝑥) ≈
exp(−𝜉

2

2
𝑛)𝑒−𝑛

√
2𝜋𝑛 · 𝑛𝑒𝑛(𝑓𝜉(𝑡𝑐)+𝑓𝜉(𝑡𝑐))

√
2𝜋2𝜋|𝑓 ′′

𝜉 (𝑡𝑐)|𝑛

(︂
2− 𝑡𝑐

𝑡𝑐
− 𝑡𝑐
𝑡𝑐

)︂
(7.59)

=

√
𝑛

2𝜋

√︀
4− 𝜉2 =

√
𝑛𝜌𝑠𝑐(𝜉).

Íàøà ñëåäóþùàÿ öåëü � ïîñìîòðåòü, êàêèì îáðàçîì âåäóò ñåáÿ õàðàêòåðíûå ôëóê-
òóàöèè âîêðóã ïîëó÷åííîãî íàìè ïðîôèëÿ, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëóêðóã. Äëÿ
ýòîãî íóæíî âûáðàòü ïîäõîäÿùèé ìàñøòàá (íà êîòîðîì îíè âèäíû ñ âåðîÿòíîñòüþ 1).
Ïîñêîëüêó îíè ÿâëÿþòñÿ âåëè÷èíàìè ïîðÿäêà

√
𝑛, íàì íåîáõîäèìî èìåííî íà ýòó âå-

ëè÷èíó ðàçäåëèòü (ïîñëå âû÷èòàíèÿ ñðåäíåãî). ×òî ïîëó÷èòñÿ? Ïîãëÿäèì. Ó÷èòûâàÿ,
÷òî ìû ðàñêëàäûâàåì 𝑒𝑛𝑓(𝑧) = 𝑒−𝑧

2
𝑐/2+𝑥𝑧𝑐−ln 𝑧 äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî 𝑧𝑐, ïîëó÷àåòñÿ

𝐾𝑛

(︃
𝜉
√
𝑛+

𝜙 · 2𝜋
√
𝑛
√︀

4− 𝜉2
, 𝜉

√
𝑛+

𝜓 · 2𝜋
√
𝑛
√︀

4− 𝜉2

)︃
=

exp

(︃
− 𝜋𝜉√︀

4− 𝜉2
(𝜙+ 𝜓)

)︃
2𝜋

√
𝑛
√︀
4− 𝜉2

(𝜙− 𝜓) · 2𝜋
√︀

4− 𝜉2

×

(︃
exp

(︃
2𝜋√︀
4− 𝜉2

(𝜙𝑡𝑐 + 𝜓𝑡𝑐)

)︃(︂
1

𝑡𝑐
− 1

𝑡𝑐

)︂
+ exp

(︃
2𝜋√︀
4− 𝜉2

(𝜙𝑡𝑐 + 𝜓𝑡𝑐)

)︃(︂
1

𝑡𝑐
− 1

𝑡𝑐

)︂)︃

=

√
𝑛
√︀
4− 𝜉2

2𝜋
· sin 𝜋(𝜙− 𝜓)

𝜋(𝜙− 𝜓)
(7.60)

Òåïåðü åñëè ìû ðàññìîòðèì îòíîøåíèå ñëåäóþùåãî âèäà,

𝐾𝑛

(︂
𝜉
√
𝑛+

𝜙√
𝑛𝜌𝑠𝑐(𝜉)

, 𝜉
√
𝑛+

𝜓√
𝑛𝜌𝑠𝑐(𝜉)

)︂
√
𝑛𝜌𝑠𝑐(𝜉)

→ 𝐾sin(𝜑, 𝜓) =
sin 𝜋(𝜑− 𝜓)

𝜋(𝜑− 𝜓)
,
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òî ïðè 𝑛→ ∞ ìû îáíàðóæèì, ÷òî îíî íèêàê íå çàâèñèò îò 𝜉, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ óíèâåð-
ñàëüíûì.

ÇÄÅÑÜ ÍÀ×ÀËÀÑÜ ÍÎÂÀß ËÅÊÖÈß
Èòàê, â ïðîøëûé ðàç ìû ïîëó÷èëè äëÿ 𝐾𝐺𝑈𝐸

𝑛 (𝑥, 𝑦) ñëåäóþùèå ïðåäåëû (𝜉 ∈ R):

1) lim
𝑛→∞

𝐾𝑛(𝜉
√
𝑛, 𝜉

√
𝑛)√

𝑛
= 𝜌𝑠𝑐(𝜉),

2) lim
𝑛→∞

𝐾𝑛

(︂
𝜉
√
𝑛+

𝜙√
𝑛𝜌𝑠𝑐(𝜉)

, 𝜉
√
𝑛+

𝜓√
𝑛𝜌𝑠𝑐(𝜉)

)︂
√
𝑛𝜌𝑠𝑐(𝜉)

= 𝐾sin(𝑥, 𝑦) =
sin 𝜋(𝑥− 𝑦)

𝜋(𝑥− 𝑦)
.

Ïîñëåäíåå óæå íå çàâèñèò îò 𝜉, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì.
Áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì P(0, [𝑎, 𝑏]) ÷èñëî ÷àñòèö âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â îòðåçêå

[𝑎, 𝑏] íåò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé2. Íàïîìíèì, ÷òî îíî áûëî ðàâíî ó íàñ äåòåðìèíàíòó
det(1−𝐾𝐺𝑈𝐸

𝑛 )𝐿2([𝑎,𝑏],𝑑𝑥).

Утверждение 7.41. Пусть 𝑎 = 𝜉
√
𝑛+

𝜙√
𝑛𝜌𝑠𝑐(𝜉)

, 𝑏 = 𝜉
√
𝑛+

𝜓√
𝑛𝜌𝑠𝑐(𝜉)

. Тогда

lim
𝑛→∞

P(0, [𝑎, 𝑏]) = det(1−𝐾sin)𝐿2([𝑎,𝑏],𝑑𝑥)

Доказательство. Äëÿ íà÷àëà âñïîìíèì, ÷òî

lim
𝑛→∞

det(1−𝐾𝑛)𝐿2([𝑎,𝑏],𝑑𝑥) = lim
𝑛→∞

∑︁
𝑛⩾0

(−1)𝑛

𝑛!

∫︁
[𝑎,𝑏]𝑛

det
1⩽𝑖,𝑗⩽𝑛

(𝐾(𝑥𝑖, 𝑥𝑗))𝑑
𝑛𝑥

Î÷åíü áû õîòåëîñü ïîìåíÿòü ìåñòàìè ïðåäåë è èíòåãðàë (âîîáùå � ïðîòàùèòü ïðå-
äåë ïîãëóáæå íàïðàâî). Äëÿ ýòîãî ìû âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé îá îãðàíè÷åííîé ñõî-
äèìîñòè. Íàïîìíèì, ÷òî îíà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: åñëè 𝑓𝑛 → 𝑓 , |𝑓𝑛|, |𝑓 | < 𝑔(𝑥),∫︀
𝑔(𝑥)𝑑𝜇 < ∞, òî

∫︀
𝑓𝑛(𝑥) →

∫︀
𝑓(𝑥)𝑑𝜇. Â íàøåì ñëó÷àå ìû èìååì 𝜇 =

∑︀
𝑛⩾0

𝛿𝑛
𝑛!
, è åñëè

|
∫︀

[𝑎,𝑏]𝑛
det

1⩽𝑖,𝑗⩽𝑛
(𝐾(𝑥𝑖, 𝑥𝑗))𝑑

𝑛𝑥| < 𝑐𝑛, ãäå
∑︀
𝑛

𝑐𝑛
𝑛!
<∞, òî ïåðåñòàâëÿòü ïðåäåë è ñóììó ìîæíî.

Ïîñìîòðèì, ÷åìó ìîãóò áûòü ðàâíû çíà÷åíèÿ 𝑐𝑛. Ïîëàãàÿ 𝑥𝑖 = 𝜉
√
𝑛+

𝑦𝑖√
𝑛𝜌𝑠𝑐(𝜉)

, èìååì∫︁
[𝑎,𝑏]𝑛

det
1⩽𝑖,𝑗⩽𝑛

(𝐾(𝑥𝑖, 𝑥𝑗))𝑑
𝑛𝑥 (7.61)

=

∫︁
[𝜙,𝜓]𝑛

⎛⎜⎜⎝𝐾𝑛

(︂
𝜉
√
𝑛+

𝑦𝑖√
𝑛𝜌𝑠𝑐(𝜉)

, 𝜉
√
𝑛+

𝑦𝑗√
𝑛𝜌𝑠𝑐(𝜉)

)︂
√
𝑛𝜌𝑠𝑐(𝜉)

⎞⎟⎟⎠ 𝑑𝑛𝑦 < 𝑛𝑛/2 · (𝐶|𝜙− 𝜓|)𝑛.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïîëó÷èëîñü ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî
𝐾𝑛√
𝑛𝜌

= 𝐾sin(1 + 𝑂(1/𝑛)), è ÷òî

|𝐾sin| < 1 ïðè áîëüøèõ 𝑛, ìû ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî |𝐾𝑛| ⩽ 𝐶, òî åñòü det(𝐾𝑛) ⩽ 𝑛𝑛/2 ·𝐶𝑛.
Òàêèì îáðàçîì, ïåðåñòàâëÿòü ïðåäåë ñ ñóììîé ìîæíî, à ïîñëå ýòîãî óòâåðæäåíèå

ñòàíîâèòñÿ ïðàêòè÷åñêè î÷åâèäíî.
2Вообще оно обычно обозначается 𝐸(0, [𝑎, 𝑏]), но по просьбе Славы мы обозначили его так — в честь

Полины.
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Äëÿ îáùåãî ðàçâèòèÿ ïðèâåä¼ì áåç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Теорема 7.42. (Джимбо, Мива, Мори, Сато)

det(1−𝐾sin)𝐿2([0,𝑡],𝑑𝑥) =

𝑡∫︁
0

𝜎(𝑠)

𝑠
𝑑𝑠,

где 𝜎(𝑠) — решение уравнения Пенлеве V

(𝑡𝜎′′)2 + 4(𝑡𝜎′ − 𝜎)(𝑡𝜎′ − 𝜎 + 𝜎2) = 0

с начальным условием 𝜎(𝑡) = −𝜋
𝑡
− 𝜋2

𝑡2
− 𝜋3

𝑡3
при 𝑡 ↓ 0

Äî ñèõ ïîð ìû ãîâîðèëè î ïîâåäåíèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Ïðèøëî
âðåìÿ ïîãîâîðèòü î ðàñïðåäåëåíèè ìàêñèìàëüíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ. Ýòî 𝜆1 =
2
√
𝑛+ 𝑛𝛼𝜒, ãäå îòêëîíåíèå íóæíî èçìåðÿòü â ïîäõîäÿùåì ôëóêòóàöèîííîì ìàñøòàáå.

Îêàçûâàåòñÿ, ýòîò ìàñøòàá åñòü 𝑛−1/6.
Àíàëîãèÿ çäåñü � ñ Öåíòðàëüíîé Ïðåäåëüíîé Òåîðåìîé. Â ñàìîì äåëå, ìû èìååì

𝑆𝑛 = 𝑛E(𝜉1) + (D(𝜉1)𝑛)1/2𝒩 , è ìàñøòàá ó íàñ åñòü
√
𝑛. Òàê è â íàøåì ñëó÷àå îêàæåòñÿ:

1) Àíàëîã ÇÁ× åñòü
𝜆1√
𝑛
→ 2.

2) Àíàëîã ÖÏÒ åñòü P
(︂
𝜆1 − 2

√
𝑛

𝑛−1/6

)︂
→ 𝐹2(𝑥), ãäå 𝐹2(𝑥) � распределение Трейси-Видома.

Îïèøåì â äâóõ ñëîâàõ, êàêîâî ýòî ðàñïðåäåëåíèå.

Теорема 7.43. (Трейси-Видом, Tracy-Widom)

𝐹2(𝑠) = exp

⎛⎝−
∞∫︁
𝑠

(𝑥− 𝑠)𝑞2(𝑥)𝑑𝑥

⎞⎠ ,

где 𝑞(𝑥) — решение уравнения Пенлеве II

𝑞′′ = 𝑠𝑞 + 2𝑞3

с начальным условием 𝑞(𝑠) ∼ 𝐴𝑖(𝑠) при 𝑠→ ∞.

Îòìåòèì, ÷òî 𝐹2(𝑠) ≍ 𝑐−|𝑥|−1/8 exp(− 1

12
|𝑥|3) ïðè 𝑥→ −∞, è 1−𝐹2(𝑠) ≍ 𝑐+𝑥

−3/2 exp(−4
3
𝑥3/2)

ïðè 𝑥→ +∞.
Òåïåðü ïîïûòàåìñÿ ïîíÿòü, îòêóäà âîçíèê òàêîé ñòðàííûé ìàñøòàá 𝑛−1/6. Èäåÿ çäåñü

áóäåò òà æå ñàìàÿ, ÷òî è ó äîêàçàòåëüñòâà ÖÏÒ ïðè ïîìîùè êóìóëÿíòîâ. Íàïîìíèì,
÷òî òàì ìû èìåëè

𝑀𝑛(𝑧) = E(𝑒𝑆𝑛𝑧) =
∑︁
𝑘

P(𝑆𝑛 = 𝑘)𝑤𝑘,

äàëüøå ìû âûòàñêèâàëè íóæíûé êîýôôèöèåíò ïðè ïîìîùè êîíòóðíîãî èíòåãðèðîâà-
íèÿ (òåîðåìà Êîøè î âû÷åòàõ), çàòåì ïðèìåíÿëè ìåòîä ïåðåâàëà è ìåòîä íàèñêîðåé-
øåãî ñïóñêà, è íàêîíåö, ñäåëàâ ñîîòâåòñòâóþùóþ çàìåíó, ïîëó÷àëè ðåçóëüòàò. ×òî æå
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êàñàåòñÿ íàøåãî ñëó÷àÿ, òî òàêîé íåîáû÷íûé ìàñòøàá ïîëó÷àåòñÿ, ïîòîìó ÷òî ïðè ïðè-
ìåíåíèè ìåòîäà ïåðåâàëà íóëåâîé îêàæåòñÿ íå òîëüêî ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ, íî è âòîðàÿ
(âûëåçåò 𝑛1/3, à íå 𝑛1/2, à 1/6 = 1/2− 1/3).

Èòàê, ÷òî ó íàñ ïîëó÷èòñÿ, åñëè ìû ïðèìåíèì òó æå ñõåìó? Èìååì äëÿ 𝑥 = 2
√
𝑛 +

𝜙𝑛−𝛼, 𝑦 = 2
√
𝑛+ 𝜓𝑛−𝛼:

𝐾𝐺𝑈𝐸
𝑛 (𝑥, 𝑦) =

𝑒−𝑥
2/4−𝑦2/4
√
2𝜋

𝑛!

𝑦 − 𝑥
·
∫︁∫︁

𝑑𝑧1
2𝜋𝑖𝑧1

𝑑𝑧2
2𝜋𝑖𝑧2

exp(− 𝑧21
2
+ 𝑥𝑧1 − 𝑧22

2
+ 𝑦𝑧2)

𝑧𝑛1 𝑧
𝑛
2

(𝑧1 − 𝑧2) =

=
exp(−1/4(2

√
𝑛+ 𝜙𝑛−𝛼)2 − 1/4(2

√
𝑛+ 𝜓𝑛−𝛼)2)(𝑛/𝑒)𝑛

√
2𝜋𝑛√

2𝜋(𝜙− 𝜓)𝑛−𝛼𝑛𝑛−1/2
×

×
∫︁∫︁

𝑑𝑡1
2𝜋𝑖𝑡1

𝑑𝑡2
2𝜋𝑖𝑡2

exp(𝑛(𝑓(𝑡1) + 𝑓(𝑡2)) + 𝑛−𝛼+1/2(𝜙𝑡1 + 𝜓𝑡2))(𝑡1 − 𝑡2),

ãäå 𝑧1,2 = 𝑡1,2
√
𝑛.

Ïðèìåíÿåì ìåòîä ïåðåâàëà. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà íàõîäèì êðèòè÷åñêóþ òî÷êó ôóíê-

öèè 𝑓(𝑡) = −𝑡
2

2
+ 2𝑡− ln 𝑡. Èìååì 𝑓 ′(𝑡) = −𝑡+ 2− 1

𝑡
= 0 ïðè 𝑡 = 1; 𝑓 ′′(𝑡) = −1 +

1

𝑡2
òîæå

îáíóëÿåòñÿ ïðè 𝑡 = 1; 𝑓 ′′′(𝑡) = − 2

𝑡3
óæå íå íîëü ïðè 𝑡 = 1.

Êàê òåïåðü íàéòè êîíòóðà íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà? Åñëè ãîâîðèòü ïðî îáùèé ñëó÷àé,
òî ìû èìååì ∫︁

𝑒𝑁𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝑡 ≈
∫︁
𝑒
𝑁𝑓(𝑡𝑐)+

𝑓 ′′′(𝑡𝑐)

6
(𝑡−𝑡𝑐)3

𝑔(𝑡)𝑑𝑡.

Îáîçíà÷èâ
𝑓 ′′′(𝑡𝑐)

6
(𝑡 − 𝑡𝑐)

3 = 𝑠3 ∈ R, ïîëó÷èì 𝑡 − 𝑡𝑐 =
𝑠2𝜋𝑖𝑘/3

(𝑓 ′′′(𝑡𝑐)/6)1/3
. Ïîýòîìó êîíòóðà

íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà áóäóò èäòè ïî íàïðàâëåíèÿì, êðàòíûì
2𝜋

3
. Â íàøåì ñëó÷àå ìû

èìååì 𝑡𝑐 = 1, 𝑓(𝑡𝑐) =
3

2
, òî åñòü 𝑓(𝑡) =

3

2
− (𝑡− 1)3

3
+ 𝑜((𝑡 − 1)3). Ñäåëàâ çàìåíó (𝑡 −

1)𝑛−1/3 = 𝑤, ìû äîëæíû ïîëó÷èòü ÷òî-òî òàêîå, ÷òîáû 𝑛 ñîêðàòèëîñü. È îòñþäà óæå
âèäíî, ÷òî ñîêðàòèòñÿ âñ¼ ïðè 𝛼 = −1/6.

Êîðî÷å ãîâîðÿ,

𝐾𝐺𝑈𝐸
𝑛 (2

√
𝑛+ 𝜙𝑛−1/6, 2

√
𝑛+ 𝜓𝑛−1/6) → 𝐾𝐴𝑖𝑟𝑦(𝜙, 𝜓),

ãäå

𝐾𝐴𝑖𝑟𝑦(𝜙, 𝜓) =
𝐴𝑖(𝜙)𝐴𝑖′(𝜓)− 𝐴𝑖(𝜓)𝐴𝑖′(𝜙)

𝜙− 𝜓
, 𝐴𝑖(𝑥) =

∞𝑒2𝜋𝑖/3∫︁
∞𝑒−2𝜋𝑖/3

𝑒−
𝑠3

3
+𝑥𝑠𝑑𝑠.

Îòìåòèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèÿ Ýéðè 𝐴𝑖(𝑥) � ýòî óáûâàþùåå íà áåñêîíå÷-
íîñòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ 𝑓 ′′(𝑥)− 𝑥𝑓(𝑥) = 0.

Çàêîí÷èì æå ìû òåì, ÷òî ïîñòóëèðóåì ðàâåíñòâî

𝐹2(𝑠) = det(1−𝐾𝐴𝑖𝑟𝑦)𝐿2((𝑠,∞),𝑑𝑥).
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Ìû õîòèì íàéòè

P(𝜆1 < 𝑥) = P(íåò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé â (𝑥,∞)) = P(0, (𝑥,∞)) → det(1−𝐾𝐺𝑈𝐸
𝑛 )𝐿2((𝑥,∞),𝑑𝑥)

ïðè 𝑛→ ∞. Ïóñòü 𝑥 =
√
𝑛 · 2 + 𝑛−1/6𝑦. Òîãäà

P(𝜆1 <
√
𝑛 · 2 + 𝑛−1/6𝑦) → det(1−𝐾𝐴𝑖𝑟𝑦)𝐿2((𝑦,∞),𝑑𝑥) = 𝐹2(𝑦),

òî åñòü 𝜆1 =
√
𝑛 · 2 + 𝜒𝑇𝑊𝑛

−1/6.
Ïàðó ñëîâ ñêàæåì ïðî ñõîäèìîñòü. Ó íàñ

𝐾𝐴𝑖𝑟𝑦(𝑥, 𝑦) =

∞∫︁
0

𝐴𝑖(𝑥+ 𝑠)𝐴𝑖(𝑦 + 𝑠)𝑑𝑠.

Ïóñòü ̂︀𝐴 : 𝐿2(𝑦,∞) → 𝐿2(𝑦,∞) � îïåðàòîð, çàäàííûé ñîîòíîøåíèåì

̂︀𝐴𝑓(𝑥) = ∞∫︁
0

𝐴𝑖(𝑥− 𝑦 + 𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠.

ßäðî îïðåäåëÿåòñÿ òàê: 𝐾 ̂︀𝐴(𝑥, 𝑠) = 𝐴𝑖(𝑥− 𝑦 + 𝑠).
Êîëü ñêîðî ÿäðî êâàäðàòè÷íî-èíòåãðèðóåìî, òî åñòü∫︁

[𝑦,∞]2

𝑑𝑠𝑑𝑥|𝐾 ̂︀𝐴(𝑥, 𝑠)|2 <∞,

òî îíî îïðåäåëÿåò îïåðàòîð Ãèëüáåðòà-Øìèäòà. Ñõîäèìîñòü ñëåäóåò èç

| det(1−𝐾𝑛)− det(1−𝐾∞)| = ||𝐾𝑛 −𝐾∞||1𝑒1+||𝐾𝑛||1+||𝐾∞||,

òî åñòü ìîæíî ïåðåñòàâëÿòü ïðåäåëû è èíòåãðàëû, è âñ¼ òàêîå.

ÒÎ, ×ÒÎ ÍÈÆÅ, ÏÎÆÀËÓÉ, ËÓ×ØÅ ÎÒÍÅÑÒÈ Ê ÑËÅÄÓÞÙÅÉ ËÅÊÖÈÈ
Çàäà÷à îá àðáóçå: çàïóñêàåì íåñêîëüêî áðîóíîâñêèõ äâèæåíèé (âèíåðîâñêèõ ïðîöåñ-

ñîâ) èç îäíîé òî÷êè, è õîòèì, ÷òîáû îíè íå ïåðåñåêàëèñü íèãäå è çàêîí÷èëè ñâîé ïóòü
â îäíîé òî÷êå. Èíòåðåñîâàòü íàñ áóäóò ïðåäåëüíàÿ ôîðìà êàðòèíêè è ôëóêòóàöèè.

Èòàê, äàíû 𝑋1(𝜏), . . . , 𝑋𝑛(𝜏) � íåçàâèñèìûå âèíåðîâñêèå ïðîöåññû, ñòàðòóþùèå èç
òî÷åê 𝑋𝑘(0) = 𝑋𝑘(𝑡) = (𝑘 − 1)𝜀, ïðè÷¼ì 𝑋𝑖(𝜏) ̸= 𝑋𝑗(𝜏) ïðè âñåõ 𝑖 ̸= 𝑗 è 𝜏 ∈ [0, 𝑡]. Îáî-
çíà÷èì 𝑋max(𝜏) = 𝑋𝑛(𝜏) � ñàìûé âåðõíèé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ. Òîãäà óòâåðæäàåòñÿ,
÷òî ïðè 𝜀→ 0, âî-ïåðâûõ,

𝑋𝑛(𝜏)

𝑛
→
√︀
𝜃(2− 𝜃), 𝑛→ ∞,

ãäå 𝑡 = 2𝑛 è 𝜃 =
𝜏

𝑛
, à âî-âòîðûõ,

𝑋𝑛(𝜏)− 𝑛
√︀
𝜃(2− 𝜃)

𝑛1/3
√︀
𝜃(2− 𝜃)

∼ 𝜒𝑇𝑊 .
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Приложение A

Вспомогательные сведения

A.1 Формулы Сохоцкого-Племеля

Теорема A.1. [Формула Сохоцкого-Племеля] Пусть 𝐿 — направленный гладкий кон-
тур в комплексной плоскости, a 𝑓(𝑧) — абсолютно интегрируемая на 𝐿 функция.
Введём следующие обозначения:

𝑔(𝑥) =

∫︁
𝐿

𝑓(𝑧) 𝑑𝑧

𝑧 − 𝑥
, ∀𝑥 ∈ C (A.1)

и
𝑔(𝑥±) = lim

𝑦→𝑥±
𝑔(𝑦) ∀𝑥 ∈ 𝐿, (A.2)

где знак плюс (минус) соответствует пределу слева (справа) от контура, соответ-
ственно. Тогда, если в некоторой окрестности точки 𝑥0 ∈ 𝐿 функция g(x) удовле-
творяет условию Гёльдера, т.е. |𝑔(𝑥′) − 𝑔(𝑥′′)| ≤ 𝑎|𝑥′ − 𝑥′′|𝜈 для некоторых 𝑎, 𝜈 > 0,
справедливы соотношения

𝑔(𝑥+0 )− 𝑔(𝑥−0 ) = 2𝜋i · 𝑓(𝑥0), (A.3)

𝑔(𝑥+0 ) + 𝑔(𝑥−0 ) = 2 · 𝑉.𝑃.
∫︁
𝐿

𝑓(𝑧) 𝑑𝑧

𝑧 − 𝑥0
, (A.4)

где интеграл теперь понимается в смысле главного значения.

A.2 Дополнение Шура

Лемма A.2. [Лемма о дополнении Шура] Пусть матрица 𝑀 ∈ C𝑛×𝑛 имеет блочный
вид

𝑀 =

(︂
𝐴 𝐵
𝐶 𝐷

)︂
, (A.5)

где 𝐴 ∈ C𝑘×𝑘, 𝐵 ∈ C𝑘×(𝑛−𝑘), 𝐶 ∈ C(𝑛−𝑘)×𝑘, 𝐷 ∈ C(𝑛−𝑘)×(𝑛−𝑘). Тогда для элементов
обратной матрицы 𝑀−1 при всех 1 ⩽ 𝑖, 𝑗 ⩽ 𝑘 имеет место следующая формула:[︀

𝑀−1
]︀
𝑖𝑗
=
[︁(︀
𝐴−𝐵𝐷−1𝐶

)︀−1
]︁
𝑖𝑗
, (A.6)

при условии, что указанные матрицы обратимы.
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Доказательство. Ãëàâíàÿ èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïðåäñòàâèòü ìàòðèöó 𝑀 â
âèäå áëî÷íîãî разложения Гаусса:

𝑀 =

(︂
𝐼𝑘 *
0 𝐼𝑛−𝑘

)︂(︂
* 0
0 *

)︂(︂
𝐼𝑘 0
* 𝐼𝑛−𝑘

)︂
. (A.7)

Äëÿ ýòîãî ââåä¼ì ìàòðèöó 𝐿 è å¼ îáðàòíóþ ñîãëàñíî ïðàâèëó:

𝐿 =

(︂
𝐼𝑘 0

−𝐷−1𝐶 𝐼𝑛−𝑘

)︂
; 𝐿−1 =

(︂
𝐼𝑘 0

𝐷−1𝐶 𝐼𝑛−𝑘

)︂
. (A.8)

Òîãäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî

𝑀𝐿 =

(︂
𝐴 𝐵
𝐶 𝐷

)︂(︂
𝐼𝑘 0

−𝐷−1𝐶 𝐼𝑛−𝑘

)︂
=

(︂
𝐴−𝐵𝐷−1𝐶 𝐵

0 𝐷

)︂
=

(︂
𝐼𝑘 𝐵𝐷−1

0 𝐼𝑛−𝑘

)︂(︂
𝐴−𝐵𝐷−1𝐶 0

0 𝐷

)︂
,

òî åñòü èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå

𝑀 =

(︂
𝐼𝑘 𝐵𝐷−1

0 𝐼𝑛−𝑘

)︂(︂
𝐴−𝐵𝐷−1𝐶 0

0 𝐷

)︂(︂
𝐼𝑘 0

−𝐷−1𝐶 𝐼𝑛−𝑘

)︂
. (A.9)

Ñëåäîâàòåëüíî,

𝑀−1 =

(︂
𝐼𝑘 0

𝐷−1𝐶 𝐼𝑛−𝑘

)︂(︂
(𝐴−𝐵𝐷−1𝐶)−1 0

0 𝐷−1

)︂(︂
𝐼𝑘 −𝐵𝐷−1

0 𝐼𝑛−𝑘

)︂
(A.10)

èëè, ïîñëå ïåðåìíîæåíèÿ ýòèõ òð¼õ ìàòðèö,

𝑀−1 =

(︂
(𝐴−𝐵𝐷−1𝐶)−1 −(𝐴−𝐵𝐷−1𝐶)−1𝐵𝐷−1

𝐷−1𝐶(𝐴−𝐵𝐷−1𝐶)−1 (𝐷 − 𝐶𝐴−1𝐵)−1

)︂
(A.11)

Òðåáóåìîå äîêàçàíî.

Упражнение A.3. Докажите, что в условиях леммы A.2 справедливо ìàòðè÷íîå
òîæäåñòâî Âóäáóðè (см. формулы (A.10, A.11)):

(𝐷 − 𝐶𝐴−1𝐵)−1 = 𝐷−1 −𝐷−1𝐶(𝐴−𝐵𝐷−1𝐶)−1𝐵𝐷−1. (A.12)

Следствие A.4. В условиях леммы A.2 справедливо соотношение

det𝑀 = det𝐷 · det(𝐴−𝐵𝐷−1𝐶). (A.13)

Доказательство. Íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç ôîðìóëû (A.9).

A.3 Кватернионы и матрицы кватернионов

Определение A.5. Алгебры

HR = R⟨𝑒0, 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3⟩, HC = C⟨𝑒0, 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3⟩ (A.14)

кватернионов над полями действительных и комплексных чисел это ассоциативные
алгебры с единицей с образующими 𝑒0 ≡ 1, 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, удовлетворяющие соотношениям

𝑒2𝑖 = −1, 𝑒𝑖𝑒𝑗 = 𝜀𝑖𝑗𝑘𝑒𝑘, 𝑖 ̸= 𝑗 ∈ {1, 2, 3}. (A.15)

где 𝜀𝑖𝑗𝑘 – полностью антисимметричный тензор Леви-Чивита и мы подразумеваем
суммирование по повторяющимся индексам
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Ââåäåì íà ýëåìåíòàõ
𝑞 = 𝑞0𝑒0 + 𝑞1𝑒1 + 𝑞2𝑒2 + 𝑞3𝑒3 (A.16)

àëãåáð HR è HC òðè ðàçëè÷íûõ èíâîëþòèâíûõ àíòèàâòîìîðôèçìà

𝑞 = 𝑞0𝑒0 − 𝑞1𝑒1 − 𝑞2𝑒2 − 𝑞3𝑒3, (A.17)

𝑞† = (𝑞0)* 𝑒0 − (𝑞1)* 𝑒1 − (𝑞2)* 𝑒2 − (𝑞3)* 𝑒3, (A.18)

𝑞𝑇 = (𝑞0)* 𝑒0 + (𝑞1)* 𝑒1 − (𝑞2)* 𝑒2 + (𝑞3)* 𝑒3, (A.19)

ãäå çíàê * íàä êîýôôèöèåíòàìè âî âòîðîì ðàâåíñòâå � îáû÷íîå êîìïëåêñíîå ñîïðÿæå-
íèå. Ýòè îïåðàöèè ìû áóäåì íàçûâàòü êâàòåðíèîííûì ñîïðÿæåíèåì, ýðìèòîâûì ñî-
ïðÿæåíèåì è òðàíñïîíèðîâàíèåì ñîîòâåòñòâåííî. Òåðìèí èíâîëþòèâíûé îçíà÷àåò, ÷òî
îïåðàöèÿ, ïðèìåíåííàÿ ê îáúåêòó äâàæäû, âîçâðàùàåò èñõîäíûé îáúåêò, à òåðìèí àí-
òèàâòîìîðôèçì ãîâîðèò, ÷òî îïåðàöèÿ, ïðèìåíåííàÿ ê ïðîèçâåäåíèþ îáðàùàåò ïîðÿäîê
ñîìíîæèòåëåé,

𝑞1𝑞2 = 𝑞2𝑞1, (𝑞1𝑞2)
† = 𝑞†2𝑞

†
1, (𝑞1𝑞2)

𝑇 = 𝑞𝑇2 𝑞
𝑇
1 . (A.20)

Òðàíñïîíèðîâàíèå è êâàòåðíèîííîå ñîïðÿæåíèå ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè

𝑞 = −𝑒2𝑞𝑇 𝑒2 = 𝑒2𝑞
𝑇 𝑒−1

2 , 𝑞 ∈ HC. (A.21)

Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî äëÿ âåùåñòâåííûõ êâàòåðíèîíîâ êâàòåðíèîííîå è ýðìèòîâî ñî-
ïðÿæåíèÿ ñîâïàäàþò.

𝑞† = 𝑞, 𝑞 ∈ HR. (A.22)

Ïîäîáíûå îïåðàöèè ââîäÿòñÿ è äëÿ êâàòåðíèîííûõ ìàòðèö. Äëÿ ìàòðèöû𝑀 ∈ H𝑛×𝑛
C

ââåäåì äóàëüíóþ ìàòðèöó𝑀𝑅,1 ýðìèòîâî ñîïðÿæåííóþ ìàòðèöó𝑀 † è òðàíñïîíèðîâàí-
íóþ ìàòðèöó 𝑀𝑇 ñ ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè

(𝑀𝑅)𝑖𝑗 = (𝑀)𝑗𝑖, (𝑀 †)𝑖𝑗 = (𝑀)𝑗𝑖, 𝑀𝑇
𝑖𝑗 = (𝑀𝑗𝑖)

𝑇 . (A.23)

Утверждение A.6. Дуальная и эрмитово сопряженная матрицы совпадают, т.е.

𝑀𝑅 =𝑀 †, (A.24)

тогда и только тогда, когда 𝑀 ∈ HR – вещественно-кватернионная матрица

Åñëè âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

𝑀𝑅 =𝑀, 𝑀 † =𝑀, (A.25)

òî ìàòðèöà 𝑀 íàçûâàåòñÿ ñàìîäóàëüíîé è ýðìèòîâîé ñîîòâåòñòâåííî. Èç óòâåðæåíèÿ
(A.6) ñëåäóåò , ÷òî âåùåñòâåííî-êâàòåðíèîííàÿ ìàòðèöà 𝑀 ∈ H𝑛×𝑛

R ýðìèòîâà òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ñàìîäóàëüíà.

Àëãåáðû êâàòåðíèîíîâ H𝑛×𝑛
C è H𝑛×𝑛

R èìåþò òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå â àëãåáðå êîì-
ïëåêñíûõ äâóìåðíûõ ìàòðèö. Îíî ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îòîæäåñòâëåíèåì.

𝑒0 →
(︂
1 0
0 1

)︂
, 𝑒1 →

(︂
i 0
0 −i

)︂
𝑒2 →

(︂
0 1
−1 0

)︂
, 𝑒3 →

(︂
0 i
i 0

)︂
. (A.26)

1Индекс 𝑅, маркирующий дуальную матрицу, отсылает нас к английскому слову «reversed», т.е.
обращенный (во времени). Это связано с тем, что взятие дуальной матрицы соответствует преобразо-
ванию соответствующего квантово-механического оператора при обращении времени.
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Òàêèì îáðàçîì êâàòåðíèîííîé ìàòðèöå 𝑀 ∈ H𝑛×𝑛
C áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü êîìïëåêñíàÿ

ìàòðèöà âäâîå áîëüøåãî ðàçìåðà 𝑀 ∈ C2𝑛×2𝑛. Îáðàòíîå òàêæå âåðíî.×åòûðå ìàòðè-
öû (A.26) âìåñòå ñ ÷åòûðüìÿ ìàòðèöàìè, ïîëó÷åííûìè óìíîæåíèåì ïåðâûõ íà ìíè-
ìóþ åäèíèöó, îáðàçóþò áàçèñ â C2, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ êîìïëåêñíàÿ ìàòðèöà
𝑀 ∈ C2𝑛×2𝑛 ðàçìåðà 2𝑛× 2𝑛 ñîîòâåòñòâóåò êâàòåðíèîííîé ìàòðèöå 𝑀 ∈ H𝑛×𝑛

C ðàçìåðà
𝑛 × 𝑛. Ïîýòîìó çäåñü è äàëåå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îäíè è òå æå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ
êâàòåðíèîíîâ (è êâàòåðíèîííûõ ìàòðèö) è èõ êîìïëåêñíûõ ìàòðè÷íûõ àíàëîãîâ âäâîå
áîëüøåãî ðàçìåðà.

Ñïåöèàëüíîå ïîäìíîæåñòâî ìîíîæåñòâà C2𝑛×2𝑛 ÷åòíîìåðíûõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ
ìàòðèö îáðàçîâàíî ìàòðèöàìè, ïîëó÷åííûìè ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ (A.26) èç âåùåñò-
âåííî-êâàòåðíèîííûõ ìàòðèö. Èõ ìû òàêæå èìåíóåì âåùåñòâåííî-êâàòåðíèîííûìè.
×òîáû èäåíòèôèöèðîâàòü âåùåñòâåííî-êâàòåðíèîííûå ìàòðèöû ñðåäè âñåõ ìàòðèö â
C2𝑛×2𝑛, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ óòâåðæäåíèåì A.6. Äëÿ ýòîãî, îäíàêî, ìû äîëæíû
ïðåäúÿâèòü àíàëîãè ñîïðÿæåíèé 𝑀𝑅,𝑀 † è 𝑀𝑇 . Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî ýðìèòîâî ñî-
ïðÿæåíèå è òðàíñïîíèðîâàíèå â êâàòåðíèîííûõ ìàòðèöàõ ñîâïàäàåò ñ îáû÷íûì ýðìè-
òîâûì ñîïðÿæåíèåì è òðàíñïîíèðîâàíèåì èõ êîìïëåêñíûõ àíàëîãîâ, ÷òî â ÷àñòíîñòè
ñïðàâåäëèâî äëÿ îáðàçóþùèõ (A.26). Çàìåòèì, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè äóàëüíîé ìàòðèöû
èñïîëüçóåòñÿ êâàòåðíèîííîå ñîïðÿæåíèå, ò.å. â êàæäîì ìàòðè÷íîì ýëåìåíòå ñîïðÿãà-
þòñÿ ëèøü áàçèñíûå ýëåìåíòû, íî íå êîýôôèöèåíòû ïðè íèõ. Äîáèòüñÿ ýòîãî ýôôåêòà
â ìàòðè÷íîì àíàëîãå êâàòåðíèîíà ìîæíî, âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòíîøåíèåì (A.21), èç
êîòîðîãî âèäíî, ÷òî äëÿ äóàëüíîé ìàòðèöû ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

𝑀𝑅 = 𝑍𝑀𝑇𝑍−1 (A.27)

ãäå ìàòðèöà

𝑍 = 𝐼𝑛 ⊗ 𝑒2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 0 · · · 0

−1 0
...

0
. . . 0

...
. . . 0 1

0 · · · 0 −1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (A.28)

åñòü îäíî èç ìàòðè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìû.

A.4 Формула Коши-Бине.

Ïóñòü 𝐴 ∈ C𝑛×𝑚 è 𝐵 ∈ C𝑚×𝑛 � ïðÿìîóãîëüíûå ìàòðèöû, 𝑛 < 𝑚. Äëÿ ëþáîãî íàáîðà
𝐼 = {1 ≤ 𝑖1 < · · · < 𝑖𝑛 ≤ 𝑚} ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ îïðåäåëèòåëåé êâàäðàòíûõ ìàòðèö
𝑛× 𝑛, ïîñòðîåííûõ èç 𝑛 ñòîëáöîâ ìàòðèöû 𝐴 è 𝑛 ñòðîê ìàòðèöû 𝐵 c ýòèìè íîìåðàìè

𝐴𝐼 := det
1≤𝑘,𝑙≤𝑛

𝐴𝑘,𝑖𝑙 , 𝐵𝐼 := det
1≤𝑘,𝑙≤𝑛

𝐵𝑖𝑙,𝑘. (A.29)

Òîãäà ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Êîøè-Áèíå:

det𝐴𝐵 =
∑︁
𝐼

𝐴𝐼𝐵𝐼 . (A.30)
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