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Äîìàøíåå çàäàíèå � 7

Ñðîê ñäà÷è çàäàíèÿ: äî êîíöà äíÿ 19.05.24

1. Ëàãðàíæèàí òî÷å÷íîãî çàðÿäà q ìàññû m, äâèæóùåãîñÿ â ïðîñòðàíñòâå R3 â ïîñòîÿí-
íîì îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå ~H èìååò âèä:
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m~̇r
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2
+

q

2 c
( ~H× ~r, ~̇r ).

Çäåñü ~r = (x1, x2, x3) � ðàäèóñ-âåêòîð çàðÿæåíîé ÷àñòèöû â èíåðöèàëüíîé äåêàðòîâîé
ñèñòåìå îòñ÷åòà; c � ñêîðîñòü ñâåòà â âàêóóìå1.

à) Íàéäèòå îáîáùåííûé èìïóëüñ ~p = (p1, p2, p3) ÷àñòèöû è ïîñòðîéòå ãàìèëüòîíèàí
ñèñòåìû.

á) Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìàãíèòíîå ïîëå íàïðàâëåíî âäîëü îñè O~z : ~H = (0, 0, H). Íàé-
äèòå ðåøåíèå óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà, îòâå÷àþùåå íà÷àëüíûì äàííûì

x1(0) = x2(0) = x3(0) = 0, p1(0) = p, p2(0) = 0, p3(0) = P,

è îïèøèòå ôîðìó ñîîòâåòñòâóþùåé òðàåêòîðèè. (Ñîâåò: ïðè ðåøåíèè óäîáíî âîñïîëü-

çîâàòüñÿ êîìïëåêñíûìè ïåðåìåííûìè Q = x1 + ix2, PQ = p1 + ip2.)

â) Âû÷èñëèòå ñêîáêè Ïóàññîíà {vi, vj}1≤i,j≤3 ìåæäó êîìïîíåíòàìè âåêòîðà ñêîðîñòè
çàðÿäà ~v = (v1, v2, v3) := (ẋ, ẏ, ż).

2. Ëàãðàíæèàí äâóìåðíîãî èçîòðîïíîãî îñöèëëÿòîðà â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ ïðî-
ñòðàíñòâà R2 èìååò âèä:

L =
m

2
(ẋ2 + ẏ2)− mω2

2
(x2 + y2).

à) Íàéäèòå îáîáùåííûå èìïóëüñû è ïîñòðîéòå ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû.

á) Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèè

J1 =
1

2m
(p2x − p2y) +

mω2

2
(x2 − y2), J2 =

1

m
pxpy +mω2xy, J3 = ω (xpy − ypx)

ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ.

â) Äîêàæèòå, ÷òî ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ôóíêöèé Ji L := Span(J1, J2, J3) èíâàðèàíòíà
îòíîñèòåëüíî ñêîáêè Ïóàññîíà, ò.å., ñêîáêà Ïóàññîíà ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ èç L
ïðèíàäëåæèò L.

1Â êóðñå ëåêöèé ëàãðàíæèàí çàðÿäà, âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñ âíåøíèì ìàãíèòíûì ïîëåì ~H, çàäàâàëñÿ

ñ èñïîëüçîâàíèåì âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ~A : ~H = rot ~A ≡ ~∇ × ~A. Â ñëó÷àå

îäíîðîäíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ èìååì ~A = 1
2
~H × ~r.



3. Ðàññìîòðèì ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî òðåõìåðíîé ÷àñòèöû, ñíàáæåííîå êàíîíè÷åñêîé
ñêîáêîé Ïóàññîíà {xi, pj} = δij, ãäå ~r = (x1, x2, x3) è ~p = (p1, p2, p3) � ðàäèóñ-âåêòîð
è èìïóëüñ ÷àñòèöû, ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü ~F : R3 × R3 → R3 � ïðîèçâîëüíàÿ ãëàäêàÿ âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ:

~F = f1 ~r + f2 ~p+ f3 [~r × ~p ],

ãäå fα (α=1,2,3) � ôóíêöèè îò ñêàëÿðíûõ àðãóìåíòîâ ~r 2, ~p 2 è (~r, ~p) . Âû÷èñëèòå ñëåäóþùèå
ñêîáêè Ïóàññîíà:

à) {~F , ( ~M,~n)}, ãäå ~M := [~r× ~p ] � âåêòîð óãëîâîãî ìîìåíòà ÷àñòèöû, ~n � ïîñòîÿííûé
âåêòîð, çàäàþùèé íàïðàâëåíèå â ïðîñòðàíñòâå (êîìïîíåíòû ~n íå çàâèñÿò îò ~r è ~p).

á) {~F , ~M2}.

4. Ãàìèëüòîíèàí íàìàãíè÷åííîãî øàðà âî âíåøíåì îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå ~H(t)
èìååò âèä

H =
~M2

2I
− γ ( ~M, ~H),

ãäå ~M(t) = (M1(t),M2(t),M3(t)) � âåêòîð ìîìåíòà èìïóëüñà øàðà, I è γ � çàäàííûå
ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû (ñîîòâåòñòâåííî, ìîìåíò èíåðöèè øàðà è, òàê íàçûâàåìîå,
ãèðîìàãíèòíîå îòíîøåíèå).

à) Âûïèøèòå ãàìèëüòîíîâû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò ìîìåíòà èìïóëüñà
Mi, ïîëàãàÿ, ÷òî ñêîáêè ÏóàññîíàMi òàêèå æå, êàê è ó êîìïîíåíò óãëîâîãî ìîìåíòà
÷àñòèöû.

á) Ðåøèòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ îäíîðîäíîãî ïîñòîÿííîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ,

íàïðàâëåííîãî âäîëü îñè O~z : ~H = (0, 0, H).

5. Ïóàññîíîâà ñòðóêòóðà íà R3 â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ (x, y, z) çàäàåòñÿ ôîðìóëàìè

{x, y} = −2z, {y, z} = −2x, {z, x} = 2y. (∗)

à) Óáåäèòåñü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x, y, z) = x2 − y2 + z2 ïðèíàäëåæèò ïóàññîíîâó öåíòðó
ýòîé ñòðóêòóðû, òî åñòü èìååò íóëåâóþ ñêîáêó Ïóàññîíà ñ ëþáîé ôóíêöèåé.

á) Ïîñòðîéòå íåâûðîæäåííóþ ïóàññîíîâó ñòðóêòóðó, îãðàíè÷èâ ñêîáêè (∗) íà ñèì-
ïëåêòè÷åñêèå ëèñòû, çàäàâàåìûå ïîâåðõíîñòÿìè óðîâíÿ ôóíêöèè f � äâóõïîëîñò-
íûìè ãèïåðáîëîèäàìè âðàùåíèÿ:

y2 = x2 + z2 +R2, R ∈ R\{0}.

Íàéäèòå (êàêèå-ëèáî) êîîðäèíàòû Äàðáó äëÿ íåâûðîæäåííûõ ñêîáîê íà ñèìïëåê-
òè÷åñêèõ ëèñòàõ.

â) Ðàññìîòðèì òðè ãàìèëüòîíîâûõ âåêòîðíûõ ïîëÿ Xx, Xy è Xz, ñâÿçàííûõ ñ äåêàðòî-
âûìè êîîðäèíàòíûìè ôóíêöèÿìè x, y è z, ñîîòâåòñòâåííî. Óáåäèòåñü, ÷òî ýòè ïîëÿ
êàñàòåëüíû ê ñèìïëåêòè÷åñêèì ëèñòàì ïóàññîíîâîé ñòðóêòóðû. Ïîñòðîéòå ñîîòíî-
øåíèå, çàäàþùåå ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü ïîëåé Xx, Xy è Xz â êàæäîé òî÷êå R3\{0}.


