
Ëèñòîê 9

1. Ïóñòü f � ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ íà åäèíè÷íîì êðóãå {z : |z| < 1}, è
ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî

f(1/n) =
2n + 1

3n + 1
äëÿ âñåõ öåëûõ n > 2.

×åìó ìîæåò ðàâíÿòüñÿ f(2/3)?

2. Ïóñòü U ⊂ C� îòêðûòîå è ñâÿçíîå ìíîæåñòâî, è ïóñòü f, g : U → C�

ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè, íå ðàâíûå òîæäåñòâåííî íóëþ. Ïîêàæèòå, ÷òî

èõ ïðîèçâåäåíèå fg òàêæå íå ðàâíî òîæäåñòâåííî íóëþ (èíûìè ñëîâà-

ìè, êîëüöî ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé íà îòêðûòîì è ñâÿçíîì ìíîæåñòâå

ÿâëÿåòñÿ öåëîñòíûì)

3. Ïóñòü D̄ = {z : |z| 6 1}� çàìêíóòûé åäèíè÷íûé äèñê è ∂D = {z : |z| =
1}� åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü, à ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà D̄ è ãîëîìîðô-

íà â åãî âíóòðåííîñòè. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè f òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ

íà íåêîòîðîé äóãå â ∂D, òî îíà òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ âñþäó. (Óêàçà-

íèå. Êîíå÷íûì ÷èñëîì ñäâèãîâ äàííîé äóãè ìîæíî ïîêðûòü âñþ îêðóæ-

íîñòü.)

4. à) Â îáîçíà÷åíèÿõ çàäà÷è 3 ïðèâåäèòå ïðèìåð íåïðåðûâíîé ôóíêöèè

íà ∂D, êîòîðóþ íåëüçÿ ïðîäîëæèòü äî ôóíêöèè, íåïðåðûâíîé íà D̄ è

ãîëîìîðôíîé â åãî âíóòðåííîñòè.

á) Ìîæåòå ëè âû äàòü íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå âîçìîæíî-

ñòè òàêîãî ïðîäîëæåíèÿ?

5. Ïóñòü f ãîëîìîðôíà â ïðîêîëîòîì êðóãå D∗ = {z : 0 < |z| < 1}, è ïðè

ýòîì Re f(z) > 0 äëÿ âñåõ z ∈ D∗.
(à) Ìîæåò ëè f èìåòü â òî÷êå 0 ñóùåñòâåííóþ îñîáåííîñòü?

(á) Ìîæåò ëè f èìåòü â òî÷êå 0 ïîëþñ?

6. Ïóñòü P �ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n > 1 áåç êðàòíûõ êîðíåé; îáîçíà÷èì

åãî êîðíè ÷åðåç a1, . . . , an. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè k�öåëîå ÷èñëî, 0 6 k 6
n− 2, òî

ak1
P ′(a1)

+ . . . +
akn

P ′(an)
= 0.

7. Ïóñòü f ãîëîìîðôíà â ïðîêîëîòîì êðóãå D∗ = {z : 0 < |z| < 1} è óäî-

âëåòâîðÿåò óñëîâèþ f(z) = O(ln(1/|z|)) ïðè z → 0. ×òî ìîæíî ñêàçàòü

îá èçîëèðîâàííîé îñîáåííîñòè ôóíêöèè f â íóëå?
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8. Ïóñòü f1, . . . , fn �ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè íà îòêðûòîì è ñâÿçíîì ïîä-

ìíîæåñòâå U ⊂ C. Âðîíñêèàíîì ôóíêöèé f1, . . . , fn íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

W (f1, . . . , fn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f1 f2 . . . fn

f ′1 f ′2 . . . f ′n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f
(n−1)
1 f

(n−1)
2 . . . f

(n−1)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Ïîêàæèòå, ÷òî W (f1, . . . , fn) òîæäåñòâåííî ðàâíî íóëþ òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ôóíêöèòè f1, . . . , fn ëèíåéíî çàâèñèìû: à) äëÿ n = 2; á) äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî n.

9. (à) Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â êðóãå D̄ = {z : |z| 6 1} è ãî-

ëîìîðôíà â åãî âíóòðåííîñòè. Ìîæåò ëè îáðàç åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè

D̄ = {z : |z| = 1} ïðè îòîáðàæåíèè f áûòü ìíîæåñòâîì, îáîçíà÷åííûì

æèðíûìè ëèíèÿìè íà ðèñ. 1à (îáúåäèíåíèå îêðóæíîñòè è îòðåçêà)?

(á) Òîò æå âîïðîñ äëÿ ðèñ. 1á.

10.Ïîñòðîéòå êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè íà âíóò-

ðåííîñòü ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà (õîòü êàêîãî-íèáóäü: ðàçìåðû è ðàñ-

ïîëîæåíèå íà ïëîñêîñòè íåâàæíû).

11. Ñóùåñòâóåò ëè êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå ìåæäó âíóòðåííîñòüþ êâàä-

ðàòà è âíóòðåííîñòüþ ïðÿìîóãîëüíèêà ñ îòíîøåíèåì ñòîðîí 1 : 2, êîòî-
ðîå ïðè ñîîòâåòñòâèè ãðàíèö ïåðåâîäèò âåðøèíû â âåðøèíû? (Óêàçàíèå.

Ïðèíöèï ñèììåòðèè.)

12. Ñóùåñòâóåò ëè êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå ìåæäó âíóòðåííîñòüþ ïðà-

âèëüíîãî òðåóãîëüíèêà è âíóòðåííîñòüþ ðàâíîáåäðåííîãî ïðÿìîóãîëü-

íîãî òðåóãîëüíèêà, êîòîðîå ïðè ñîîòâåòñòâèè ãðàíèö ïåðåâîäèò âåðøèíû

â âåðøèíû? (Óêàçàíèå. Íå ñïåøèòå ñ îòâåòîì!)

13. Ðàññìîòðèì êîëüöà

U1 = {z : r1 < |z| < R1} è U2 = {z : r2 < |z| < R2}.
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Äîêàæèòå, ÷òî U1 è U2 êîíôîðìíî èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà R1/r1 = R2/r2.

14. Ñóùåñòâóåò ëè êîíôîðìíûé èçîìîðôèçì ìåæäó îòêðûòûì ìíîæå-

ñòâîì

U = {z ∈ C : |z| < 1,

∣∣∣∣z − 2

5

∣∣∣∣ > 2

5
}.

è êàêèì-íèáóäü êîëüöîì âèäà {z : r < |z| < R}, ãäå 0 < r < R?

15. Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò êâàçèêîíôîðìíîãî äèôôåîìîðôèçìà

èç C íà åäèíè÷íûé êðóã D = {z : |z| < 1}.
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