
МатФак ВШЭ. Линейная алгебра и геометрия. (4 мая 2024)

Задачи для подготовки к контрольной №7 и экзамену

ПК7⋄1. Постройте рациональные параметризации аффинных коник
а) −4𝑥2 + 28𝑥𝑦 + 8𝑥 − 28𝑦2 − 12𝑦 − 1 = 0
б) −12𝑥2 − 44𝑥𝑦 − 65𝑦2 + 10𝑦 − 1 = 0
в) −20𝑥2 − 36𝑥𝑦 − 8𝑥 − 28𝑦2 − 4𝑦 − 1 = 0.

оТвеТ:сточностьюдодробнолинейногопреобразованияпараметра𝑡
в(а)𝑥=(−𝑡2−2𝑡+1)∕(6𝑡2+6𝑡−2),𝑦=(−2𝑡2−2𝑡+1)∕(6𝑡2+6𝑡−2);
в(б)𝑥=(−23𝑡2+12𝑡−2)∕(54𝑡2−28𝑡+5),𝑦=(12𝑡2−6𝑡+1)∕(54𝑡2−28𝑡+5);
в(в)𝑥=(−5𝑡2+6𝑡−3)∕(14𝑡2−18𝑡+10),𝑦=(2𝑡2−2𝑡+1)∕(14𝑡2−18𝑡+10).

ПК7⋄2. Доподлинно выясните, совпадают ли Ваши ответы к предыдущей задаче с указан-
ными в ней ответами с точностью до дробно линейного преобразования параметра 𝑡.

ПК7⋄3. Для гомографии 𝜑∶ ℙ1(ℚ) ⥲ ℙ1(ℚ) найдите прообраз точки
а) 13∕23, если 𝜑 переводит 1∕2 в 4∕7, 4∕7 в 29∕51, а 5∕8 в 17∕30,
б) −62∕35, если 𝜑 переводит −1∕3 в −7∕4, −2∕7 в −16∕9, а −3∕10 в −23∕13,
в) −76∕163, если 𝜑 переводит −1∕3 в −1∕2, −2∕7 в −8∕17, а −5∕18 в −7∕15.

оТвеТ:в(а)2
3,двойноеотношениеточек-образов[4

7,29
51,17

30,13
23]=4

3;в(б)−8
27,двойноеотношениеточек-образов

[−7
4,−16

9,−23
13,−62

35]=2
3;в(в)−18

65,двойноеотношениеточек-образов[−1
2,−8

17,−7
15,−76

163]=12
11.

ПК7⋄4. Найдите неподвижные точки инволюции 𝜎∶ ℙ1(ℂ) ⥲ ℙ1(ℂ), 𝜎2 = Id, если
а) 𝜎(−4) = ∞, а 𝜎(−1) = 3∕2 б) 𝜎(2∕3) = 3, а 𝜎(−2∕3) = 1∕4 в) 𝜎(2) = 1, а 𝜎(4∕3) = 4.

оТвеТ:в(а)(−1∶−8+√66)и(−1∶−√66−8)(уравненияпрямых,соединяющихквадратысоответственныхточек,
имеюткоэффициенты(0,1,4)и(−2,1,3),иэтипрямыепересекаютсявточке(−1,−8,2));в(б)(−8∶78+22√15)
и(−8∶−22√15+78)(уравненияпрямых,соединяющихквадратысоответственныхточек,имеюткоэффици-
енты(−3,11,−6)и(−12,−5,2),иэтипрямыепересекаютсявточке(−8,78,147));в(в)(16∶10+2√3𝑖)и
(16∶10−2√3𝑖)(уравненияпрямых,соединяющихквадратысоответственныхточек,имеюткоэффициенты
(1,−3,2)и(−3,16,−16),иэтипрямыепересекаютсявточке(16,10,7)).

ПК7⋄5. Найдите косинус меньшего из двух смежных углов между касательными прямыми
а) опущенными на конику −60𝑥2 − 52𝑥𝑦 − 64𝑥 − 12𝑦2 − 28𝑦 − 17 = 0 из точки (0, −1)
б) опущенными на конику −5𝑥2 − 18𝑥𝑦 − 6𝑥 + 7𝑦2 − 2𝑦 − 1 = 0 из точки (−1∕3, −1∕6)
в) опущенными на конику 15𝑥2 + 56𝑥𝑦 − 22𝑥 + 12𝑦2 − 28𝑦 + 7 = 0 из точки (2∕5, 1∕5)

оТвеТ:в(а)направляющиевекторыкасательных(1,−2)и(2,−3),cos𝜗=8√65
65;в(б)направляющиевекторы

касательных(2,1)и(4,−1),cos𝜗=7√85
85;в(в)направляющиевекторыкасательных(1,−2)и(4,−3),cos𝜗=2√5

5.

ПК7⋄6. Напишите уравнения касательных прямых, опущенных на конику
а) 20𝑥2 + 60𝑥𝑦 + 4𝑥 − 𝑦2 + 12𝑦 = 0 из точки (− 3

14 , 1
14)

б) −17𝑥2 + 66𝑥𝑦 + 30𝑥 − 65𝑦2 − 58𝑦 − 13 = 0 из точки (0, −1
2)

в) −24𝑥2 − 32𝑥𝑦 − 12𝑥 − 9𝑦2 − 10𝑦 − 1 = 0 из точки (−1
2 , 1

2).

оТвеТ:в(а)𝑥+3𝑦=0и6𝑥+4𝑦+1=0;в(б)−𝑥+2𝑦+1=0и2𝑥−2𝑦−1=0;в(в)𝑥+𝑦=0и2𝑥+1=0.

ПК7⋄7. Найдите точки, в которых касательные прямые, опущенные на конику
а) −81𝑥2 + 64𝑥𝑦 + 66𝑥 + 8𝑦2 − 20𝑦 − 13 = 0 из точки ( 5

14 , −1
7)

б) −13𝑥2 + 28𝑥𝑦 + 4𝑥 − 16𝑦2 − 4𝑦 = 0 из точки (1, 2
3)

в) −32𝑥2 + 116𝑥𝑦 + 8𝑥 − 160𝑦2 − 4𝑦 − 1 = 0 из точки ( 3
11 , 1

11).
касаются коники.

оТвеТ:в(а)(1
3,−1

6)и(13
37,−5

37);в(б)(2
3,1

3)и(1,3
4);в(в)(3

10,1
10)и(2

7,5
56).

ПК7⋄8. Напишите однородное уравнение проективной коники, проходящей через
а) точки (−3 ∶ −2 ∶ 1), (16 ∶ 9 ∶ −6), (−3 ∶ −3 ∶ 1), (29 ∶ 17 ∶ −11), (−28 ∶ −19 ∶ 10)



б) точки (0 ∶ 3 ∶ 1, (−1 ∶ 1 ∶ 1), (−3 ∶ 14 ∶ 6) и касающейся прямой 6𝑥0 − 6𝑥1 + 20𝑥2 = 0
в точке (3 ∶ −7 ∶ −3).

в) точку (1 ∶ 0 ∶ 0) и касающейся прямых 2𝑥0 + 12𝑥1 + 6𝑥2 = 0 и 2𝑥0 − 2𝑥2 = 0 соответ-
ственно в точках (9 ∶ −4 ∶ 5) и (1 ∶ 0 ∶ 1).

оТвеТ:в(а)−21𝑥20+24𝑥0𝑥1−74𝑥0𝑥2−4𝑥21+52𝑥1𝑥2−57𝑥22=0;
в(б)8𝑥20−12𝑥0𝑥1+40𝑥0𝑥2+3𝑥21−22𝑥1𝑥2+39𝑥22=0;
в(в)4𝑥0𝑥1+4𝑥0𝑥2−𝑥21−4𝑥1𝑥2−4𝑥22=0.

ПК7⋄9. В евклидовом пространстве ℝ2 определите типы гладких евклидовых коник и для
центральных коник найдите центры и направления главных осей, а для парабол — на-
правление оси и вершину.
а) 20𝑥2 + 52𝑥𝑦 − 20𝑥 + 34𝑦2 − 24𝑦 + 9 = 0
б) −16𝑥2 − 76𝑥𝑦 − 8𝑥 − 90𝑦2 − 20𝑦 − 1 = 0
в) −7𝑥2 + 20𝑥𝑦 + 2𝑥 − 14𝑦2 − 4𝑦 = 0
г) 20𝑥2 − 52𝑥𝑦 + 32𝑥 + 34𝑦2 − 40𝑦 + 15 = 0
д) −𝑥2 − 4𝑥𝑦 − 6𝑥 − 4𝑦2 − 8𝑦 + 3 = 0
е) −4𝑥2 − 12𝑥𝑦 − 4𝑥 − 9𝑦2 − 8𝑦 + 4 = 0.

оТвеТ:в(а)эллипссцентром(7,−5)иосямивдольвекторов(−7
26+5√29

26∶1)и(−5√29
26−7

26∶1);
в(б)гиперболасцентром(−5,2)иосямивдольвекторов(−37

38+√2813
38∶1)и(−√2813

38−37
38∶1);

в(в)гиперболасцентром(3,2)иосямивдольвекторов(
7
20+√449

20∶1)и(−√449
20+7

20∶1);
в(г)эллипссцентром(−6,−4)иосямивдольвекторов(

7
26+5√29

26∶1)и(−5√29
26+7

26∶1);
в(д)параболасосью(−4∶2)ивершиной(87

25,−71
25);

в(е)параболасосью(6∶−4)ивершиной(−731
169,418

169).

ПК7⋄10. В евклидовом пространстве ℝ3 определите тип, укажите начальную точку и на-
правления координатных осей канонического ортонормального репера и напишите в нём
уравнение квадрики, заданной в стандартном ортонормальном базисе уравнением
а) 14𝑥2 + 4𝑥𝑦 − 8𝑥𝑧 − 48𝑥 + 17𝑦2 + 4𝑦𝑧 − 12𝑦 + 14𝑧2 + 96𝑧 = −162
б) 5𝑥2 − 4𝑥𝑦 − 4𝑥𝑧 + 18𝑥 + 2𝑦2 − 8𝑦𝑧 + 2𝑧2 = −3
в) −19𝑥2 + 28𝑥𝑦 − 56𝑥𝑧 + 150𝑥 + 2𝑦2 + 28𝑦𝑧 − 48𝑦 − 19𝑧2 + 150𝑧 = 180
г) 11𝑥2 − 20𝑥𝑦 + 4𝑥𝑧 − 60𝑥 + 14𝑦2 + 16𝑦𝑧 + 30𝑦 + 20𝑧2 + 21𝑧 = −18
д) 4𝑥2 + 8𝑥𝑦 − 12𝑥𝑧 − 14𝑥 − 4𝑦𝑧 + 8𝑦 + 5𝑧2 + 26𝑧 = 27
е) 4𝑥2 − 28𝑥𝑦 + 4𝑥𝑧 − 12𝑥 + 13𝑦2 − 32𝑦𝑧 − 48𝑦 + 19𝑧2 + 66𝑧 = −63

оТвеТ:в(а)эллипсоид𝑥21
2+𝑥22+𝑥23=1вортонормальномрепересначаломвточке(2∕3,2∕3,−10∕3)иосями,

направленнымивдольвекторов𝑒1=(2∕3,−1∕3,2∕3),𝑒2=(−1∕3,2∕3,2∕3),𝑒3=(−2∕3,−2∕3,1∕3).
в(б)связныйгиперболоид𝑥21+𝑥22−𝑥23

2=1вортонормальномрепересначаломвточке(−1,1,1)иосями,
направленнымивдольвекторов𝑒1=(−2∕3,2∕3,−1∕3),𝑒2=(2∕3,1∕3,−2∕3),𝑒3=(−1∕3,−2∕3,−2∕3).
в(в)несвязныйгиперболоид𝑥21

2+𝑥22
2−3𝑥23=−1вортонормальномрепересначаломвточке(1,−2,1)иосями,

направленнымивдольвекторов𝑒1=(1∕3,−2∕3,−2∕3),𝑒2=(2∕3,2∕3,−1∕3),𝑒3=(2∕3,−1∕3,2∕3).
в(г)эллиптическийпараболоид3𝑥1+2𝑥22+3𝑥23=0вортонормальномрепересначаломвточке(1∕3,−5∕3,1∕3)
иосями,направленнымивдольвекторов𝑒1=(−2∕3,−2∕3,1∕3),𝑒2=(−2∕3,1∕3,−2∕3),𝑒3=
(1∕3,−2∕3,−2∕3).
в(д)гиперболическийпараболоид3𝑥1+2𝑥22−𝑥23

2=0вортонормальномрепересначаломвточке(2∕3,7∕3,1∕3)
иосями,направленнымивдольвекторов𝑒1=(1∕3,2∕3,2∕3),𝑒2=(−2∕3,−1∕3,2∕3),𝑒3=(2∕3,−2∕3,1∕3).
в(е)конус2𝑥21+𝑥22

2−𝑥23
2=0вортонормальномрепересначаломвточке(1∕3,−2∕3,−7∕3)иосями,направлен-

нымивдольвекторов𝑒1=(1∕3,−2∕3,2∕3),𝑒2=(2∕3,−1∕3,−2∕3),𝑒3=(2∕3,2∕3,1∕3).
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