
Ïðèêëàäíûå ìåòîäû àíàëèçà � 2024

Ëèñòîê 2

1. Äîêàæèòå, ÷òî lim
ε→+0

∫
δ(ε)(x)f(x)dx = f(0) äëÿ ëþáîé áåñêîíå÷íî

äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè f äëÿ ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

à) δ(ε)(x) =
ε/π

x2 + ε2
, á) δ(ε)(x) =

1√
πε

e−x2/ε, â) δ(ε)(x) =
sin(x/ε)

πx
.

2. Äîêàæèòå, ÷òî â ñìûñëå îáîáùåííûõ ôóíêöèé

xδ(x) = 0, íî xδ′(x) = −δ(x) ̸= 0.

3. Äëÿ ëþáîé ðåãóëÿðíîé ôóíêöèè a(x) äîêàæèòå òîæäåñòâî

a(x)δ′(x) = a(0)δ′(x)− a′(0)δ(x).

4. Ïóñòü f(x) � äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ñ ïðîñòûìè íóëÿìè â

òî÷êàõ xi. Îïðåäåëèì îáîáùåííóþ ôóíêöèþ δ(f) ðàâåíñòâîì

(δ(f), φ) = lim
ϵ→+0

ϵ−1

∫
0<f(x)<ϵ

φ(x)dx

äëÿ ëþáîé îñíîâíîé ôóíêöèè φ. Ïîêàæèòå, ÷òî

δ(f) =
∑
i

δ(x− xi)

|f ′(xi)|
.

5. à) Ïîêàæèòå, ÷òî θ′(x) = δ(x) â ñìûñëå îáîáùåííûõ ôóíêöèé;

á) Ïóñòü ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà âî âñåõ òî÷êàõ êðîìå òî÷êè x0,
ãäå èìååò ðàçðûâ [f ]x0 = f(x0 + 0)− f(x0 − 0). Ïîêàæèòå, ÷òî â ñìûñëå

îáîáùåííûõ ôóíêöèé

f ′(x) = {f ′(x)}+ [f ]x0δ(x− x0),

ãäå {f ′(x)} = f ′(x) ïðè x ̸= x0 è {f ′(x)} = 0 ïðè x = x0.

6. à) Îïðåäåëèì îáîáùåííûå ôóíêöèè 1/x è 1/x2 ðàâåíñòâàìè(1
x
, f

)
= P.V.

∫ ∞

−∞

f(x)

x
dx,

( 1

x2
, f

)
= P.V.

∫ ∞

−∞

f(x)− f(0)

x2
dx

äëÿ ëþáîé îñíîâíîé ôóíêöèè f . Ïîêàæèòå, ÷òî â ñìûñëå îáîáùåííûõ

ôóíêöèé (1
x

)′
= − 1

x2
.



á) Îïðåäåëèòå îáîáùåííóþ ôóíêöèþ 1/x3.

7. Ïóñòü φ(x, y) � àíòèñèììåòðè÷íàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ,

φ(y, x) = −φ(x, y). Äîêàæèòå òîæäåñòâî

δ′(x− y)φ(x, y) =
1

2
δ(x− y)(∂y − ∂x)φ(x, y).

8. Äîêàæèòå òîæäåñòâî∑
n∈Z

e2πinx =
∑
n∈Z

δ(x− n).

9. Â D′(C) äîêàæèòå òîæäåñòâà

à) ∂z̄

(1
z

)
= πδ(z); á) ∆log |z| = 2πδ(z),

ãäå ∆ = ∂2
x + ∂2

y = 4∂z∂z̄ � îïåðàòîð Ëàïëàñà; â) íàéäèòå ∂z̄

( 1

z2

)
.

10. Â D′(C) äîêàæèòå òîæäåñòâà

à) ∂z̄ log z = −πδ(y)θ(−x); á) ∂z log z =
1

z
+ πδ(y)θ(−x),

ãäå log z � îäíîçíà÷íàÿ ãîëîìîðôíàÿ âåòâü ëîãàðèôìà â C \ (−∞, 0] òà-
êàÿ, ÷òî log x ∈ R ïðè x ∈ R+.


